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ABSTRACT. The Euler and Navier-Stokes equations describe the motion of fluids, but it is still unknown whether
their smooth solutions (with C'*° regularity) can develop singularities in finite time. This enigma, one of the «Mil-
lennium Prize Problems», poses fundamental mathematical and physical challenges. In this article, we review what
singularities are, the main mechanisms proposed for their formation (selfsimilar solutions and vorticity cascades) as
well as recent advances that shed new light on this problem in three dimensions.

RESUME: Les équations d’Euler et de Navier-Stokes décrivent le mouvement des fluides, mais on ignore encore si
leurs solutions régulieres (de régularité C'°°) peuvent présenter des singularités en temps fini. Cet énigme, 1'un des
«probléemes du prix du millénaire », pose des défis mathématiques et physiques fondamentaux. Dans cet article, nous
passons en revue la nature des singularités, les principaux mécanismes proposés pour leur formation (solutions auto-
similaires et cascades de vorticité) ainsi que les avancées récentes qui apportent un nouvel éclairage sur ce probleme
en trois dimensions.
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1. Le probléeme de 1’explosion dans les fluides incompréhensible : approches
actuelles

Les équations d’Euler et de Navier-Stokes sont depuis des siécles les piliers fondamentaux de
la dynamique des fluides incompressibles. Elles régissent le comportement des fluides et appa-
raissent dans d’innombrables applications, de l'aérodynamique a ’océanographie. Cependant,
Panalyse théorique souléve I'un des défis majeurs en mathématiques : 1’existence (ou non) de
singularités dans ses solutions, également connue sous le nom le probléme de la main explosive
(blow-up). En particulier, les singularités qui se forment a I'intérieur du fluide, sans intervention
de la frontiére, sont d’un intérét particulier. Cet énigme, toujours non résolu, fait partie des
sept « Problémes du Millénaire » proposés par le Clay Institute (https://is.gd/1Jv4ET).

Une singularité dans un systeme d’équations différentielles se produit lorsque certaines quan-
tités, comme la vitesse du fluide ou son gradient, deviennent infinies en un temps fini. Dans le
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contexte des équations d’Euler et de Navier-Stokes, l’existence de singularités en trois dimen-
sions impliquerait qu’il est possible que des transitions abruptes se produisent dans 1’évolution
temporelle d’un fluide, ce qui changerait notre compréhension actuelle de la turbulence et du
comportement des fluides aux échelles microscopiques et macroscopiques.

Aujourd’hui, une intense carriere mathématique est menée pour répondre a cette question,
avec cinq groupes de Tacados qui ont proposé des stratégies novatrices pour aborder le probleme

a) L’équipe de Thomas Hou (Institut Technologique de California) et Jiajie Chen (Université de
New York) explore la possibilité d’une singularité auto-similaire dans les fluides axisymétriques.
Leur approche repose sur des simulations numériques de haute précision, utilisées ensuite pour
construire un test rigoureux avec assistance informatique (preuve assistée par ordinateur, PAO).
Cette méthode a déja été employée avec succes dans le cas d’une singularité a la frontiere du
domaine, comme détaillée dans les travaux de Chen et Hou (2025a) et Chen et Hou (2025b).

b) Le groupe de Tristan Buckmaster (Université de New York) et Javier Gémez-Serrano
(Université de Dad de Brown) a adopté une stratégie similaire a celle de T. Hou, mais avec
une approche plus moderne : l'utilisation de réseaux neuronaux pour identifier les configu-
rations initiales qui ménent a Pentrainement des singularités. Cette méthodologie innovante a
été présentée dans des médias spécialisées telles que Quanta Magazine (https://is.gd/NYBLoB).

¢) Terence Tao (Université de Californie & Los Angeles), 'un des esprits les plus brillants des
mathématiques contemporaines, a proposé une approche différente, recherchant des singularités
dans le cadre des variétés compactes riemanniennes. Cependant, jusqu’a présent, il n’y a pas
eu de progres concrets dans cette direction. Sa proposition peut étre consultée sur son blog
personnel (https://is.gd/SILFKo).

d) Tarek Elgindi (Université de Duke) a réalisé un exploit historique : prouver sans assistance
informatique l'existence d’une singularité auto-similaire dans les équations d’Euler 3D pour des
solutions axisymétriques sans spin dans les espaces Hélder O avec o supérieur a zéro et trés
petit, 0 < a < € (Elgindi, 2021 et Elgindi et al., 2021). Ses avancées comprennent, également,
des singularités auto-similaires pour des flots axisymétriques avec rotation dans le méme référen-
tiel de régularité (Elgindi & Pasqualotto, 2023).

e) Le groupe ICMAT (www.icmat.es), au sein duquel les auteurs, en collaboration avec Fan
Zheng, Andrés Lain Sanclemente et José Antonio Lucas Manchén, ont développé et travaillent
sur une stratégie alternative pour démontrer, par la méthode traditionnelle, la formation de
singularités sans recourir a 'autosimilarité. Le mécanisme d’explosion consiste a générer une
cascade de couches de vorticité situées aux points ou la singularité se développe. Les auteurs ont
re-complexifié le résultat d’Elgindi (2021) dans un texte plus général, démontrant l'existence de
singularités non auto-similaires (Cérdoba, Martinez Zoroa & Zheng, 2025). Cérdoba, Martinez
Zoroa & Zheng, 2025. . De plus, grace a I'introduction d’une force extérieure, leur méthode a
permis d’obtenir des singularités sur des fluides plus réguliers : fluides non axisymétriques avec

force C'11/2=¢ pour tout € > 0 (Cérdoba & Martinez Zoroa, 2023) et fluides axisymétriques avec
rotation force en OV 4/3-1-¢ (Cérdoba, Lain Sanclemente & Martinez Zoroa, 2025). De méme,

ils ont pouvé I'extension de ces résultats aux fluides hypodissipatifs a viscosité fractionnaire
(Cérdoba et al., 2024).
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Nous sommes & un moment charniere de I'histoire, ou des singularités ont été démontrées
pour la premiere fois des solutions classiques a énergie finie pour les équations d’Euler en 3D,
offrant de nouvelles stratégies pour construire des solutions qui explosent dans un cadre C*
(c’est-a-dire avec des données initiales et une force extérieure admettant des taux de variation
infinis). La lutte pour résoudre ce probléme est ouverte et chacune de ces approches offre des
perspectives différentes sur la complexité du phénomene. L’une de ces équipes parviendra-t-elle
a démontrer définitivement ’existence de singularités dans les équations d’Euler et de Navier-
Stokes dans le cadre C>°? Le dénouement de cette course passionnante pourrait changer notre
compréhension de la mécanique des fluides et, par conséquent, débloquer le développement de
nombreuses applications en sciences et en ingénierie.

Dans les sections suivantes, sont présentées en détail les équations d’Euler et de Navier-
Stokes, qui régissent la dynamique des fluides incompressibles, et le « Probleme du Millénaire »
énoncé par I'Institut Clay des Mathématiques. Ensuite, le concept de solutions axisymétriques
est décrit, en distinguant les cas avec et sans rotation, qui jouent un réle important dans les
scénarios de formation récente concernant les singularités. Enfin, une vision générale des deux
principaux mécanismes de développement des singularités identifiés a ce jour est proposée : les
lumieres auto-similaires et les cascades de vorticité, qui illustrent différentes manieres dont la
concentration de vorticité peut conduire & 'effondrement de la régularité en un temps fini.

2. Origines de la théorie mathématique de la dynamique des fluides

La théorie mathématique de la dynamique des fluides remonte au XVIle siécle avec les travaux
d’Isaac Newton, qui appliqua pour la premieére fois ses lois de la mécanique du mouvement des
fluides. Plus tard, en 1755, Leonhard Euler formula les équations différentielles qui décrivent
la dynamique d’un fluide parfait, c’est-a-dire sans dissipation par interaction moléculaire. Plus
tard, C. Navier (1822) et G. Stokes (1845) incorporérent le terme viscoélastique, donnant nais-
sance aux équations que nous connaissons aujourd’hui, comme les équations de Navier-Stokes.

Considérons un fluide dans un domaine Q C R? ou R? et supposons I’hypotheése du milieu
continu, qui établit en tout point de 2 les propriétés du fluide sont continues dans l’espace
et le temps. A chaque instant ¢, les particules du fluide sont décrites par les coordonnées
x = (1,22,23) € Q. Nous caractérisons le fluide par :

* La plage de la vitesse.

u(z,t) = (up(x,t), up(x,t),us3(z,t)) € R?

* La pression p(z,t) € R.
* La masse volumique p(z,t) € R.

Les équations de Navier-Stokes sont dérivées de la deuxiéme loi de Newton et de la conser-
vation de la masse :

P (é;; —|—u.Vu> =—-Vp+vAu+ f

9p

— +V.(pu) =0

T (pu)

ou f est la force extérieure & laquelle il est exposé le fluide (comme, par exemple, la gravité) et

v > 0 représente la viscosité cinématique. Dans le cas particulier v = 0, on obtient les équations
d’Euler.
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3. Classification des fluides et conditions aux limites

Dans I’étude mathématique des fluides, il est utile de les synthétiser selon certaines propriétés
physiques qui symétrisent les équations qui les décrivent :

* Fluide incompressible : Il est caractérisé par le fait que son volume ne varie pas avec
le temps, ce qui se traduit mathématiquement par la condition de divergence nulle du champ
de vitesse : V.u = 0. Cette subdivision est valable, par exemple, pour les liquides comme ’eau
dans la plupart des situations courantes.

* Fluide parfait : C’est un fluide sans viscosité, c’est-a-dire, ot le parameétre v est nul.
Cette idéalisation permet de se concentrer sur les effets purement inertiels du mouvement du
fluide.

* Fluide homogeéne : Il a une densité constante, typiquement normalisée & p = 1 par souci
de simplicité. Cette hypothese élimine les variations de densité de I’analyse.

* Fluide idéal : C’est un fluide qui remplit simultanément les trois conditions précédentes.
Bien qu’aucun fluide réel ne les remplisse exactement, le modele du fluide idéal le fait. La
connaissance du fluide idéal est essentielle pour comprendre les phénomenes fondamentaux du
mouvement des fluides.

Les conditions aux limites constituent un autre aspect clé dans la formulation des problémes
de mécanique des fluides et varient selon I’environnement physique considéré. Par exemple, dans
un récipient fixe, la paroi du domaine est rigide et immobile, et on impose généralement que
le fluide ne la traverse pas. En revanche, si 'on considere l'interaction entre deux fluides non
miscibles (comme ’eau et I'huile), la frontiére qui les sépare, appelée interface, peut se déformer
et se déplacer avec I’écoulement.

Ces conditions aux limites influencent profondément le comportement du fluide et, en par-
ticulier apparition d’éventuelles singularités. Par exemple, en deux dimensions, le caractere
libre ou rigide de la frontiére peut complétement modifier la dynamique du systeme. Méme si le
fluide est initialement tres régulier a l'intérieur du domaine, des singularités peuvent se former
a la frontiere, souvent en raison d’une configuration instable. Un exemple classique est le cas
ou un fluide plus dense se trouve au-dessus d’un fluide moins dense sous 'action de la gravité,
ce qui génere des instabilités telles que celles du phénomeéne de Rayleigh-Taylor®.

Cependant, les scénarios les plus intrigants d’un point de vue mathématique sont ceux ou des
singularités émergent de conditions stables, sans source apparente d’instabilité initiale. Trois
exemples de formation de singularités se développent sur la frontiére libre dans une configura-
tion stable (c’est-a-dire avec la garantie de I'existence de solutions pour des temps courts) sont
présentés dans Castro et al. (2013), Agrawal (2024) et Cérdoba et al. (2023).

Dans le probleme que nous étudierons dans les sections suivantes, nous considérons un do-
maine infini : I’espace tridimensionnel entier R?, ou le tore tridimensionnel T3, qui représente un
espace périodique. Dans le cas de R?, il est nécessaire d’imposer des conditions de décroissance a
Iinfini, ce qui garantit, entre autres, que I’énergie totale du systéme est finie et que le probléeme
a une signification physique.

1. L’instabilité de Rayleigh-Taylor se produit lorsqu’un fluide plus dense est placé au-dessus d’un fluide moins
dense en présence d’un champ de forces (généralement la gravité). Cette configuration est instable, de sorte que
la moindre perturbation provoque un mélange caractéristique des fluides.
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4. Le Probléme du Millénaire de I'Institut Clay de Mathématiques

A la fin du siécle dernier, & 'aube du nouveau millénaire, la communauté scientifique s’est
penchée sur les problemes fondamentaux non résolus qui devraient guider les recherches intel-
lectuelles du XXIe siecle.

Dans ce contexte, I'Institut Clay de Mathématiques a proposé en 2000 une liste de sept
problémes mathématiques, connus sous le nom de Problémes du Millénaire, chacun étant
récompensé par un prix d’un million de dollars.

Parmi ces problémes, celui de I'existence et de la régularité des solutions régulieres des équa-
tions de Navier-Stokes en trois dimensions occupe une place centrale, tant par sa profondeur
mathématique que par sa pertinence physique.

Ci-dessous, 1’énoncé officiel du Probleme du Millénaire est reproduit tel qu’il apparait dans
Particle de Fefferman, disponible & I'adresse https://is.gd/MGQGrC :
Considérons un fluide visqueux (v > 0), homogene et incompressible :

ou+uVu=-Vp+vAu+ f, (zreR3t>0)
(4.1) V=0,
u(z,0) = up.

Les données initiales doivent vérifier les conditions de régularité suivantes :
(4.2) |0%uo| < Co (1 + |z))7F, VB, k>0

et pour la force extérieure f, il faut donner que:

(4.3) 10507 f] < Copom (1 + |2 + )%, VB, k,m >0

Ici, Cs,;, et Cg m sont des constantes bornées qui dépendent des parametres /3, k et m.

Les solutions admissibles au probléeme sont :
* Pour x € R3, (u,p) € C*(R3 x [0,00)) avec décroissance a l'infini de la pression et énergie
finie, c’est-a-dire:

/ lu|?ds < +o0, Vt
R3
* Ou solutions (u,p) € C*°(T? x (0,00)) pression moyenne périodique et nulle.

Probleme de Clay : Démontrer 'une des deux affirmations suivantes :

a) Soient ug et la force extérieure f satisfaisant les conditions de régularité (2) et (3). Alors,
il existe toujours des solutions admissibles & (1).

b) Trouver ug et une force extérieure f satisfaisant les conditions de régularité (2) et (3) et
tel qu’il n’existe aucune solution admissible & (1) avec la valeur initiale ug.

L’énoncé formel ci-dessus est techniquement exact, mais pour saisir 1’esprit du probléme, une
explication plus accessible est utile. Les équations de Navier-Stokes décrivent le mouvement
d’un fluide visqueux, comme 'eau ou le miel, ses équations constituent 1'un des piliers de la
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mécanique des fluides.

Cependant, d’un point de vue mathématique, nous ignorons encore si ces équations admettent
toujours une solution réguliere (c’est-a-dire sans discontinuité, conservant la régularité initiale
& tout instant) & partir de conditions initiales raisonnables. La question fondamentale est la
suivante : un fluide initialement au repos ou en mouvement régulier peut-il évoluer au cours
du temps, développant une turbulence si intense que la solution mathématique devienne in-
cohérente 7 Cette incertitude, a la frontieére entre le connu et 'inconnu, fait du probléme de
Navier-Stokes I'un des plus grands défis mathématiques de notre époque.

5. Fluides idéaux sans frontiéres et solutions classiques

Nous nous intéresserons d’abord a ’étude des fluides idéaux, c’est-a-dire des fluides de densité
constante (normalisée & p = 1), de viscosité nulle et sans frontiere. Ce type d’idéalisation nous
permet de nous concentrer sur les mécanismes internes de 1’écoulement sans nous soucier des
effets de frontiere ni de la dissipation de la viscosité.

De plus, nous considérons les solutions classiques des équations d’Euler incompressibles, ¢’est-
a-dire les champs de vitesse u(z,t) de classe C! en espace et en temps. Sous ces conditions de
régularité, il est possible de montrer que I’énergie cinétique totale du systeme est conservée au
cours du temps, en ’absence de forces extérieures. Mathématiquement, cela s’exprime comme:

1d

2dt Jps
ou f représente une force extérieure. En l'absence d’une telle force (f = 0), Iénergie est
conservée :

|u(x,t)|2daz=/ w(z, 1), f (2, )

R3

/ |u(z,t)|>dz = constante
R3

En revanche, si la force f € L?, c’est-a-dire si elle satisfait:

/ |f(z,t)]2de < oo
R3

Pour tout ¢ > 0, alors, si 'énergie cinétique initiale du fluide est bornée, elle reste bornée pour
le reste du temps.

Un outil fondamental pour comprendre la dynamique des fluides est la wvorticité, définie
comme

w=VAu
La vorticité mesure la rotation locale de I’écoulement, et son évolution dans le temps révele les
structures clés de ’écoulement. En trois dimensions, I’équation d’évolution de la vorticité est :

Oiw +u.Vw = w.Vu

ou le terme w.Vu représente 1’étirement de la vorticité, un mécanisme qui peut amplifier son
amplitude et conduire & la formation de structures de plus en plus fines. Ce phénomene est I'un
des principaux mécanismes de formation des singularités dans les équations d’Euler.
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Cependant, en deuzr dimensions, une annulation cruciale se produit: le terme d’étirement
disparait et la vorticité satisfait simplement une équation de transport :

Ow +u.Vw =0

Cela implique que la norme de vorticité est conservée tout au long de 1’écoulement, empéchant
ainsi la formation de singularités en temps fini. En effet, il a été démontré que des solutions
d’Euler réguliéres existent en 2D pour tout temps (voir Wolibner, 1933 et Holder, 1933).

En trois dimensions, le critere de Beale-Kato-Majda (BKM) (1984) fournit une condition
nécessaire et suffisante pour apparition d’une singularité. Si 7™ est la durée de vie maximale
d’une solution réguliere, alors la condition suivante doit étre satisfaite :

o
/ (. )l e dt = 0o
0

Autrement dit, une solution réguliere ne peut s’effondrer en un temps fini que si la norme
L*° de la vorticité devient incontrélable.

Lorsqu’on étudie la régularité d’une solution d’une équation différentielle - c’est-a-dire son
degré de régularité - il est nécessaire de disposer d’une méthode précise pour mesurer le bon
comportement de cette solution. L’un des outils les plus utilisés dans ce contexte, est celui
des espaces de Holder, qui permettent de décrire des fonctions qui non seulement possédent des
dérivées, mais dont les dérivées varient de maniére controlée et progressive.

Une fonction appartient a l'espace C* si elle est continue et si ses dérivées sont continues
jusqu’a l'ordre k. Cependant, cela ne suffit pas pour comprendre plus en détail la variation de
ces dérivées. Par exemple, une fonction peut avoir une dérivée continue, mais avec des change-
ments trés abrupts qui rendent son contréle difficile. C’est 13 qu’intervient le raffinement C*.

On dit qu’une fonction appartient & Iespace C* si :
* Elle admet des dérivées continues jusqu’a l'ordre k, et
* les dérivées d’ordre k sont des fonctions de Holder continues d’exposant « € (0, 1].

Cela signifie que non seulement ces dérivées existent, mais aussi qu’elles n’oscillent pas trop
rapidement. Plus précisément, il existe une constante C' telle que, pour deux points proches x
et y, la différence entre les valeurs de la dérivée d’ordre k en ces points satisfait a 1’équation
suivante :

0" f(a) = 0" f(y)] < Cla -yl
Autrement dit, les dérivées existent et sont continues, et leur comportement est prévisible a
petite échelle.

Par exemple :

* Si une fonction appartenant & C1+!, alors sa dérivée est continue (d’ordre 1) et lipschitzienne,
c’est-a-dire qu’elle varie au plus linéairement avec la distance. Par exemple, la fonction f(z) =
sign(z)x? appartient & C11 (et aussi a C11/2),

* Cependant, f(z) = 2%/? appartient & C'/2 sur son domaine, mais pas a C'!.

D’un point de vue fonctionnel, le systéme d’Euler 3D est bien formulé localement dans le
temps dans les espaces de Holder — c’est-a-dire que les données initiales ug et la force extérieure
appartiennent aux espaces C*%, avec k > 1 et o € (0,1)) (voir Gunther (1927) et Lichtenstein
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(1930)). Dans ces espaces, il est garanti l’existence et l'unicité des solutions régulieres sur
un intervalle de temps dépendant de la norme des données initiales (en présence de viscosité,
voir Navier-Stokes, Leray, 1934) sont des points importants. La question ouverte majeure est de
savoir si ces solutions sont permanentes ou si elles peuvent présenter une singularité en un temps
fini. Dans le cadre des équations d’Euler tridimensionnelles, on s’intéresse aux singularités et
& Pexistence, en un certain point, d’une solution qui cesse d’appartenir & un espace C*®. Ceci
indique que la fonction, ou ses dérivées, sont devenues trop irréguliéres, ce qui correspond a la
formation d’une singularité.

6. Ecoulements axisymétriques

Dans ’étude des équations d’Euler 3D incompressibles, il est possible d’exploiter la structure
géométrique de certaines solutions pour obtenir une formulation plus simple. En particulier,
nous considérons les coordonnées cylindriques (r, 6, z), ot la base orthonormée est donnée par:

Xr1 T2 T2 I

e = (7,—,0), g = (——,—,o), e, = (0,0,1)

r r r

avec r = y/x? + x3. On dit quun champ de vitesses u est axisymétrique s’il a la forme:
w=u"(r,zt)e, +u’(r, z,t)eq + u*(r, z, t)e,

La vorticité correspondante w = V A u de ces flux est donnée par:

w=—ule, + (ul —u?)eq + l(rus)rez
T r

Cette réduction est significative car elle transforme le probléme initial en trois dimensions en un
probleme essentiellement bidimensionnel, puisque les équations régissantes ne dépendent que de
(r,z) et non de 6. Si, en outre, le champ des vitesses est axisymétrique sans composante azimu-
tale (de rotation), c’est-a-dire si ug = 0, les équations d’Euler tridimensionnelles se réduisent a
une équation plus simple pour la composante wyg de la vorticité :
87(4}0 + u® 87("}9 — wa uiT
or 0z r
Dans ce cas, la dynamique des flux est entierement déterminée par ’évolution de la vorticité
angulaire w?, qui suit une équation de transport avec un terme source proportionnel & w?/r, qui
reflete Deffet de la géométrie cylindrique.

wl +u”

De plus, cette formulation joue un réle fondamental dans 1’étude de la formation possible des
singularités dans les solutions d’Euler, car c’est dans ce cadre que certaines des conjectures les
plus importantes liées & I’explosion en temps fini de la vorticité ont été formulées. En particulier,
la présence du terme w? /r suggére un possible mécanisme d’amplification de la vorticité pres de
Paxe de symétrie (r = 0), ce qui a motivé de nombreuses études théoriques et numériques dans
la recherche de scénarios de blow-up.

D’un point de vue analytique, la réduction axisymétrique sans rotation permet 'utilisation de
techniques développées pour les équations de transport et d’advection en deux dimensions. Pour
ce type de solutions sans rotation, il a été démontré que, dans certaines conditions, les solutions
sont globales dans le temps. Plus précisément, les travaux d’Ukhovskii et Iudovich (1968), puis
de Danchin (2007), établissent que si les données initiales appartiennent & 1’espace de Holder
Ccl’l/ 3+, alors la solution persiste globalement dans le temps. L’espace o 1/3+ désigne les
fonctions & support compact et différentiables avec une exigence supplémentaire de régularité
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pour la dérivée, la vorticité initiale wf étant continue au sens de Holder avec un exposant
supérieur & 1/3. Ce seuil de régularité est crucial, car il garantit que la solution ne développe pas
de singularités en temps fini dans le modele axisymétrique sans rotation. Toutefois, le résultat
laisse ouverte la question des données initiales avec une régularité C1* avec 0 < o < 1/3, ot il
existe une possibilité de formation de singularités en temps fini.

7. Particularités 3D d’Euler

Au cours des derniéres années, plusieurs mécanismes de formation de singularités en temps
fini ont été développés pour le systéeme incompressible tridimensionnel d’Euler, dans le cadre
des solutions classiques C'®,

Les solutions construites possédent une énergie finie et présentent une concentration de vor-
ticité & Pintérieur du fluide. A ce jour, cing scénarios différents sont connus. Deux d’entre eux
présentent une structure auto-similaire, tandis que les trois autres sont basés sur des mécanismes
de type cascade, ou des couches successives de vorticité s’accumulent a des échelles de plus en
plus petites pres du point d’explosion.

7.1. Singularités auto-similaires. Une solution w est dite exactement auto-similaire si elle a

la forme auto-similaire:
1 x
t) = F
o) = 15 ()

pour une constante & > 0. A mesure que t s’approche de t = 1 & partir de valeurs inférieures, la
fonction w développe une singularité du type |z|~? pres de I’ origine, pour un petit 3 > 0.

Dans ce contexte, la fonction F' satisfait une équation indépendante du temps, obtenue apres
avoir redimensionné de maniére appropriée ’espace et le temps dans I’équation de vorticité.
Ce type de scénario permet, en principe, de saisir la géométrie fine de I'explosion; cependant,
sa construction rigoureuse représente un défi considérable, tant sur le plan technique que con-
ceptuel.

Il convient de rappeler que divers travaux ont établi des critéres d’inexistence de solutions
auto-similaires dans les équations d’Euler et de Navier-Stokes sous certaines conditions de
décroissance spatiale. Dans le cas d’Euler, ces résultats exigent généralement que la vorticité ne
décroisse pas trop rapidement a l'infini, ce qui limite I'applicabilité du scénario auto-similaire
exact a des contextes a énergie infinie.

7.1.1. Singularités auto-similaires de solutions awisymétriques sans rotation en CH® (a < 1).
Dans un travail pionnier, Elgindi (2021) a été le premier & démontrer la formation de singular-
ités en temps fini dans les équations d’Euler. Son analyse s’est concentrée sur les écoulements
axisymétriques sans rotation, en considérant les profils de vitesse dans ’espace de Holder C1>,
avec « un nombre tres petit, et qui sont C°° en dehors d’un ensemble de mesure nulle. Ses
résultats établissent 1’existence de solutions avec blow-up auto-similaire exact, mais avec une
énergie infinie (la décroissance dans 'espace de la vorticité n’est pas suffisamment rapide) et
sans influence de forces externes.

Il est important de souligner qu’en introduisant une force externe C*® non nulle, il est possi-
ble de construire des solutions avec blow-up et énergie finie, comme mentionné dans I’observation
1.4 d’Elgindi (2021). Dans un travail ultérieur, Elgindi et al. (2021) ont étendu ces résultats en
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démontrant que ces solutions auto-similaires de blow-up peuvent étre localisées. En analysant
leur stabilité, ils ont confirmé ’existence de singularités en temps fini dans les équations d’Euler
sans forces externes (f = 0) pour des solutions d’énergie finie en C*®. Récemment, des progres
significatifs ont été réalisés dans ce contexte en présence d’une frontiere, y compris des tests
assistés par ordinateur sur la stabilité des singularités auto-similaires dans les écoulements ax-
isymétriques (voir Elgindi et Jeong (2019), Chen et Hou (2021), Chen et Hou (2025a) et Chen
et Hou (2025D)).

7.1.2. Blow-up auto-similaire dans les écoulements axisymétriques avec rotation. Plus récem-
ment, Elgindi et Pasqualotto (2023) ont examiné le cas des écoulements axisymétriques avec
rotation et ont démontré I'existence de solutions avec blow-up auto-similaire en C'®, ou la
singularité se produit loin de l'origine. La construction nécessite de valider numériquement
Iinversibilité d’un opérateur linéaire essentiel dans I’analyse, a ’aide de méthodes assistées par
ordinateur. Cette étape est cruciale pour garantir la validité du profil auto-similaire et sa stabil-
ité, et marque une tendance croissante a 'interaction entre ’analyse rigoureuse et la vérification
informatique dans I’étude des singularités.

7.2. Singularités dues & une cascade de couches de vorticité. A P'ICMAT, nous avons
développé une stratégie alternative pour démontrer la formation de singularités, sans recourir a
lautosimilarité, qui trouve son origine dans la thése de doctorat de Luis Martinez Zoroa. Cette
stratégie consiste & générer une cascade de couches de vorticité wy, (x,t) € C° localisées dont le
support qui diminuent & mesure qu’elles s’accumulent au point ou se développe la singularité.
L’augmentation de 1’ amplitude d’une couche est principalement due a son interaction avec
la couche qui la précede. La forme fonctionnelle et géométrique des variables du fluide dans
chaque couche est choisie de maniére a ce que les termes quadratiques purs (c’est-a-dire les
auto-interactions) s’annulent & l'ordre zéro. La solution peut étre décrite par un nombre infini
de couches:

o0
w(z,t) = Z wn (2, )
n=1
qui se concentrent en un point.

L’une des principales difficultés dans les estimations consiste a quantifier I’évolution de
I'interaction d’une couche avec celles qui apparaissent par la suite. Dans le cas d’un fluide
axisymétrique sans rotation, nous pouvons démontrer que, dans certaines conditions, ces in-
teractions sont faibles. Dans les deux autres scénarios (non axisymétriques et axisymétriques
avec rotation), les couches sont introduites séquentiellement dans le temps, c’est-a-dire qu’au
début (¢t = 0), il n’existe qu’'une seule couche et, au fur et & mesure que le temps passe, d’autres
couches apparaissent dans la construction. La succession d’instants auxquels les couches sont
introduites, que nous désignonspar t,, a un point d’accumulation, le temps de blow-up, que nous
fixons a t = 1.

Cette méthode génere une explosion caractérisée par la divergence de l'intégrale:

¢
/ |V.ulds — +o00, quandt — 1
0
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ce qui indique une croissance infinie des dérivées de la solution, bien que celle-ci reste réguliere
dans tout le domaine, sauf au point d’explosion.

Nous présentons ci-dessous les trois scénarios, conceptuellement différents, dans lesquels ce
mécanisme s’est révélé efficace.

7.2.1. Blow-up non auto-similaire pour les solutions axi-symétriques sans rotation. Dans les
travaux de Coérdoba, Martinez Zoroa et Zheng (2025), des solutions sont construites pour les
équations d’Euler 3D incompressibles sans force externe dans le domaine R? x [T, 0] pour un
temps T" > 0, avec des profils de vitesse dans ’espace fonctionnel:

1
C®R3N0)NCH N L2, avecO < B < sette (=T, 0)

Ces solutions sont douces dans tout le domaine, a I'exception d’un point singulier de régularité
C18 (avec B > 0 et trés petit) et développent un blow-up en t = 0. De plus, elles sont composées
d’une succession de régions ou de couches de vorticité qui se rapprochent progressivement de
I’origine, formant une structure en chaise hyperbolique au centre. Cette configuration génere un
mouvement et une déformation qui affectent les vorticités des couches suivantes. Dans ce régime,
la dynamique d’Euler peut étre approchée par un systéme infini d’équations différentielles ordi-
naires, ce qui permet une analyse précise du comportement dans le temps et une démonstration
détaillée du blow-up. Concretement, 'amplitude x,, de la couche numéro n satisfait I’équation
différentielle ordinaire:

&n = Tp(xo+ -+ xp_1)+ Error

ou l'erreur est faible et contrélable. Ce systéme peut étre résolu explicitement en obtenant les
conditions nécessaires pour avoir une singularité a U'instant ¢ = 0 :

2, (0) = A" — 400 (A>1,n— o0)
De plus, les auteurs obtiennent le comportement asymptotique suivant dans le temps :
Tn(t) — 0 (n — 00,t < 0)

Ce phénomene implique une régularisation instantanée dans le sens temporel. Cependant, en
raison de la réversibilité temporelle des équations, le méme mécanisme géneére une singularité
lorsqu’on considere I’évolution vers des temps futurs. Les auteurs travaillent avec la troncature.

En d’autres termes, ils suppriment les valeurs de I’équation qui sont les plus éloignées dans
le temps.

wy(z,t) = an(x,t)

dont 'existence locale, associée a des estimations a priori de I’énergie, implique que la succession
tronquée wy converge vers une solution lisse w dans 'espace C*° sauf a l'origine. La solution
obtenue est continue selon Hoélder, présentant un blow-up dans la norme L°° de la vorticité.
L’analyse montre en outre que la norme croit proportionnellement a:

1/|Ct] < max |w(., )| < C/|t]

avec C' une constante.
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7.2.2. Blow-up dans les solutions non axisymétriques avec force externe. Dans un autre tra-
vail, Cérdoba et Martinez Zoroa (2023) présentent un mécanisme d’explosion pour les équa-
tions d’Euler tridimensionnelles avec force externe, en se concentrant sur les solutions non ax-
isymétriques. Des solutions sont construites dans R dans 1’espace fonctionnel C*/2 N L? dans
I'intervalle de temps [0,T), avec T > 0 fini et soumises & une force externe dans chl/2—en 2,
Leur mécanisme n’utilise pas de coordonnées auto-similaires et permet de construire des singu-
larités dans des solutions avec une régularité supérieure & C*/3% ce qui serait impossible dans
le contexte des solutions axisymétriques sans rotation.

Pour étudier ce scénario de blow-up, ils commencent par considérer une solution w(zx,t) de
I'équation d’Euler 3D dans la formulation de la vorticité qui satisfait w(0,t) = 0, D'w(0,t) =0
et u(w(0,t)) = (x; — x2,0) , ou D'w désigne les dérivées partielles d’ordre i de w. Ensuite, en
ajoutant une petite perturbation autour de l'origine wy (z) = g(Ax), nous obtenons formellement,
pour A trés grand, ’équation d’évolution:

Opwx (x,t) + (u(wr) + (71, —22,0)).Vwy =
= wx.V(u(wy) + (1, —22,0)), wa(z,0) = g(Azx)

En choisissant g(Az) = (g1(Az), 0, g3(Azx)), cela se simplifie en:

Oww1 x + (w(wy) + (21, —22,0)).Vw x = wr.Vu(wr ) + w1,
Oyws x + (w(wy) + (21, —2,0)).Vws x = wr.Vu(wsz),
wl,)\(xa 0) = gl(Ax)a w3,)\(xv O) = g3(>\(£)

Enfin, en faisant I’hypothése (assez optimiste) que les termes quadratiques par rapport a wy (, t)
restent faibles pendant un temps suffisamment long, ils obtiennent les équations d’évolution
simplifiée:
(7.4) Oww1 x + (21, —22,0)).Vwy \ = wy z
8&)37)\ + ((El, —X2, 0)).VOJ37)\ =0
wl,k(zvo) :gl(/\x)v w3,>\(x70) :gg(AI)

Ce systeme d’équations peut étre étudié explicitement et il est relativement simple de trouver
des conditions initiales ott Du(wy, \) croit de maniére significative. La stratégie pour démontrer
le blow-up serait la suivante :

* On choisit w(z, t) de telle sorte que sa vitesse génére un flux hyperbolique autour de l'origine,
avec w(0,t) = 0,,w(0,t) = 0 pour j = 1,2,3. On appelle w(x,t) la couche a grande échelle.

* Une petite perturbation wy(x) est ajoutée & I’ origine, appelée couche & petite échelle. On
considére wy (z,t) comme solution de (7.4).

* 11 est vérifié que w(x,t) + wy(xz,t) est une solution de 1’équation d’Euler 3D incompressible
forcée dans la formulation de la vorticité. Si toutes ces approximations pour obtenir (7.4) sont
raisonnables, la force requise devrait étre faible et relativement réguliére.

*Si wy(z,t) est choisi de maniere appropriée, w(zx,t) + wy(z,t) peut produire un flux hyper-
bolique tres fort autour de I'origine pour = 1, en respectant également:

w(0,t) +wx(0,t) = 0z, (w(0,t) +wx(0,)) =0

* Ce flux hyperbolique plus puissant peut étre utilisé pour amplifier encore plus rapidement une
nouvelle perturbation. En répétant ce processus a l’infini, on obtient un blow-up.
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Cependant, il existe des complications importantes. Tout d’abord, il est nécessaire de vérifier
que (7.4) fournit réellement une solution & ’équation d’Euler 3D incompressible forcée.

Plus important encore, les termes quadratiques en wA(z,t), c’est-a-dire:
u(wr(z,t)).Vwr(z,t), wir(z,t)).Vu(ws(z,t))

doivent étre petits. Cependant, cela semble entrer en conflit avec nos hypotheses selon lesquelles
wy est hautement localisé et que D u(wy(z,t) augmente de maniére significative. Pour résoudre
ce probléme, nous recherchons un wy(x,t) ol il y a une certaine annulation dans les termes
quadratiques, les rendant beaucoup plus petits que ce & quoi on pourrait s’attendre en général.

7.2.3. Cascade de vorticité dans les écoulements azisymétriques avec rotation. Nous décrivons
ci-dessous un mécanisme de formation de singularités en temps fini pour les équations d’Euler
incompressibles en 3D, dans le contexte des écoulements axisymétriques avec rotation, avec

une force externe de régularité CUVAB-1=¢ (e résultat (voir Cérdoba, Lain Sanclemente et
Martinez Zoroa, 2025) peut étre considéré comme analogue, bien qu’avec des différences sig-

nificatives, a celui développé dans le scénario précédent : non axisymétrique avec une force
C1:1/2—¢

Les deux scénarios partagent certains principes structurels. En particulier, dans les deux cas,
on construit une famille de couches imbriquées avec un support décroissant, dont ’interaction
séquentielle dans le temps donne lieu a la croissance de la vorticité. L’activation de chaque
couche dépend principalement de son interaction avec la couche immédiatement précédente et
son support reste toujours contenu dans celui de la couche précédente. De plus, la dépendance
fonctionnelle des couches du fluide est choisie de maniere a ce que les termes quadratiques purs
(les auto-interactions) s’annulent & I'ordre zéro, ce qui est crucial pour controéler les non- linéar-
ités dominantes dans les premieres phases de I’évolution. On observe également que le degré de
perte de régularité au moment du blow-up est comparable dans les deux contextes.

Tant dans le cas axisymétrique avec rotation que dans le cas non axisymétrique, la dynamique
du systéme repose sur la formation et la persistance d’un point hyperbolique, autour duquel se
produit la croissance couche par couche. Cependant, il existe une différence géométrique es-
sentielle dans la maniere dont la déformation se produit : dans le cas non axisymétrique, la
déformation des couches est unidirectionnelle (une fois déformées, les structures ne retrouvent
pas leur forme initiale), tandis que dans le cas axisymétrique avec rotation, la déformation est
bidirectionnelle (les couches se déforment initialement, mais reprennent ensuite la forme qu’elles
avaient lorsqu’elles ont été activées). Ce comportement réversible est une caractéristique dis-
tinctive du régime axisymétrique.

Une autre différence fondamentale réside dans le fait que, dans le cas axisymétrique, les cen-
tres des couches subissent un déplacement spatial au fil du temps. Cette translation n’est pas
purement esthétique : elle est nécessaire a la survenue du blow-up. En fait, cette dynamique de
translation est intimement liée a la géométrie inhérente au systéme axisymétrique et n’a pas d’
équivalent dans le cas non axisymétrique.

De plus, dans le régime axisymétrique avec rotation, les variables de vitesse angulaire (u?) et
de vorticité angulaire (wp) agissent, dans un certain sens, comme des variables indépendantes.
Cela se traduit par le fait que leurs comportements dans le temps sont nettement différents : alors
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que 'amplitude de la couche de vitesse angulaire augmente d’abord puis diminue, ’amplitude de
la couche correspondante de vorticité angulaire augmente de maniére soutenue jusqu’au moment
du blow-up. Cette dissociation n’est pas observée dans le scénario non axisymétrique .

Un autre aspect exclusif du cas axisymétrique est qu’a chaque instant, seule une couche de
vitesse est active, tandis que toutes les couches de vorticité introduites jusqu’a ce moment-la
restent actives simultanément. Une conséquence intéressante de cela est que la dérivée tem-
porelle de la vitesse angulaire, dont l'intégrale temporelle diverge en t = 1, s’annule dans une
séquence de temps qui s’accumule au moment du blow-up. Ce phénomene n’a pas non plus
d’équivalent dans le cas non axisymétrique.

D’un autre c6té, bien que dans les deux contextes le temps d’explosion soit fini, le taux de
croissance differe de maniére non tabulaire. Dans le cas axisymétrique avec rotation, le rythme
d’explosion est, au plus, de type potentiel, tandis que dans le cas non axisymétrique, une explo-
sion est atteinte plus rapidement que toute loi de puissance (par exemple, de type exponentiel
ou méme superexponentiel).

Enfin, il convient de noter que dans le cas axisymétrique, on utilise un modele idéal explicite
qui détecte a la fois la déformation et la translation de chaque couche. Dans ce modele, les «
dégénérés inversés » jouent un role central dans la dynamique de croissance. Il n’existe pas de
construction similaire pour le cas non axisymétrique.

>k 3k 3k 3k >k ok 3k >k 3k Sk >k 3k ok >k ok ok >k ok ok sk ok ok sk sk sk sk kok

Ces mécanismes représentent les avancées les plus récentes scientifiques aujourd’hui dans la com-
préhension de la formation des singularités dans les équations d’Euler tridimensionnelles bien
que chacun de ces scénarios offre de nouvelles perspectives sur ’explosion possible en temps fini
dans un contexte mou C*°, le probleme général reste ouvert et fait 'objet de recherches inten-
sives . Il est pertinent de souligner que, récemment dans Cérdoba et Martinez Zoroa (2024), il
a été démontré la formation de singularités par le biais d’un cas-a-dire chaque vorticité dans un
contexte complet mou (c¢’est-a-dire avec des données initiales et une force externe dans C*°) pour
les équations de milieux incompressibles poreux. Ce résultat suggere la possibilité qu'un mécan-
isme similaire puisse également se produire des singularités dans les équations tridimensionnelles
d’Euler.

Singularités liées a la viscosité : le cas des équations de Navier-Stokes
fractionnaires

Nous nous demandons maintenant ce qui se produit si I’on introduit une dissipation frac-
tionnaire dans les équations d’Euler, dans le méme scénario de formation de singularités non
axisymétriques que nous avons décrit précédemment. Autrement dit, nous considérons le prob-
léme de Cauchy suivant pour les équations de Navier-Stokes fractionnaires dans R? :

up +uVu+ VP +o|V|*u = f, (z,t) € R® x Ry
(7.5) Vau=0

avec les données initiales ug = u(z, 0), olt v > 0 est la viscosité et opérateur fractionnaire |V|*
est défini par son symbole de Fourier comme:

[V]og(€) = |€]°9(€), Cest a dire |[V|*g = (—A)*/3g
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Lorsque a = 2, on retrouve les équations de Navier-Stokes classiques. Si 0 < a < 2, on parle
d’équations hypodissipatives, ou la dissipation d’énergie est plus faible que celle fournie par le
laplacien complet. En revanche, si a > 2, on a affaire a des équations hyperdissipatives. Enfin,
le cas v = 0 correspond aux équations d’Euler.

Pour des solutions réguliéres, il est possible d’obtenir une identité de conservation de 1’énergie
en multipliant I’équation par la vitesse u et en intégrant par parties. On obtient alors I'égalité
d’énergie suivante :

1 t
f/ |u(:1:,t)|2dac+v/ /
2 Jrs o Jrs

t
%/]RS |u(x,0)|2dx+v/0 /]RS w(z, s).f(x, s)dxds

Dans cette identité, le premier terme représente 1’énergie cinétique a l'instant ¢, tandis que le
second terme refléte la dissipation d’énergie due aux effets visqueux. Cette dissipation est nég-
ligeable dans le cas des équations d’Euler (v = 0), oli, en Pabsence de forces extérieures, I’énergie
totale est conservée au cours du temps.

2
|V|O‘/2u(x,s)) dxds =

En prenant le rotationnel de 1’équation, on obtient sa formulation en termes de vorticité
w=VAu:

(7.6) w +uVw+v|V|% =V A f+wVu

L’analyse de ces équations révele un seuil critique pour o = 5/2. On sait que si a > 5/2,
toute solution réguliere des équations de Navier-Stokes fractionnaires est globalement réguliere
(voir Lions, 1969). De plus, ce seuil a été étendu logarithmiquement & des valeurs légérement
inférieures de a (voir Tao, 2009). Par ailleurs, Hou (2023) apporte des preuves numériques de
la formation de singularités pour a = 2.

Dans leurs travaux, Cordoba et al. (2024) montrent que, méme dans le régime d’existence
locale des équations de Navier-Stokes hypodissipatives, il est possible de construire des solutions
classiques qui perdent leur régularité en un temps fini. Leur principal résultat est le suivant :

Theorem 7.1. (Cdrdoba et al., 2024). 1l y a une valeur:

_22-8V7 ~ 0
9
de sorte que, pour tout o € [0, ), il existe une solution des équations de Navier-Stokes frac-
tionnaires incompressibles avec force extérieure (7.5) dans R3 x [0,1], avec v > 0? et avec une
force extérieure dans Ly ([0,1])CLe N L8 L2 pour un certain € > 0, telle que :
*la vitesse u € Lg%, N L L2,

*pour 0 <t < 1, la solution u est réguliére en x et satisfait :

Qo

¢
limtﬂl/ [IVu(., s)||Leds = 00
0

La démonstration de ce résultat repose sur un mécanisme similaire a celui utilisé dans le
cas non axisymétrique d’Euler : une cascade de vorticité générée par une infinité de couches
d’échelles spatiales différentes. Chaque couche active la croissance de la suivante par interaction

2. En utilisant un argument de ré-échelonnement, si le résultat est valable pour un certain v > 0, alors il est
valable pour tout v > 0.
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directe, permettant une dynamique cumulative. En sélectionnant judicieusement les couches
de vorticité, on obtient des compensations utiles dans leur interaction, ce qui conduit a une
équation d’évolution du premier ordre efficace décrivant 'amplification du systéme.

Cependant, l'introduction d’une dissipation fractionnaire introduit des difficultés supplémen-
taires importantes. Premierement, la diffusion s’oppose a la croissance de la vorticité et, pour
compenser cet effet, les solutions doivent développer un comportement plus singulier. Plus pré-
cisément, si la dissipation est de I'ordre de «, la régularité de la vitesse au moment du blow-up
est inférieure & C1=%, alors que dans Cérdoba et Martinez Zoroa (2023), une régularité arbi-
trairement proche de C' pouvait étre obtenue. Cette perte de régularité rend le systéme plus
difficile a contrdler, notamment en ce qui concerne les auto-interactions des couches, qui, a pri-
ori, se situent en dega du régime de régularité souhaité.

De plus, la dissipation limite les fréquences possibles associées a chaque couche. En parti-
culier, la séparation exponentielle des fréquences utilisée dans le cas non visqueux n’entraine
plus de croissance sous diffusion, quel que soit l'ordre des fréquences. Par ailleurs, le choix
de fréquences permettant une croissance en présence de diffusion tend a amplifier les erreurs
d’interaction entre les couches, générant des termes d’ordre supérieur qui doivent étre controlés
avec précision.

Enfin, il est nécessaire de construire des approximations explicites de 'opérateur de diffusion
fractionnaire qui puissent étre intégrées a I’évolution du premier ordre sans altérer la structure
des solutions. Autrement, ces corrections risqueraient de perturber les autres estimations inter-
venant dans I'analyse.

Ce résultat démontre qu’en présence d’une dissipation fractionnaire suffisamment faible, le
mécanisme de cascade de vorticité décrit dans le scénario d’Euler non axisymétrique persiste et
peut engendrer un blow-up, méme dans un contexte ou l’équation admet une existence locale.
En ce sens, notre construction fournit un contre-exemple a la régularité globale dans le régime
hypodissipatif sous-critique et montre que le frottement introduit par |V|a n’est pas toujours
suffisant pour empécher la formation de singularités.

Perspectives d’avenir

Malgré les progres considérables réalisés au cours de la derniére décennie, le probleme de
lexistence et de la régularité des équations de Navier-Stokes en trois dimensions demeure ou-
vert. La communauté mathématique poursuit le développement de nouveaux outils et approches
afin de mieux comprendre les mécanismes susceptibles d’engendrer des singularités, ou d’établir
des barriéres garantissant leur absence dans certaines situations. Cet effort, nourri par une
interaction de plus en plus riche entre I’analyse mathématique, la dynamique des fluides et les
simulations numériques, est devenu un exemple paradigmatique de la convergence possible entre
mathématiques pures et appliquées autour d’'une méme question fondamentale.

Pour marquer le 25éme anniversaire de la formulation des Problémes du Millénaire, I'Institut
Clay de Mathématiques a organisé la Conférence de Recherches Clay 2025, qui s’est tenue
a 1'Université d’Oxford du 29 septembre au 3 octobre 2025. Lors de cette conférence, des
séances plénieres ont été consacrées aux sept Problemes du Millénaire, afin de revenir sur les
progres accomplis au cours du dernier quart de siecle et d’envisager les perspectives d’avenir
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(https://is.gd/rCOUAx). Un atelier spécialisé sur les équations aux dérivées partielles et la
dynamique des fluides a également été organisé, axé sur le probleme de régularité des équations
de Navier-Stokes (https://is.gd/dI95nj). Cette rencontre a permis aux groupes de recherches
les plus importants et les plus actifs dans le domaine de présenter leurs résultats les plus récents
et d’en discuter avec d’autres experts.

La compréhension complete du comportement des fluides demeure 'un des plus grands défis
intellectuels de notre époque. Les années a venir, portées par des initiatives comme celle-ci,
seront cruciales pour résoudre 'une des grandes énigmes des mathématiques du XXIe siecle.
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