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PREFACE

JZ’ai souvent recu des requétes de la part des étudiants en géomatique me demandant de
leurs fournir les corrections des exercices et des problemes que j’ai publiés a travers mes
différentes publications de géodésie, de topographie, d’astronomie ou encore concernant
I'application de la théorie des moindres carrés. Aussi, j’ai décidé de répondre a leurs
souhaits, j’ai commencé a travailler depuis le mois de mars 2025 sur la correction des
différents exercices et problémes ainsi que la rédaction et le dessin de certaines figures
pour faciliter aux lecteurs la compréhension de mes démonstrations.

Za premiére partie de ce livre contient les énnoncés des exercices et des problemes, la
deuxiéme partie concerne les corrections. Les themes traités sont présentés ci-dessous
dans I'ordre, le nombre des sujets est écrit entre parentheses, avec un total de 72 entre
exercices et problemes. Onze thémes choisis sont les suivants:
* Chapitre 1: - LAstronomie (10).
* Chapitre 2: - Géodésie:
- La Topographie (2).
- Courbes et Théorie des Surfaces (12).
- Géométrie de I'Ellipse et de I'’Ellipsoide de révolution (12).
- Les Systemes Géodésiques (7).
- Réduction des Distances (3).
- Les Représentations Planes (14).
- Les Transformations de Passage entre Les Systemes Géodésiques (2).
- Notions sur le Mouvement d’un Satellite Artificiel de la Terre (3).
* Chapitre 3: - Les Modeéles Linéaires de Compensation (6).
- Les Modeéles Non-Linéaires de Compensation (1).

Za difficulté des sujets est variable. Certains demandent plus de calculs et des manipula-
tions des formules telles que celles de la trigonométrique plane et sphérique.

Ze dernier chapitre du livre est consacré a la bibliographie. Cette derniére est riche en
références pour les sujets traités ainsi pour 'amélioration des connaissances des diffé-
rentes matiéres de la géomatique.

&nfin, pour signaler toute correction a cette publication, priére de nous écrire a 'adresse:
abenhadjsalem@gmail.com, et je vous remercie d’avance.

Tunis, Abdelmajid
01 Janvier 2026 Ben Hadj Salem, Dipl.-Ing.
Ingénieur Général Géographe
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PROBLEMES






ASTRONOMIE

1.1. TRIGONOMETRIE SPHERIQUE

Exercice n° 1

Calculer I'azimut d'une étoile A de déclinaison § = +5° quand sa distance zénithale est
de 80° pour un observateur situé a la latitude ¢ = 56°.

Exercice n° 2

En appliquant au triangle de position les formules de trigonométrie sphérique, mon-
trer que I'on peut calculer I'angle horaire AH, du coucher d'un astre A par: cosAH, =

—tgp.tgo.

Exercice n° 3
Soit un triangle sphérique ABC. On donne les éléments suivants:
- A=80.16433gr,
-B=55.77351gr,
-C=64.06261gr,
- AC =20.1357 km,
- AB=22.1435km.
1. Calculera = A+ B+ C.
2. Déterminer € 'exces sphérique de ce triangle.
3. Calculer la fermeture du triangle ABC, donnée par:

f=a—-200.00000gr —€

Exercice n° 4

Soit ($%) une sphére de rayon égal a 1. Soit un carré sphérique ABCD de c6té a (arc de
grand cercle). On note a = A=B=C=D.

1. Montrer que:

2
cosa=cotg E

2. Donner I'expression de la diagonale d = 'arc BD.
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P
AB =23,
AD =3,
BD = d,
Angle A=,

Angles B=D = a/2.

Figure 1.1 | Le carré sphérique

Probléme n° 5
Soit ($?) une sphére de rayon égal a 1 et de centre le point Q. Un point M de (S?) a pour
coordonnées (¢, 1). On appelle les coordonnées de Cassini-Soldner '? de M les angles

(voir Fig. 4.4):
-L=0Q0,QH,
-H=QH,QM.

1. Déterminer les relations liant L, H a ¢, A.

2. Inversement, donner les relations liant ¢, A a L, H.

Probleme n° 6

Au lieu M de latitude ¢ = 38° Nord, on observe I'étoile polaire A de déclinaison 6 = +89°
et d’ascension droite @ = +2 h13mn52.90s.

1. Donner sur un graphique, les éléments du triangle sphérique PAM ou P est le pole
Nord.

2. Sachant que 'heure sidérale locale HSL est égale au moment de 1'observation a
6h37mn19.72 s, calculer 'angle horaire AH.

3. En appliquant la formule des cotangentes, montrer que 1'azimut Az de 1'étoile est
donné par la formule:

sinAH
1gAz= -
cosAHsing —cosptgd

4. Calculer alors 'azimut Az.
5. Calculer la distance zénithale z de I'étoile.

1 César-Francois Cassini (1714-1784): Astronome et géodésien frangais.
2Dr Johann Georg von Soldner (1776-1833): Mathématicien et astronome bavarois.
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Figure 1.2 | Les coordonnées de Cassini-Soldner

1.2. ASTRONOMIE DE POSITION

Exercice n° 7

Au lieu de latitude ¢ = 36°54' Nord, on veut calculer les hauteurs h; et h, de I'étoile
polaire de déclinaison 6 = +89° respectivement a son passage supérieur et a son passage
inférieur au méridien du lieu.

1. Déterminer h; et h;.

Probléeme n° 8
1. En un lieu de latitude ¢ quelles sont les étoiles :

- qui ne se couchent pas ( qui sont toujours visibles),

- qui ne sont jamais visibles.
Traiter le cas : lieu dans I'hémisphere nord.
2. Quelle est la condition pour qu'une étoile culmine au zénith ?
3. Cas particulier du soleil: la déclinaison du soleil varie de —23°27’ a +23°27' au cours de
I'année. On appelle jour le moment pendant lequel le soleil est au-dessus de I'horizon,
nuit lorsque le soleil est au-dessous de I’horizon, midi I'instant de la culmination, minuit
I'instant du passage inférieur.

a) Montrer qu’au moment des équinoxes le jour et la nuit sont d’égale durée quel que
soit le lieu.

b) Montrer qu’al’équateur, quelle que soit la date le jour et la nuit sont d’égale durée.

Probléeme n° 9
Une station astronomique est située en un lieu de coordonnées géographiques : ¢ =
+45°00’; A = +7h20mn.
En ce lieu, on observe une étoile A de coordonnées équatoriales:
a=+11h13mn; § = 30°00'.
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Lobservation se fait le jour de I'équinoxe de printemps le 21 mars a 0 heure TU. Lheure
sidérale de Greenwich est 11 h52 mn.

1. Calculer I'heure sidérale locale du lever et du coucher de I’étoile A au lieu considéré.
2. En déduire I'heure TU du lever et du coucher de I'étoile au lieu considéré.
Remarque: on choisira le coucher qui a lieu apres le lever.

Probléme 7° 10

En un lieu de latitude 43°,521 et de longitude +0 /220 mn57 s, on cherche a pointer la
galaxie d’Andromede de coordonnées équatoriales a = 0 140 mn, § = 41°00' le 31 juillet
1992a21hTU.

On donne I'heure sidérale de Greenwicha0h TU 1€ 31/07/1992: HSGy 1y =20h35mn28s.
1. Calculer I'heure sidérale locale a 21 h TU.

2. En déduire I'angle horaire de la galaxie.

3. Calculer la distance zénithale de la galaxie a21 h TU.

4. Calculer son azimut a cette méme heure.



GEODESIE

2.1. TOPOGRAPHIE

Exercice n° 11
On veut calculer:

a - Les coordonnées X, Y et I'altitude Z de la base d'une antenne de radio.

b - La hauteur H de cette antenne, construite au sommet d'une colline (voir Fig. 2.1).
D’un point A, on a obtenu un angle zénithal de 88.3333 gr avec une hauteur d’appareil de
1.37 m en visant le sommet de 'antenne et d'un point B un angle zénithal de 91.1111 gr
et une hauteur de 'appareil de 1.52 m en visant la base de 'antenne. On a les données
suivantes:

A(X4=30.48m, Y, =1219.20m, Z, = 131.49 m)
B(Xp = 259.08 m, Y = 457.20m, Zg = 108.77 m)
A=73.3333gr B=96.6667gr

Exercice n° 12

Vous travaillez avec un théodolite qui fournit les angles mesurés une seule fois avec une
erreur moyenne quadratique a = 12dmgr.

1. On mesure une distance D de 100 m en mode parallactique avec une stadia de longueur
I =2 m, en mesurant I'angle parallactique «a 4 fois. Quelle est 'erreur qudratique a,, de la
moyenne en fonction de a.

2. Démontrer que I'erreur moyenne quadratique sur la distance est donnée par:

D= é (1+cotg2a7m) Am

3. Exprimer D en fonction de D, [ et a,;,,. Sachant que D est égale a 101.53 m, calculer la
valeur de D.
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Antenne

Figure 2.1 | Détermination de la hauteur de I'antenne

2.2. COURBES ET THEORIE DES SURFACES

2.2.1. COURBES

Exercice n° 13
Soit I'hélice circulaire I' paramétrée par:

X=acost
y=asint
z=Dbt

ol a, b deux constantes positives.
1. Exprimer les composantes des vecteurs T, N, B du repere de Frenét.

a
2. Montrer que la courbure vaut Tk

3. Montrer que la torsion vaut ———.
q a?+b?

Exercice n° 14

Soit la courbe (C) définie par les formules:

x=at?

_ .3
y=at

M 9

z=—at*
16

avec a>0
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1. Calculer I'abscisse curviligne s d’'un point M quelconque de cette courbe lorsqu’on
prend pour origine des arcs |'origine des coordonnées et qu’on prend pour sens des arcs
croissants celui des y croissants.

2. Déterminer au point M les vecteurs unitaires du triedre de Frenét.

3. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure.

4. Evaluer la torsion en M.

2.2.2. THEORIE DES SURFACES

Exercice n° 15
Soit (') la surface paramétrée par (u, v) dans R? telle que:

X =u(l-u?)cosv
M(u,v) Y=u(l-u®)sinv
Z=1-u?

1. Calculer I'expression de ds>.
2. Montrer que I'équation cartésienne de (I') est:

x2+y2 =(1-2)27°

Exercice n° 16
Soit la surface d’Enneper:

ud )
X=u——+uv
M(u,v) v
' Y=v-—+vu?
Z=u?-1?

1. Montrer que:
ds® = 1+ u? + v2)2.(du2 + dvz)
2. Calculer un vecteur unitaire normal a la surface.

3. Montrer que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle en chaque point.

Exercice n° 17
On suppose que la métrique d'une surface donnée est:

ds® = A%du® + B?dv?, A=A(u,v), B=Buv)

1. Montrer alors que I'expression de la courbure totale est:

35| (), (%)
B v A u

AB
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" désigne la dérivation partielle.

Probleme r° 18
On définit une surface (S) par les équations:

X=u’+v
Mu, ! Y=u+v?
Z=uv

1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

2. Calculer les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (S).
3. En déduire I'expression de ds?.

4. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

5. Calculer un vecteur normal de (S).

Probleme n° 19
On définit une surface (Z) par les équations:

X =a.cosu.cosv
M, v){ Y =a.cosu.sinv
Z =b.sinu

avec a, b deux constantes positives.

1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

2. Calculer les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface ().
3. En déduire I'expression de ds.

4. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

5. Calculer un vecteur unitaire normal n de ().

6. Calculer les vecteurs :

OM,,, OMy,, OM,,
On pose:
L=nOM,,, M=nOM,, N=nOM,,

7. Calculer les coefficients L, M et N.

Probléme n° 20
On considere la surface (I') définie par les équations:

X =sinu.cosv
M(u, v) Y =sinu.sinv

Z=cosu+ Logtgg +y(v)

avec ¥ (v) est une fonction définie de classe C Lde v.

1. Donner le domaine de définition de la surface (I').

2. Montrer que les courbes coordonnées v = constante constituent une famille de
courbes planes de (I') et que leur plan coupe (I') sous un angle constant.
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3. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

4. Calculer les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (I').
5. En déduire I'expression de ds?.

6. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

7. On suppose pour la suite que y(v) = 0, calculer un vecteur unitaire normal ndeT'.
8. Calculer les vecteurs :

oM,

uuw’

oM,

uv’ OMljl}
On pose:
L=n.OM,

uu’

M=nOM,, N=nOM,,

9. Calculer les coefficients L, M et N.
10. En déduire I'’expression des courbures moyenne et totale.

Probléme n° 21
Soit la surface (I') définie paramétriquement par:

X =thu.cosv
M(u, v) Y =thu.sinv

Z=— irLogth
= — 0 —_
chu § 2

avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques définies par:

u -u u —u

chu=2"¢_  pu=27*°¢_
2 e —e U

. Donner le domaine de définition de la surface (I').

. Calculer les composantes des vecteurs OM, et OM,,.

. Calculer les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (T').

. En déduire I'expression de ds?.

. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

. Calculer un vecteur unitaire normal nde (T').

. Calculer les vecteurs :

N OO s W N~

oM’

ww  OMy,, OM,,

On pose:
M =n.OM,

uv’

L=n.OM'

uu’

N =n.OM,,

8. Calculer les coefficients L, M et N.
9. Déterminer les coubures moyenne et totale.

Probleme n° 22
1. Montrer que les courbures totale K et moyenne H en un point M(x, y, z) d'une surface
paramétrée par z = f(x, y), ou f est une fonction lisse, sont données par:

2
_ R R
(1+ fP? +fy’2)2
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et:
L OS2y + A4 D f,

A+ f2+fP)?

Probléeme n° 23
Soit (Z) une surface de R® paramétrée par OM (u, v) telle que sa premiére forme fonda-
mentale s'écrit: ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
i 0E 0G _

"o o
2

ii) - Le vecteur est paralléle au vecteur normal N a la surface,

uov
iii) - Les cOtés opposés de tout quadrilatere curviligne formés par les courbes coor-

données (u, v) ont méme longueurs.
2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées de ()

forment un réseau de Tchebychev.! Montrer que dans ce cas, on peut paramétrer la

surface par (i, ¥) telle que ds? s’ écrit:

ds® =di® +2cos0dud v+ dp?

ol 0 est une fonction de (i, 7). Montrer que 6 est 'angle entre les courbes coordonnées

i, v
3. On pose les deux déterminants ci-dessous:

_%Evv"‘Fuv_%Guu %Eu Fu_%Ev
A=| F,- 3Gy E F
3Gy F G
0 3E, 3Gy
B=|-3E, E F
i, F G

En plus de la formule de K utilisée dans des problemes précédents, on montre que la
courbure totale K est donnée par cette formule (A.N. Pressley, 2010):

_ A-B
~ (EG-F2)2
Montrer que:
1 0%
~ sinf 0adv
4. On pose:
=i+
D=u-v

Montrer que ds? s'écrit avec les nouvelles variables (%, 9):

ds® = cos’wdi® + sinwd v?

1 pafnouti Tchebychev (1821 - 1894 ): Mathématicien russe.
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avec w = 60/2. (A.N. Pressley, 2010)

Probleme n° 24
Soit (&) une surface définie dans R?, paramétrée par la fonction vectorielle OM = S(u, v)
telle que:

x=f(u,v)
S(u,v)| y=gu,v)
z=h(u,v)

S est dite une paramétrisation conforme de (&) si on a les deux conditions suivantes:

0S S 0S 4§ _ 0wy 0S 0S
ou'du  ov ov ou'ov

1. Ecrire la premiére forme fondamentale de ().
2. Soit n Le vecteur normal unitaire.

05/\68
__Ou 0v
HGSAOSH
ou Oov

0S 0S8
Quand le point M varie sur la surface (&), le repere (0_’ 3 n) est un repére mobile. La
u ov
deuxiéme forme fondamentale de (%) est définie par:

n.d*S = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?
Si cette deuxieme forme fondamentale s’écrit sous la forme :

2 2
_n‘dZS:eQ(u,v)(du +dv )
P1 p2

Donnez I'expression de ®(u, v). Alors, la paramétrisation de (&) est dite isotherme. Dans
ce cas, p1, p2 sont les rayons de courbure principaux de la surface (). Une surface qui
admet des coordonnées isothermes est dite isotherme.

X = RcospcosA
On considere que (&) est la sphere définie par:S=| y = Rcospsind R>0

z=Rsing
Soit £ la variable de Mercator. Montrer que la sphere paramétrée par (£, A) est une
surface isotherme.

S 0§
3. On considere 4 la base du repeére mobile (6 TR ,n). On prendra u = £y, v =
Ly
oS 0S
A). Montrer par le calcul que les vecteurs de la base 8 (—— , n) vérifient les deux
0Ly’ oA

équations matricielles ci-dessous. Ces deux expressions sont appellées les équations de
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Gauss-Weingarten :

u
s, 2 2 p1| (S,
ai sif={%% 2%, |l|s,
u 2 2
n n
— 0 0
P1
et
o o
S/ 2 2 Sl
i Sl — q),u (I),l/ eq) Sl
v =T o T v
ov 2 2 P2
n 1 n
0 — 0
P2

2.3. GEOMETRIE DE L’ELLIPSE ET DE L' ELLIPSOIDE DE REVOLU-
TION

Probléme n° 25

1. Calculer les composantes du vecteur normal extérieur a I'ellipse, en déduire les relations
(dans les deux sens) entre les lignes trigonométriques de ¢ et celles de .

2. Donner les équations paramétriques de 'ellipse et de 'ellipsoide en fonction, repecti-
vement, de ¢ etde A et @.

3. Etablir une relation différentielle entre v et ¢.

4. Calculer la différentielle d S de I'arc d’ellipse en fonction de ¢, puis la premiére forme
quadratique de I'ellipsoide.

5. Calculer les courbures principales de I'ellipsoide de révolution.
6. Trouver la coordonnée curviligne de I'ellipsoide de révolution qui forme avec la longi-
tude un couple de coordonnées symétriques et qui s’annulle le long de I’équateur.

Probleme n° 26

Q
WZp:f sinPwdow
0
On pose:

Q
Ip—2(Q) = f sinwcos’wdw
0

2Julius Weingarten (1836 - 1910) : mathématicien allemand.
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1. Etablir les formules suivantes:

Wy =Wy_o— 1,2

(p—DIp_z =sin”1QcosQ+ W,
-1 1

W, = p—Wp_z — ZsinP'QcosQ
p P

2. Préciser la valeur de Wj, et proposer un programme (en Matlab) de calcul de Wa,,.

Exercice n° 27
On a:

¢
B() =f0 pde

avec: )
a(l—e”) 2 2.2
p—T, w =1-e"sin“¢
1. Développer w2 suivant les puissances croissantes de esing.
2. Calculer S(¢) en fonction des W2, (¢).
3. Majorer l'erreur de calcul, lorsqu’on arréte le développement au terme e>". Calculer n

sil'on recherche la précision du millimetre sur B, quelle que soit la latitude ¢ entre —7 et
p/4

E .
4. Proposer un organigramme de calcul.

5. Envisager la solution du probleme inverse: calcul de ¢ connaissant S.

Probléeme n° 28
Soit I'ellipse (E) définie par les équations paramétriques:

X =acosu
M<{ y=bsinu
avec a>b>0

On pose:

2o a?-v L, a*-b

a? ’ o2

1. Calculer la position sur I'axe des abscisses des deux points F et F’ appelés foyers tels
que MF+ MF' =2a.
2. Montrer que le produit des distances des foyers a la tangente a 'ellipse en M est
indépendant de u.
3. Donner l'expression de ds.
4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le rayon de
coubure de I'ellipse.
5. Montrer qu’il passe par M deux cercles tangents en ce point a la courbe et centrés sur
Ox, Oy respectivement (appelés cercles surosculateurs).
6. Que deviennent ces cercles lorsque M est un sommet de I'ellipse.
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Exercice n° 29
1. A partir de la définition géométrique de I'ellipse donnée par:

MF + MF' = constante=2a

retrouver ’expression de I'équation cartésienne de I'ellipse.

Exercice n° 30
1. Montrer la formule tres utilisée en géodésie:

d(N cosq))
_ sin
do —psing
avec N et p les deux rayons de courbures principaux de 'ellipsoide de révolution donnés
respectivement par :
N4
V1-e2sine
et:
a(l-e?)

a —e2sin2@)\/1—e%sing

Probléeme n° 31
A partir des équations de I'ellipsoide de révolution:

X = NcospcosA
M=<{ Y =Ncospsind
Z=N1- ez)sin(p

1. Calculer les vecteurs:

oM oM
oL’ o
2. Calculer les coefficients:
_OMOM . OMOM . 0M oM
BV IV Y T VR VO, W)

3. Démontrer que I'expression de la premiére forme fondamentale s’écrit:

ds® = p>dg® + N*cos’pd?
4. Calculer le vecteur normal 7 :

oM oM 1
1" e HaM OMH

5. Calculer les vecteurs:
M °M  *M
012" 0Adp’  0¢?
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6. Déterminer les coefficients:

=n OZ—M M=n 62_M N=n @
"aA%’ "01dg’ T0%¢

7. Ecrire la deuxieme forme fondamentale ® (A, ¢).

8. En appliquant la formule du cours, Montrer que :

a
V1-e2sing
est le rayon de courbure de la section normale au point M perpendiculaire au plan de la

méridienne de I'ellipsoide de révolution.
9. En posant:

L

N(p) =

dop— PAe
Ncosyp

En déduire que ds? s'écrit:
ds® = Nzcosz(,o(d‘,%2 +dA?)

10. Montrer que £ est donnée par:

TP e 1+esing
ZL(p)=Log|tg(—+=)|--Log| ————
@) og( g(4+2)) 2 Og(l—esin(p)

Probléme n° 32

Sur I'ellipsoide, on note ¢ la latitude géodésique et y la latitude réduite.

1. Calculer p le rayon de courbure de I'ellipse méridienne en fonction de .

2. Exprimer 'aplatissement de l'ellipsoide en fonction des valeurs de p au pole et a
I'équateur.

3. On mesure la longueur d'un arc de méridien d'un degré a la fois au pole et a I'équateur.
On trouve respectivement 111695 m et 110573 m. En déduire I'aplatissement.

Probléme n° 33
On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d'un point M:

M=(X,Y,Z)=(4300244.860m,1062094.681 m,4574775.629 m)

Les parametres de I'ellipsoide de référence sont a =6378137.00m, e® = 0.00669438.
1. Calculer le demi-petit axe b.

2. Calculer I'aplatissement.

3. Calculer les coordonnées géodésiques (¢, A, he) du point M. ¢ et A seront calculées en
grades avec cinq chiffres apres la virgule.

Probléme n° 34

Soit &(a, e) un ellipsoide de révolution ol a, e sont respectivement le demi-grand axe et la
premiere excentricité. (g) une géodésique partant d'un point E(¢ = 0, Ag) sur '’équateur
et d’azimut Azg. A cette géodésique, on lui fait correspondre une géodésique (g') sur la
sphere .#2 dite de Jacobi® de rayon a, ayant le méme azimut Azg au point E'(¢’ = 0,Ag).

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851): Mathématicien allemand.
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De méme au point M(¢p, 1) de la géodésique (g) de l'ellipsoide, on lui fait correspondre le
point M'(¢’,1') de (g') de #? tel qu'il y a conservation des azimuts.

Ellipsoide
Figure 2.2 | La Correspondance de la sphére de Jacobi

1. Ecrire 'équation de Clairaut* pour la géodésique (g).

2. On note 1’ le rayon du parallele passant par M’ de la géodésique (g’). Ecrire de méme
’équation de Clairaut pour la géodésique (g").

3. Montrer que ¢ et ¢’ vérifient:

Ncosg = acosg’

et en déduire que ¢’ est la latitude paramétrique de M.
4. Ecrire les expressions de tgAzg et tg Azy respectivement sur (g) et (g').
5. Montrer que:
d
_ pay dr
ady’

dA=1\/1-e?cos?@ d)

6. En intégrant I’équation précédente, montrer qu'on obtient:

/V+ﬂ,1-j
)L—)lng \/1—e2cosqp'd)
A

avec A > Ag et A est comptée a partir de Ag.

7. En écrivant /1 — e2cos?¢p’ = 1— %2 cos®@'+o(e*) ol1 o(e*) est un infiniment petit d’ordre
4 en e dont on néglige, écrire I'intégrale précédente entre A et A+ A.

8. Comme (g') est une géodésique de la sphére, on démontre que:

aA

En déduire que :

SsinAzg

cos’p'd) = ds

ou ds’ est1’élément différentiel de ’abscisse curviligne sur la géodésique (un grand cercle).
Alors en posant s’ = 0 au point E’, montrer que I'équation précédente s'écrit sous la forme:

2o !

e“sinAz, [°
)L=/15+)L’——ef ds'

2a 0

4Alexis Claude de Clairaut (1713-1765): mathématicien, astronome et géophysicien frangais.
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9. On suppose que la géodésique (g’) coupe une premiere fois le plan de I’équateur en un
point F/, montrer qu’on obtient:

r_
Ap=m
s'=nma

ensinAzg

AF=Ag+m—
F=AE+T >

10. La géodésique (g’) partant de F’ a pour azimut 7 — Azg, elle coupe une deuxiéme fois
I'équateur au point E’, mais la géodésique (g) sur I'ellipsoide coupe une deuxieme fois le
plan de I'équateur au point correspondant a H dont la longitude est 1. Montrer que A g
est donnée par:

ezﬂsinAzE e‘nsin(m— Azg)

2 2

2

Ag=Ag+21m— =/1E+2ﬂ—ezﬂsinAzE

Quelle conclusion a-t-on sur les lignes géodésiques de I'ellipsoide de révolution.

Probleme r° 35
Un point M de la surface d'une sphere (S) de rayon R, a pour coordonnées (X, Y, Z) dans
un repere orthonormé:

M= (X,Y,Z)=(Rcosp.cosA,Rcosp.sinA, Rsingy)
1. Montrer qu'un vecteur normal unitaire 7 a (S) en M est:
n=(cosp.cosA,cosg.sind, sing)’

2. Soit (C) le grand cercle passant par le point A(R,0,0) et d’azimut Azg. Le point M peut
étre décrit par son abscisse curviligne s mesurant ’'arc AM. On note par w représente
I'angle au centre de I'arc AM. Utilisant la trigonométrie sphérique, montrer que:

cosp.sind = sinw.sinAzg

3. En utilisant la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique dans le triangle
APM, montrer qu’on a les deux relations :

cosw = cosp.cosA
Sing = Sinw.cosAzg

4. En déduire que les coordonnées de M s’écrivent en fonction de s comme suit:

X =R.cos(s/R)
M< Y =RsinAzgsin(s/R)
Z =RcosAzgsin(s/R)

5. Calculer les vecteurs T et N du repere de Frenét. En déduire les composantes de N en
fonction de w.
6. Montrer que les vecteurs N et n sont paralleles.
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7. Justifier que les géodésiques de la sphere sont les grands cercles.

Probléeme n° 36
Soit le tore T défini par les équations suivantes:

x = (a+ Rcosp)cosA
M(p,A) =4 y=(a+Rcosp)sind
z=Rsing

ol a, R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,27] x [0, 27].
1. Calculer la premiere forme fondamentale ds°.
2. Avec les notations usuelles, on pose:

O0E _ 0E _ rt OF _ rv
%_Ew a1 = Ep 0(p_F<P

2.1
OF _ 0G _ 1 0G _
aa=Fp w—Gw' ﬂ‘Ga
Utilisant les équations des géodésiques du cours, montrer que les équations des géodé-
siques du tore sont:

2

—2Rsing(a+ Rcos )d—<p@+(a+Rcos )Zd——
¢ ¢ ds ds ¢ ds?

Rsing(a+ Rcos )(@)2+R2dz—q)—0
14 L4 ds ds?

3. Montrer que la premiére équation ci-dessus donne:
aA
a+Rcosp)’—— =C=cte
( 2

Montrer qu'on retrouve I'équation de Clairaut avec C = (a+ R)sinAze ol Aze estl'azimut
de départ au point My (¢ =0, Ap).
4. On suppose au point My, la géodésique a pour azimut Aze tel que:

b4
0< Aze< —
2

Montrer que la deuxiéme équation des géodésiques s’écrit en utilisant le résultat précé-
dent:
d>p C*  sing

ds> R (a+Rcosp)3
5. Montrer qu’on arrive a:
dp)\? C?
(%) =t ez 20
ds R%(a+ Rcosp)?

ol [ est une constante d’intégration.
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2.4.LES SYSTEMES GEODESIQUES

Exercice n° 37
On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d'un point A:

X =5102603.85m
Y =916806.87m
Z =3703034.99m

Lellipsoide de référence est I'ellipsoide GRS80 dont les parametres sont:
a=6378137.00m e* = 0066943800229

1. Calculer le demi-petit axe b.
2. Déterminer les coordonnées géodésiques (¢, A, h) du point A. ¢ et A seront calculées
en grades avec cing chiffres apres la virgule.

Exercice n° 38
On donne l'expression scalaire d'une fonction V(x, y, z) par:

ax® + y?

1
Vix,y,2) = 2 + Ea)z(x2 + yz)

1. Calculer les composantes du vecteur gradV dans un domaine de R3 ot1 z # 0.

Probléme 7° 39

Soit un point A(¢, 1) sur un ellipsoide de révolution associé a un référentiel géocentrique
donné Z. On considere le repere orthonormé local en A (ey, ey, e,) défini dans la base
orthonormée (i, j, k) de Z ou e, est tangent au parallele passant par A et dirigé vers I'Est,
e, tangent a la méridienne, dirigé vers le nord et e, porté par la normale a I'ellipsoide
dirigé vers le zénith.

1. Exprimer les vecteurs de la base (ey, ey, ;) dans la base (i, j, k) de %.

2. Exprimer les vecteurs i, j et k dans la base (e, ey, en).

3. Calculer de,, de, et de, dans la base (i, j, k).

4. En adoptant une écriture matricielle, montrer que :

dey 0 sinpdA —cospdA) ey
dey | =|—sinpdA 0 —dg ey
dey cospdA do 0 en

Probléme rn° 40
On consideére les notations du précédent probleme. Soit un point M. On pose:

AX = (Xpr—Xa, Y= Ya, Z = Za) T, Ax = (s, yar, 2m) |

ol AX et Ax sont respectivement les composantes du vecteur AM dans le repere Z et le
repere local en A.
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1. Montrer qu’on a la relation: AX = J.Ax avec J une matrice orthogonale (J~! = JT) qu'on
déterminera.

2. On suppose maintenant que 2 est le repere GPS et que le passage du repere & vers le
repere terrestre est donné par le modele dit a 7 parametres :

X' Tx X
Y |=FX)=|Ty|+Q+m).R|Y
z' Tz Z

Tx 1 rz -ry\ (X
=|Ty|+Q+m).|-rz 1 rx |.|Y
Tz ry -rx 1 Z

On note: 60X = F(AX) — AX, que représente 6X. Montrer qu’au premier ordre:
6X= mAX+ (R-1NAX
3. Onappelle w = (rx,ry,rz)", montrer que:
16XI| = (m? + w?sin0)? ||AX]|

ol 0 est 'angle entre les vecteurs AX et w.
4. En déduire que:

1
|ml.[|AX]| < |[6X]| < (m? + w®) 2 ||AX]|

5. En utilisant la relation liant AX et Ax; montrer que:

6x=mAx+ JT(R- DJAx

Probléeme n° 41
On définit dans R® un point M par ses coordonnées ellipsoidiques de Jacobi (¢, A, 1)

comme suit:
x=vVu?+e2.cospcos
M<{ y=Vu?+e?.cospsini

z=u.sin¢

avec: €2 = Va2 - b2, ¢ e [-m/2,7/2], A €[0,27] et u €]0,+ool, a, b deux constantes réelles
tellesque a > b > 0.

1. Montrer que le point M appartient a un ellipsoide de révolution en précisant ses
demi-axes.

2. Calculer ds? et montrer qu'il s'écrit sous la forme:

d¢p
ds? = (d¢,dA, du).G. (dﬂt)
du
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avec G donnée par :

u? +e%sin’g 0 0
0 (u? +€?)cos?¢p 0

G=(8ip= u? +e%sin*¢

3. Sachant que I'’expression du laplacien d’'une fonction scalaire V en coordonnées de
Jacobi est exprimée par:

=T{a¢(;—1 g;) 0/1(;’/2; g‘;) au(g_f'g_z)}

ol g est le déterminant de la matrice G, donner I'expression de AV.
4. Calculer AV sachant que V est donné par:

GM 3 1
Vg, u) = —Arctg + = a 29 ( —cosng) + —wz(u2+€2)cos2(,b
3 qo 2 2
avec G, M et w des constantes et:

u? € _u
q=qu) = 1+3—|Arctg——-3—
€ u €

N

=qgu=>b)=- (1+3b2)Arct ——3b]
qgo=qlu=>0)= 2 4 c

b

Probleme n° 42
Avec les notations usuelles, un potentiel est donné avec les constantes (GM, a, J»,w) de
GRS80 par :

M 2 2
wW(r,0,4) = GT (1 —]z%Pg(COSQ)) + %r‘zsinZB

ou (r,6, 1) sont les coordonnées sphériques du point de calcul et :
-a=6378137.00m,b =6356752.31 m;
- GM =3986005 x 108 m3s72;
-w=7292115x 10" rad.s7};
- J»=108263 x 1078.
1. Calculer le potentiel W aux points suivants situés sur I'ellipsoide GRS80:
*]e POle Nord;
* sur 'equateur;
* au point A sur I'ellipsoide avec 6 4 = 34°.
2. Calculer les variations de W entre les 3 points.
3. Exprimer le potentiel W en coordonnées cartésiennes (X, Y, Z).

1
On rappelle : P»(cosf) = E(?)cosze -1).

Probléme n° 43
On considére deux points A et B de coordonnées géodésiques dans le systeme géodésique
WGS84 du GPS:
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A: ((p;‘ = 36.6306gr;/l’A =10.7896 gr; hfq =137.50m)
B: (¢ =36.6317gr; A, =10.7915gr; hly = 171.33 m)

1. Calculer les coordonnées tridimensionnelles (X', Y', Z") 4, (X', Y', Z") g des points A
et B dans le systeme géodésique WGS84. Les parametres de I'ellipsoide WGS84 sont :
a=6378137.00m, e> = 0.00669438.

2. On pose: AX' = X — X/;AY' = Y~ Y);AZ' = Z, — Z!,. Calculer les coefficients
AX',AY' et AZ'. Sachant que I'azimut géodésique de la direction AB est donné par la
formule:

-AX'sinA, + AY'cos)',

AZ'cosy', - sing',(AX'cos), + AY'sin]',)

tg(Azg) = 2.2)
calculer la valeur numérique de Azg,.
3. On considere que le passage du systeme GPS au systéme géodésique terrestre national
est donné par la formule:

X=T+X

ol X = (X,Y,2)7 représentant la position d’'un point M dans le systéme géodésique
terrestre national, X’ = (X', Y’,Z)T celle dans le systtme GPS et T = (Tx, Ty, Tz)" le
vecteur translation entre les deux systémes, dont les composantes sont :

T=(+263.3m,—14.4m,—-434.1m)7

Calculer les coordonnées géodésiques tridimensionnelles (X,Y,Z) s et (X,Y,Z)p de Aet
B dans le systeme géodésique terrestre national.
4. Calculer les coordonnées géodésiques (¢, 1) du point A dans le systeme géodésique
terrestre national. On déterminera (¢, A) a cinq chiffres apres la virgule en gr. On donne
les parametres de I'ellipsoide de référence du systéme géodésique terrestre national:
(a=6378249.20 m, e* = 0.006803487).
5.0n pose AX = XB —XA;AY = YB - YA;AZ = ZB - ZA.

a- Calculer les coefficients AX,AY et AZ.

b- Déterminer en utilisant la formule (2.2) I'azimut géodésique Az, de la direction
AB en utilisant les coordonnées dans le systéme géodésique terrestre national.

—AXsind+AYcosA
AZcosp—sinp(AXcosA+AYsin])

tg(Azg) =
6. Calculer la valeur numérique de Az’g — Azg. Que pensez-vous.

2.5. REDUCTIONS DES DISTANCES

Exercice n° 44
On a mesuré une distance suivant la pente D = 20130.858 m entre deux points A et B avec
H, =235.07m, Hp = 507.75 m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.
1. Calculer la distance suivant I'ellipsoide :
- en utilisant les différentes corrections,
- en utilisant la formule rigoureuse.
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2. En prenant la valeur de la formule rigoureuse et sachant que le module linéaire m vaut
0.999850371, calculer la distance réduite au plan de la représentation plane utilisée.

Exercice n° 45

Entre 2 points A(H4 = 128.26 m) et B(Hp = 231.84 m), la distance mesurée D suivant
la pente est égale a 15498.823 m. Soit Dy la distance corde au niveau de la surface de

référence. On prendra comme rayon terrestre R = 6378 km. 1. Calculer la valeur de Dy en

utilisant la formule rigoureuse.

2. Calculer Dy par les corrections.

3. En adoptant la moyenne des deux méthodes, calculer la distance D, réduite a la surface

de référence.

4. Le module linéaire de la représentation plane Lambert Sud utilisée est de 0.999648 744,

calculer alors la distance D, réduite au plan de la représentation.

Probléme n° 46

On a mesuré une distance D suivant la pente entre les points A(H4 = 1319.79m) et
B(Hp =1025.34m) avec D = 16483.873 m.

1. Calculer la distance D, distance réduite a l'ellipsoide de référence par la formule
rigoureuse, on prendra le rayon de la Terre R = 6378 km.

2. Calculer la distance D, réduite a la représentation plane Lambert si I'altération linéaire
de la zone est de —14cm/km.

3. La direction AB a un azimut géodésique Azg = 297.56225 gr. Donner I'expression du
gisement G de AB en fonction de Azg,y la convergence des méridiens et dv la correction
de la corde, sachant que la représentation plane utilisée est le Lambert Sud Tunisie et que
le point A est au nord du paralléle origine.

4. Ondonne dv=-13.7dmgr et 1 =9.3474734 gr lalongitude de A, calculer G.

5. En déduire les coordonnés (Xg, Yg) de B si X4 =363044.79 m et Y4 = 407020.09 m.

6. Déterminer les coordonnées géographiques (¢, 1) de B.

2.6. LES REPRESENTATIONS PLANES

2.6.1. LES REPRESENTATIONS PLANES

Probléme n° 47
Soit S? la sphere de rayon R. Au point P(¢p, ) de $? on lui fait correspondre le point
p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X =R.cosA
pX.Y) { Y =R.sing
1. Cette représentation est-elle cylindrique ou conique? Justifier votre réponse?
2. Soit d S la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, donner I’expression de
(dS)? en fonction de ¢, A, do, dA et R.

2 2 ein? 2

cos“pdp+sin“AdA

3. Soit m le module linéaire, montrer que m? = pap .
dg? + cos?pdA?
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4. En déduire les modules linéaires m; le long du méridien (1 = constante) et m, le long
du paralléle (¢ = constante).
5. Cette représentation est-elle conforme? Par quoi est représentée 'indicatrice de Tissot?

Probléme n° 48
Soit S? la sphére de rayon R, au point P(¢p, A) on lui fait correspondre le point p(X, Y) du
plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X= 2R.tg(z - Q).sinxl
pX,Y)= a2y
Y= —2R.tg(z - E).cos/l

1. Montrer que I'image d’'un méridien (A = constante ) est une droite dont on donne
I'équation.

2. Montrer que I'image d’un paralléle (¢ = constante ) est un cercle dont on précise
I'équation.

3. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.

4. Soit d S lalongueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS.

5. Sachant que sur la sphére ds?> = R?dg? + R?cos®¢.d A?, calculer le module linéaire m.
6. En déduire le module linéaire m, le long du méridien.

7. En déduire le module linéaire m; le long d'un paralléle.

8. Comparer m; et my. Conclure sur la conformité ou la non conformité de la représenta-
tion plane.

Probléme n° 49
Soit X la sphere de rayon R, au point P (¢, A) on lui fait correspondre le point p(X, Y) du
plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X=RA

pX,Y)= { Y = R.Logtg(% + %)

ol Log désigne le logarithme népérien.

1. Quelles sont les images des méridiens (A = constante) et des paralléles (¢ = constante).
2. Soit d S la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS en fonction
de ¢ et de A et calculer le module linéaire m.

3. En déduire les modules linéaires m; le long du méridien et m, le long du parallele.

4. Comparer m; et m; et conclure sur la conformité ou la non conformité de la représen-
tation plane.

5. On suppose que P décrit sur la surface X~ une courbe (y) telle que ¢ et A sont liées par
la relation : tgp = sinA. Pour ¢ =0gr,2gr,4gr,6gr,8gr et 10gr, dresser un tableau
donnant les valeurs de A correspondantes.

6. Sachant que R = 1000 m, calculer les coordonnées (X, Y) de la représentation plane
donnée ci-dessus pour les valeurs de ¢ et A de la question 5.

7. Rapporter a I’échelle 1/100 sur le plan OXY, les positions (X,Y) des points. Que
pensez-vous de I'image de la courbe (y).
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Angleipa = A,
Angle pgh =x = hw,
€  AngleeOq= ¢

Coté ah=y

Figure 2.3 | Représentation cylindrique conforme oblique tangente

Probléme n° 50
Sur une sphere de rayon unité, modele de la Terre, on désigne :

- par p le pdle nord,

- par (C) un grand cercle qui coupe I’équateur au point i de longitude nulle,

- par g le pdle de ce grand cercle, de latitude ¢q positive,

- par w et h respectivement les points d’intersection de (C) et du méridien de g et du
grand cercle issu de g, passant par le point a(¢p, A).
Onpose: wh=x, ha=y
1. g est le pivot d'une représentation cylindrique conforme oblique tangente (voir Fig.
2.3), dont (C) est le "pseudo-équateur”. Le plan est rapporté aux axes QX,QY images
respectives de (C) et du grand cercle wpq. Exprimer en fonction de ¢, A et ¢g les coordon-
nées X, Y du point A image de a (vérifier que pour ¢, = 0, on retrouve les expressions de
X, Y d’'une représentation transverse).
2. Montrer que I'équation de I'image plane du paralléle de latitude ¢ peut s’écrire :

e¥cosX = tgpo
3. Montrer que I'image plan de 'équateur a pour équation :
cosX +tgpo.shY =0

sh désigne le sinus hyperbolique sht = (e’ —e™")/2, cht = (¢! + e~ ')/2 le cosinus hyperbo-
lique.

Ecrire d’'une maniere analogue, 'équation de I'image du méridien A = 0.

4. Exprimer le gisement du méridien en fonction de ¢, A et ¢¢. Déterminer la valeur du
module linéaire, en particulier en p, en un point de I'équateur, en un point du méridien
origine.
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Probléeme n° 51
Pour une représentation plane, on dit qu’elle est équivalente si le produit des modules
linéaires m, et my suivant les directions principales vérifient:

ml.mzzl

Soit le modele terrestre représenté par la spheére de rayon R qu’on note S$2. Au point
P(¢p, A) on lui fait correspondre le point p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane
suivante définie par les formules :

X= 2Rsin(z - f) .cosA
4 2
p(X,Y) . (2.3)
Y =2R.sin (Z - %) .sinAi

1. Qu’elle est 'image du p6le nord Py?

2. Montrer que I'image d'un méridien (1 = Ap=constante ) est une droite dont on donne
I'équation.

3. Montrer que I'image d’'un paralléle (¢ = ¢g=constante ) est un cercle dont on précise
I'équation.

4. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.

5. Soit ds la longueur infinitésimale correspondante sur la spheére, donner 'expression de
ds?.

6. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan. Montrer que:

ds? = R*cos? (z - f) de® +4R%sin? (z - f) .dA?
4 2 4 2

7. En déduire le carré du module linéaire m?.

8. Calculer le module linéaire m; le long du parallele.

9. Calculer le module linéaire m; le long du méridien.

10. La représentation plane définie par (2.3) est-elle équivalente. Justifier votre réponse.

Probléeme rn° 52
Etude de la représentation conforme d'une sphére de rayon unité dite représentation de
Littrow® définie par :

Z=sinz

avecz=A+iL, Z=X+iY et Llalatitude croissante L = Logtg (% + %).

1. Préciser le canevas, les images des méridiens et celle de I'équateur.

2. Vérifier que les points f et f' (¢ = 0,1 = +7/2) sont des points singuliers.

3. Soit s le point (¢ = ¢, A = 0). On appelle segment capable sphérique I'’ensemble des
points b tels que 'angle m = a. Quelle est 'image plane de cette courbe dans cette
représentation plane.

5En hommage 2 Joseph Johann Littrow (1781-1840) astronome autrichien.
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Probléme n° 53
Soit 'application F(u, v) : R* — R3\ (0,0, 1) définie par:
2u
X=———"—
u?+v2+1
2v

OM(u,v)=Fwv)y V=m0

W+ vr-1
T+ 1241

1. Calculer la forme fondamentale ds2.

2. Montrer que OM (u, v) appartient a la sphere S? d’équation x? + y? + z2 = 1.

3. Calculer u, v en fonction de x, y et z.

4. Soit le point N(0,0,1) de $2, calculer les coordonnées (X, Y) du point p intersection de
la droite NM avec la plan z = 0 en fonction de x, y et z.

5. Soit o 'application R3\(0,0,1) — R?: (x, »z2)— (X,Y)=X(x,¥2),Y(x,¥2)). Mon-

trer que (o o F)(u, v) = o(F(u, v)) = (4, v). En déduire que F= o~

Probléme 7° 54

Soit un ellipsoide de révolution E(a, e) avec a et e respectivement le demi-grand axe de
I'ellipsoide de révolution et e la premiére excentricité. Soit S? une sphére de rayon R. On
veut étudier le passage suivant:

p(p, 1) de lellipsoide E = P(w, A)de la sphere §?

1. Exprimer m le module linéaire de cette représentation.
2. On pose:
z=2L+id, Z=L+iA

Z est la latitude isométrique de l'ellipsoide de révolution et L la latitude de Mercator.
Une transformation conforme entre E et S est donnée par Z = f(z) ol1 f est une fonction
analytique. On propose le cas le plus simple a savoir:

Z=az+p
a=c+ic

avec 12
B=b1+ib

les c1, ¢z, b1, by sont des constantes réelles. Donner les expressions de L et A en fonction
de LetA.

3. On veut que la repésentation transforme les méridiens et les paralleles de I'ellipsoide
respectivement en méridiens et paralleles de la sphere et que 'image du méridien origine
A =0 soit le méridien origine de la sphére A = 0. Montrer que ¢, = by, =0et L=c; £ +
bl, A= Clﬁ.

4. Pour avoir la méme orientation en longitude, on prendra c¢; > 0. On cherchera la
transformation a déformation minimale autour d’'un paralléle ¢ = ¢ tel que le paralléle
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@ = g est automécoique et le module linéaire m est stationnaire pour ¢ = ¢, c’est-a-dire

dm L1 . L.
m(po) =1let|— | =0, en plus on considere aussi la condition:
P=%o

de
d’m
2 ’ -0
dg? )lp=g,

Pour faciliter les notations, on prendra b = by, ¢ = ¢;. Montrer que la relation liant ¢ et

Yo est:
t =t (%
g8%o 8Po 1 2 i 2

5. Déterminer les constantes b, ¢ et R en fonction de ¢q et y telles que les conditions
ci-dessus soient vérifiées.

6. Montrer que I'expression du développement limité de m(¢) de part et d’autre du
parallele ¢, est donnée par:

2e%(1 — e?)singycospq

PRY: RY!
0= eZsintger 00 Folem o)

m(p)=1-

7. On fait intervenir la deuxieéme excentricite e/, Montrer que m(¢p) s’écrit:

2e"singycospq

£e Singocospo - 3 "
3(1+e’20052(p0)2((p Po)” +olp=go))

m(p)=1-

2.6.2. LA REPRESENTATION LAMBERT

Exercice n° 55

En un point A de coordonnées géodésiques ¢ =40.9193gr et 1 =11.9656 gr a 'Est de
Greenwich, on vise un point B.

1. Dans quelle zone de Lambert Tunisie se trouve le point A ? Calculer ses coordonnées
planes (X,Y).

2. Lazimut géodésique de la direction AB est Azg = 55.7631gr. Sachant que Dv =
1.52dmgr, calculer G le gisement de la direction AB.

3. La distance AB réduite a I'ellipsoide de référence est D, = 5421.32 m. Sachant que
I'altération linéaire dans la région des points A et B vaut —9 cm/km, calculer la distance
AB réduite au plan.

Probléme n° 56
D’apres les coordonnées de deux points A et B vous trouvez la distance AB = 5427.380 m.
On a les données suivantes :

a - l'altération linéaire de la représentation dans la région de AB vaut +8.1075,

b - les altitudes des points A et B sont: Hy = 1000.00 m et Hg = 1200.00 m.
1. Calculer la distance suivant la pente Dp entre les points A et B matérialisés sur le
terrain.
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Probléme n° 57

On a mesuré une distance suivant la pente Dp = 20130.858 m entre deux points A et B
avec H4 =235.07 m, Hp = 507.75m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.

1. Calculer la distance D, suivant I'ellipsoide en utilisant la formule rigoureuse.

2. Sachant que le module linéaire m vaut 0.999850371, calculer la distance D, réduite au
plan de la représentation plane utilisée.

3. Les coordonnées géodésiques du point A sont : A = 10.72453 gr, ¢ = 41.44903 gr.
Par des observations astronomiques, on a déterminé les coordonnées astronomiques
Aa=10.72574 gr et ¢, = 41.45052 gr du point A et 'azimut astronomique de la direction
AB soit Aza = 89.68499 gr. Transformer I'azimut astronomique de la direction AB en
azimut géodésique en utilisant I'’équation de Laplace donnée par :

Azg=Aza+ (A —Ay).sing

4. Calculer le gisement G de la direction AB sachant que Dv =0.00188gr.

5. Les coordonnées Lambert Nord Tunisie de A sont X =478022.43met Y =444702.22 m.
Déterminer alors les coordonnées de B.

6. Calculer 'azimut de B vers A sachant qu’on néglige la correction de la corde de la
direction BA et que A5 =10.92884 gr.

Probléme n° 58
On donne deux points A et B dont les coordonnées géodésiques dans le systeme géodé-
sique Tunisien sont:

@ =40.4549830 g1 @' =40.3385665gr
A{ 1=9.59542429gr B{ A'=9.45483610gr
h=742.40m h' =987.00m

On a mesuré la distance Dp suivant la pente entre A et B soit Dp = 16259.249 m.
1. Calculer la distance D, réduite a la surface de I'ellipsoide de référence.
2. Rappeler I'expression du module linéaire m de la représentation Lambert Nord Tunisie.
3. Calculer le module linéaire moyen des modules linéaires calculés en A et B.
4. Calculer alors D, la distance réduite au plan de la représentation Plane Lambert Nord
Tunisie.
5. En A, on a déterminé I'azimut géodésique Azg de A vers B, Azg =249.310168 gr. En
négligeant dv la correction de la corde, calculer le gisement G de la direction AB.
6. Calculer (X, Y) les coordonnées Lambert Nord Tunisie du point A. En déduire alors
(X',Y") les coordonnées Lambert Nord Tunisie du point B a partir de celles de A.
7. Calculer directement les coordonnées (X", Y") de B. Comparer les avec celles de la
question précédente?

(On donne a = 6378249.20 m, e? = 0.006803 4877, kx = 0.999 625544, rayon moyen de
la Terre R = 6378000 m)
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2.6.3. LA REPRESENTATION UTM

Exercice n° 59

Dans cet exercice, on voudrait justifier 'arrét a 'ordre 8 de 'expression de Y (UT M) en
fonction de A. On donne: ¢ = 40.00 g7 et a = 6378249.20 m, e*> = 0.0068034877.

1. Calculer numériquement e'?,n?, t? = tg%¢ et N(¢).

2. Calculer numériquement le coefficient ag:

1
ag = ———Ncos’ psing(165—-611>+53714+9679n>—232781°n>+9244n"* +358 11> ~197881%n*)
40320

3. Ondonne A =1.23546 gr, calculer a8/18 et conclure.

Probléme n° 60

Soit le point A de coordonnées géodésiques: ¢ =40.9193gr et 1 =11.9656 gr al'Est de
Greenwich. On consideére la représentation plane UTM tronquée suivante, de méridien
central Ay = 9° définie par les formules :

{ X=a;.0-Ao)+as.A—Ap)®
Y = g(g) + az.(A — Ag)?

ol @, A et Ay sont exprimées en rd, avec:
a; = N(¢).cosp
a .
a» = —.Sin
2= ¢
3 acos’p

az = T(l —tg%p+e?.cos’p)

N(p) =

a
V1-é2.sing
g(@) = a(l — %) (1.0051353.¢ — 0.00257315i n2¢)
2

a=6378249.20m, €* =0.0068034877, ¢” = 1662
1. Montrer que les coordonnées du point A sont: X =157833.48m,Y =4078512.97 m, on
justifie les résultats.

2. Soit le point B de coordonnées (X = 160595.98 m; Y = 4078564.53 m). Sachant que B

est situé sur le méme parallele que A, calculer la longitude A’ de B.

3. Calculer le gisement G et la distance AB.

4. Sachant que la convergence des méridiens y est donnée par gy = (A — Ap)sing et

qu’on néglige le Dv, calculer 'azimut de la direction AB.

5. Calculer I'azimut de B vers A en négligeantle Dv de B vers A.

6. En calculantles coordonnées UTM de A et B, on trouve respectivement X4 = 657770.34m, Y4 =
4076891.20m; Xp = 660531.74 m, Yp = 4076942.76 m. Calculer la distance AB par les
coordonnées UTM. En déduire I'erreur relative sur la distance en utilisant les coordonnées

de 'UTM tronquée.
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2.7. LES TRANSFORMATIONS DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES

GEODESIQUES

2.7.1. LES TRANSFORMATIONS 2D DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES GEO-

DESIQUES

Exercice n° 61

On donne le modele bidimensionnel suivant, de transformation entre deux systémes
géodésiques, défini par:

Y,

—-627.748 m

Xo| [ —21.662m 4 0.999988149
B 0.000025928

—-0.000025928
0.999988149

I

1. S’agit-il du modéle bidimensionnel de Helmert? Justifier.

2. Donner les valeurs numériques respectivement du facteur d’échelle et de I'angle de la

rotation entre les deux systemes.

2.7.2. LES TRANSFORMATIONS 3D DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES GEO-

DESIQUES

Probleme r° 62

Soient les trois tableaux ci-dessous des coordonnées 3D respectivement dans les systemes

S1 et Sy et a transformer dans le systéme Sy:

Nom

X(m)

Y(m)

Z(m)

N OO W N -

4300244.860
4277737.502
4276816.431
4315183.431
4285934.717
4217271.349
4292630.700

1062094.681
1115558.251
1081197.897
1135854.241
1110917.314
1193915.699
1079310.256

4574775.629
4582961.996
4591886.356
4542857.520
4576361.689
4618635.464
4579117.105

X(m)

Y(m)

Z(m)

N OO W~

4300245.018
4277737.661
4276816.590
4315183.590
4285934.876
4217271.512
4292630.858

1062094.592
1115558.164
1081197.809
1135854.153
1110917.227
1193915.612
1079310.168

4574775.510
4582961.878
4591886.238
4542857.402
4576361.571
4618635.348
4579116.986
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Nom X(m) Y(m) Z(m)
A 4351694.594 1056274.819 4526994.706
B 4319956.455 1095408.043 4548544.867
C 4303467.472 1110727.257 4560823.460
D 4202413995 1221146.648 4625014.614

1. Déterminer les parameétres du modele de BurSa-Wolf a 7 parametres.
2. Calculer les coordonnées 3D des points du troisiéme tableau dans le systéme S,.

2.8. NOTIONS SUR LE MOUVEMENT D’UN SATELLITE ARTIFI-
CIEL DE LA TERRE

Probleme n° 63
1. Montrer que: r = a(l — ecosE).
2. Démontrer a partir des formules du cours la relation:

; v [l+e ; E
§2°V1-2'83
Aide: exprimer tg(v/2) en fonction de tgv.

Probleme n° 64
1. A partir de I'expression de X¢, monter que X¢ vérifie 'équation du mouvement non
perturbé pour la composante X, soit:

Xc+ﬂ3Xc=0
r

Probleme n° 65
Une comete décrit autour du Soleil une ellipse d’excentricité e de demi-grand axe a et de
demi-petit axe b ou1 le Soleil occupe un des foyers. Léquation de I'orbite de la comeéte en
coordonnées polaires est donnée par:

a(l-eé?

1+ecosv

avec r la distance Soleil- comete.
1. Déterminer les distances r4 et rp lorsque la comete est a I'apogée et au périgée en
fonction de a et e.
2. La comete de Halley a une orbite fortement excentrique : son apogée est a2 0.53 UA du
Soleil et sa périgée est a 35.1 UA. Calculer e.
3. En utilisant la loi des aires et la troisieme loi de Kepler, montrer que la constante des
aires C est exprimée par: ,
c2=Zem

a
ol G, M désignent respectivement la constante de la gravitation universelle et la masse
du Soleil.
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1 . . .
4. Onpose: u = —. Donner l'expression du carré de la vitesse v? de la cométe en fonction
r

du .
de uet s Montrer que v? peut s'écrire sous la forme:
v

-

. . . . 5 . .. VA .
5. Déterminer |'expression du rapport des vitesses a 'apogée et au périgée — en fonction
vp

de e.
6. Calculer numériquement ce rapport pour le cas de la cométe de Halley.

On donne:

-1 UA=149597870 km,
-G=6.672x10" " m3. kg 1572,
- M =1.9891x10% kg.






THEORIE DES MOINDRES CARRES

3.1. MODELES LINEAIRES DE COMPENSATION

Probléme 7° 66
Soit un triangle ABC, on observe les angles A, B, C etles cotés BC=a, AC=bet AB=c:

A=43.77160gr o0;=3.1dmgr
B=98.39043gr oz=3.1dmgr
C=57.83858gr o-=3.1dmgr
a=333.841m, 0,=0.005m
b=525.847m, 0,=0.010m
c=414.815m, o0.=0.000m

1. Calculer les angles compensés par la méthode des moindres carrés. Calculer la variance
unitaire. Déterminer les variances des angles compensés.

2. Utiliser la méthode des moindres carrés pour calculer les corrections des c6tés ob-
servés. Calculer la variance unitaire. Déterminer les variances des cotés compensés d, b, é.

Probléme n° 67

1. Montrer que dans un cheminement altimétrique de précision, le poids de I'observation
entre deux repéres est inversement proportionnel de leur distance en supposant I'égalité
des portées et que les observations sont non corrélées.

2. Une polygonale ABCD (voir Fig. 6.2) a été observée par le nivellement de précision.
Linstrument utilisé a une précision de 2 mm par km. Les observations considérées non
corrélées sont les suivantes:

Hc—Hy=1.878m, AC=6.44km
Hp—-Hy=3.831m, AD=322km
Hp—Hg=1954m, CD=322km
Hgp-H,=0.332m, AB=6.44km
Hp—-Hp=3530m, BD=322km
Hc—Hg=1545m, BC=6.44km

37
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Figure 3.1 | La polygonale observée

Laltitude du repere A est de 3.048 m et non entachée d’erreurs. Calculer par compensa-
tion des observations les altitudes des reperes B, C et D et leurs écarts-types.

3. Calculer I'écart-type de la différence d’altitudes entre les repéeres C et D.

4. Donner une estimation de la précision par km du nivellement effectué.

Probléeme n° 68
On veut étalonner un anéroide, appareil donnant la pression de I'air, par la formule:

D=d+at+y

ol a,y sont deux constantes, t la température en degrés centigrades. Les parameétres
d et D sont lus respectivement de 'anéroide et a partir d'un barometre en mercure, et
exprimésen mm Hg.

Pour déterminer « et v, des lectures ont été prises a différentes températures (voir tableau
6.1). Ces observations sont non corrélées, ¢ et D sont supposées sans erreurs.

1. Calculer par la méthode des moindres carrés les constantes a et y.

2. Estimer le facteur de variance unitaire.

3. Déterminer la variance et la covariance de « et y.
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t d D
°Centigrade mmHg mmHg
6.0 761.3 762.3
10.0 759.1 759.5
14.0 758.4 758.7
18.0 763.1 763.0

Table 3.1 | Table des observations

Probleme n° 69
En statistiques, la loi normale est une famille de distributions de probabilités caractérisées
par la fonction de densité:

(ropr0) = o5
X, 1,0) = e 20
PLuH Vano
ol u est la moyenne et 02 la variance. On note par l(x,u,0) = Logp(x, i, 0), soit:
(x — p)?
l M = _L =T 5
(x,u,0) ogo 252

Soit X une variable aléatoire ayant comme fonction de densité p(x, , o). On rappelle les
opérateurs suivants espérance mathématique ou moyenne et variance:

+00

E[f(X)]= f)px,u,0)dx

V(f(X)) = EIELf 0] - f(X)*]
+00 \/ﬁ

On donne la formule: f e du= -
0

1. Montrer que:

+00
E(X):f xp(x,p,0)dx=p
+00 -

(x—w?p(x, u,0)dx = o*
o0

d?(X) = Var(X) = Cov(X, X) =f

2. Montrer que:

0
3. Calculer ﬂ et —l
oy Oo

. ) ol al . )
4. On pose 8 = (i, 0). Soit Ty 'espace engendré par (@, £)' On définit sur Ty 'opéra-

teur <.,.>: Ty x Ty — R a A, B deux variables aléatoires € Tp:

< A,B>=E[A(x)B(y)]
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Justifier qu’on peut écrire:
E[A(x)B(y)] = Cov(A(x), B(y)) + E[A(X)].E[B(y)]

5. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur Tj.

ol ol
6. On pose: e = 3 etey = 3% On définit le tenseur métrique sur Ty par:
U o

gij =< e,-,ej >

Montrer que la matrice g = (g;;) est donnée par:

_1(1 0
§=52l0 2
et que la premiére forme fondamentale sur Ty s’écrit:

1
ds? = ?(du‘2 +2do?)

Probléeme n° 70
On considere (u, v) € R? et on définit la fonction par:

fu,v) = u* +6uv+1.50° +36v +405

1. Chercher les points critiques réels de f.

2. Montrer que le Hessien de f est une matrice définie positive si u? > 1 et indéfinie si
u? < 1.

3. Montrer que le point x* = (u, v) = (3, —18) est un point minimum de f.

4. Montrer que la formule de récurrence de Newton s’écrit avec J = 1.5(ui -1):

3 3 2
uk+9 " 1__2uk+18uk
) +1 —
J J

Uk+1 =

Probléme n° 71

Soient le plan (P) etla sphére ($?) d’équations respectivement: x+y+z = 1 et x*+y*+2° =
1. On veut chercher le point M € (S?) tel que sa distance au plan (P) soit maximale.

1. Montrer que la distance d'un point M(X,Y, Z) au plan (P) est donnée par :

d=|X+Y+Z-1|/V3

2. Pour répondre a la question posée ci-dessus, on considere la fonction: E(x, y,z,A) =
—(x+y+z—-12-A(x*+ y? + z2 — 1). Ecrire le systéme d’équations donnant les points
critiques de E qu’on note par (1).

3. Montrer que si A = —1, on arrive a une contradiction. On suppose que A # —1. Que
représente le cas 1 = 0.

4. On suppose que A ¢ {—3,—1,0}. Résoudre le systéme (1). Soit le point M, tel que ses
coordonnées sont négatives.
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5. Montrer que la matrice hessienne de E pour M, s’écrit sous la forme:

u> -2 -2
H=|-2 @ -2| avecu=1+v3
-2 -2 WP

6. Sionpose U= (X,Y,2)T € (S?). Montrer que UT.H.U =2[3+ V3 - (X +Y + Z)?]. En
déduire que UT.H.U > 0 pour tout U # 0 € (S?).

7. Montrer que pour le point M>, on obtient un minimum strict de E. A-t-on répondu a la
question du probleme.

3.2. MODELES NON-LINEAIRES DE COMPENSATION

Probléme n° 72

Dans le plan affine 22, on a mesuré trois distances planes entre un point inconnu P (X, X»)
vers trois points connus P;(a;, b;) ;=1,3 dans trois directions différentes. On consideére le
modele non linéaire de Gauss-Markov défini par:

{((X)=L-e, eeN¥(0,])

avec:

- L: le vecteur des observations (3 x 1) = (L1, Ly, L3)T;

- X: le vecteur des inconnues (2 x 1) = (X1, X2)T;

- e: le vecteur des erreurs (3 x 1) = (e, 3, eg)T suit la loi normale A4(0,T") avec E(e) =0
et = E(ee”) la matrice de dispersion ou variance, on prendral = U(Z).P’l, P estla matrice
des poids égale a la matrice unité I3, oy une constante positive;

- {: est une fonction donnée injective d’'un ouvert U c R> — R3 définie par:

1[0 - a))? + Xz — b1)?]
((X)=0(X1,X2) = | 3 [(X1 — a2)? + (X2 — b2)?]
5 [(X1—ag)? + (Xo — bs)?]

2

D: .

On prendra comme composante L; du vecteur observation la quantité L; = w
o o¢ s s .

1. Montrer que les vecteurs ——, —— sont linéairement indépendants en chaque point

0X; X,
2

XeU.

2. Montrer que les fonctions sont continues sur U pour i, j € {1,2}.

i0Aj
62
3.0Onpose: J = IL - (X)|I?. Calculer les coefficients de la matrice (—]), i,je{l,2}.
0X;0X;

4. Soit la matrice carrée définie par:

0((X) al(X i=1,2
g(X) = (gij) alVngij=<£ (e { ;

0x; ' 6Xj j=12

Calculer les coefficients g; ;. Montrer que la matrice (g;;) est définie positive.
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5. Introduisons la matrice B définie par:

0%¢ { i=1,2

B(X, L) = (B;j) avecBij=gij—<L—((X),m> i=1,2

Calculer les éléments de la matrice B et montrer qu’elle est définie positive.
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ASTRONOMIE

4.1. TRIGONOMETRIE SPHERIQUE

Correction 1.
On applique la formule fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient:

cos(£—6)—coszcos(z— )+sinzsin(£— )cosAz:>
2 2 ¢ 2 ¢

sind —coszsing

cosAz = = Az =20°20"40".25

sinzcosy

Correction 2.
On applique la formule fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient:

cosz = cos(g —6) cos(g - <p) +sin (g - 6) sin (g —(p) cos(—AH) =
0=singsind +cospcosdcosAH — cosAH = —tgptgd

Correction 3.

PA =wt/2-3,
PM = 1t/2-,
MA = gz,

Angle PMA = Az

Figure 4.1 | Triangle sphérique

45
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PA = t/2-5,
PM = 1t/2-¢,
MA = z=w/2,

Angle MPA =-AH

Figure 4.2 | Triangle de position

BD = d,

AngleA=a,

Angles B =D = /2.

Figure 4.3 | Le carré sphérique

l.a=A+B+C=200.00045gr

+q _ aire triangle ABC

2.€ 72

ol R = 6368 km le rayon moyen de la Terre. D’ol:

5.21654 x 2

+q  aire triangle ABC  AB.AC.sinA _6
€= = =5.21654 x 10 =T=3.3dmgr

R? 2R?

f=a—-200.00000gr —e€ =200.00045 —200.00000 — 200.00033 = f =1.2dmgr

Correction 4.

1. Soit d la diagonale liant les sommets B et D. C’est aussi une bissectrice, dans le triangle
sphérique ABD, On va appliquer la formule en cotg soit:

sinA.cotgB = cotgb.sinc—cosc.cosA



4.1. TRIGONOMETRIE SPHERIQUE 47

Figure 4.4 | Les coordonnées de Cassini-Soldner

ce qui donne:

sina.cotg% =cotga.sina—cosa.cosa =

Lo
2()082% =cosa—cosa.cosa = cosa.(1 —cosa) = Zcosa.sznzg i

za
cosa=cotg E

2. La formule des sinus donne:

sind sina . . a a 4
- = — = sind =2sina.cos— =2cos—.\/1—cotg" —
sina  sinal/2 2 2 2

Correction 5.
1. Le triangle sphérique PMH est rectange en H. On appplique la régle de Neper. Soit:

7 ) . (T
cos(g - H) = szn?t.sm(g —(p) =
sinH = sinA.cosp

On peut utiliser la formule des sinus:

sinH _ sin(% - o)
sind  sinm/2

= sinH = sinA.cos@

Pour calculer L, On utilise la régle de Neper, d’ou:

gy

7
cosA = cotgL.cotg(z —(p) = tglL= o)
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Angle MPA = +AH
Coté AP=m/2-6
Coté MP =7t/2-¢p
Angle PMA = 21-Az
Coté MA =z

Figure 4.5 | Les éléments du triangle sphérique PAM.

2. Inversement, pour calculer ¢, On utilise la régle de Neper, d’oi:

cos(z - (p) =sinL.sin (g - H) = sin@ =sinL.cosH

Quant a A, on applique la formule en cotg soit sinA.cotgB = cotgb.sinc— cosc.cosA ce

tgH
cosL

qui donne:
sinz.cotg/l =cotgH.sin (g - L) - cos(g - L) cos(m/2) = tgh=

Correction 6.
1. Les éléments du triangle sphérique PAM sont donnés par la figure (4.5) ci-dessus.
2. Langle horaire est obtenu a partir de la formule:

HSL=AH+a = AH=HSL-a=> AH =4".42411667 = 4h25mn26.82s

3. On applique la formule en cotg soit sinA.cotgB = cotgb.sinc— cosc.cosA. Comme
AH est positif et inférieur a 7, donc I'astre se trouve a gauche, on a les éléments pour

appliquer la formule :

-A=P=AH,
-B=M=2n- Az,
-b=n/2-96,
-c=m/2-¢.

Ce qui donne:
sinAH.cotg(2m — Az) = cotg(m/2—-6).sin(m/2—¢) —cos(m/2—¢).cosAH =

—sinAzcotg(Az) =tgdcosp — sinpcosAH =
sinAH

1gAz =
Shi cosAHsing —cosptgd

4. Numériquement, on a Az = 358°49'51.996".
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AP
H
P; Py

V[

v 2énith Angle EOM= ¢
W M Angle EOP =6
\j . E Angle HOP, = h,

0 g Angle HOP; = h,

Figure 4.6 | Calcul des hauteurs £ et hy.
5. A partir de la figure (4.5), la distance zénithale est donnée par le coté M A. On applique
la formule fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient :
V4 /4 . (T . (T
cosz = cos(z —(,0) cos(— —6) + sm(— —<p) sm(g —6) cosAH =

2 2
cosz = singsind + cospcosdcosAH = z=51°36'17".31

4.2. ASTRONOMIE DE POSITION

Correction 7.

On a les données suivantes:
- ¢ =36°54' Nord,
- =+89°.

A partir de la figure (4.6), on obtient:
=g+ (g ~0)= g +p—8= hy =90°+36°54' - 89° = 37°54".

-h2=<p—(g—6)=<p+6—g+5:>h2=36°54’+89°—90°=35°54’.

Correction 8.
On traite le cas : lieu dans 'hémisphere nord.

1. - Le lieu des étoiles qui sont toujours visibles: a partir de la figure (4.7), les étoiles de
déclinaison 6 = 7/2 — ¢ sont toujours visibles au lieu de latitude ¢.

- Les étoiles qui ne sont jamais visibles ont pour déclinaisons 9§ telles que : —n/2<6 <
—(m/2 - ¢) (voir Fig.4.8).

2. La condition pour qu'une étoile culmine au zénith est donnée par: § = ¢, (voir Fig.4.9).

3a. Au moment des équinoxes, I'ecliptique coupe 'équateur donc é = 0, I'orbite du soleil
est un grand cercle dans I’équateur et la trace de I’horizon d'un lieu quelconque coupe
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P, zénith
Angle EOM= ¢
Angle EOPs = & M
Angle HOP=POPs= g = t/2 - & . E
(6]
m Figure 4.7 | Le lieu des étoiles toujours visibles
A P
H
zénith
Angle EOM= ¢ /
/
Angle EOPs =-(\pi/2-¢) / M
-(\pi/2-9) 2 6 2 -7/2 g . E
(]
/
/
/ s
Pl
Figure 4.8 | Le lieu des étoiles toujours non visibles
AP
H
P Angle EOM= ¢
s
/ 7 . E Angle EOPs =6
0 b=¢

Figure 4.9 | La condition pour qu'une étoile culmine au zénith
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horizon

Equateur

soleil

Figure 4.10 | Egalité du jour et de la nuit

I’équateur en passant par le centre de la terre, par suite la durée du jour est égale a celle
de la nuit, (voir Fig.4.10).

3b. En un lieu M a I'équateur ¢ = 0. Quelle que soit la date, le soleil a pour déclinai-
son —€ < 6 < +¢, € = —23°27', par suite le jour et la nuit ont une durée égale (voir Fig.4.11).

Correction 9.
1a. Pour calculer I'heure sidérale locale du lever, on commence par calculer I'angle horaire
de l'astre A au lever. Dans ce cas, on consideére le triangle sphérique MPA, (voir Fig. 4.12).

Ap
Le lieu M : =0
p Angle MOPs =6
Demi-plan EOP : nuit
E \ / » zénith
\O/\ M
PI

Figure 4.11 | Egalité du jour et de la nuit en tout lieu sur I'équateur
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MP= 1t/2-¢ =t/4=¢,
AP=7/2-6,
MA=z,

Angle P = AH.

Figure 4.12 | Position de I'astre A lors du lever

On obtient z=m/2 lors du lever et on part de la formule:

cosz= cosgocos(g - 5) + singsin (g —6) .C0SAH =

; . tgé
cosz=0=cospsind + singpcosécosAH = cosAH = o0 —tg0 =

AH =125°.26538968 =8 121 mn03.4535s

Par la formule fondamentale de I’astronomie de position, on a HSL = AH + a. D’ou
HSL; =8h21mn03.4535s+11h13mn=19h33mn03.4535s.

1b. Comme I'observation a été faite le jour de I'équinoxe de printemps le 21 mars a
0 heure TU, I'heure sidérale locale du coucher de I'astre A est HSLc = HSL; +12h =
11h13mn+12h=23h13 mn.

2a. Nous avons la formule:

366.2422
HSL=HSGopry +k.TU+A, k="
265.2422
On obtient alors TU:
TU =(HSL- HSG A) 365.2422
- OhTU =" 366.2422

Numériquement, on a I’heure TU}, du lever au lieu considéré:

365.2422

TU; =(HSL; — HSG; ) —
L= L OhTU )366.2422

365.2422
"366.2422

21mn0.0037 s

TUp =(19h33mn03.4535s—11h52mn —7h20mn)

365.2422

TUp =(21mn03.45358). ——— =
366.2422
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MP= 1t/2-,
GP=m/2-6,

MG=z,

Angle P = AH’=|AH|,
Angle interne M=AZ’,

Azimut de M vers G : Az=27-AZ’.

Figure 4.13 | Observation de la galaxie Andromede

2b. On obtient I'heure TU¢ du coucher au lieu considéré:

365.2422
TUc=23h13mn - 11h52mn —7h20mn).——— —
366.2422
365.2422
TUc=@4h0lmn).——— =4h00mn20.52s
366.2422
Correction 10.
1. Lheure sidérale locale HSL est donnée par:
366.2422
HSL=HSGypry+k.TU+A, k=——
365.2422

366.2422
365.2422
HSL=20h56mn25s+21h03mn26.9859s=17h56 mn51.9859 s

Soit: HSL=20h35mn28s+0h20mn57s+21.

2. Langle horaire de la galaxie AH est donné par:
HSL=AH+aZZ — AH=HSL-a=17h56 mn51.9859s-0h40mn =17h16mn51.9859 s

Comme AH > 12 h, on peut écrire AH = —-AH' = -6h43mn8.0141 s = —100°.78339209
avec AH' >0, la position de la galaxie est représentée dans la figure (4.13).

3. La distance zénithale de la galaxie a 21 h TU est obtenue par la formule:

cosz = cos(g —(p) cos(g —6) +sin (g - (p) sin (g - 6) .cosAH' =
cosz = singsind + cospcosd.cosAH —

cosz =0.34938580 = z = 69°.55024748

4. On calcule I'angle Az’ par la formule des sinus:

sinAH' sinAz' ., sinAH' , o
= = sinAz = cosw.m =0.76022783 = Az =49".484287

sinz  sin(Z-¢)

On obtient alors Az:

Az=2m— Az’ =360° —49°.484287 = 310°.515713
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Figure 4.14 | Lauteur en concertation avec Dr. Ing. Chedly Fezzani (1er Atelier Maghrébin de Géodésie, organisé
par I'OTC, 18-20 mai 2000 a Tunis).



GEODESIE

5.1. LA TOPOGRAPHIE

Correction 11.

Appelons C le point central de ’antenne. D’apres les données, on obtient par calcul les
éléments suivants:

al. Distance AB = v/(Xa— Xp)2 + (Y4 — Yp)2 = 795.55 m,

—-Y;
a2. Gisement AB = G4p =100 gr+Arctg—XB =100.0000+81.4453 = 181.4453 gr,
Xp—Xa

a3. Gisement AC = G 45 — A = 181.4453 — 73.3333 = 108.1120 g,
a4. Gisement BC = Gg4 + B =381.4453 + 96.6667 = 78.1120gr,
a5. Angle C = 200.0000 g7 — (A + B) =30.0000 g 7.

Correction 12.

1.Ona:

Zﬁlal Y2, 42, 2,
Am = 1 =24y = ===

16 16 4

2. La distance D est donnée par:

re2) =22 —p t (“)
al?2)=— =—cotg|=
§ D &%

Calculons la différentielle d D en fonction de da, I 1alongueur de la stadia est sans erreur

55



56 5. GEODESIE

etl=2m:

I a l da
dD=d|~cotg=|=———— =
2 2 4 sin®(al2)

l 2q l a I 2a,

Am

l
2D:_.—:D__ - = —-— = —— f—
16 sint(a/2) 4 sin%(al2) 4 sin?2(al2) 2 sin2(al2)

D= é (1+cotg2a7m)a’m

3. On obtient :

! a l 2D)\?
D:§(1+cotg27m)am:5(1+(7) )am =

D=(1+101.533)x3x10"%7=0.097m=9.7cm

5.2. COURBES ET THEORIE DES SURFACES

5.2.1. COURBES

Correction 13.

amM dx dy d
1. Le vecteur T est défini par T = = ( * 4y ac

ds \ds’ ds’ ds
facilement:

ds®> = a®(sin®t+cos’)dt* + b*dt® = (@® + b*)dt* = ds =V a® + b2dt, dt >0

d’ot: )
—asint

a? + b?
amM acost

ds —\/a_2b+b2
VZi

le calcul du vecteur N nécessite le calcul du vecteur dT/ds, on obtient:

—acost 1 —acost

a
a?+b?

do @b\ VEp Ve | | @
0

—cost
Soit N=| —sint |.

0

2302 Va?+ b2 2 + b?
dr _drdr | V@sbiVaiibt | | aleby ”ﬂ
ds

|

T
) . Calculons ds. On obtient

dT
ds
dT
ds
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Le vecteur B de la binormale est tel que B=T A N. D’olt:

—asint

Va2 + b? —cost bsint

acost . 1
B=| —— |(A| -sint |=———| -bcost

Vi 0 N
va?+b?

2. La courbure 1/R est donnée par :

a
:—zR:a
a? + b?

ds

ks
.

bZ
1+?)

1 dB 1
3. La torsion — est telle que i ——N. Calculons dB/ds. On obtient facilement:
T s T

dB  —b _E?;i b N
—_——— —_ = —— — = —— T =
ds a?+b? a? + b? a? + b?

b

Correction 14.
Soit la courbe (C) définie par les formules:

x=at®
ml y=at®
9 4
z=—at" avec a>0
16

1. On prend t = 0 = y = 0 ainsi la condition demandée est vérifiée. On a ds®> = dx? +
dy? +dz* dott:

s\ _ n. n. e 2.2 20, % 26 2 9 5)?

R =x"+y°+z =4at+9at+ﬁat=at 2+Zt =
ds 9 t 9 9 t 9
—=at(2+—t2) t20z5=af Cu+-uddu=a|u®+—u4 =a(t2+—t4):
dt 4 0 4 16 | 16

9
s= at2(1+—t2)
16

2. - Le calcul du vecteur T:

2at 8
dM dMdt 4 3ar?
T:—:——:—2 9 = >
ds dt ds at(8+9t2) ng 8+9r 972

- Le calcul du vecteur N. Commencons par calculer le vecteur dT/dt. On obtient avec
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£>0,2t2+8>0:

—2% x32%¢
ﬂ:; —22 %3324 25x3 gz;
dt  (912+8)2 od 324 " ds at(9t2+8)

94 2
ar 4 2 xS dT|  3x4?
—_——— “22x3U+ 23 |2 ||| = (5.1)
ds at(9t*+8) ol 324 ds at(9t%* +8)

dT i o
_ds 4 at(9t® +8)2 —22><33t2 s
N=rar = sroz+87 3x22 CESITAEXS | =
1% 2
S
_12¢
1 2
= g | 98
121

- Le vecteur B de la binormale est tel que B=T A N. D’olt:

1 8 —12¢ 1 9¢2
BZT/\NZW 12¢ /\9 > 8 —9t2+8 :m —12¢
I g2 A8 12r °+81 g

o 1 art N . .
3. Le rayon de courbure R est défini par 2ol gl Cette derniere expression est donnée
s
par I'équation (5.1) ci-dessus, d’ou:

R at
T 48(912 + 8)2

Soit O le centre de courbure, ses coordonnées sont données par :

at? _
/ / X at® at 122t
00 =0O0M+MO =OM+R.N—=|Y|= 9 +m. -9t +8
z) \—art] POCHOTL 2

dB 1
4. La torsion en M est obtenue par — = —— N. Calculons dB/ds. On obtient facilement:
T

2
1 (% dB 12 121
912 + 8 t  (9t*+8) 12t
dB dB dt 4 12 121 —48 12t
ds dr'ds  ar(912+8) (912 +8)2 S 1912 +8)3" ores =
s s a —12¢ a 12¢
dB 1 at(9r? + 8)2
_:_—.N:> =
dt at(91? + 8)° 48

48
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5.2.2. THEORIE DES SURFACES

Correction 15.
Soit (') la surface paramétrée par (u, v) dans R? telle que:

X =u(l-u?cosv
Mu,v){ Y =ul-u?sinv
Z=1-u?

1. Calculons les différentielles d X,dY et dZ, d’our:

dX =(1-3u®)cosv.du—u(l — u®)sinv.dv
dM<{ dy =1 -3u®)sinv.du+ull—ud)cosv.dv = ds®*=dX*+dY?*+d7? =
dX =-2u.du

ds® =[(1-3u®?+4uP)du® + 1?1 - u¥)?dv? = ds® = Ou* - 2u? + Ddu? + v (1 - u®)?dv?

2.0nau’=1-ZetX?+Y2=u?(1-u??dot: X2+ Y?%=(1-2)Z2% Donc la surface (I')

est une surface de troisieme degré. m

Correction 16.
Soit la surface d’Enneper:

M(u, v v
( ) Y:l)—?+vu2
Z=u?-1?

1. Calculons les vecteurs M;,, M,

1—u?+ 02 2uv
M, 2uv , M, 1-v2+u?
2u -2V

On a:
ds* =dM.dM = (M, du+M, dv).(M|,du+M,dv) = M,.M,du*+2M,,.M,,dudv+M,.M,d v
Par suite:

MM, = IM,112 = (1 - u?+ 0?2 +4uv? +4u? = (1 + u* + vt =202 + 202 - 212 1V?) + 4u?v? + 4u?
M, M, =1+u* + v +2u? +2v% + 2u?v? = (1 + u? + v?)?
MM, = IM,|12 = 4u?v? + 1 + u? - v2)? +4v? = 40?02 + (1 + ut + v* +2u® - 207 - 20 v?) + 402
M, M, =1+u*+ vt +242+20% +2u% 0% = 1 + u? + v?)?
MM, =2uv.(1 - u? + v?) + 2uv(1 - v2 + u?) — duv = 2uv(1 + 1) — duv =
M, .M, =4uv—-4uv=0= M, L M'v
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Onaobtenu: ds® = (1 + u? + v?)?(du? + dv?) 1a premiére forme fondamentale, par suite
E=G=Q0+u?+v*)?etF=0.

2.Posons N =M, AM, etn= A donc n est un vecteur unitaire normal a la surface

d’Enneper. On obtient alors:

1-u?+1v? 2uv —2u(l+ u? +1v?)
N =] 2uv Al 1-v2+u? =] +2v(1+u?+1?) =
2u —-2v 1+u?+v¥)(1-u?-1v?)
-2u 1 -2u
JV:(1+u2+v2) +2v =n=——7 +2v
1-u?—1? 1+us+v 1-u?-1?

3. D’apres le cours de géodésie (A. Ben Hadj Salem, 2017), la courbure moyenne H en un
point d'une surface est donnée par la formule suivante:

H = Trace de la matrice (gfl.GD)

#=(¢ o} *=(u

avec L, M, N sont les coefficients de la deuxieme forme fondamentale Ldu? + 2Mdudv +
Ndv?. On obtient :

E

G L1 O\ (L M_1(L M)_ , LtN
& =%l 1)\ N]TEWM N T E

Calculons maintenant L et N:

-2u 2u
M, s 2v , M,,{ —2v
2 -2
L _2u2+2v2+2_+2
T T O b2 w2
N= M —2u?-21%-2 9
= n=—/—=—
v 1+ u? + v?

0

= ———— =0, donc la courbure moyenne est nulle en tout point.
1+ u+v9)

Correction 17.
1. La métrique de la surface est donnée par :

ds® = A>du® + B?dv®, A=A(u,v), B=Bu,v)

qu’on peut écrire ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? avec E = A%,G = B et F = 0. Donc les
courbes coordonnées u = constante et v = constante sont orthogonales. On écrit le
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déplacement infinitésimal d'un point M sous la forme d M = Adu.e; + Bdv.e; ou (e, €2)
est une base orthonormée du plan tangent au point M ce qui donne ds®> = Adu® + Bdv?.
Introduisons la notation des formes différentielles, on obtient:

= Adu, wy = Bdv = wi; Awy = ABdundv
ol A désigne le produit extérieur des formes différentielles. Par suite:
0A 0A 0A 0A
dwi=dA.du)=dANdu= (—du+ —dv) Ndu=—dundu+—dvndu—
ou ov ou ov
0A
dwi=——dundv
ov
0B
dwy,=d(B.dv)=dBAdv = a—du/\dv
u
Cependant, selon le théoreme fondamental de la géométrie riemannienne locale, il existe

une forme différentielle unique w;, définie dans le plan tangent du point qui satisfait les
équations (S.S Chern', 1985; H. Cartan, 1973) :

da)1 =wWi2 Ny (5.2)
da)z =w1 \Wi2 (5.3)
et dwix=—-KwiAwy (5.4)

avec K la courbure totale ou la courbure de Gauss au point M. Ecrivons:
w12 = Lwy + Lrwo
Del'’équation(5.2), on obtient:

0A
W2 AW =dw; = Ao+ Aw) Aws = Ao Awy = —a—du/\dv:
v

0A 1 0A
MAB.dundv=—dundv—il=———
ov AB 0v

Del'équation(5.3), on obtient:

0B
w1 AW =dwr; = w1 A Aw] + Aws) = Lrwi Aws = dwy = a—du/\dv:>
u

0B 1 0B
A2 AB.dund ——d ANdy= Ay =——
2ABGUN GV =G AUNEUV =22 = B Bu
On a obtenu wqz:
1 1 1 0A N 1 0B
w2 =Mw Wy=————w;+——w
12 =A101 + A2w2 B0 T AB an 2
1 0A 1 0B A B’
w12 =—-——Adu+——Bdv=——"du+—dv
AB O0v AB Ou B A

1Shiig-Shen Chern (1911-2004): un éminent mathématicien chinois.
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Calculons dw» et utilisant I'équation (5.4):

A, B! B
dw12=—(—v) dV/\du+(—”) dundv = [(_V) +(_u)
B v A u B v A u

D’otr:

dundv=-K.AB.dundv

C.QED

Correction 18.
On définit une surface (S) par les équations:

X=u’+v
Mu,v){ Y=u+1v?
Z=uv

1. On obtient les composantes des vecteurs OM,, et OM,,:

2u 1
M, 1 , M,{ 2v
v u

2. Calculons les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (S):

E=|IM,|1?=4u*+v* +1
F=M,.M,=2(u+v)+uv
G=IIM)I?=4v?+u®+1

3. Lexpression de ds? est:
ds® = Edu? +2Fdudv+Gdv? = A’ +v*+1)di? +2Q(u+v) +uv)dudv+@v?+ u? +1)dv?

4. Les coordonnées (u, v) ne sont pas orthogonales car F # 0 et non symétriques car
E#G.
5. Un vecteur normal de (S) est donné par M), A M,:

2u 1 u—2v?
1 Al 2v |=| v-2u?
v u duv -1

Correction 19.
On définit une surface (Z) par les équations:

X =a.cosu.cosv
M(u,v){ Y =a.cosu.sinv
Z=b.sinu

avec a, b deux constantes positives.
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1. Les vecteurs OM/, et OM, sont donnés comme suit:

—asinucosv —acosusinv
M, X —asinusinv , M, < acosucosv
bcosu 0

2. Les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (Z):

2 2 2 2

E=|IM]|? = a’sin®ucos®v + a®sin*usin®v + b*>cos*u = a?sinu+ b*cos*u
F=M .M, =0

G= IIM’UII2 = a?costusin®v+ a®cos?ucos®v = a®cos*u

3. Par suite: ds? = Edu? + Gdv? = (a®sin*u+ b*cos?u)du? + a?cos®udv?.

4. Les coordonnées (u, v) sont orthogonales car F = 0 mais E # G par suite non symé-
triques.

5. Soit A le vecteur normal en un point de (X):

—asinucosv —acosusinv —abcos®ucosv
N =| —asinusinv A| acosucosv =| —abcostusinv — ||¢/V||2 =a®.E.cos’u
bcosu 0 —a?sinucosu

Par suite, on obtient le vecteur unitaire normal n donné par :

% 1 —bcostucosv 1 —bcosucosv
= m =— | —bcostusinv = — — —bcosusinv
lcosulVE | _gsinucosu evVasin’u+b*cos’u| _gsiny

e=1sicosu>0,e=-1sicosu<0

6. Calculons ci-dessous les vecteurs OM),,,, OM,, ,, OM), :

—acosucosv asinusinv —acosucosv

M), =| —acosusinv M), =| —asinucosv  M,,=| —acosusinv

—bsinu 0 0

7. On pose:
_ ! _ ! _ !
L=n.OM,,, M=nOM,, N=nOM,,
Calculons ces derniers coefficients:
1 1
L= - .ab M=0, N= - .abcos’u
evVa?sinu+ b?cos?u evVa?sinu+ b*>cos?u

Correction 20.
On considere la surface (I') définie par les équations:

X =sinu.cosv
M(u, v) Y =sinu.sinv

Z=cosu+ Logtgg +y(v)
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avec ¥(v) est une fonction définie de classe C! de v.

1. Le domaine de définition de la surface (I'): (¢, v) €]0, 7[xR, ainsi tg(u/2) > 0.
2. Fixons v = vy = constante, on obtient X = cosvg.sinu, Y = sinvgsinu, d’ olt:

Y

X tgvo = Xitgvp—-Y =0

C’est 'équation d'un plan dans R3. Les courbes coordonnées v = constante consti-
tuent une famille de courbes planes de (I') appartenant au plan Xtgvy—Y = 0. Ce
dernier est perpendiculaire au vecteur w = (tgvo, —1,0)”, le vecteur tangent a la courbe

coordonnée u est T = (cosucosvy, cosusinuvy, )T, Le produit scalaire de w.t =

sinu
tgvg.cosucosvy —cosusinvy + 0 = 0, par suite, le plan coupe (I') sous un angle constant
égalam/2.
3. Calculons les composantes des vecteurs OM), et OM,:
COSucosv . .
. —sinusinv
cosusinv .
M, ) , M, ] sinucosv
cos“u /
: 40
sinu

4. Calculons les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (I'):

cos*u 1

E=|IM|?=cos?u+— =—.
U sinfu  tg%u

! 2

v).cos"u
F:M;.M;:L.

RS L
G=|IM,|I* =sin“u+y<(v).
5. D’oi1 'expression de ds?:

PESR du2+2w’(v).coszu

= dudv+ (sin*u+vy"?(v))dv?

6. Les coordonnées (u, v) ne sont pas orthogonales (F # 0) et non symétriques (E # G).
7. On suppose pour la suite que y(v) = 0. Soit A vecteur normal en un point de (I').

CcOSuUcosv , , 2
. —sinusinv —cos“ucosv
cosusinv . 2 .
N = 2 A| Sinucosv =| —cos“usiny —
cos“u .
0 sinucosu
sinu

AP = cos’u= || N]| = cosu>0, uel0,x]
Par suite, on obtient le vecteur unitaire normal n donné par :

—Ccosucosv

N .
n=——=| —cosusinv
A sinu
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8. Calculons les vecteurs OM),,,, OM,, OM,,:
—sinucosv . .
S —cosusinv —sinucosv
—sinusinv o
i ) , M), cosucosv M,,{ —sinusinv
cosu(cos“u—2) 0 0

sin®u
9. Onpose: L=n.OM),, M=nOM),, N=nOM),,. Calculons les coefficients L, M
et N, on obtient :
—cosu

L=n.OM,, = , M=nOM),=0, N=nOM,,=sinucosu

sinu
10. La courbure totale K est donnée par :
—cosu

LN—-M LN m.sinucosu

= — = =—1

E.G.-F*> EG 1 )
tgzu.smu

H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g~'.®). Il s'ensuit:

tg’u 0
_ cotgzu 0 1 _[—cotgu 0
=1 o sinzu)jg _( ‘1 ,qy_( 0 sinucosu):>
sinu
—tgu 0 1
glo= 1 |>H=—-1tgu
0 — tgu
tgu
Correction 21.

Soit la surface (I') définie paramétriquement par:

X =thu.cosv
M(u, v) Y =thu.sinv

Z=—1 i Login®
" chu § 2

avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques définies par:

u —Uu u —Uu

el+e e+e
chu=———, thu=———
2 et —e U

1. Le domaine de définition de la surface (') est u €]0, +ool tel que u > 0.

dth
2. Calculons les composantes des vecteurs OM,, et OM/,. On rappelle que e
u
1

1-th®u= .
ch?u

cosv
ch?u
—thusinv
M, thucosv
0

sinv

chu ’
1

shuch?u
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3. Le calcul des coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (')
donne :

E=|IM|*=——5—
1Ml ch?ush?u

F=M,.M,=0

G=IIM,|* = th*u

4. D'ot1 expression de ds? :

ds? du? + th’ udv?

ch?ush?u

5. Les coordonnées (u, v) sont orthogonales car F = 0 mais non symétriques E # G.
6. Soit A un vecteur normal en un point M de (I'). On a:

—cosv
cosv ch3u
chu —thusinv .
=] 3 Al thucosy =| > = [|AN]]? = 1 = ||N]|| = !
chzu1 0 chdu chtu ch?u
shuch?u shu
ch3u
D’ot1 n le vecteur unitaire normal au point M:
—cosv
chu
—sinv
n=
chu
shu
chu
7. Calculons les vecteurs :
! ! !
oM,, OM),, OM),
—2shucosv
chdu —sinv
) ch’u —thucosv
, —2shusinv , , .
My, 4 By My, cosy » My, { —thusinv
chu 0
3ch®u-2 0
shu?ch3u
On pose:
i i !
L=n.OM,,, M=nOM,, N=nOM,,

8. Calculons les coefficients L, M et N, on obtient:

_ -1 M=0 N= shu
" shuchu?’ o " ch?u
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9. On commence par K la courbure totale:
_LN-M? LN _
~ EG-F* EG
H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g~!.®). Il s’ensuit:
1 0 ch®ush?u 0 _2;
g=(ch2ush2u ) )3g_1= ch?u |, @=| chiushu shu |=
0 thu sh2u 0 chu
. —-shu 0 1
o= 1 |>H=——-5shu
g 0 — shu
shu
Correction 22.
la. La surface est paramétrée par :
X
M=y
fxy)
On obtient les éléments suivants:
1 0
(- 1 _
Mp=|0 , My=|1
fx fy
E=My .My =|IMy|?=1+f? F=M.M,=fif, G=M,M,=IM,?*=1+Ff?
. ° _f% 2 )
! ! !,
N=MAMy=| 0 AL =) —fy SINE=1+f2+f7 =
fx fy 1
|
q=lN=\/1+fE+fF=>n=NIq= P -1y
1
0 0 0
M.;C/x - 0 1! ’ M.;Cly - 0 1 ’ M';/ly - 0 "
XX fxy fyy
m 11 11
xy yy
L=nM} = %, M=nMy, = v N=nMy, = v

1b. On commence par K la courbure totale:

IN-M2 9 q |4 e lyy = ) ffyy = ()
EG-F  (1+fA0+fA-(fifp)? U+ [P+ A+ 2+ )2
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v=vo+ dAv

V=V, u=uy+ Au

Figure 5.1 | Le quadrilatere infinitésimal des courbes coordonnées

H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g™!.®). Il s’ensuit:

(117 f;fy'):,g_l_ 1 (1+fy’2 —f;fy')q,:l(;’x ;’y):,

ity 1+f7 IR RS A R i K Vi
1 1" (l+f12)_f/f/f// o
-1 o= xx y xJyJxy ):”
8 qa+fE+ y’z)( - A+ ALy = f
He Tracote-t @y < T 2RI + O AL
= g D)= (1+f£2+f3£2)3/2
Correction 23.

Soit (2) une surface de R® paramétrée par OM (u, v) telle que sa premiere forme fonda-
mentale s'écrit: ds®> = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?

1. Les conditions i),ii) et iii) sont équivalentes:

E 060G
i) - On suppose que PR 0. On rappelle: soit A un vecteur et a = A. A, alors
v u

da=dA.A+ AdA=2A.dA. Comme E = OM,,.OM,, on obtient dE = 20M,,.dOM,, =

o0E
20M,,.(OM,,,,du+0OM,,,dv) =20M,,.OM,,,du+20M.,.OM,, ,dv soit e 20M,,.0M,,, =
00M 0°0M

0= OM,, LOM,, ou

du ~ dudv’
o . . , oG . 00M 0*°0OM
Utilisant la méme méthode pour G, on otient que — = 0 implique que 1 .
ou ov 62u6 v
0°OM

Les vecteurs OM,,, OM,, sont une base du plan tangent en M, par suite le vecteur E
udv
est normal au plan tangent donc paralléle a tout vecteur normal, et en particulier le

vecteur M;, A M),. C’est la condition ii).
2

oudv

ii) - Le vecteur est parallele au vecteur normal N a la surface. D’apres la
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condition i), E dépend de u et G dépend de v. Soit'arc ab sur la figure (5.1). Sa longueur
est donnée par:

ug+Au ug+Au

Ly = \/E(t)dt:f ds=s(b)—s(a)=ba

U 74]
Pour 'arc cd, la longueur de l'arc cd est exprimée par la méme formule vue que E est
fonction de u seulement. On a donc dc¢ = ba. C’est la condition iii).
iii) - On suppose que les cotés opposés de tout quadrilatere curviligne formés par
les courbes coordonnées (u, v) ont méme longueurs. La premiére forme fondamentale

donne:
ds® = E.du® +2Fdudv + Gdv?

Dans notre quadrilatere acdb, lalongueur de I'arc ab dépend que de u, de méme I'arc cd,
par suite le calcul des longueurs des arcs ab et cd dépendent que de la variable u et on

O0E
adv=0=ds*=E.du* = ds=vVEWwdu et 3 =0. De la méme manieére, on obtient

oG , e
— =0. C’est la condition i).

u
2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées de (X)
forment un réseau de Tchebychev.”

Posons :
0M OM dii oM oM oM
dii=vVEdu, di=vVGdv= =222 _yEZZ =20 - /GZo
ou 0il du oil ov oD
F=0M,,.OM, = VEGOM},.OM}, = VE.GF = Fdudv = Fdudv

Par suite ds? s’écrit:

ds*=di* +2Fdadi+di?
De l'unicité de I'écriture de la premiére forme fondamentale, on a E = G = 1, il s'insuit
F= OM,.OM, = ||OM||.||OM]]|cosd = 1 x 1.cos6 ce qui donne:

ds® =di® +2cos0dudv + dp?

ol1 § est 'angle entre les vecteurs OM7, et OM},. Or OM}, et OM]; sont respectivement
fonction de i et 7. On obtient ainsi que 6 est fonction de (i, D). 0 est aussi I’angle entre
les courbes coordonnées ii, ¥ car le vecteur OM;Z (respectivement OM’ :_,) est tangent a la
courbe coordonnée ii (respectivement 7) au point M.

3. On calcule les 2 déterminants A et B sachant que £ =G =1et F = cos6:

—3Ey+Fu—3Guu 1E, F,-3E,
A=| F,-3Gy E F
3Gy F G
0 3E, 1G,
B=|-3E, E F
i1G, F G

2pafnouti Tchebychev (1821 - 1894 ): Mathématicien russe.
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D’otli:
0 0 0
B=|0 1 cosf [=0
0 cosf 1
+F,, 0 F,
A=| F, 1 F |=Q-F*»F,,+F.F,.F,
0 F 1
oF .00 OF, 00 00 . 0%0
De F;Fcose >F,=—= —sm@a = F,y = a—yu = —coseaa —szneauay.
F, = 3 —sinea—v. Par suite :
o L. 00 06 0%0 00 00
A=Q1-F?*F,,+F.F,.F,=-sin’ ———sin® in?0——
( VFyy + w-Fy sin Hcoseauay sin Qauav +cosfOsin Hauav =
0%0
A=—sin’0
S o
ke A s %0 1 1 0%
" (EG-F2)2 oudv’ sin*0 ~  sin® dudv’

C’est I’équation de sinus-Gordon.

{

Lexpression de d§* devient:

4. On pose:

1 1
U=—-{0+0)=>di=—-(di+dD)

D> D
1l
<
+

Il

<
|

[
=N

ﬁ:E(ﬁ—ﬁ)zdﬁ: E(dit—dﬁ)

1 1 1
ds? = Z(dﬂ+dﬁ)2 +2.L—16089(dﬂ+dl7)(dft—dl7) + Z(dl)—dl?)z =5
1 1
ds? = 5(1 +cos*0)di® + 5(1 —¢0s*0)dD? = cos®(0/2)d 0> + sin®(0/2)d V> =
d§? = costwdi? + sin*wdd?, w=0/2

Correction 24.
1. Soit (&) une surface définie dans R3, paramétrée par la fonction vectorielle OM =

S(u, v) telle que:

x=f(u,v)
S(u,v)| y=8Ww,v)
z=h(u,v)
On obtient:
! !
as | fu a5 | fv S 0S .,
—_ = ,— = E=—. —= h/Z,
ou ilf ov hﬁ’ = ouou ¢ T8t =
u v

0S aS
F= 3000 = fufi+8ugu+ Wk, G=—. o2 = fF 4 gy + b}
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La premiere forme fondamentale de (&) s’écrit:

as ||? aS as as|?
ds?=|—| du? 2.~ dudv ‘ dv? = E.du? + 2Fdudv + Gdv?
Soit n le vecteur normal unitaire:
g_S/\a_S 1 1’4 f:ﬁ guh, h,
n= u 61/ — g/ g/ f f
ERa T b uas 5T il s
ou Ov ou Ov “ v wr

0S oS
Quand le point M varie sur la surface (&), le repere (6_’ 3 n) est un repere mobile. La
u ov

deuxieme forme fondamentale de (&) est définie par:

n.d?S=Ldu® +2Mdudv + Ndv?

ot les coefficients L, M, N sont donnés par:

ben S a8y, 2 5
T w2’ T T udv’ o2

X = RcospcosA

2. On considere que (&) est la sphére définie par:S=| y = Rcospsind R>0

z=Rsing
Soit £ la variable de Mercator. La variable Mercator est définie par £y, = Logtg (% + %)
d
avec d Ly = _(p. On a alors:
cosQ
3 —Rsz'mpcc.)sﬂt —Rcospsind 5 3S g —RSl'n(,DC'OS/l
30 —Rsingsind , T RcospcosA 7RI =cosp| —RsingsinA
? | Rcosg 0 M 090LM Rcosg
Par suite, on obtient:
05 08 = R%cos® 95 08 =R’cos’p =
0%y 0Ly (YY) ¢
oS 4S 0S 0S 0S 0S
. =22 22 _ R2costg = £ LM (L, ) = Log(R*cos’p), ———.——=
0Ly 0%y oA ar oS ee avec ®(Ly, 1) = Log(Rcos"p), 50,55

11 s’ensuit que S(Zs, A) est une paramétrisation conforme de ().

La premiere forme fondamentale de la sphere paramétrée par (¢, 1) est donnée par :
ds® = R*d¢® + R*cos®pd \?

Maintenant, on considére les parametres (£, 1), on obtient alors ds®> comme suit:

d
ds? = R*cos? (p( (sp

7 +d)L2) = ds® = R*cos’p(d L% + d\*) =

ds? = eLosFcos’0) (q p2 4 (1)2) = LN (G L2+ dAP), DLy, D) = Log(R2cos>)
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Calculons le vecteur normal A:

—RsingcospcosA —RcospsinA —cospcosA
oS 0S . . 2.2 ;
=——A—=| —Rsingpcospsinl A| RcospcosA = R°cos“@| —cospsini
0%y 0L 2 .

Rcos 0 —sing
cos@pcosA
= le vecteur unitaire normal est n=—| cospsind
sing
Calculons les vecteurs oS oS s D’olt
Vi — T =0 :
621%4 0Ly0N" 022
oS -9 ( 95 ) 0p =cosp 9 ( 95 )— Rcosep zzgggfgi
631%4 6(p affM 62M 6(p 0$M Sl'I’I,Z(p
52 singpsind 52 cosA
= Rcosp| —sinpcosA , — =—Rcosp| sinA
0ZLp0A 0 02 0

Le calcul des coefficients L, M et N donnent les résultats suivants:
L= Rcosz(p, M=0, N= Rcosz(p
par suite:

n.d*S=Ld<L5, +2MdLydA+ NdA* = Reos*p(dLe, + dA*) =
—n.d*S=—(Ld%% +2Md£ydA+ NdA?) = —Rcos*p(d L5, + dA?) =

2 2 2 9
—nd?S = elog(R*cosp) (% + ﬁ) — M) ( a2y N da

—, = :—R
1 P2 P1 Pz) pr=p2

Ainsi la sphere (&) paramétrée par (£, A) est une surface isotherme.

3. On va vérifier les équations de Gauss-Weingarten:

3.1
! ? /

OSgM’_,_\ Py g ) g e®

— = —S8, ——.5,-—n=

0 LM 2 M2 P1
coquoc'os)L ? . —Rcosq)sz.n(pszn/l 0 R2cos?p cosqoa_)S/l

—Rcosp| cos2gsind “="—singp| —RcospsinpcosA —| 0 ——R(—l) cospsind

sin2¢ Rcos’g 0 - sing
—Rcos@cos2pcosA 2 | Rcospsin®gpcos) —Rcos’*gcospcosA
—Rcos@cos2psind "= | Rcospsin’gsind +| —Rcos*pcospsinA
—2Rsingcos’p —~Rsingcos®p —~Rcos?*psing
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—Rcos@cos2pcosA Rcosg(sin®g — cos®g)cosA
—Rcospcos2gsind =| Rcosp(sin®g—cos®p)sini
—2Rsingcos’g —2Rsingcos’p
3.2
as' ? @’ oY
A~"Ag LM S —
0Ly 2 T g A
P —RcospsinA 2 |0 —RcospsinA
~~ .
—— || +RcospcosA =" 0 —singp| RcospcosA
9Zu\| o 0 0
Rcospsingpsind Rcospsingpsind
—Rcospsingpcosd = | —Rcospsingcosi
0 0
3.3
?
on ~1
= —.8y, =
0Ly pr M
P —COS(pC‘OS/l ? 1 —Rcoswsz.n(pc.osit
e —cospsind = n —Rcospsingpsind
MA\| —sing Rcos?¢
singpcosA cospsingcosi
cosp| singsind =| cospsingsini
—cosp —cos’p

Ainsi, on a vérifié le premier groupe des équations de Gauss-Weingarten. On laisse au
lecteur la vérification du deuxiéme groupe des équations de Gauss-Weingarten.
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Correction 25.
1. A partir de la figure 5.2, I'ellipse est obtenue par une affinité de rapport OB/OA et de
direction OY". Les distances OA = a et OB = b sont respectivement le demi-grand axe et
le demi-petit axe de I'ellipse. L'angle m’'Om; est 'angle . Les coordonnées de m' sur le
cercle de rayon a sont:

Xg = acosy, yo = asiny

Les coordonnées de m sur l'ellipse sont:

b
Xg=acosy, yp= E.asim// = bsiny

De la figure 5.2, on obtient facilement les composantes de la normale extérieure au point
m de l'ellipse qu’'on note n:
cos
- o
sing
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La pente de la normale a la tangente a I'ellipse au point m est donnée par:

X
p y=r), ;+—=1

_ -1
flx’
On différentie la derniere équation ci-dessus, on trouve:

dx dy dy b’ x  bcosy
2X 2 +2y—2 =0=> -~ = ===
Y2 TV — dx Fe ay  asiny

D’oui la pente p:
-1 asiny _

- f'(x)  bcosy

at =T _at
p L I8Y = 180 =T igy

De la formule ci-dessus et de cos®¢ = , on obtient facilement cose:

1+1tg%¢

bcosy

cosp =

V a2sin?y + b2cos?y

De singp =tgg.cosp = l—cjtgu/cosqo, on obtient sineg:

sing = asiny
Vatsin?y + b%costy
Reciproquement, de cos?y = ! ettgy = b tgy on obtient facilement cosy:
proq ) w_1+tg2w' gw—agw v
cosy = acosg
Vb2sin2g + a%costp
On déduit aussi siny:
. bsineg
siny =
Vb2sin?g+ a%costp

2. Les coordonnées paramétriques de I'ellipse en fonction de y sont:
_ | xg=acosy
| ye=bsiny

On remplace cosy, siny en fonction de ¢, nous obtenons:

acosgp
Xg = acosy = a.

Vb2sin2g+ a%costp

bsing

Vg =bsiny =b.

Vb2sin2@ + a*costp
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Pour simplifier les formules, on fait intervenir e? le carré de la premiére excentricité de
2 _ 12 2
a‘—b b . .
>— =1——, et on exprime b en fonction de a et e par
a a

b= av1-e2. Alors le terme b?sin’g + a?cos®¢ devient:

I'ellipse donnée par e? =

a*(1—e*)sin*g+a*cos’p = a*(sin*@ — e*sin*@ + cos*) = a*(1 — e*sin’ @)

Les coordonnées paramétriques (xg, yg) deviennent:

XE = acosy = +cosq)
V1-é?sintp
m=
. a(l-¢’) .
YE = bsiny = sing

V1-é2sintg

On retrouve N(¢p) = la grande normale ou le deuxieme rayon de courbure

a
V1-é?sinZg

de l'ellipsoide. Lécriture définitive des coordonnées paramétriques (xg, yg) est:
xg = N(p).cosg
m=
yE = N(@).(1—-e?).sing

Dans la figure ci-dessus (5.3), 'ellipse se trouve dans le repeére plan (O, ROZ), les coor-
données paramétriques du point de I'ellipse sont:

R = N(¢g).cosp
M=
Z=N(p).(1-e%).sing

Lellipsoide de révolution est obtenu par rotation autour de 'axe OZ de I'ellipse. On ob-
tient donc les coordonnées paramétriques considérant M sur l'ellipsoide en intervenant
I'angle latitude A = XOR comme suit:

Y = N(¢p).cospsind

X = N(¢p).cospcosA
M=
Z=N(p).(1 - e?).sing

a
3. Del’équation tg¢ = 7 tgy obtenue ala question 1., on obtient:

dp a dy :dw_acoszqo

coslp b costy dy b costy

Remplacons 'angle y par ¢, on obtient:

dg _a cos’p _a cos?@(b?sin’g + a’cos’p) _ i.(bzsinz(p-‘razcosz(p)
dy  bcosy b a’cos?g ab




76 5. GEODESIE

v
o
B :
: m
v u ‘pi X
o I m A
Figure 5.2 | Les angles v et ¢
Z
M
o) Y
X
R

Figure 5.3 | LEllipsoide de révolution
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Or dans la question précédente, on a trouvé que b?sin®g + a’cos’p = a®(1 — e*sin’¢).
D’out: g )
$ _a 2. 2
— =—(1-e"sin“¢p) =
dw b V1-e2
do V1-e?

Je laisse au lecteur de trouver que — = ————.
d dy 1-e?cos?y

1- ezsinztp)

4. Pour calculer la différentielle df de I'arc d’ellipse en fonction de ¢, on va utiliser au
début les coordonnées en fonction de v, d’ot:

dp* = dx% + dy% = (—asinydy)? + (bcosydy)? = (a*sin*y + b* cos’y) dy?

On remplace siny, cosy en fonction de ¢., on arrive a:

(@)2 _a’b*sin@+a*b*costp a’b? _ p? ~df= bdy
dy] — b2sin?p+acoslp  a?(1-esingp) 1-e2sing a V1-esinte

V1-e2d

Mais de la question précédente, on a dy = #. On obtient df sachant que
1-e?sin¢

b=av1-e?:

Vi—e? _ 2
dp = bdu/. _ .b 1-e*dey . _ a(zl ' ez) —dp=p.dy
V1-éesintp (1-e%sin2¢)\/1-e?sin?p) (1—e°sin“g)
a(l-é%)

On retrouve p = le rayon de courbure de la méridienne de I'ellipse. Pour

(1- ezsmz(p)s/z
l'ellipsoide, les courbes coordonnées ¢ = cte et A = cte sont orthogonales, par suite la
premiére forme fondamentale s’écrit sous la forme:

ds*=dp* +dp; = p*dg® + Alp,1).dA?
On calcule dg; en différentiant X, Y par rapport A seulement. On trouve facilement
dp? =dX*+dY? = (Ncosp)®.dA* = A= A(p) = N*(p)cos*p d’olt:
ds? = pd¢® + N*(¢)cos’pdA? = E=p?, F=0,G = N*cos’p
5. Pour I'ellipsoide de révolution, nous avons trouvé un rayon de courbure principal
a savoir le rayon de courbure de la méridienne de 'ellipse a parir de la formule df =

d g = L_eZ)
p.ap p (l—ezsin2(p)3/2'

R, relatif a I'ellipsoide, on va le calculer a partir de la valeur K appelée courbure totale ou

Pour le deuxiéme rayon de courbure principal qu'on note

1
courbure de Gauss et qui vaut K = R Dans le cours de géodésie, K vaut:
p.12

_ Dét(®;) L.N-M?
- Dét(@;) E.G-F?

avec @1, P, sont respectivement la premiere et la seconde formes fondamentales de !'el-
lipsoide de révolution. De la question précédente, on a Dét(®1) = E.G—F? = p>.N?.cos?¢.
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Pour le calcul de Dét(d;), on renvoie le lecteur au probleme ci-apres ou on traitera en
détail la deuxieme forme fondamentale et on calculera K et R,.

6. La premiere forme fondamentale donne:

ds? = p2d¢?® + N*>cos’pdA? = N%cos?p Ncolo

pz
—.dg® +dA?
cos“gp

Posons d £ =d ¥ () =

p .d, alors ds? devient:
Ncosp

ds? = N?cos®>p(d L +dA?)

La variable £ s’appelle la latitude isométrique, elle constitue avec la latitude géodésique
A un couple de coordonnées symétriques c’est-a-dire le coefficient E = G. Calculons £:

o

d¥¢=d%¢ =
@) Ncos

] 52
pl) du:f A=eVdu | ,iy=0

do—= %= _ )
o N(u)cosu o (1—e*sin‘u)cosu

Langle ¢ € [0,7/2[= ¢/2 € [0,n/4[= 0 < tg(¢p/2) < 1. On peut écrire la deuxieme
intégrale ci-dessus sous la forme:

® (1-e?sinu—e*cos®u)du ¢ du % ecosudu
<= T = —e| T zsinn ¢
0 (1—-e=sin“u)cosu 0 cosu o 1—e“sin‘u
Y du Y ecosudu
avec [ = etJ= —_—
o cosu o 1-e?sin?u
t
Calcul de I: faisons le changement de variables suivant ¢ = tg(u/2) = du = 32 cosu=
1-¢£?
. I devient:
1+¢£2
T %
Y du t8(pl2) o4t 1+¢)1/8@/2) th+th T @
I=f =[ — = [Log(—) =Log| ———=~ :Logtg(—+—).
o cosu Jo 1-¢2 1-1)]o l—tg—.tgf 4 2
4 2

Pour le calcul de J, on fait un changement de variables ¢ = esinu = dt = ecosudu, on
obtient alors:

¢ ecosudu esing gy 1 1+)]eim 1 1+esing
]: —': —_— - Log —_— =—1.0 e —— >
o 1—e?sinu Jy 1-¢2 2 1-1/]o 2 1-esing
b4 e 1+esin
$=I—e]=Logtg(—+£)——Lo —(p)
4 2/ 2 1-esing
Correction 26.
la. Ona:

Q Q Q
W, :f sinpwdw:f sinpfzwsinzwdw:f sinP 2w - costw)dw =
0 0 0

Q Q
W), =f sin”?wdw —f sinP2wcos’wdw = Wy2—1Ip—
0 0
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1.b Utilisant une intégration par parties:

Q Q
W,,:f Sin”wdwzf sin’lwsinwdw =
0 0
w, = —fOQ sinP lwd(cosw) =
9 Q
Wp=- [Si”p71w005w10 +(p- l)f sin”2wcos?wdw =
0

Wy = —sinP 'QcosQ + (p-1) fOQ sinP 201 - sin*w)do =
Wy, = —sin” 1QcosQ+ (p— l)fOQsin”_zwdw— (p— l)foQ sinfwdow =
W, = =sinP1QcosQ+ (p- D)Wy, — (p- HW, =

pWp +sinP1QcosQ = (p—1D)Wp_p = (p = 1) (W + Ip—2) = W) + sinP 'QcosQ = (p— DI,

1.c On part de la formule démontrée en 1.a et on utlise I'expression de I, calculée en
1.b, on obtient:
Wiy = Wiy~ Iys = Wy_s - —— (W, + sin” ' QcosQ
p=Wp2—1Ip-2= p—Z_p_l( pt+Sin cosQ)) =
(P-DW,=(p-1DWy_— W, -sin’'QcosQ =

:p-1 p-1 Lo p1
pWy=(p-1)Wp_2— sinP~'QcosQ) = Wy=—Wp_2- —sin’" QcosQ
p p

2. Si on remplace p par 2, la formule 1.c devient:
2p-1 1
Wa), = i Wagp-1) — —sin*’"1QcosQ
2p 2p

Pour programmer la derniére formule ci-dessus, on calcule W, obtenue par la formule
l.a soit Wy = Q et W, obtenue avec p =1, d’ol:

1 1
Wy = —Wy— =sinQcosQ
2 2

La programmation devient donc facile.

Correction 27.
On a:
¥
Blp) =f0 pde
avec: )
_a(l-e9) 2 2 . 2
—T, w=1-e"sin“¢

1. On développe w2 suivant les puissances croissantes de esing. Ona w3 = (1 —

e?sin®p)~%'2, on utilise la formule:

4G-D » 4@G-D@G-2) 5 4@q-D@G-2..(q-p+D) ,

q_
1+a)=1+qa+ 7 3l ol
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2

On obtient 'expression de w3 a 'ordre e'%sin'?¢, soit:

3 15 35
-3 2 52 4.5 4 6.: 6
w=1+—-e"sin“p+—e'sin" o+ —e’sin’p+
2 LA ?7 16 ¢
5 693 3003
222 Bsintp+ — elsinl0p+ > el25in'2p + ...
128 256 1024
2.0na:
¢ dt 4 ®
=a(l-eé* f =a(l-¢&* f w3(dt = a(l-é* f 1—esin2n~324¢
P =al=¢") | o = all=e’) | w0 (- | )
D’out:
3 15 35 315 693 3003
M=<40‘"—eZWZ'*'—eALW4+—eGW6+—eBW8+—eleo+—e12W
a(l—e?) 2 8 16 128 256 1024

2n

3. Si on arréte le développement au terme e“”, on majore le terme suivant:

3 (=3 -1)... (=3
‘( 5)(=3-1) (-3 n)eZ(”“)a(l—ez)f(psinz"“tdt <1mm
0

(n+1)!

] k lpl k lpl wl2 T
Comme f sin“tdt sf |sin tldtsf dt < dt:E,lamajorationdevient:
0 0 0 0
3 3 3
7[ _—— _—— . e ———n
_'( 2)( 2 ) ( 2 )ez("“)a(l—ez) <1mm
2 (n+1)!

Numériquement, on va utiliser I'ellipsoide GRS80 avec a = 6378137.00 m et le carré de la
premiere excentricité e? = 0.00669438. Le calcul du membre gauche avec n = 4 donne
46.16 mm une valeur supérieure a 1 cm, celui avec n = 5 implique une valeur inférieure a
1mmsoit 0.36 mm.

4. On laisse au lecteur la proposition d'un organigramme de calcul.

5. Résolution du probléme inverse: calcul de ¢ connaissant . Utilisant le précédent
exercice ci-dessus, sachant que Wy = ¢, on obtient que:

Bly)

n=4
a-ob =p+ Z eZnWZn((P) = Cop + F(sing, cosep) = Cop + F(p)
- n=1

ol Cy est une constante et F est une fonction polynémiale en sing et cos@. On connait
B(gp) = A, on obtient 'équation qui permet de calculer la latitude géodésique ¢:

_ A _Fly)
B (l(l - e2)C0 C()

®

La résolution de I'équation ci-dessus se fait par itérations comme suit:

A

P1= 0 =edG,
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Puis :
_ F(p1)
Y2 =1 Co
' Floj)
Pj+1=P1 Co

On fixe un nombre € < 1. Si [pj+1 — @)l <€, alors ¢ = @41 = ¢, sinon on itere le proces-
sus. En prenant e = 1,57 x 10710 on obtient la précision du mm. La résolution ci-dessus

o F'(¢p)
par itérations est convergente car on montre que | ¢

|<1.

Correction 28.
Soit l'ellipse (E) définie par les équations paramétriques:

X=acosu
M<{ y=bsinu

2_612—192' lz_az_bz
e
1. Considérons les coordonnées des foyers F et F' situés sur I'axe des x: F(c,0), F'(—¢,0), ¢ >
0. Soit un point M(x, y) sur I'ellipse, les distances MF et MF' sont comme suit:

MF=\/(c-x)2+y2, MF =\/(c+x)2%+y?

Choisissons le point M(0, b) sur I'axe des y, I'équation MF + MF' = 2a devient:

On pose:

VE2+P+vV2+bh2=2a=a=V 2+ b = c®=a’-b*=a*(1-b*/d®) = a*e* = c=ae

2 .2
X
2. Léquation cartésienne de I'ellipse est: s + % =1, on différentie I'équation précédente,
o, dy  xb . -
on obtient y' = P L'équation de la tangente (7) au point M (x, y) sur l'ellipse
X ya

est donnée par :
Y-y=y(0X-0=)(0.X-Y+(xy(0)+y)=0

La distance d’'un point M(xy, yo) a une droite d’équation mx+ ny + p = 0 est donnée par

la formule:
_ | xom+ yon+ pl

vm? + n?

Par suite la distance du foyer F(ae,0) a la tangente (T) est donnée par:

d

_ lae.y'(x) +0.(-=1) + (—x)y' (x) + yI) _ (y—xy) +ae.y|

/y/2(x)+(_1)2 /1+y/2

dr
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et celle du foyer F' d:
[(y—xy')— ae.y'|
Jiry?

On obtient facilement le produit des distances D = dF.dl’E, soit:

dj =

(y— xy)? — a?e?.y"”|

D=dp.dy =
F-Up 1+y/2
Calculons 1+ y'%:
” —p2x\? 5.5 (ACOSUN2 »of 1 cos?u) 1-e*cos’u

14y? = | =1 () = 1) s | = ——

a’y bsinu 1-e® sin‘u sin‘u

. 4 N2 _ 2.2 02 ,_ ~beosu
Calculons maintenant le numérateur N = (y — xy')° — a“e”.y'* sachant que y' = ———:

asinu

= (y_xy/)z _azez‘ylz — y2 _nyy/+y12(x2_ aZeZ) -
N = b?sinu—2abcosusinu.y’ + y"?(a*cos’u— a*e*) =

N = b%sin®u+2absinucosu. Zﬁ% + a? b cos? Deosiicos?y —e?) =
a Sln u

2,
. cos

N =b?|sinfu+2cos’u+
sin?

(coszu — ez)
u

bZ 2

N = — (sin2u+coszu(l—coszu)+cos4u—ezcoszu)= > (l—ezcoszu)>0:
sin‘u u

N _ 2
(1-e%cos?u)lsinu

D=
On retrouve que D = dr.dy, = b? est indépendant de la variable u.

3.0na:ds? =dx?*+dy? = (a*sin*u+b*cos*u)du? = a*(1 - e*cos? u)du?, d’ o
ds=+aVv1-e?costu.du

4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le rayon de
coubure de l'ellipse.

- dx _ —sinu dt, dtydu -(1-e*cosu
X — - —_—_—_ - —
dM ds 1-e2cos?u dT ds duds a(l-e’cos?u)?
ds , _dy V1-e?cosu ds dty dtydu _ —vV1-e*sinu
Y7 ds  1-etcostu ds duds a(l-e’cos’u)?
Le vecteur normal a I'ellipse N est donné par : N— —— ” ” —.D’olt:
1—e cosu
Vi-écostu V1-e? _a.(l-eé*cos’u)’?
N= a(l—ezcoszu)s’/2 B 1
—sznu —e?

V1-— 826082
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v

Figure 5.4 | Les deux cercles dits surosculateurs

Vérifier le calcul en remplacant cosu = f (@) et trouver R = p(¢).

5. Soit (A) la droite normale a la tangente au point M sur 'ellipse, elle coupe I'axe des x
au point H et ’axe des y en P. Ces points H(Xy,0) et P(0, Yp) sont respectivement les
centres deux cercles tangents en M. L'équation de la normale (A) est:

-1 , bcosu
e X-x), y=-

Y—y=
y asinu

On obtient facilement X = ae?

cosu, Yp = —be%sinu.

6. Prenons M le sommet sur I'axe des y, soit M(0,+b). Donc u = +m/2, les coordonnées
des deux centres deviennent: Xy =0 et Yp = —be’?> > —b. Le centre du petit cercle est
I'origine des axes, celui du grand cercle est entre I'origine des axes et le sommet inférieur
de l'ellipse.

Correction 29.
1. La définition géométrique de I'ellipse est donnée par:

MF + MF' = constante=2a

Lexpression de la formule est symétrique, on peut écrire que les coordonnnées des points
FE F' sont comme suit:
F=(c,0), F=(-¢0), ¢>0
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Si le point M se trouve sur le petit sommet sur I'axe des y, la distance MF = MF' =
(2a)/2 = a = Vb* + 2, par suite, on obtient ¢ en fonction de a et b, ce dernier est le
demi-petit axe de I'ellipse, d’ou :

2 _ 12

a*—Db

c=Va’-b*= az( 5 ):\/azezza.e
a

Ecrivons la formule en fonction des coordonnées, on obtient:

Vix—ae)’+y2+\/(x+aeP+y?=2a= \/(x—ae)’+y>=2a-/(x+ae)’* +y? =
(x—ae)® +y*=4a® + (x+ ae)’> + y* —4a\/(x + ae)’ + y> =

a+ex=+/(x+ae?+y2= (a+ex)? = (x+ae)+y>* =

2 2 2 2

2 2 2 2 X Yy Xy
a(l-e)=x1-eN+y =a1l=—+——+—— — +=—
( ) ( ) y d2 a2(1_e2) a2 b2

=1, C.Q.FShiig-Shen Chern .D

Correction 30.

a
1. Rappelons que N =

V1-e2sinZp

=a(l- ezsinz(p)_uz, par suite la dérivée de N par

rappporta ¢ est:

1
N&, = a(—é) (—Zezsin(pcosq))(l — ezsinztp)_3/2 = aezsintpcosq).(l - ezsinz(p)_g‘/2 =

N = e’ N.singcosp
? 1-e2sin%g

On obtient alors:

2 .
e“N.singcos
(Ncosg),, = —Nsing +cospN, = —Nsing + cosqo.#

1-e2sing
2

2 2(cin2 2
_ . eccos“p |\ . 1—-e“(sin“p+cos“p)
(NCOS(p)(’p——Nsm(p(l—m)——Nsm(p( = Zsinty
(Ncosg)! _ diNcosp) _ Nsin ( 1-¢ )— ~all- &) sing=—p.sin
Py = dp ¢ 1-e2sinp) (1-e2sin2¢p)3/2’ $=-p.sing
Correction 31.

Les équations de I'ellipsoide de révolution sont comme suit:

X = NcospcosA
M=<{ Y =Ncospsind
Z=N(1-e?sing

1. On obtient:

oM ( —Ncospsind ) oM ( —psingpcosA ) oM oM ( Npcos®gcosA )
) = = =

o

NcospcosA 0 —psingsind ﬁ’\a_ Npcos*gsinA
0 ¢ pcosy 4 Npcospsing
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2. On obtient les coefficients:

_OM oM _
T oA oA

3. L'expression de la premieére forme fondamentale s’écrit:
ds® = E.dA* + 2FdA.dg + G.dg® = N*cos*pdA* + p*dg?
4. De la question 1., on obtient la norme du vecteur MA A pr, ce qui donne:

|55l
Npcosp, cosp >0

Par suite, le vecteur normal unitaire 7 :

aM oM ( cospcosA )

n= 1 0(p HaM aMH cospsind

sing

Le vecteur normal unitaire est dirigé vers I’extérieur de l'ellipsoide.
5. Calculons les vecteurs:

M —NcospcosA 2M +psingsini
0

—— =| —Ncospsini —psingpcosA
2
oA amp 0

d
Pour le calcul du M", 4, on ne calcule pas o' = d—p, on obtient alors:
P
2M —cos@cosA —singpcosA
M'y,= S0 =P —cospsind |+p'.| —sinpsinA
¢ —sing cosg

6. D’ol les coefficients (a ne pas confondre N avec la grande normale N):

- ’M Neodo, M °M o N ’M
n.—— = —Ncos“, =n. =0, =N =—
PYE 14 EYED, 2y P

7. La deuxiéme forme fondamentale ® (A, ¢) s’écrit:
D\, @) = L.dA* +2M.dAd¢ + N.dg? = —Ncos*pdA* - pdp?

8. La formule du cours donne le calcul des rayons principaux de courbure a partir de la

. K vaut:

1
valeur K appelée courbure totale ou courbure de Gauss et qui vaut K = B
1.1

_ Dét(®;) LN-M* 1
- Dét(®;) E.G-F2 pR,
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Soit:

p.N.cos’p 1 1
N2cos?pp? pN pR,

a

V1-e?sing

la grande normale est le rayon de courbure de la section normale au point M perpendicu-
laire au plan de la méridienne de l'ellipsoide de révolution.

Les questions 9. et 10. sont déja traitées dans les exercises ci-dessus.

Correction 32.
Sur 'ellipsoide, on note ¢ la latitude géodésique et v la latitude réduite.
1. p est donné par la formule:

p=a(l-e?)1-e*sin’p)~3?
On a vu dans l'un des exercices précédents I’expression de sing = f (). On a alors:

asiny

sing = =
Vatsin?y + b%costy

On fait intervenir le e = (a® - b*)/a®> = bl/a= V1 — 2. De plus:

a*sin*y + b*cos*y = a*(sin*y + (bl a)*cos*y) = a*(1 - cos*y + (1 - €*) cos’y) =
siny

V1-é2cos?y

a’siny +b*cos®y = a*(1 - e*cos®y) = sing =

Par suite :

1— 2sin? 1— ¢ Sin21[/ 1—8260821[/—62(1—(,‘0821//) 1-¢?
—e“sin“p=1-e". = =
¢ 1-e2cos?y 1-e?cos?y 1-e?cos?y

Finalement, on obtient I'expression de p en fonction de y:

a(l - e*cos?y)3?

V1-e?

2. Al'équateur, ¢ = 0rd = cosy = 1, d’ol1 p, = a(l — e?). Aupole nord, v = 7/2rd =
a

p=a(l-e)(1-e’sinp) 3 =

- N Pe 243/2 1 .
———. Eliminons le parametre a, on trouve — = (1 — ¢“)>'“. L'aplatis-
V1-e? Pp

sement de l'ellipsoide noté a vaut (a—b)/a, d’ou:

cosy=0etp, =

1/3
a=1-bla=>1-=(1-a)’=a=1- l—eZ:azl—(&)

bp

3. Application numérique: p, = 111695 m et p, = 110573 m ce qui donne:

~ (110573

1/3
= 111695) =1-(0.989954787591)"® = 1-0.996640321 062 = 0.003359678938
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Correction 33.
On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d'un point M:

M=(X,Y,Z)=(4300244.860 m,1062094.681 m,4574775.629 m)

Les parametres de I'ellipsoide de référence sont @ = 6378137.00m, e =0.00669438.
2_ 12 2
a“—b b

1.0nae?= s—=1l-—= b=aVv1-e? doulavaleur numérique b = 6378137 x
a

a
v0.993305620 = 6356752.314 m.

a-b _21384.680
"~ 6378137

2. L'aplatissement a = =1/298,25722014342.

. ) 1062094.681
3. Lalongitude est donnée par: t1gAl=Y/X = ————— =0,246984698680624 —
4300244.860
A=15,41503gr.

Le calcul de ¢ se fait par itérations. On calcule r = V X%+ Y2 = 4429463.959m. La

s . P Z 4574775.629
premiere valeur de la latitude géodésique ¢; est obtenue par tgp; = — = =

r o 4429463.959
1.032805700948 = ¢, =51.027297 gr.
On calcule N(p1)e?sing, = 30728.1915m, Z' = Z + N(¢p1)e*sing; = 4605503.8205 m,
tgps =2Z'1r =1.039742926713 = ¢, = 51.2402510gr.
On calcule N(¢gy)e?sing, = 30827.8887m, Z' = Z + N(¢p,)e*sing, = 4605603.5177 m,
tgps =Z'Ir =1.039765434448 —> @3 = 51.2409395gr.
On calcule N(@3)e?sings = 30828.2104m, Z' = Z + N(¢p3)e’sings = 4605603.8394 m,
tgps=Z'r =1.039765507075 = @4 = 51.2409417 gr.
On calcule N(@4)e?sing, = 30828.2115m, Z' = Z + N(¢p4)e*sing, = 4605603.8405 m,
tgps=2Z'1r =1.039765507323 = 5 = 51.2409418 gr.
Au cinquieme chiffre apres la virgule, ¢4 et @5 sont égaux, on arréte donc le calcul et
@ =51.24094gr.

r

Le calcul de l'altitude ellipsoidique est obtenu par he = —— — N(¢) = 6389971.468 —
cosgp

6389925.468 = 715.000 m = he.

Correction 34.

1. Léquation de Clairaut pour la géodésique (g) del'ellipsoide s’écrit: rsinAz = Ncos@sinAz =
cte=a.sinAzg ou r estle rayon du parallele de latitude géodésique ¢ et Az 'azimut de

la géodésique (g) (voir Fig.2.2).

2. On note r’ le rayon du parallele passant par M’ de la géodésique (g'). A 1'équateur,
les deux géodésiques (g) et (g’) ont méme azimut Azg. L'équation de Clairaut pour la
géodésique (g') s'écrit r'sinAz' = acos@'sinAz' = cte= asinAzg.

3. Des équations de Clairaut aux questions 1. et 2., et comme Az = AZ/, on obtient:

Ncosg.sinAz=asinAzg = acosg'.sinAz=> Ncosg = acos¢’
cos

V1-eé?sin?g

ci-dessus, ¢a correspond a cosy ou v est la latitude paramétrique correspondante du

soit cosg’ = . Le membre a droite a été calculé dans I'un des exercices
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point M de latitude géodésique ¢ donc ¢’ = .

4. De la (Fig. 5.5), on peut écrire au point M de la géodésique (g):

r.dAd _ N(p)cospdA
p-de plp)de

1gAzg =

De méme, sur la géodésique (g’), on a aussi:

_r'.dAN acosp'd) cosp'd)
1gAzg = ade  ade —  d¢

Le paralléle de latitude

- / o+do
Le méridien de
longitude A
— géodésique (g)
L'azimut Az
Le point M

Figure 5.5 | Le triangle infinitésimal au point M

5. De la conservation des azimuts sur les 2 géodésiques (g) et (g'), on a donc:

NCOS(pd/l: cosgp'd) NPT pde .COS(p,d/l’
pdy dy' Ncosp do'

18§AzZg =1gAzZg =

De la question 3., on a Ncosg = acos¢g’, d’oli :

__pdy_cosy' ., _pde .
acosgp' do’ adg’

Le numérateur pde = ds(¢) I'élément de longueur sur la méridienne de I'ellipse, dans
la Correction 28 ci-dessus, 3eme question, on a calculé I'élément ds en fonction de la

latitude paramétrique y = ¢’ eton a ds(¢p’) = ay/1 - e?cos?¢'d¢’ ce qui donne:

d JI=Zeodgidy
d/lzgd—;f,.dxl’= a Z;;,s LY av = \)1-e2costpldl

6. En intégrant I'équation précédente, on obtient:

A/‘FA.E
A—AE:f \/1—e2cosqp'd)
A

avec A > Ag et A est comptée a partir de Ag.
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2
7. Enécrivant \/1-e?cos?¢’ =1-% cos?@'+o(e*) ol1 o(e*) est un infiniment petit d’ordre
4 en e dont on néglige. Lintégrale précédente entre A et A + A devient:

ﬂ,/+/‘l}; 62 /‘l’+ﬂ,E 62 ﬂ,’+/‘l};
A=Ap= f dr - — f coslp'd) =\ — — f cos’p'd)\
A 2 g 2 Jag

E
8. Comme (g’) est une géodésique de la sphére, on démontre que:

SinAzg ds'

cos*p'd) =
ou ds’ est1'élément différentiel de I'abscisse curviligne sur la géodésique (g’) (un grand
cercle). Alors en posant s’ = 0 au point E’, on obtient la formule donnant A comme suit:

2 S! .

e sinAz
)L=/l’+/lE——f SInAZE 4o

2 Jo a

9. On suppose que la géodésique (g') coupe une premiere fois le plan de I'équateur en
un point F’, la géodésique g’ est un grand cercle de diametre passant par I’origine du
reférentiel 3D et du point E, le point F est a 'opposé du point E, par suite la longitude de
F est égale a  a partir de E. La distance de E a F suivant la géodésique (g") est la moitié
du périmetre du cercle de rayon a, soit s' = (2a)/2 = nma, on obtient alors:

"
Ap=m
s'=na

nsinAzg

Ap=Ap+m—
F ETT >

10. La géodésique (g’) partant de F’ a pour azimut 7 — Azg, elle coupe une deuxiéme fois
I'équateur au point E’, mais la géodésique (g) sur I'ellipsoide coupe une deuxieme fois le
plan de I’équateur au point correspondant a H dont la longitude est 1. Cette derniére
est donnée par:

e2nsin(m— Azg) e2nsinAzg e2nsinAzg

Ag=a-—— T A= = At
H 2 F 2 E

Les lignes géodésiques de l'ellipsoide de révolution ne se coupent pas aprés un tour
autour de I'ellipsoide, numériquement I'écart est de —0.015rd.

Correction 35.
Un point M de la surface d'une sphere (S) de rayon R, a pour coordonnées (X, Y, Z) dans
un repere orthonormé:

M= (X,Y,Z) = (Rcos@.cosA,Rcosg.sinA, Rsing)

1. On prend n= OM/R, c’est un vecteur unitaire normal au plan tangent a la sphere au
poin M, dirigé vers I'extérieur de la sphere, ses composantes sont :

n=(cosgp.cosA,cosp.sinA, simp)T

= Ap+2n—e’nsinAzg
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MP = 1/2-0,
‘ AM=w= angle AOM,

Angle P = A,
Angle A =Azg,
AP = /2.

Figure 5.6 | Triangle sphérique

2. Soit (C) le grand cercle passant par le point A(R,0,0) et d’azimut Azg. Le point M
peut étre décrit par son abscisse curviligne s mesurant I'arc AM. On note par w I'angle au
centre de I'arc AM. Utilisant la trigonométrie sphérique, on utilise la formule des sinus
dans le triangle sphérique PAM (Fig. 5.6) ce qui donne:

sinA _ sinAzg
sinw  sin(m/2— )

= cos@.sin) = sinw.sinAzg
3. On utilise la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique dans le triangle APM,
on obtient les deux relations :

=cosZ z_ inZ.sin(Z— =
cosw = cos%.cos(§ — @) +sing.sin(5 - ¢).cosA = cosw = cosp.cosA
cos(% —¢) = cos§.cosw+ sing sinwcosAzg = sing = sinw.cosAzg

4. Les coordonnées (X, Y, Z) de M s’écrivent en fonction de s comme suit:

X =RcospcosA = R.cosw = Rcos(s/R)
M=(X,Y,Z2){ Y =Rcospsind=RsinAzgsinw = RsinAzgsin(s/R)
Z =Rsing =RcosAzgsinw = RcosAzgsin(s/R)

, aM
5. Le vecteur T est donné par d—:
s
49X = _sin(s/R)
T= % =sinAzgcos(s/R)

‘Zi—f =c0sAzgcos(s/R)

Calculons dT/ds, on obtient :

‘22—8)2( = —%cos(s/R)
aTt 2y 1. . art 1
Ts ) e T —gSinAzgsin(s/R) = FN

>z _ —+cosAzgsin(s/R)

ds?
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art

ds
H dT
ds

Nx =—cos(s/R) = —cosw
N=

D’oui le vecteur N =

Ny = —sinAzgsin(s/R) = —sinAzg.sinw
Ny =—cosAzgsin(s/R) = —cosAzg.sinw

6. On vérifie facilement que n et N sont paralleles.

7. Comme le point M décrit un grand cercle d’azimut Azg a I'équateur (voir Fig. 5.6) et en
M le vecteur N orthogonal au cercle et que n le vecteur unitaire normal au plan tangent a
la sphere au point M est parallele a N, et qu'une définition d’'une ligne géodésique: les
vecteurs N et nsoient paralleles. Donc les géodésiques de la sphére sont les grands cercles.

Correction 36.
Soit le tore T défini par les équations suivantes:

x = (a+ Rcosp)cosA
M(p,A)=< y=(a+Rcosp)sind
z=Rsing

ol a, R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,27] x [0, 27].
1. Calculons la premiére forme fondamentale ds*:

P —RsingcosA —(a+ Rcosp)sinA
— | —Rsingsind , ——| (a+Rcosp)cosA —
0 R oA
cosp 0
_OM oM H R F= 0M oM o G_GM oM — (a+ Reosp)’ —
=00 o ’ 9 or 0 T ol T ¢

= E.d? +2F.d@pdA + G.dA? = R?d¢? + (a+ Rcosg)*dA?

2. Avec les notations usuelles, on obtient :

O_E:E,:O G_E:E,:O a_F:F’:()
dp Y7 oA AT o ¥
O_F:F’ZO G G = —2Rsing@(a+ Rcosp) a—GzG'=0
R R VY aA A

On rappelle la définition de la ligne géodésique d'une surface donnée (S):
Définition: Une courbe (I') est dite ligne géodésique de la surface (S) si et seulement si
les vecteurs n et N sont colinéaires.

nle vecteur unitaire normal a la surface (S) et N le vecteur normal a la courbe (I').
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On calcule I'expression de N, on obtient :

dT
N= Rd—, Restle rayon de courbure de la courbe (I')
s

or:

T= dM oM du OMdv

“ds ouds

dT_azM(du)2+ 0°M dudv 0Md*u

ds  ou? \ds

La condition n // N peut étre écrite:

v ds

.\ +6Md2v+62M(dv)2
oudv ds ds 0Ou ds® 0v ds> 0v?

ds

NAn=0
soit:
6M/\ oM
dT | ou " ou
R—A|—————1=0 5.5
ds H (5:5)
Utilisant la formule du produit vectoriel:
AN(BAC)=(A.C)B-(A.BC (5.6)
on obtient:
(dT 6M) oM (dT OM) oM
ds ov)ou \ds ou)ov
oM oM
Or m et a0 forment une base du plan tangent en M, d’ot1 les deux conditions:
ar aM_O ot art OM_O 5.7)
ds ov ds ou '
Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre:
0*M aM(du)Z d*u _0°M oMdudv °M aM(dv)2 d*v
———|—| +F=+2 ———t—s.—|—| +G===0 (5.8)
ou? dv \ds ds?>  “Oudv v ds ds 0v?: dv \ds ds?
et:
_aZM ﬂw(ﬂ)z.i_ @4. _OZM %@@+_02M %(@)2+E@—0 (59)
0v? " du \ds ds?  “oudv ou ds ds 0ou? du \ds ds? '
ces 2 dernieres équations peuvent étre écrites :
(F’—E—:’)(@)2+F@+ ’@@+G—’”(@)2+G@—o (5.10)
“ 27\ds ds2 "dsds 2 \ds dsz ’
(F’—G—Q‘)(ﬂ)i @+ '@@+E—£‘(@)2+E@—O (5.11)
V27 \ds ds? Vdsds 2 \ds ds? '
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, , 0*M oM S e
En effet, prenons I'exemple du coefficient A = 32 a0 dans I’équation (5.8). On diffé-
u?> ov
0*M OM  OM 0*M E,

rentie F par rapport a u, ce qui donne F), =

!

alorsAzF,’l—j'.

-+ — —— =A+—2 onobtient
ou? ov Ou Ooudv 2

Prenons u = ¢ et v = A, etles valeurs des coefficients dans les équations (5.10) et (5.11)

ci-dessus, on obtient les équations des géodésiques du tore :

2Rsing(a+ Reosp) L L arr )Zd2

—2Rsing(a+ Rcosp)—— —— + (a+ Rcosp) —; =

¢ s ds ¥ as

Rsing(a+R )(d/l)2+32d2"’ 0
sing(a+ Rcosp) | — — =

¢ P\ as ds?

dA
3. On différentie la quantité constante (a + Rcos¢)? e C, ce qui donne:

—2Rsingp(a+ Rcosp) d_(p @ + (a+ Rcosqo)2 ﬂ =
ds ds ds?
On a vérifié que (a + Rcosq))2 ? = C. Au point My(¢p =0, = Ap) et soit Az, 'azimut de
départ au point My, mais (d/lldss) M, = SinAz,, on obtient alors:

5 dA )
(a+ Rcosy) d_ =C=(a+R)sinAz,
N
On retrouve I'équation de Clairaut avec C = (a+ R)sinAz,.

4. Comme 0 < Aze < g, alors C > 0, on remplace dA/ds par:
dr C
ds  (a+Rcosp)?
ce qui donne la deuxiéme équation des géodésiques:
> C%sing
ds2 ~  R(a+Rcosg)3

d
5. On multiplie I'équation ci-dessus par 2d—(’0, on obtient:
s

2t =
ds ds? ds

ds

dpd*p d (d(p)z__ 2C%sing dgp  C? d( 1 )
" R(a+Rcosp)dds  R2ds

(a+ Rcosg)?
On passe a l'intégration, on obtient:
(d(p)z ot 1 o

ds)  R2?(a+Rcosp)?

ou [ est la constante d’intégration.
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5.4. LES SYSTEMES GEODESIQUES

Correction 37.
Les coordonnées tridimensionnelles du point A:

X =5102603.85m
Y =916806.87m
Z =3703034.99m

Les parametres de l'ellipsoide de référence sont:
a=6378137.00m
e =0.0066943800229

a?—b?

" = b=aV1-e2=6356752.314m

1. A partir de e? =

2. Lalongitude estdonnée par: tgA =Y /X =916806.87/5102603.85 = 0.179674318632437 =
A=11.31766gr.

Le calcul de ¢ se fait par itérations. On calcule r = vV X2 + Y2 =5184312.9619 m. La pre-

N . 1o Z  3703034.99
miere valeur de la latitude géodésique ¢; est obtenue par tggp; = —

r 51843129619
0.719271539513 = ¢p; = 39.69598867 gr.
On calcule N(¢p1)e®sing; = 24960.3217m, Z' = Z + N(p1)e?sing; = 3727995.3117 m,
tgpo=7'1r=0.724119792112 = @, = 39.89893477 gr.
On calcule N(gz)e?sing, = 25071.0753m, Z' = Z + N(¢@2)e*sing, = 3728106.0653 m,
tgps=Z'1r =0.724141304713 = @3 = 39.89983320gr.
On calcule N(g3)e?sings = 25071.5651m, Z' = Z + N(p3)e*sings = 3728106.5551 m,
tgps=2Z'Ir =0.724141399851 = ¢, = 39.89983718 gT.
On calcule N(@4)e?sing, = 25071.5672m, Z' = Z + N(@4)e*sing, = 3728106.5572 m,
tgps = Z'lr =0.724141400259 = @5 = 39.89983719 gr.
Au cinquieme chiffre aprés la virgule, ¢4 et @5 sont égaux, on arréte donc le calcul et
@ =39.89984 gr.

Le calcul de l'altitude ellipsoidique est obtenu par he = LA N(p) =6356406.8022 —
cosp
6355493.6218 =913.180 m = he.

Correction 38.
On donne 'expression scalaire d'une fonction V(x, y, z) par:

ax2+y2 L 5 5 9
, A ——+_ +
Vix,y,2) = = 2w x“+y°)
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1. Les composantes du vecteur gradV dans un domaine de R® o1 z # 0 sont:

gradV =

ov. 2ax
—=—+wx
ox  z°

ov. 2y ,
—_ =4

oy 72 @y

v _ _Z(ax2 +y2)

0z z3




96 5. GEODESIE

Correction 39.

Le point A(p, A) sur un ellipsoide de révolution associé a un référentiel géocentrique
donné Z. On considere le repere orthonormé local en A (ey, ey, e,) défini dans la base
orthonormée (i, j, k) de 2 ou e est tangent au parallele passant par A et dirigé vers I'Est,
e, tangent a la méridienne, dirigé vers le nord et e,, porté par la normale a I'ellipsoide
dirigé vers le zénith, voir (Fig. 5.8).

€n

€,

Figure 5.7 | Le référentiel géocentrique Z et le repére local en A

1. Les composantes des vecteurs de la base (ey, ey, e,) dans la base (i, j, k) de % sont
comme suit:

—sind —singpcosA cospcosA
ex=| cosl ;e,=| —singsind ;e,=| cospsini
0 cosp sing

1l est facile de vérifier que la base (ey, ey, e;,) est une base orthonormée.
2. A partir de la question 1., on a le systéme suivant:

ey =—SinAi+cosAj
ep =—sinpcosAi—singsindj+cospk
e, =CcoSQcosAi+cospsindj+singpk

On résoud facilement ce systéme ot les inconnues sont les vecteurs i, j et k. On obtient
alors:

i =—sinley—singcosley + cospcosle,
Jj=cosley—singsinle, + cospsinley

k=cospey, +sinpe,
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qu’on peut écrire sous forme matricielle:

i —sind —singpcosA cospcosA) (e, ey
J|=| cosA —singsind cospsinA|.|e,|=P|ep
k 0 cosp sing en en

avec P la matrice :
—-sind —singcosA cos@pcosA

P=| cosA —singsind cospsinA
0 cosp sing

La matrice P est une matrice de passage d'une base orthonormée a une autre base ortho-
normée, dans ce cas la matrice P est dite orthogonale soit P~! = PT. Je laisse au lecteur
de vérifier cette propriété dans notre cas. Si H est un vecteur dans la base de Z et h dans
le repére local avec la base (ey, ey, en,), on a alors la relation h = P.H liant les composantes
des vecteurs H et h.

3. A partir de 1., on obtient les différentielles de la base (e, ey, e5,):

dey = —cosAdAi—sinAdAj
dey = —(cospcosAdg —singsinAdA)i — (cospsindde + sinpcosAd]) j — sinpdpk
de, =—(sinpcosAde + cos@psinAdA)i— (sinpsinAde — cospcosAdA) j + cospdpk

Sous forme matricielle, on obtient:

dey —cosAdA —sinAdA 0 i
dey | =| —(cospcosAdy —singsinAdA) —(cospsindde+singcosAdA) —singpde|.|j
dey —(singcosAdg +cospsinAdA) —(sinpsindde—cospcosAdA) cospde k
ou encore :

de,1 i

dey|=M.|j

dey, k

M la matrice 3 x 3 ci-dessus.

4. En adoptant une écriture matricielle, on obtient :

dea i ey
dey|=M.|j|=M.P|e,
dey k €n
—cosAdA —sinAdA 0
M.P=|—(cospcosAdeg —sinpsinddA) —(cospsinAdg+sinpcosAd)) —singde|.
—(sinpcosAdg + cospsinddA) —(singsinAdey—cospcosAdA)  cospde

cosA  —singpsind cospsind

—sind —singpcosA costpcosit)
0 cosp sing
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dey 0 sinpdA —cospdA) (e)
dey|=|-sinpdA 0 —dg ey

dey cospdA dg 0 en

On arrive a:

Correction 40.
On consideére les notations du précédent probleme. Soit un point M. On pose:

AX = (Xps— Xa, Y= Ya, Zy — Za) T, Ax = (g, yar, 2 -

ol AX et Ax sont respectivement les composantes du vecteur AM dans les repere & et le
repere local en A.
1. Utilisant les éléments de la question 2. du probléme précédent, on a la relation:

Ax=PAX=AX=P ' Ax= =P l=pT = jT=p=j!

Donc J est une matrice orthogonale.
2. On suppose maintenant que 2 est le repere GPS et que le passage du repere & vers le
repere terrestre est donné par le modele dit a 7 parametres :

X' Tx X
(Y’) =F(X)= (Ty) +(1+m).R. (Y)
z' Tz VA

Tx 1 rz -ry\ (X
=|Ty|+(Q+m).|-rz 1 rx |.|Y
Tz ry -rx 1 Z
On note: 6X = F(AX) — AX = AX’ — AX, représente les écarts des composantes du vecteur
M A dans les reperes GPS et terrestre. On a:
06X = F(AX) - AX=AX — AX = (1+ m)RAX—AX = ((R- 1) + mR)AX
or la matrice de rotation R s’écrit :
1 rz -ry 0 rz -ry 0 rz —ry
R=|-rz 1 rx |=I+|-rz 0 rx |=I+6R, 6R=|-rz O rx
ry -rx 1 ry -rx 0 ry -rx 0

D’otli:
0X=(R-1)+ m(I+0R)).AX=mAX+ (R— )AX+ méRAX

En gardant les termes du premier ordre, on obtient:
0X= mAX+ (R-DAX

3. Soitw = (rx,ry,rz)T, on pose AX = (a,b,c)”. On détaille le terme (R — ) AX:

0 rz -ry\ (a br;—cry
(R-DAX=|-rz 0 rx |.|b|=|cry—ar;
ry -rx 0 c ary—bry
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Posons w = AX Aw, on obtient que w = (br; — cry, cry — arz, ary — bryT, par suite 6X =
mAX+ w. On passe a la norme, sachant que le vecteur w est perpendiculaire au vecteur
AX, d’olt:
16112 = m?||AXI[? + |[wl* = m*||AX][? + [lw][2.[|AX|[2.sin6 = (m? + ||w||* sin®6)|| AX]|?
= |I6XI| = (m? + ||| [*sin®6)"/?|| AX]|

ol 0 est I'angle entre les vecteurs w et AX.
4. Comme —1 < sinf <1, on déduit :
1
Iml.[|AX]| < [|16x]] < (m* + w?) 2 || AX]|

5. En utilisant la relation liant AX et Ax soit AX = J.Ax; la relation 6X = mAX+ (R - I)AX
devient:
Jox=mJAx+(R-1)JAx = 6x = mAX+]T(R - JAx

car J7l=JT.

Correction 41.
On définit dans R3 un point M par ses coordonnées ellipsoidiques de Jacobi (¢, A, 1)

comime suit:
X =Vu?+e2.cospcos
M{ y=Vu?+e2.cospsini

z=u.sing

avec: €2 = Va? — b?, oel-n/2,m/2], A€[0,2n] et u €]0, +o0l[, a, b deux constantes réelles
telles que a> b > 0.

1. Eliminant ¢ et A, on obtient I'équation:

x2 + y2 ZZ

LI A
u?+e?  u?

Fixant le parametre u, c’est I'équation d’un ellipsoide de révolution avec a’ = V'u? + ¢ le
demi-grand axe et b’ = u le demi-petit axe.

2. On calcule les différentielles dx, dy et dz en fonction de d¢, dA et du. On obtient:

dx=-Vu?+e2sinpcosr.dp—vVu? +e2cospsinAdA + Lcos cosAdu
peostdd v vizia o
u
dy=-Vu?+e2sinpsind.dp +vVu?+e?cospcosAd)+ ———cospsinldu
dz=ucospdd+ sinpdu
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On calcule maintenant dx?, dy? et dz:

U2
u? +e?
+2 ((u2 +e®)cospsinpcosAsinAdpdA — ucospsinpcos* Adpdu — ucosz¢603/lsin/ld/1du)

dx? = (u? +€?) [sin*¢pcos’ N.dd? + cos*psin®AdA?*] + cos’pcos*Adu*+

dy? = (WP +€?) [sin*¢psin®N.ddp? + cos>pcos* AdA*] + cos’psin*Adu*+

21 g2
+2 (—(u2 +e2)cospsinpcosAsinAdpdA — ucos¢sin(psin2/1d1:bdu€+ ucosz(pcoslsin/ld/ldu)
dz? = u*cos’pdp? + sin*pdu® +2ucospsinpdpdu
On écrit maintenant ds? = dx? + dy? + dz?, on obtient:
ds® = (u? +€?)(sin®Ppcos® A+ sin®psin®A).d¢p? + u? cos>pdp? +

+(U? +€®)(cos’>Psin® A+ cos’pcos® A).d A+
2

2 2 2 . 2 2 . 92 2
tre e (cos“pcos A+ cos*Ppsin®A).du” + sin“pdu” =
ds® = (u* +€*)sin®pd¢? + u*cos*pdd® + (u* + *)cos*pdA*+

u?cos’p

du? + sin*¢.du® =
u? +¢e? ¢
2, 202
) u*+e*sin
ds® = (U +€®sin®P).d® + (u? + €*)cos’p.dA* + TZ(I).du2
u?+e

1l est facile d’exprimer ds? sous la forme de:

d¢
ds® = (d¢,dA,du).G. (d)LJ
du

avec G donnée par :

u? +e’sin’¢ 0 0
0 (u? +€?)cos’¢p 0
G: L) =
(8i) u? +e*sin’¢
0 0 — T
u+e

G est une matrice diagonale, définie positive avec ¢ €] — /2, 7/2].
3. D’apres I'énoncé, on a les données suivantes:
- g = Det(G) = (u? + €*sin*Pp)*cos’p = /g = (u® +e*sin*P)cosp > 0,
- g1 = u? +e?sin?¢,
- g2 = (W? +€?)cos’,
_ut+ersintg
=g
Alors I'expression du laplacien d'une fonction scalaire V en coordonnées de Jacobi est
exprimée par:

AV

B 1 {i((u2+ezsin2¢>)cos¢> 6_V)+i((u2+ezsin2¢)cos¢> 6_V)}
(U2 +e2sin?p)cosep | 0 u?+e2sin2p o) A\ (ur+e)costp AL
1 0 ((u2+ezsin2(,b)cos¢ )

ov
+(u2+ezsin2¢)cos¢> ou u? +e2sin¢ (uwmre )au)
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Posons a = .1 , par suite I'expression de AV devient:
(u? +€2sin®¢p)cosp
sza{ 3] (cogb ) 0 u2+ezsin2(p.6_V
o¢p o) o\ (u2+ 62)cos¢> oA
P’V u+e’sin’¢ PV
6_¢)2 (u? +€2)cos¢p’ A2

+ i ((u2+62)cos O_V)} =
ou ¢ ou

4 ov 62
AV =a. —sm(,b%+cosd> +2ucos<,b—+(u +e€ )cosgb

4. Calculer AV sachant que V est donné par:
GM 3 1
Vip,u) = —Arctg + - a2 24 ( —cosz(p) + —wz(u2+€2)cosz(p
3 qo 2 2
V = V(¢, u) ne dépend pas de A, donc 0?V/dA? = 0. On va calculer dq/du et d*q/du? et
oV /du, 0°VIou?, aV/d¢ et >V /d¢?. On rappelle que (Arctgx)’. = 1/(1+ x?). D’'ou:

= g(u) = (1+3u2)Arct € gl da_ 110U S +(1+3 w) 1 e 3
=4\ = €2 §.77%¢ du 2 & €2 1+62'u2
dg 1 6uA , (1+3 2) € 31 _ L [bu, . € 3u? +¢€?
— =— | =.Arctg—— —————|=—|—Arctg—- -
du 2 g €2 ) ut+e2 €| 2¢| ¢ 8L wre
d’q SA ; e 3u+5ue®
— =—|-Arc e —
du? € &% (u? +€2)2
v °V
— =w? (azi - (u? +€2)) .cospsing, —= = w? azi — (u? +€2)) .c0S2¢
0¢ do a¢ 9o
ov.___GM la o (l 3cos (p) dq + uw?cos® o=
du_ wier '3 qo 2
v =2u oM + Law’ (1 3cosng) &q +wzcosng
ouz T (u2+e)2 3 q 2 du?
Finalement, on obtient AV comme suit:
1 a’q a?
AV = —0? | — - u2+62)cos sin® +w2(—— u2+62)cos cos2¢p+
(u2+ezsin2(p)cos¢>{ (qo ( ) ¢ ¢ qo ( : 4 ¢
2ucosp GM | d’w’ a’w? (1 3 2<P) dq o 2] +
ucosp | ———— —=cos“¢p|— + uw-cos
ud+e2  3qo 2 du

5 o 2uGM  d*? 3 L, \d’q L,
(u®+€“)cosg m 3q0 l—icos 1) WJHH cos“¢p

Apres des premieres simplifications, on obtient:

2 2 2

AV = a)— {— (a_q - (u? +62))sin2(,b+ (a_ — (U +€?)
(u? +€2sin?¢) 9o qo

2ua? (1 3

390 2

(1-2sin’¢) +

dq
+2ulw?cos ¢+

=cos ¢>)

d2
(u +e€ ) q
3%

1—2003 (J)) +(u +e?)cos (/)}
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On continue:

w? 2, 2.2 a* 3
AV = ——————2W +€"sin“p)+ — |1 - =cos ¢
(u? +€2sin?¢) 340 2

d? d
(u? +e2)d—u‘2’ +2ud—Z —Gq] }

Enfin, en calculant les termes entre les crochets [,], on trouve 0, d’ou1 la valeur de AV:
AV =20?

Correction 42.
Avec les notations usuelles, un potentiel est donné avec les constantes (GM, a, />, w) de

GRS80 par :
2 2

GM
W(r,0,1) = — 1—]2a—2P2(6030) + %rzsinze
r r

ou (r,0, 1) sont les coordonnées sphériques du point de calcul et :
-a=6378137.00m,b =6356752.31 m;
- GM =3986005 x 10® m3s72;
-w=7292115x 10" rad.s71;
- J»=108263 x 1078;
- f=(a-b)/a=0.003352811330;

1
- Py(cosB) = 5(300529 -1.
la. Calcul du potentiel Wpy au pole Nord: 0 =0rd,r = b, on obtient:

GM a? 3986005 x 10° 6378137.00
WPN =—|1-— 2| = 1-
b? 6356752.31 6356752.31

2
- ) 108263 x 1078 | =
Wpn = 62636710.6002 12/ s2

1b. Calcul du potentiel Wk, al'équateur: 6 = n/2rd,r = a, on obtient:

GM )  w?d?

WEq =—1+=]+ =
a 2

3986005 x 10°

g = ———— (1-0.5x 108263 x 107%) + 0.5 x (7292115 x 10~'! x 6378137.00)* =
6378137.00

Wiq = 62569146.4044 m?/ s*

1c. Calcul du potentiel W, au point A avec : 84 = 34°, r est donné par la formule r =
a(l— fcosB,), f = (a—b)/alaplatissement. On obtient:

GM a? w?
Wy=—— (1 —]2—(300329A - 1)) + —rzsinZGA =
r 2r2 2

W, (3cos?0,4—-1) ) w?

GM 2 )
=——|1-h—————— |+ —a“(1 - fcosO,4)"sin“0
a(1- fcosO) ( 254 —fcosp?) 2 (1= feosh) A
3c0s%0,4 —1=1.061909890124, 1— fcos6 4 =0.997220393438

r=a(l— fcosf,) =6360408.2885 m; W, = 62632786.4827 + 33633.3645 = 62666419.8472 m?/ s>
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2. Les variations de W entre les 3 points sont comme suit:

Wpn — Wy = 62636710.6002 — 62666419.8472 = —29709.2470 m*/ s*
Wpy — Wig = 62636710.6002 — 62569 146.4044 = 67564.1958 m*/ s*
Wy — Wgq = 62666419.8472 — 62569 146.4044 = 97273.4428 m*/ s>

3. A partir des formules:
X =rsinfcos), Y =rsinOsinA, Z=rcosO

on obtient :

V4
r=vVX?+Y%2+ 272 rsinf=vVX2+Y?c080 = ——
VX2+Y2+ 22

Par suite, 'expression du potentiel W en fonction des coordonnées cartésiennes (X, Y, Z)
est:

GM a? w?
W= 1- J2 Q72— X% - YY) |+ — (X2 +Y?)
VX2+ Y2+ 72 2(X2+ Y2+ 22)2 2

Correction 43.
On considére deux points A et B de coordonnées géodésiques dans le systeme géodésique
WGS84 du GPS:

A: (¢!, =36.6306gr;1", =10.7896 gr; h'; = 137.50 m)
B: (¢} =36.6317gr; A =10.7915gr; h)y =171.33 m)
(5.12)

Les paramétres de I'ellipsoide W(GS84 sont : a = 6378137.00 m, e®> = 0.0066 9438.
1. Les coordonnées tridimensionnelles (X', Y', Z) 4, (X', Y', Z') p des points A et B dans le
systeme géodésique WG S84 sont obtenues en utilisant les formules suivantes:

X =(N+h)cospcosA 4
Y =(N+h)cospsind , N=

Z=(NQ1-e?)+h)sing V1-eéZsinZp

D’ou
X', =5279802.19 m X =5279744.31m
A=4{ Y,=903502.27m , B={ Y}=903654.56m
Z, =3451013.74m Zp=3451124.27m

2. Calculons les coefficients suivants:
AX'=Xp—- X, =-57.88m

AY'=Yy-Y,=+15229m
AZ'=Zp -7, =+110.53m
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Lazimut géodésique de la direction AB est donné par la formule:
—AX'sinA', +AY'cos), 159.8707736
AZ'cosg', — sin(p’A(AX’cosA’A + AY’sin/l;‘) "~ 109.7992737
= Az:g =61.68746gr

tg(Azy) =

=1.45602761

3. Le passage du systeme géodésique GPS au systeme géodésique terrestre est donné par
la formule:

X=T+X

avec T = (+263.3m,-14.4m,-434.1m)”. Les coordonnées géodésiques tridimension-
nelles (X, Y,Z)4 et (X,Y, Z)p de A et B dans le systéeme géodésique terrestre sont :

Xa=+263.3+5279802.19 =5280065.49 m
A=<{ Y4=-14.4+903502.27 =903487.87m
Za=-434.1+3451013.74 =3450579.64 m

Xp=+263.3+5279744.31 =5280007.61 m
B=<{ Yp=-14.4+903654.56 =903640.16 m
Zp =-434.1+3451124.27 =3450690.17 m

)

4. On commence par calculer la longitude A du point A:

_ Y, 903487.87

tgh=—2 = 222000
X, 5280065.49

=0.171113004509 = A =10.78890gr

Calcul de la latitude géodésique ¢ du point A: Calculons r = \/Xf1 + Yi =5356807.063 m.
On opere par itérations:
Z  3450579.64

~o: 1gPo == = ——" —(0.644148575713 => ¢, = 36.43061337 g,
Yo tEPo=7 5356807.063 o g

Z+N '

-1 tgpr = ((Por)e Sth%o = @1 =36.62779gr,
Z+ N(py)e?sin

~p Qs = (‘plr) P, », =36.62874gr,
Z+ N(py)e?sin

3 tgps = (@2)e7sinpz _ . —36.62874gr = ¢ = 36.62874 g7

r
5a. On obtient AX = Xg — X4 = —-57.88m;AY =Yg — Y4 = +15229m;AZ = Zg— Z4 =
+110.53m.

5b. On obtient rgAzg:

—AXsinA+AYcosA _159.8704288

1gAzZg = =
§4% AZcosp—sinp(AXcosA+AYsind) 109.8012187

= Azg =61.68687gr

6. D’'olu Az’g —Azg =61.68746—-61.68687 = 0.00059gr =5.9dmgr. A5.8dmgr pres, on a
obtenu Azﬁg =~ Azg, C'est-a-dire que I'effet d'une translation tridimensionnelle entre deux

systemes géodésiques n’a pas d’effets sur les azimuts géodésiques ou encore les azimuts
géodésiques sont conservés.
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Correction 44.

On a mesuré une distance suivant la pente D = 20130.858 m entre deux points A et B avec
H4 =235.07m, Hp = 507.75 m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.

1. Calcul de la distance suivant I'ellipsoide :

la. En utilisant les différentes corrections:

) D3 20.1308583
- Correction de courbure C;: C; = Dp—-D = — = - m=
24 x 16R? 24 x 16 x 63782

—0.52mm.D’ou Dp = D+ C; =20130.858 —0.00052 = 20130.85748 m

- Réduction a I'horizontale a 'altitude moyenne H,,: C» = Dy — Dp, Hy;, = (Ha +
AH?
Hp)/2=371.41m,AH=Hp—Hy=272.68metCy=Dyg—Dp = “>Dn =-1.84678m >

P
Dy =20129.01070 m.

- Réduction a la distance corde D ou au niveau zero:
Hp, 371.41
C3=Dy—Dy=-Dpy =-20129.01070 x =-1.17210m,
douDg=Dg+C3=20129.01070—-1.17210=20127.83860 m.

R+ Hy, 6378000.00+371.41

3
0

24R2

- Calcul de la distance courbe D, sur l'ellipsoide: D, = Dy + C4 avec Cy = +

+0.00835 m. On obtient alors| D, = Do+ C4 =20127.847m |.

1b. En utilisant la formule rigoureuse: on applique la formule ci-dessous:

AH?
1—- —
D}
Dy =Dp
H H
(1+—A)(1+—B)
R

Numériquement, on obtient Dy = 20127.83852 m. La distance courbe D, vaut: D, =
Do+ Cy4 =20127.847 m.

2. En prenant la valeur de la formule rigoureuse, la distance réduite D, au plan de la
représentation plane utilisée est: D, = m.D, = 0.999850371 x 20127.847 = 20124.835 m.

Correction 45.

Entre 2 points A ( Hq =128.26 m ) et B ( Hp = 231.84 m), la distance Dp suivant la pente
est égale a 15498.823 m. Soit Dy la distance corde au niveau de la surface de référence.
1.0na Hy =128.26 m, Hg =231.84m — AH = Hg — Hy = 103.580 m, la distance mesu-
rée suivant la pente D = 15498.823 m. La distance rectiligne suivant la pente est:

3

Dp=D— ——
P 24 x 16R2

=15498.823 - 0.00024 = 15498.82276 m




106 5. GEODESIE

Utilisant la formule rigoureuse ci-dessus, on obtient numériquement: Dy = 15498.03913 m.
2. On va calculer Dy par les corrections:

- Réduction a 'horizontale a l'altitude moyenne H,,: C, = Dy — Dp, Hy;;, = (Ha +
AH?
Hp)/2=180.05m,AH=Hp—-H,=103.58metCy=Dyg—Dp = “5Da =-0.34612m=>

P
Dy =15497.69301 m.

- Réduction a la distance corde D ou au niveau zero:
H,, 180.05 R
C3=Dyg—Dy=-D = -15497.69301 x ——— = —-0.43749m, d’ou
Dy=Dpg+C3=15497.69301 —0.43749 = 15497.25552 m.

"R+ H, 6378180.05

3. La moyenne des deux méthodes donne Dy, = 15497.64733 m. La distance D, réduite
2

ala surface de référence est obtenue par: D, = Dy, + ﬁ =15497.64733 m.
4. Ladistance D, réduite au plan de lareprésentation vaut: D, = 0.999648744x15497.64733 =
15492.204 m.

Correction 46.
On a mesuré une distance suivant la pente entre les points A(H4 = 1319.79m) et B(Hp =
1025.34 m) avec Dp = 16483.873 m.

1. AH = Hp — Hjy = —294.45m, on obtient par la formule rigoureuse Dy = 16478.206 m.
La correction Cy est négligeable, la distance D, distance réduite a I'ellipsoide de référence
est par suite: D, = Dy = 16478.206 m.

14
2. La distance D, réduite a la représentation plane Lambertest: D, = (1 - 100000) D, =
0.99986 x 16478.206 = 16475.899 m.

3. En référence de la (Fig. 5.9), on a les éléments suivants:

- I'azimut géodésique Azg est'angle extérieur BAS,

- la convergence des méridiens est I'angle y = Y’ AS, elle vaut (14 — Ag)singg avec
Ao lalongitude du méridien origine de la représentation Lambert Tunisie Sud soit 11 gr
a I'Est de Greenwitch et ¢o = 37 gr la latitude géodésique du parallele origine de la
représentation Lambert Tunisie Sud.

- la ligne de la visée AB est représentée par 'arc AB de concavité dirigée vers le
parallele origine ¢o = 37 gr. La correction a la corde dv au point A est I’angle entre la
tangente a l'arc AB cité ci-dessus et la droite AB.

- le gisement G de la direction AB est1'angle Y’ AB dans le sens indirect.

La formule algébrique du gisement G est donnée par I'expression:

G=Azg—-yv+dv=Azg—(As—Ay)singpy+dv
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Le paralléle origine
Po =37 gr

» X

Figure 5.8 | Le Repére Lambert Tunisie Sud

4. Numériquement, on obtient G = 297.56225 — (9.3474734 —11.0000)sin37 — 0.00137 =
298.46815gr.

5. Les coordonnées planimétriques (X, Yp) de B sont données par les formules:

Xp=X1+AB j
{ B 4 sinG avec AB =D, =16475.899 m

Yp=Y4+ ABcosG

On obtient donc:

Xp=363044.79—-16471.13 =346573.66 m, Yp=407020.09-396.41 =406623.68 m

6. Les formules des coordonnées Lambert Tunisie Sud sont :

X =500000.00m + kRsinQ) = Xg + kRsinQ
Y =300000.00 m + k(Rg — RcosQ)) = Yy + k(Ry — RcosQ), avec:
Q=Q) =(A-Ag)singy, R=R(p)=Roexp(—(ZL — ZLo)singp), Ry = Nocotgyy,
{3 No=a(l -e*sin*py) ™12

T @\ e 1+esing
$=$(¢)=L0gtg(z+z)—§L0gm, gozg((po)
a=6378249.20 m, €% =0.00680348 77, k =0.999625769.

Posons:
X' =k.RsinQ, y =k.(Ry—RcosQ)=x'=X-Xo,y=Y-Yy
Numériquement:

x'=Xp—Xo=-153426.34m, y =Yp-Yy=+106623.68m

Calcul de 15: Des formules ci-dessus, on obtient kRsinQ = x',kRcosQ = kRy— y', par
suite:
/ /

X 1 X
tgQl=— = A=A9+ Arctg|—— |, Ro= Nycot =9719928.094 m
§ kRy—y' 0 singg § ( kRo— y’) 0 0COtEPo
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Par suite, utilisant les valeurs numériques, on obtient A =9.14883802gr = Q = (1 —
Ao)singy =—-1.01633017 gr.

/

Calculde & = %: De x' = kRsinQ _—
culde Z(¢p) ex sin :kRosinQ

donne:

= exp(— (&L — £y)singy) ce qui

/

L=%—

X
- Log( - ) —valeurde &
singg kRysinQ
(,00 e 1+esingg
) ——-Log——F— =0.616981413555-0.003737826502 =
2 2 1-esingg

%y =0.613243587053 =

Lo = Logtg(

/

L=SL-

X
- Log( - ) =0.613243587053 +0.01986606 8407 = 0.6331 09655460
singg kRysinQ

Calcul de ¢ p: On utilise la formule liant £ a ¢p; soit:

(pB e 1+esinpp
Logtg( 2 ) zLOgl—esinq)B =

Pour faciliter les notations, on ignore 'indice B. Le Calcul de ¢ se fait par itérations
comme suit:

- caleul 1: Logtg( ‘pl) % = 0.633109655460 => ¢ = 2Arctg(e?)—n/2 = 37.85435607 g7
e 1+esin
-calcul 2: Logtg (— + @) = ) = 0.633109655460+ < Log — L1 _ 40,0038 13959838 =
4 2 2 1-esing;
21 = 0.636923615298 => ¢, = 2Arctg(e?)) — /2 = 38.05527138 gr
1+esin
- calcul 3: Logtg( "’3) £, = 0.633109655460+— L g P2 _ p10.003831765332 =
2 1-esing;
£, = 0.636941420792 => @5 = 2Arctg(e?2) —m/2 = 38.0562 0835gr
b4 e 1+esin
-calcul4: Logtg (— + ﬂ) = %3 = 0.633109655460+ < Log — "3 _ o 40.003831848280 =
4 2 2 1-esings
L3 =0.636941503740 => ¢, = 2Arctg(e) — /2 = 38.05621271 gr
T e 1+esin
- caleul 5: Logrg (= +£2) = £, = 0.633109655460+ ~ Log———— % = £+0.003831848666 =
4 2 2 1-esing,

£y = 0.636941504126 = @5 = 2Arctg(e$4) —m/2 =38.05621273 gr. Les angles s
et ¢4 ont les mémes valeurs a 7 chiffres apres la virgule, la longitude 14 du point A
est donnée a 7 chiffres apres la virgule, donc on peut arréter les itérations en prenant
@B = @4 =5 =238.0562127 gr.
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5.6. LES REPRESENTATIONS PLANES

5.6.1. LES REPRESENTATIONS PLANES

Correction 47.
Soit S? la sphere de rayon R. Au point P(¢p,A) de $? on lui fait correspondre le point
p(X,Y) duplan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X =R.cosA
px.Y) { Y =R.sing
1. Calculons les coordonnées polaires (2, Q) du point P:
R? = X*+Y?=R*(cos* A +sin*p) = Z = f(p, )

Z dépend des 2 parametres ¢, A, donc la représentation ne peut étre une représentation
conique, elle est cylindrique car X = X(p,A) et Y = Y (¢, 1).

2. Soit d S la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, donner I'expression de
(dS)? en fonction de ¢, A, dg, dA et R. Lexpression dS? est donnée par:

dS? =dX? +dY? = R*(sin*AdA? + cos*pd¢?)
3. Soit m le module linéaire, m? est donné par:

2_dS°
ds?

Pour la sphere, les coordonnées de P sont:
x = Rcospcos),y = RcospsinA, z= Rsing = ds* = R®d¢?* + R*cos®pd A?

Par suite, on obtient:
, cos’@de®+sin®AdA?
m2 =

dg? + cos?pdA?
4. On obtient:
2 d 2
A=cte, mf = % =cos*(p = my = cosp >0
et:
o, sin*AdA? sinA

@=cte, >0

m;=————=my=
27 cos2pdA? 2 cos®

5. Cette représentation n’est pas conforme, car le module linéaire dépend de I'azimut

RcospdA

de la direction. En effet, au point P sur la sphere, on a la formule tgAz = Rd
@
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cospdl ar  tgAz
cospar _, = g_' Lexpression du carré du module linéaire devient:

de d_<p ~ cosgp
dr)? tgAz\?
2+ si 2&(—) 2+ si 2/1(—)
2= cos?pdg® + sin*AdA* COSPTIIM G0 COSPTSITAM Cosp
© dg?+cos?pdA? , (dA)? B 1+1tg%2Az B
1+cos (p(—)
de
) ) , sin’d ) , sin’d .,
m-=cos"Az|cos P+ 518 Az) =cos"Az.cos“p+ > .Sin“Az
cos*y cos*g

On a bien m = m(Az, ¢, A). Lindicatrice de Tissot est représentée par une ellipse:

w2 )
_t — =

2 2
my

quand m; # my; = cos’@ # sin et un cercle sur la courbe telle que cos’¢ = sinA.

Correction 48.
Soit S$? la sphére de rayon R, au point P(g, 1) on lui fait correspondre le point p(X, Y) du
plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X:ZR.tg(% - %).sinﬂt

X,Y)=
P { Y:—2R.tg(%—§).cos}t

1. Limage du méridien (1 = Ay =constante ) est une droite. Si Ao = 7/2 la droite est Y = 0.
Si Ag # /2 1a droite a pour équation X + YtgAy = 0 qui passe par 'origine des axes.

2. Limage d’'un paralléle (¢ = ¢y = constante ) est un cercle ayant I'équation:
2, v2_4p2.2(T Yo
X2+ Y2=4R%.1g (4 2)

de rayon 2R, le centre du cercle est le point origine (0,0) des axes.

3. Les méridiens et les paralleles de la sphere se coupent perpendiculairement. De méme
leurs images les droites Y = a X coupent les cercles concentriques sous un angle droit.
D’apres le lemme de Tissot, les directions principales en un point sont les tangentes au
parallele et au méridien passant par le point.

4.0nadS?=dX?+dY?, calculons alors dX,dY.

RsinA
dX = 2Rtg(% - %) cosAdA— #%n_g)d(p
dY:ZRtg(——%)sin/ld/l+ ReosA
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Par suite:
dS?=dX?+dY? =4R’tg (% - %) dr?+ ﬁg_ﬂ)mﬁ —
4 2
. '
. R2 ) 4R?sin? (Z_E) )
ds? = —6054(%_%@ +—6082(%_§) dA
2
ds? = 6084(% %) (d(pz +4sm2( - %) cos? (% - %) d/lz)
2 2
ds? = ﬁ (d(p2 +sin® (g - (p) d/lz) = #ﬁ_f) (dg? + cos’pdA?)
4 2 4 2
5. On obtient m? = d_sj mais ds® = R?d¢? + R>cos®¢.dA?, d o
. R S S
0034(%—%) cosz(%—%)

6. Le module linéaire m; le long du méridien (A = cte) est m, mais qui varie le long du
méridien.

7. Le module linéaire m, le long d’'un paralléle (¢ = cte) est m mais reste fixe.

1

8. En un point P(¢p, 1) le module linéaire m = m; = my = . Oui la représen-

T
cos2(Z-2
4

tation plane est conforme, car le module linéaire dépend du point et non de la direction.

Correction 49.
Soit X la sphere de rayon R, au point P(¢, A) on lui fait correspondre le point p(X, Y) du
plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X=RA
PXCYI=N vy~ RLogrgl + )
4 2
ou Log désigne le logarithme népérien.
1. Les images des méridiens (A = constante) sont des droites paralleles a I'axe des Y et les
images des paralleles (¢ = constante) sont des droites paralleles a I'axe des X.

2. Surle plan, dS?> = dX? +dY?, calculons dX et dY:

dX =RdA,

deg _p deg _R
.20052(z+£)tg(z+g) - 'ZCOS(E+£)SZ'I’Z(Z+£) - .Sil’l(z + )
4 2 4 2 4 2 4 2 2

deg Rdy

dy =R =
cosgp
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Alors dS? vaut:

292 27 2 p2., 2 2
dSZ:dX2++dY2:RZd/12+R do :R dg® + R=cos“pdA

cos cos
Or ds? = R?d¢? + R?cos®pd?, par suite:
Lds 1
~ds  cosp

3. Le module linéaire m; le long du méridien (A = cte) est m = 1/cos¢, mais qui varie le
long du méridien. Le module linéaire m; le long d'un paralléle (¢ = cte) est m = 1/cosp
mais reste fixe.

1
4. En un point P(¢, 1) le module linéaire m = m; = my = ——. Oui la représentation
cos
plane est conforme, car le module linéaire dépend du point et non de la direction.
5. On suppose que P décrit sur la surface X une courbe (y) telle que ¢ et A sont liées par

larelation: tgp = sin). Pour ¢ =0gr,2gr,4gr,6gr,8gr et 10gr, ci-dessous un tableau
donnant les valeurs de A correspondantes:

¢ Ogr 2gr 4gr 6gr 8gr 10gr
A Ogr 2.0010gr 3.9921gr 5.9735gr 7.9376gr 9.8789gr

1. Tableau des valeurs de A correspondantes

6. Sachant que R = 1000 m, on calcule ci-dessous les coordonnées (X, Y) de la représenta-
tion plane donnée pour les valeurs de ¢ et A du tableau 1.:

X(m) 0 31.48 62.83 94.25 125.66 157.08
Y(m) 0 3142 62.75 93.97 125.00 155.80

2. Tableau des coordonnées (X, Y) des valeurs de ¢, A correspondantes

7. Rapportant al’échelle 1/100 sur le plan OXY, les positions (X, Y) des points du tableau
1. on trouve que I'image de la courbe (y) est une droite qui passe par l'origine.

Note de l'auteur: I'image est une droite donc une ligne géodésique du plan, par suite la
courbe tg@ = sinA est une géodésique de la sphere donc un grand cercle qui part du
point (R,0,0) car les représentations planes conformes conservent les géodésiques.

Correction 50.
1. Le triangle pga est sphérique, la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique
donne:

cos(m/2—y)=cos(m/2—@)cos(m/2—p) +sin(m/2—@)sin(m/2—@o)cos(m/2-1) =
siny = sin@singg + cospcos@ysinA =y = y(p, A, ¢o)
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Angleipa= A,
Angle pgh =x = hw,
€  AngleeOq= ¢

Coté ah=y

Figure 5.9 | Représentation cylindrique conforme oblique tangente

Utilisant le méme triangle sphérique, on applique la formule des sinus, on obtient:

sin(m/2—-1) _ sinx _ sinx _ cosA
sin(m/2—y)  sin(m/2—) cosp  cosy

cos@pcosA

cosy sinx

Dans le méme triangle, on utilise la formule de sinus cosinus: sina.cosB = cosb.sinc —
cosc.sinb.cosAouonprend A=m/2- A, B = x, on obtient:

sin(m/2—y)cosx =cos(m/2—@)sin(m/2— @) —cos(m/2 —@y)sin(m/2—@)cos(m/2—- 1) =

€OSY.COSX = SINPCcosPy — SinWycosPcosi

cospcosA

On remplace cosy par , on obtient la formule donnant x:

tgo
t =
COlgX =COoSPg cosA

— Singy

Alors les coordonnées X, Y de I'image du point a:

X=1x=x,
Yy

Y= 1.Logtg(;—r + %) = Logtg(% + 5)

On vérifie les formules en prenant ¢y = 0, dans ce cas on a une représentation cylindrique

conforme transverse avec les variables de Cassini-Soldner (vor Correction n°7) H, L avec
t

H=yetL=n/2-x.Laformule de cotgx devient tgL = g(//ll etla formule siny devient
0

sinH = cos@sinA.

2. De l'expression siny = sin@singg + cospcosgpsinA ci-dessus, on prend ¢ = ¢y, on
obtient :
siny = sin®ggy + cos?@gsini
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Posons B = 1+sin®gg+cos®@gsinl = 2—cos®gy+cos’>pgsinA. Comme cos®y = 1-sin’y
d’ou:
cos?y = 1—(sin®gg + cos’>pysin)? = (1 - siny — cos*pgsind).B =
cos?y = cos®@o(1 — sind).B=> cosy = cospoyv/(1—sind)B

1l s’ensuit:
sin@o + cos®posind

14
&Y cospoV(1—sind)B

2tg(yl2
On rappelle que tgy = % On va exprimer e” en fonction de ¢g et 1. On a
1+1g(y/2
eV = tg(z + X) = & On pose:
4 2) 1-1g(yl2)

wet _ sin*go+cosiposind _ 2tg(yl2)
&Y cos@oV(1—sinl)B 1-1g%(y/2)’

Lasolution de a.2 +2t—a =0:

t=tg(y/2) = a.t? +2t-a=0

(sin®po + cos?posinA)? _ cos’po(1— sind)B + (sin’@g + cos*pgsinl)?

AN=1+a’=1+ =
cos2@y(1—sinA)B cos?go(1—sinA)B

_ cos?po(1—sind) (2 — cos?pg + cos’posinA) + (sin’pg + cos> o sini)?
B cos2¢o(1—sinA)B
1 1

I _ /

= — VA =
cos?po(1—-sin))B cospov(1—sinA)B

On consideére seulement la racine positive #; avec:
1

A/

1+
f = te(y]2) = “1+VA B cospov(1—sinA)B _ 1—cospov(1—sind)B
1T ey a sin®go + cos®>pgsini sin¢@q + cos2@osind

cospo\/ (1 - sinA)VB

Exprimons maintenant le terme e :

N 1-cospov(1—-sind)B

R (n+y)_ 1+1g(y/2) 1+t sin2@g + cos?pysind
§\d 2T 1 e T 1on | 1-cospoV/ (T =sinhB

sin2@g + costpysind

o = sin®@o + cos’@osind+1—cospoy/(1—sind)B -
sin®@y + cos’@osind —1+ cospoy/ (1 —sind)B
o = 2—cos*py(1 - sinA) - cospo/(1 - sinA)B -
—cos*po(1—sinA) +cospo/(1 - sinA)B
¥ = @2—cos?py(1 - sinA) — cospoy/ (1 — sinA)B)(—cos®@o(1 — sind) — cospoy/ (1 — sind)B)

6082(p0(1 - sin/l)(cosz(po(l —sinA)—B)
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Calculons d le terme du dénominateur: d = cos®gq (1 - sinA)(cos®gy(1—sin))—B),ona
donc:

d = cos®py(1 - sin))(cos’>po(l —sind) — (2 — cos®gg + cos’pysind)) =
d=-2cos’py(1 —sinA)(1 - cos?>po(1—sinA))

Un petit calcul du numérateur de eY, on arrive a —2cospoV(1—sinl)B(1— cosz(po(l -
sinA)). On arrive au résultat suivant:

oY = —2cospoV/ (I —sinM)B(1—cos’po(1—-sind)) 1 A -sinA)B

—2¢0s2¢o(1 - sinA)(1—cos2@o(1—sinl))  cospy  1—sinA

Calculons maintenant cosX = cosx. Appliquons la formule fondamentale de la trigono-
métrique sphérique au triangle sphérique pagq:

cos(m/2—) =sing = singySiny + cos@Yycosycosx

1
=t -1

sin@o + cos®gosind

cospoV(1—-sind)B '

Prenons ¢ = ¢y, on obtient:

Comme on a calculé plushaut cosy = cospov/ (1 —sinl)Bettgy =

on obtient:

cosx=cosX =tgyo

1 ~ sinz(p0+c032(posin/l) —sin (1-sinA)
cospoV(1—sinl)B  cospov(1—sind)B (po'\/(l—sin/l)B
Alors le produit e¥ .cosX donne le résultat demandé soit:
¥ cosX = 1 v(d-sinA)B sin (1-sind) :
' cospy’  1-sinA (po'\/(l—sin/l)B 8o
C’est'équation de I'image plane du paralléle de latitude ¢g.

C.Q.ED.

3.a. Delaformule: siny = sing@singg + cospcospysinA, on obtient pour ¢ = 0:

inA
siny = cos@gsind, cosy=1/1-cos?@ysin?l = tgy= cos@osin _p
V1-cos?@gsin?A

On applique la méme méthodologie, on pose t = tg%, onrésoud I'équation:

2t
m:ﬁzﬁt2+2t—ﬁ20
) 2 1 1 .
DouA'=1+p'= ————=>VA'= . On obtient la valeur de
1-cos?posin*A 1—cos2posin?)

Y
Hh=tg=:
1 g2

_—1+VA  1-y/1-cos’pysin’A Yo 1+t (cosposinA+1)—/1—cos’posin®A
B cosposiniA 1-ti  (cos@ysinAd—1)++/1-cos?pysin?)

5]
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Apres les calculs de simplification, on arrive a:

v V1-cos2pgsinZl e¥—e ¥ 1[\/1-cos2pysin) 1—cosposind

e = = shY = == -

1—-cospgsinA 2 2 1-cosgpysind V1-cos2pgsin?A

Ce qui donne:

cospysini
shY = Po

1-cos?¢pgsin?A
Calcul de cosX = cosx: de la formule sing = singysiny + cospgocosycosx, on obtient
cosx=—tgpotgy,dolt
cosposini singgsini
Po = cosX=- $o

V' 1-cos2@gsin?A V1-cos?pysinA

Finalement, on arrive au résultat demandé:

cosX =—tgo.

singgsinA cosppsini
cosX +tgpo.shY = — Po +1go. Po =0
1-cos?@qsind 1-cos?@qsind

Limage plan de I'équateur a pour équation cosX + tg¢@g.shY =0.
3.b. Recherche de I'équation de I'image du méridien A = 0: Le triangle pqa est sphérique,
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique donne :
siny = sin@singgy + cospcos@ysinA, A =0= siny = singq.sing
Le triangle pqa est sphérique, on applique la formule des sinus, on obtient :

_ cospcosA B
cosy=——m—m,1=0=cosy=
sinx

cosp
sinx

sin@osingsinx
cosgp
\/1-cos?ysin®x. Alors siny = singq.sing devient siny = singy+/1— cos®ysin?x ce
in?y
sin?gg

cos
Ondéduittgy = =singotgpsinx. Decosy = S n(ﬁ’ onobtient: sing =
i

qui donne =1-cos®ysin®x, onremplace sin’y par 1—cos®y, on arrive a cos?y =

cos g
1-sin@gsin?x
tgpocosx = tgpycosX qu’on note par y.

. On fait introduire tgy, utilisant 1 + rg2y = ——
8y 8y costy

,onarrive a tgy =
On applique la méme méthodologie, on pose t = tg%, on résoud I'équation:

2t )
mz}/:yt +2t_'y:0

Dot A" =1+7y% =1+ tg%pocos’X = VA =/1+tg?pocos?X. On obtient la valeur de
Y
nh=tg=:
1=185

-1+ VAN  -1+/1+1g%¢pocos’X L v ltn_ (tggocosX -1+ V1+1tg2¢pocos?X

Y tgpocosX C1-n (tgpocosX +1) —/1+ tg%pgcos: X

5]



5.6. LES REPRESENTATIONS PLANES 117

Apres les calculs de simplification, on arrive a: e¥ = tgpocosX +1/1+ tg2¢pocos?X.

1
Calculonse™Y =1/e" = =1/1+tg%pocos:X—tgpocosX.
tgpocosX +/1+tg2pocos?X

Ce qui donne:

2shY =e¥ —e Y =2tgpocosX = shY — tgpocosX =0
C’est'équation de I'image du méridien A = 0.

4.a Calcul du Gisement. On se place dans le repere QXY. Limage du méridien origine

ax
est d’équation shY — tgpocosX = 0. Le gisement G vérifie 1gG = 7 ce qui donne a

. o " ax chY . . .
partir de I’équation précédente — = —————— mais chY = etsinX =sinx =
ay tgposinX cosy
cospcosA 1
(’0—. On obtient donc tgG= ————.
cosy tgpocospcosd
dx?+dy?

4.b Calcul du module linéaire au point p. m? = Or dY =dyl/cosy et

dg? + cos?pdA?’

14
X = x vérifie 'équation déja vue cotgx = costpoiq/)1 — singy. Différentions cette der-
cos

niere équation, on obtient:

-1 ¢ inAdA
dx=dX = 3 (COS(po L 5+ cos¢p0%)
- (cos tgp sin cosldcos*@ cos*)
Po cosh ¥o
d t inAdA -1
dX=A.cos<po( L4 4 L8P ) A=
cosAcos cos?A tgp ) 2
1+ (cosq)o - szmpo)
cosA

Del'équation siny = singgsing + cosgocospsinl, on va calculer dy. D’ott:
cosydy = singpocospdp —cosposinpsinAde + cospocospcosldl =
1
dy=——[(singocosp — cosposingsind) deg + cospocospcosAdA]
cosy

Ecrivons m?:
1
m? = dg? + cost@dZ’ | cosly [(singocosp — cosposingsinA) do + coswocosq)cosﬂtdﬂt]z
de tgpsinAdA\?
+A%cos? ( )
05 ¢o cosAcos? cos2)

Le point p appartient au méridien A = 0 et ¢, = /2, ses coordonnées (X, Y) sont X =
x=0,y=¢o=Y,=Logtg(m/4+¢u/2). Dans la formule m?, comme ¢ = pp=m/2,1e

[..]% est nul avec cos?y = cos?py # 0, car il

1 1
premier terme devient —. Le terme 5
do cosy
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Figure 5.10 | Calcul du module linéaire au point a(¢ = 0,1 = Ag)

contient cos@ = cosgp =0 et sind = sin0=0. m? devient:

2 A2 A2
2= %.m(d(p +singpcospsinAdA)? = cos®¢y.

cost

Le terme A2 devient:

2 1 _ 1
A= singg\? 2 singg\? 1 7?
0 0
tgz(p(COS(po - —) +1 tgtp (COS(po - ) + ]
tgy tgp | 18ty

Maintenant le calcul de m? donne aprés la levée de I'indétermination quand ¢ — 3

2
cos @, 1
2— 0 fr———

costgo cosPy

Le résultat est attendu, car pour la représentation étudiée dans le repére QXY, on a
m=1/cosy =1/cosy.

4.c Calcul du module linéaire au point a de I'équateur. Soit le point a sur I'équateur voir
(Fig. 5.11), ses coordonnées sont (¢ = 0,1 = Ap). On va utiliser la remarque de la question
précédente. D’apres le triangle sphérique iaa’, la régle des sinus donne:

sin(z/2) _ sin(/2 - o)
sinlg siny

= siny = cos@ysinly = cosy = \/1 —Ccos2@ysintly =
1 1

m= =
cosy  \/1-cos’pgsinlg

4.d Calcul du module linéaire en un point du méridien origine. Soit le point a sur le méri-
dien origine (A = 0) (Fig. 5.12), ses coordonnées sont (¢, A = 0). On va utiliser la remarque
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Figure 5.11 | Calcul du module linéaire au point a(¢, A = 0) appartenant au méridien origine

de la question précédente. D’apres le triangle sphérique iad’, la régle des sinus donne:

sin(m/2)  singg 1
_ — =

1
= — m= =
stng siny cosy  \/1-sin?@ysine 5

Correction 51. .
X =2R.sin (— - f) .cosA
4 2
p(X,Y) (5.13)
Y =2R.sin (Z - 2) .sinl
4 2

1. Limage du pdle nord Py est le point origine O du plan OXY.
2. limage d’'un méridien (A = Ag=constante ) est la droite Y — Xtglo =0.

3. On élimine la variable A des 2 coordonnées X, Y, on obtient I’équation d'un cercle de
centre situé au point O, soit :

b4

X2+ Y% =4R?sin? (% - @)

4 2

4. Sur la sphere S?, les méridiens et les paralléles se coupent suivant un angle droit.
Leurs images aussi se coupent suivant un angle droit. En utilisant le lemme de Tissot,
les directions principales en un point est la droite passant par le point et le point O et la
tangente au cercle géocentrique passant par le point.

5. La sphere S? est paramétrée comme suit:
X =cospcosA
M=<{ y=cospsind

z=sing

Par suite, on obtient ds? = dx? + dy? + dz> = R*d¢? + R*>cos®pd?.
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6. Calculons les différentielles d X, dY:
1
dX =-2R.sin (z - 2) .sinddA — —.2R.cos(E - 2) .cosAde
4 2 2 4 2

1
dY=+2R.sin(z—£).cos/1d/l——.2R.cos (z—f).sin/ld(p:
4 2 2 4 2

dX? = 4R%sin® (z - f) sin®AdA? +4stin(z - f) cos(z - f) sindcosAdpdA

4 2 4 2 4 2

+R?cos? (£ - %) cos® Adyp?

dY2=4stin2(z—f)cosledxlz—Alesin(z—f)cos(z—f)sinlcosﬂtdq)dxl

4 2 4 2 4 2

+R%cos® (Z - 2) sin*Ad¢?

Dans la somme dx? + dY?, les termes d¢d disparaissent et on obtient:

d82:chosz(z—g)d(p2+4stin2(z—£).d/12

4 2 4 2

2 g'écrit:

2(% _ P, 2 L2 (TP 2

2:d_szzcos (4 2)d(,() +4sin (4 2).0[/1
ds? dg? + cos?pdA?

7. Le carré du module linéaire m

8. Calcul du module linéaire m; le long du parallele:

/2
Zsin(z—g) 1

my = Me=cte = = TP

cosy cos(———)

4 2

9. Calcul du module linéaire m, le long du méridien:
- —cos(E-%
Mz = M)=cte = COS ( 4 2)

10. La représentation plane définie par (5.13) est une représentation équivalente car le
produit des modules linéaires m; m, = 1. En effet, on obtient:

m;.m ! cosJI L 1
= greo(§-5)-
cos(——f) 4 2

4 2

Correction 52.
Etude de la représentation conforme d’'une sphére de rayon unité dite représentation de
Littrow® définie par :

Z=sinzavecz=A+ilLet Z=X+1iY
1. On rappelle:

chx=(e"+e ¥)/2€[l,+o0], shx=(e*—e ¥)/2eR, thx=shx/chxe[-1,+1]

3En hommage 2 Joseph Johann Littrow (1781-1840) astronome autrichien.
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e'* = cosz+isinz, e '* = cosz—isinz=>sinz = (e'* — e™'*)/2i) = —i(e'* — e7'%)/2
Oriz=i(A+il)=-L+il=>e?=¢eL(cosA+isind)et—iz=L—il= e ?=el(cos)—
isinA). On obtient I'équation:

X =sinA.chL

sy aro—L .. _ L s
X+iY =—ile “(cosA+isind)—e"(cosA lsmxl)]/2:>{ Y = cosAshl

Pour Ay = 0, 'image du méridien origine est X = 0 c’est-a-dire 'axe des Y: en effet
—ml2<@=sml2=0=n/4+¢@/2<m/2 = 0=1g0<tg(Z+%) < +oo. Par suite on
obtient: T @
_OOSL:LOgtg(Z+E) <+oco=-o0<Y =shL<+o0

Pour 1 = +7/2 les images de ces deux méridiens sont la droite Y = 0 c’est-a-dire 'axe
des X. Utilisant la méme méthode ci-dessus, on trouve que les images sont sur la demie
droite [1, +oo[. Les images des autres méridiens A = A sont des hyperboles (Fig. 5.13),
I'équation d’'une hyperbole est donnée par:

X? Y2
————=1, Ap€l0,m/2
sin?lg  cos*y 0€] [

Posons a = sinAg, b = cosAy. Les sommets de ces hyperboles sont les points (a,0) (—a, 0).
Soit ¢ = Va? + b? = 1, les coordonnées des foyers sont F(c,0), F'(—c,0). Lexcentricité des

va®+b? 1
hyperboles est e = = — >1.,
a sinky

Sip=¢9y=0=Ly=0=shly=0=Y =0,X = sinA, I'image de 'équateur est le
segment [—1,+1] de 'axe des X. Pour ¢q # 0, les images des paralléles ¢ = ¢( sont des
ellipses (Fig. 5.13), 'équation d'une ellipse est donnée par:

X2 y?2

——+——=1, chLy>shL
ch?Ly sh?Lg 0 0

Les parametres de ces ellipses sont: a = chL,b=shL,e? =1-b*/a*>=1-ch®L/sh’L.

X2 Y?
2. Aux points f(0,7/2), f'(0,-n/2), L =0 = shL = 0, 'équation —— + —— =1
P f( ) f ( ) 4 Ch2L0 Sh2L0
n’est pas définie, donc les points f, f’ sont des points singuliers. De méme, I'équation
X2 v?
sin?ly cos?lg
les points f, f’ sont des points singuliers.

=1 n'est pas définie, le terme Y2/cos? Ay devient infini. Donc 12 aussi

3. Langle m = a. Cest aussi 2 — Az ol1 Az est’azimut de la direction bs. Avec les
données du triangle sphérique psb (Fig. 5.14), on va utiliser la formule sinus cotangente
soit sinA.cotgB = cotgb.sinc—cosc.cosA. On prend A= p,B = b,C = s, on obtient:

sinl.cotga = cotg (g - (po.) sin (g - (p) - cos(g —(p) .COSA =

sind.cotga =tgyy.cosp — sing.cosl =
sinA

.cot, =t —tg. A
cosp COBY= L8P0~ t8p-cOs
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Figure 5.12 | Images des méridiens et des paralleles (le méridien central a pour longitude A = 90° Ouest).

Anglep=A b
Angleb = a = 27-Az s
Coté bp =n/2-¢

Coté sp =/2-,

Az = azimut direction bs

Figure 5.13 | Le triangle sphérique psb
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Revenons aux équations de la représentation plane de Littrow (X = sinA.chL,Y = cosA.shL).

. . . _ (p L _
On va exprimer chL et shL en fonction de (plet A. On sait qtie L=_Logtg (2—’ + 5) —=e =
b4 +1 -1
tg(— + f)' Posons ¢ = tgf, par suite e’ = —— = el = ——. Ce qui donne:
4 2 2 1-¢ 1+¢

1+t 1-t _1+1°

2chL=el+e L=

= + =2. = 1+2=1+1g%/2) =
1-¢t 1+t 1-12 § i)

cos2(pl2)’
l—f2=1— sin?(p/2) _ cos?(pl2) — sin®(p/2) _ cos2(pl2) __cosp
cos2(p/2) cos2(p/2) cos2(pl2)  cos?(@l2)
1 (12 1 1
2chL=2— Los s, = chL=
cos=(pl2) cosp cosp cos
De méme, on a:
1+t 1-t¢ a4t 4t 12). 202
2shL=el—e L= _ - — 2shL= g(p/2).cos (¢ ),
1-¢t 1+t 1-¢2 cosp
4si /2 /2 ]
oshL = sin(p/2)cos(p/2) _,Sing g0
cosyp cosp

sinAk

Ainsi, les coordonnées (X, Y) deviennent: X = , Y = cosAtge. Alors 'image du
('

cos
point b s’écrit:
Xcotga=tgpo—-Y

Limage plane de la courbe décrite par b est une droite.
Correction 53.
Soit I'application F(u, v) : R2 — R3\(0,0, 1) définie par:

2u
X=————F+r——
uz+1v2+1

2v
M(u,v) = F(u, =—
0] (u,v) (u, v) 4 y u2+v2+1
T |

ST
1. La forme fondamentale est ds? = dx? + dy? + dz*. Le calcul de dx, dy et dz donne:

2du 2uQudu+2vdv)  2(—u®+v*+1)du—4uvdv

D= 2l @ r ) W2+ 02+ 1)2
dy= —duvdu+2Ww? - v*+1)dv
(u? +v2+1)>2
dze 2udu+vdv) 2’ +v*-1)(udu+vdv) _4(udu+vdv)

uz+v2+1 (U2 +v2 +1)2 W2+ 2+ 1)2
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Ce qui donne:

5 2(=u?+ v2+1)du-4uvdv)? + [—4uvdu + 2(u® — v? + 1)dv)? + [4(udu + vdv))?

d
s (W +v2+1)4
W2 + 2+ 1)2(du? + dv?) 1
2 _ _ 2 2
:ds = (u2+v2+1)4 —(u2+v2+1)2(du +dl/)

2.0na:
P+ Y+ 2@+ P+ 1) = 4wt + 40+ P+ P - )P = (P P+ )P = P+ P+ =

Donc OM (u, v) appartient a la sphere S? d’équation x? + y* +z3 = 1.

. . 1+z .
3. De la coordonnée z, on calcule 1 + v? ce qui donne u? + v* = T On obtient donc:

4. Soitle point N(0,0,1) de S$2, les composantes du vecteur NM = (x, y,z—1) T L'équation
de la droite passant par N et de direction N M sous forme paramétrique:

X=0+tx=1tx
Y=0+ty=ty
Z=1+1t(z-1)
1 , X
Comme Z=0=t = 12 Les coordonnées planes de p(X,Y) sont: X = 1 ,Y =
-z -z
y
1-z

5. Soit o I'application R3\(0,0,1) — R?: (x, 12— (X,Y)=(X(x,y,2,Y(x,¥2). 0 est
définieparo(x,y,2) = (X,Y) = (sz, ﬁ) Calculons (oo F)(u, v), F(u,v) = (x,,2) " ol1
z# 1. Eneffetsiz=1= —1=+1 d’ol1la contradiction. Donc on peut calculer o (F(u, v))
ce qui donne:

o(F(u,v) = ( ol =)= = (@ Pw,v) =0 (F,v) = 1) =

1-z'1-2z
go(F(u,v)=I(u,v) = cgoF=1=—=cg=F!

Correction 54.

Soit un ellipsoide de révolution E(a, e) avec a et e respectivement le demi-grand axe de
I'ellipsoide de révolution et e la premiére excentricité. Soit S? une sphere de rayon R. On
veut étudier le passage suivant:

p(@, A) de I'ellipsoide E = P(y, A) de la sphere S2
s . . . as
1. Le module linéaire m de cette représentation est donné par m = s avec:
s

ds?

ellipsoide = ds® = p*dg* + N*cos’pd)?, dS?

a2 27,2 P22 2
sphére_ds =R°dy“ + R°cos“ywdA
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p, N les deux rayons de courbure pricipaux de I'ellipsoide. m? devient:

. dS* R*dy®+R*cos’ydA? o \/del//2+R200521//d/\2

A T p%d@? + N2cos?pdA? p2d@? + N2cos?pdA?
2. On pose:
z=%+il, Z=L+iA
avec: .
o) Saork sl

Z est la latitude isométrique de l'ellipsoide de révolution et L la latitude de Mercator.
Une transformation conforme entre E et S est donnée par Z = f(z) ol1 f est une fonction
analytique. On propose le cas le plus simple a savoir:
Z=L+iN=az+Pf=(1+ic)(L+iV)+b +ib, =
L= —cA+b;, A=ciA+c+b
3. On veut que I'image du méridien origine A = 0 soit le méridien origine de la sphere
A =0, caimplique: A=0=c; x0+ 2L +by = ¢, =by =0= A = f(A) = c; A. Par suite,

L=c & —cA+b =cZ+b =g(&), cest-dire que la repésentation transforme les
paralléles de I'ellipsoide (¢ = cte) en paralléles de la sphere (y = cte).

4. On rappelle les relations entre les différentielles des variables:

dp= P -
Ncose cosy

Différentions les relations L = cZ + b et A = cA, ce qui donne:

dL=cd¥, dA=cdA

pdy
dy = dL=c. a< dy =c.
W =cosy c.cosy = dy ccoszCOS(p:
dy c.p.cosy
dp  Ncosp

Calculons m?.

2 R%dy? + R?cos®wd A\? B R%cos®y(dL? +dA?)
"~ p2d@? + N2cos2pdA? ~ N2cos2p(d L2 +dA?)

ordL=cd¥ et dA = c), m? devient:

»  Ricos?y(cPd?+c*dA*)  *R*cos*y(dL?*+dA*)  c*R*cos’y
T N2cos2p(d£?2+dA%)  N2cos?p(d%%+dA%2)  N2cosie
Rcosy

¢ Ncosg
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Calculons d’abord la dérivée premiere de m par rapport a la variable ¢.

_ dy _ cRszm//' c.p.cosy L Psine

de Ncosp dep N?cos? Ncosp = Ncos Ncosg
dm _ " psing mcpsiny  mp

deg Ncosy Ncosp a Ncosy

dm _ cRsiny dy  cRcosy (psing) = -
¢ -

(sing —c.siny) =

Le calcul de la dérivée seconde de m donne:

d’m dm 0 . . d . .
dg? = d_(p Ncosg (sing—c.siny) + m% (Ncosq)) (sing—c.siny)
+ (cosqo - c.cosu/d—w) =
Ncosp do
d*m _dm_p . . d . .
dg? = d_(p Ncosg (sing—c.siny) + m% (Ncosqo) (sing—c.siny)
cpcos
+ Necosp (COS(p - c.coswlsc—osl/)
Les conditions demandées sont successivement:
o=t (220 (52,
, do Jle=g ' dg? )lp=p,
D’ou:
1- m(gpo) =1 = cRcosyy = Nycosgy. )
2-m/(pg) =0 = singy—csinyyg=0=c= m.
sinyo )
R cpcos 1 o 1 t 0
3-m"(py) =0= cosw—c.cosw—]\icosz =0= ooy, = ]lif_o o520 = Signzw(po =

1-¢? . _, 1-e2
cos2@o(1 - e?sin?¢g) gVo=t&Po 1-e%sin2¢q’

Cette derniere relation définit 1 une fois on a choisi ¢g.

sin
5.0n atrouvé c = — Zjo . Delarelation L = cZ + b, on obtient la valeur numérique de b
sinyy
i singo
soith=1L - < .
(wo) P, (o)

Nocos Nocosggsin t 1-e?
De m(gpg) = 1 = R = $o _ o Po wo:Nog%:No S S S
c.cosyg singocosyg tgpo 1-e?sin2gq
avl-e?

R = —————. Cette derniere équation donne la relation qui lie le rayon de la sphére
1-e2sin2¢pg
R avec le demi-grand axe a de I'ellipsoide de révolution.

6. Calculons I'expression du développement limité de mi (@) de part et d’autre du parallele
o al’ordre 3. 1l s’écrit:

— 2 2 _ 3 3
dm 1. @90 (d m)‘ Le—90) (dm
P=¢Po

=1 4
d(ﬂ)‘wztpo 2 dg? 6 d¢3)‘w:¢o+0(((p ®0)”)

m(yp) = 1+(<.0—<Po)(
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On peut écrire la dérivée d’ordre 3 de m comme suit:

d*m mp? d (Ncos’p

deg3 =A@+ Necopdp\ p cos’y |, avec Ap) =0

N 2
€O%% _ 2costy = B(g) =

Posons B(p) = (coszqo - (e2/4)sin22<p) - 6260821//.

1-e2

Calculons d—B, d’ ot
de

dB _ —sin2p(1+ 626052([))

—sin2¢(l+e*cos2g) 2c3pcostysi
v —sin2@(l+e°cos2yp) N c’pcos“ysiny N

d
+2ccosysiny —— =
do 1-e? v wd(p 1-¢? Ncosg
dB  —sin2¢(l+e*cos2¢p) L2(1— ) sindpq cos’ysiny
_ = — e
do 1-¢? sindyg cosp(l — e?sin?¢)
(d_B)) _ —sin2po(1+ e%cos2¢) v2l-e?) Sl:n3(p0 coszu/osin.w() _
de lp=¢, 1-¢2 sindyg cos@o(1 — e2sin?¢g)
do lp=¢, 1-¢2 tg%ypo 1—e2sin¢q
dB —sin2¢o(1+ e*cos2 4€°si 3
(9B, =il o) gy, ATSIOOCOT 0
do Jle=p, 1-¢e? 1-e?
Enfin, on arrive au terme d>m/d¢® avec ¢ = ¢ soit:
(d3m)| 0 —4e’singocos’py  4e*(1—e?)singocospg
dp3 Jlp=p, Nozcosz(po ' 1-e? - (1 - e?sin?gg)?

On obtient donc:

2e?(1 — e?)singycospg
3(1 — e2sin?¢pg)?

m(p)=1- (@ —90)* + 0l — po)*)
7. On fait intervenir la deuxiéme excentricité e/, avec e = e'?/(1 + €/?), 1 — e’sin’¢p =
(1+e?cos®p)/ (1 +e'?). Lexpression de m(¢) devient:

2e"?singycospg

3+ eoodpeE ¥~ 00+ ol =0

m(p)=1-
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S B B”AB=G, gisement
B’AB=Dv
SAB’=Azimut de AB

SAB”=Y, Convergence
du méridien

[A=Ao]

Figure 5.14 | Calcul du gisement de la direction AB

5.6.2. LA REPRESENTATION LAMBERT

Correction 55.
En un point A de coordonnées géodésiques ¢ =40.9193gr et 1 =11.9656 gr a 'Est de
Greenwich, on vise un point B.

1. Lalatitude du point A est supérieure a 40 gr = ¢ latitude du parallele origine de la
représentation plane Lambert-Nord Tunisie, donc le point A se trouve dans la zone du
Lambert-Nord Tunisie. Les formules donnant les coordonnées planes (X, Y) en Lambert-
Nord Tunisie sont comme suit:

X =500000.00m + kRsinQ) = Xo + kRsinQ
Y =300000.00 m + k(Rg — RcosQ)) = Yy + k(Ry — RcosQ), avec:
Q=QW) =A-Ap)singgy, R=R(p) = Ryexp(—(L— Lo)singg), Ry = Nocotgyy,
< Ng:a(l—ezsinz(po)‘”2
L=L(g) = Logt (z+£)—EL0 L¥esing ;o Lo
THPI=ROsIE )T 1-esing’ ° %o
a=6378249.20 m, e?=0.00680348 77, kn =0.999625544.

Les calculs donnent:

e 1+ esind0
Lo=L(40.0gr) = Logtg(50gr4+20gr)— ELogm =0.672225886658
L =0.627382113620, Ry = 8947643839 m = R =9186826.157 m

X =500000.00 m + k,, RsinQ =500000.00 + 81871.47 =581871.47m
Y =300000.00 m + k;,(Rp — RcosQ) =300000.00 —239727.80 = 60272.20 m

2. Le gisement G de la direction AB (voir Fig. 5.15) est donné par:

G=Azg—y+Dv =55.7631-(A—Ap)singo+Dv = 55.7631-0.567565+0.0001 52 = 55.1956 87 g r
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3. La distance AB réduite au plan est:
D, =D,.(1-9x 10_5) =5421.32x0.99991 =5420.83 m

Correction 56.
1. D’apres les coordonnées de deux points A et B, on trouve la distance D, = AB =

5427.380 m. On obtient la distance sur Iellipsoide D, = Dp (1 —8 x 107%) = 5426.946 m.

La correction du passage de D, ala distance corde Dy est négligeable (0.1 mm), on prend
Dy = D, =5426.946 m. Pour calculer la distance suivant la pente, on utilise la formule
rigoureuse:

D3, DD AH?

fr—— p= o  ———

H H 2
R R

D():Dp +

H H
1+—A)(1+—B)
R R

Or AH =200 m, on obtient numériquement Dp =5431.565 m.

Correction 57.
On a mesuré une distance suivant la pente Dp = 20130.858 m entre deux points A et B
avec H4 =235.07m, Hp = 507.75m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.

1. On calcule Dy en utilisant la formule rigoureuse (voir ci-dessus), on obtient Dy =
D3
20127.839 m. Calculons la correction Cy telle que D, = Dy + C4 avec Cy = 24; =0.008m,

5=
d’ou D, =20127.847 m.

2. On obtient D, = m.D, =20124.835 m.

3. Les coordonnées géodésiques du point A sont : A = 10.72453 gr, ¢ = 41.44903 gr.

Par des observations astronomiques, on a déterminé les coordonnées astronomiques
Aa=10.72574 gr et ¢, = 41.45052 gr du point A et 'azimut astronomique de la direction
AB soit Aza =89.68499 gr. Lazimut géodésique de la direction AB obtenu par I'azimut
astronomique est :

LEquation de Laplace: Azg = Aza+ (A—Ay).singp =89.68499 —0.00073 = 89.68426 gr
4. Le gisement G de la direction AB est donné par la formule :
G=Azg—-y+Dv=Azg—(A—Ag)singo+ Dv
Numériquement, on obtient:
G =89.68426 - (10.72453 — 11.00)sin40 + 0.00188 = 89.84806 gr

5. Les coordonnées Lambert Nord Tunisie de B sont:

Xp=Xa+D;sinG=478022.43+20124.8355in(89.84806) =497891.92m

Yp=Ya+D;cosG=444702.22 +20124.835¢c05(89.84806) =447897.87m
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6. Lazimut de B vers A est tel que:
Azgpa=Gpa+y=G+200gr + (Ap — Ag)singg = 289.84806 — 0.04183 = 289.80623 gr

Correction 58.
On donne deux points A et B dont les coordonnées géodésiques dans le systeme géodé-
sique Tunisien sont:

¢ =40.4549830 g1 @' =40.3385665gr
A{ 1=959542429gr  B{ A'=9.45483610gr
h=742.40m K =987.00m

On a mesuré la distance Dp suivant la pente entre A et B soit Dp = 16259.249 m.

1. Calculons la distance corde Dy par la formule rigoureuse, Ah = 244.60 m, on trouve:

=16255.205m

3

D
La correction C4 = 24; =+0.004 m,d’ ot1 D, = Dy + C4 =16255.209 m

5 =

2. L'expression du module linéaire m de la représentation plane Lambert Nord Tuni-

knsingoR
sie est donnée par la formule m(¢p) = M, avec R = Ryexp(—(L— Lo)sinegy) et
N(p)cosp
Ro = Nocotgpo, po=40gr.

_ 1
3. Le module linéaire moyen des modules linéaires calculés en A et B est m = 3 (ma+mp).

Le calcul donne:

l(knsin(poR((p) knsinwoR(w’))

m=—
2\ N(p)cosy N(p')cosg'

1 e—LAsimpO eLosimpo e—LBsin(po eLosimpo
m= E.knsin(poNocotg(po( )

kn.cosgpgelosingo (e‘LASi”‘pO V1-eZsinep . e Lssingo, /1 — ezsinz(p’)

+
Nacosp Ngcosg'

m:
2y/1—-e%sin?¢q cosp cosy’
Onrappelle que L4 = L(¢), Lg = L(¢') et Ly = L(¢g) = L(408") avec L = L(¢p) = Logtg % + % -
1+esi
izLong,m'b. On obtient:
2 1-esing

Ly=0.670273351, L,=0.679091112831, Lp=0.676830474
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Numériquement on obtient:
m =0.600313287362 x (0.832607761877 +0.832598294091) = 0.99964532

4. La distance réduite au plan de la représentation plane Lambert Nord Tunisie est
D, =0.99964532.D, = 0.99964532 x 16255.209 = 16249.444 m.

5. Le gisement G de la direction ABvaut G = Azg—y = Azg—(A—Ag)singoavec 1o =11gr.
Ce qui donne:
G =249.310168 +0.825589 = 250.135757 gr

6a. Calculons (X, Y) les coordonnées Lambert Nord Tunisie du point A. Les formules
sont ci-dessous:

X =500000.00m + kRsinQ = Xo+ kRsinQ
Y =300000.00m + k(Ry — RcosQ) = Yy + k(Ry — RcosQ), avec:
Q=Q) =(A-Ag)singy, R=R(p) = Ryexp(—(L— Lo)singo), Ry = Nocotgpo,
{ Np=aQ-e*sinp)~'?
L=L(p) = Logtg(z + f) PP LUl
4 2/ 2 1-esing
a=6378249.20m, % =0.0068034877, kn =0.999625544.

Les calculs donnent:

e 1+ esin40
Lo=L(40.0gr) = Logrg(50gr4+20gr)— ELogl—,40 =0.670273350194
—esin
L=0.679091112831, Ry =8789242.725 m = R = 8743806.361 m

1 Q=-0.82558888gr
X =500000.00 m + kRsinQ = 500000.00 — 113346.84 = 386653.16 m
Y =300000.00 m + k(Ro — RcosQ) = 300000.00 + 46 154.32 = 346 154.32 m

6b. Les coordonnées Lambert Nord Tunisie (X', Y') du point B a partir de celles de A sont
obtenues comme suit:

X' = X+ D,sinG =386653.16 + 16249.444sin(250.135757) = 375138.59 m

Y' =Y +D;cosG=346154.32 +16249.444c0s(250.135757) = 334688.76 m
7a. Calcul direct des coordonnées (X", Y") de B a partir de (¢', 1'). Les calculs donnent:

Lyp=0.670273350194, R, =8789242.725m

L' =0.676830473905, = R’ =8755432.348 m

Q' = = Ag)singy = —0.90822455gr

X" =500000.00m + kR'sinQ' =500000.00 — 124857.13 =375142.87 m

Y" =300000.00 m + k(Ry — R’ cosQ’) =300000.00 + 34 688.36 = 334688.36 m

7b. La comparaison des 2 calculs donne les écarts suivants:
6X=X"-X'=428m, §Y=Y"-Y' =-040m

Ces écarts sont diis certainement aux mesures des distances et de 'adoption du gisement
a partir d'un azimut géodésique o1 on a négligé la correction de la corde.
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5.6.3. LA REPRESENTATION PLANE UTM

Correction 59.
Dans cet exercice, on voudrait justifier 'arrét a 'ordre 8 de 'expression de Y (UT M) en
fonction de A. On donne: ¢ = 40.00 g7 et a = 6378249.20 m, e*> = 0.0068034877.

1. Calcul des %onstantes:

e
-e2= = 0.0068500922,

-n? = e?cos®p = 0.004483 4436,
-2 =tg%p = 0.5278640450,
- N(p) = a(l - e*sin*p)~1'? = 6385758.629 m.

2. Calculons le coefficient ag:

_ Ncos”gsing

20320 16561 t* +537t* +9679n% — 232781°n* + 9244n"* +

ag

358¢1n% —197881%nh)
D’oli:

ag =21.1161225038.(165—32.199706 7450 + 149.629921 6520 + 46.792 506 044
—55.0908478386 +0.1858161077 +0.4472382097 — 0.2099652410) —
ag = 211161225038 x 274.5549621888 =5 797.5362156

T
3.Ondonne A =1.23546 gr =1.23546 x 200 rd =0.0194065602 rd, d’oli:

ag. A% =5797.5362156x0.0194065602% = 1,1663583379608746088286561960847x 10~ mm

On peut conclure que le terme agA® est trés négligeable. On s’arréte donc a I'ordre 7 dans
le calcul des coordonnées UTM.

Correction 60.
1. Calculons les constantes N, ay, az, as, g(¢):

N =a(l-e?sin*p)~"? = 6386059.045 m
a; = N(¢).cosp =5111689.850m

a
a = ?l.sin(p =1531988.877 m

2
acos—g 2 2 2
az=———(1-tg°p+e“.cos”y) =545853.848 x 0.4436262703 = 242155.107m

g(p) = a(l - e?)(1.0051353.¢ — 0.00257315in2¢) = 6334 854.860 x 0.643590523 =

g(p) =4077052.552 m

200\ 7w
A=2Ap=[11.9656 -9 x — | .— =0.030875572rd
180/ 200

(A—Ag)%, =0.000953301 (A —Ao)%, =0.000029434
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D’ot le calcul des coordonnées:

X =a1.(A—Ag) + as.(A—19)% =5111689.850 x 0.030875572 + 242 155.107 x 0.000029434 =
X =157833.476 =157 833.48 m
Y=glp)+a.(A—- M0)? =4077052.552 + 1531988.877 x 0.000029434 =
Y =4078512.998m =~ 4078512.97 m

On retrouve aux erreurs (3cm) pres les coordonnées proposées du point A.
2. Soit le point B de coordonnées (X' = 160595.98 m; Y' = 4078564.53 m). Sachant que

B est situé sur le méme parallele que A, il s’ensuit ¢ = @4 = ¢. De I'expression de
I'ordonnée Yz du point B, on al’équation:

Y —
YB:g((p)+a2.(/1’—/10)2:)L’=)L0+ Ba—g((p):
\/ 2
, 4078564.53 -4077052.552 200
A'=10gr+ x — =10+1.99998 =11.99998¢gr
1531988.877 b4

3. Calcul du gisement G et la distance AB:

X'-X 2762.50
Y'-Y 5156
G=98.811934gr, D=+v/(X'-X)2+(Y' - Y)2=2762.981m

X'—-X=276250m, Y'-Y=5156m=tgG= =53,578355 =

4-5. Calculons les convergences des méridiens aux points A et B. 1 — A et A’ — 1 sont des
petites valeurs, par suite la convergence des méridiens est donnée par y = (A — Ap) sineg,
d’ou:
Ya=WA—-Ap)sing=1.17819gr
y= A" —Ao)sing =1.1988gr

On obtient les azimuts géodésiques de A — B etde B— A:

Azgap=G+vy4=98.811934+1.17819=99.990124 gr
Azgpa=G+200gr+yp=298.811934+1.1988 = 300.010734 gr

6. En calculantles coordonnées UTM de A et B, on trouve respectivement X4 = 657770.34 m,
Y, =4076891.20 m; Xg =660531.74m, Yg =4076942.76 m.
Le calcul de la distance AB par les coordonnées UTM donne:

D' =+/(660531.74 — 657770.34)2 + (4076 942.76 — 4076 891.20)2 = 2761.881 m

D’oul’estimation de I'erreur relative sur la distance en utilisant les coordonnées tronquées
de'UTM:
AD D'-D 2761.881-2762.981  -1.1

= =-3.98x10"*~4.10"%.m
D D 2762.981 2762.981
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5.7. LES TRANSFORMATIONS DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES
GEODESIQUES

5.7.1. LES TRANSFORMATIONS 2D DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES GEO-
DESIQUES

Correction 61.
On donne le modeéle bidimensionnel suivant concernant la transformation de passage
entre deux systémes géodésiques, définie par:

(Xg) ( -21.662m ) + (0.999988 149 -0.000025 928) (Xl)
= Y,

Y, ~\-627.748m 0.000025928  0.999988149

1. On peut écrire le modeéle ci-dessus sous la forme:

Xg _ Tx n a -b Xl
Y, - Ty b al’ )4
qui donne les deux équations:

Xo=Ty+aX;—b1h
Y, = Ty+bX1 +aY;
Posons :
Z=X+iYs, z=X1+iY], a=Ty+iTy, P=a+ib
Sous forme de nombres complexes, on obtient 'équation :
Xo+iYo =Ty +iTy+aX, —-bY1 +ibXi +iaY1 =a+Xi(a+ib) + Y1(ia—b) =
Z=a+Xip+iVi(a+ib)=a+(Xg+iV)(a+ib)=a+p.z=Z
Le nombre complexe B s’écrit aussi f = a+ ib = p.e’?. La transformation Z devient

Z =a+p.e'¥ z ot a le vecteur translation entre les deux systemes S; et S, p le facteur
d’échelle et 0 'angle de rotation entre les systémes S; et S».

La transformation bidimensionnelle s’écrit est sous la forme:
Z=a+p.z

C’est une fonction conforme ou holomorphe (absence de la variable z conjuguée de z),
elle s’agit donc du modele bidimensionnel de Helmert.

2.De a+ib=p.e?, on obtient p = Va2 + b? = 0.9999 88 le facteur échelle et la rotation

b 0.000025928

0 telle que tgd = — = ———— = 2.592830727636 soit 6 = 0,001651 gr 'angle de
a 0.999988149

rotation entre les deux systemes géodésiques.
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5.7.2. LES TRANSFORMATIONS 3D DE PASSAGE ENTRE LES SYSTEMES GEO-
DESIQUES

Correction 62.
Soient les trois tableaux ci-dessous des coordonnées 3D respectivement dans les
systemes S; et Sy et a transformer dans le systeme S,:

Nom X(m) Y(m) Z(m)

N OOk W N

4300244.860
4277737.502
4276816.431
4315183.431
4285934.717
4217271.349
4292630.700

1062094.681
1115558.251
1081197.897
1135854.241
1110917.314
1193915.699
1079310.256

4574775.629
4582961.996
4591886.356
4542857.520
4576361.689
4618635.464
4579117.105

X(m)

Y(m)

Z(m)

4300245.018
4277737.661
4276816.590
4315183.590
4285934.876
4217271.512
4292630.858

1062094.592
1115558.164
1081197.809
1135854.153
1110917.227
1193915.612
1079310.168

4574775.510
4582961.878
4591886.238
4542857.402
4576361.571
4618635.348
4579116.986

X(m)

Y(m)

Z(m)

4351694.594
4319956.455
4303467.472
4202413.995

1056274.819
1095408.043
1110727.257
1221146.648

4526994.706
4548544.867
4560823.460
4625014.614

1. Je renvoie le lecteur 8 mon document 'LA TRANSFORMATION DE BURSA-WOLF A
SEPT PARAMETRES’ (https://www.vixra.org/pdf/2312.0123v1.pdf), ot il trouve les diffé-
rentes étapes de la résolution du probléme. Ce-ci nécessite une programmation que le
lecteur peut choisir en fonction de ses connaissances en informatique.

2. La transformation des coordonnées 3D des points du troisiéme tableau dans le systeme
S, se fait en utilisant la formule ci-dessous:

Xg TX 1 rz -ry X1
Yo|l=|Ty|+Q+m)|-rz 1 rx |.| 11
Zo Tz ry -rx 1 VA
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ol
- (X0, Y2, Z)T les composantes du vecteur X, dans le systeme S,, I'indice T désigne
transposée;
- (X, Y, 207 1es composantes du vecteur X; dans le systeme Sy;
- T est le vecteur translation de composantes (Tx, Ty, Tz) T entre les systemes 1 et 2;
- 1+ m estle facteur d’échelle entre les 2 systémes;
- R(rx,ry,rz) estlamatrice de rotation 3 x 3 pour passer du systéme 1 au systéme 2.

5.8. NOTIONS SUR LE MOUVEMENT D’UN SATELLITE ARTIFI-
CIEL DE LA TERRE

Correction 63.
1. D’apres la premiere loi de Kepler: les satellites tournent autour de la Terre en suivant des
orbites en forme d’ellipse dont la Terre occupe un des foyers. Exprimons les coordonnées
du satellite dans le plan de I'orbite (voir Fig.5.16) avec :

- O est le centre de la Terre et aussi un foyer de l'ellipse,

- S la position du satellite,

- v’anomalie vraie,

- E=Tangle PO'S, est appelé 'anomalie excentrique,

- I'axe On est perpendiculaire a I'axe O¢.

Dans le repeére O¢n, la position du satellite est donnée par les coordonnées (¢, 7):

OS={ szSc?svz rcqsv avec 1= p _ a(l—e?)
n=0Ssinv=rsinv l1+ecosv 1+ecosv

En faisant intervenir I'anomalie excentrique E, on obtient:

¢=alcosE-e), n=aVv1-e2sinE

Calculons r?:

r? =& +n% = a*(cosE-e)? + a*(1 - e®)sin’E = a*[cos*E — 2ecosE + e* + sin’E — e*(1 — cosE)]
= 12 = a?(1 — 2ecosE+e*~¢* + €*cos*E) = a*(1 — ecosE)*> = r = a(l — ecosE) >0

s . . o n V1-eée’sinE
2. D’apres les équations du mouvement du satellite ci-dessus, on a tgv = E = osE—o
cosE—e

2tg%
On note a = tgv, mais tgv = tg2.(v/2) = 1 £2__ a. Résolvons donc I'équation précé-

— tg212_1
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Figure 5.15 | Le plan de l'orbite du satellite artificiel

v
dente, en posant ¢ = tgz, soit @ + 2t — a = 0. On obtient:

(1-e?)sin®E _ (cos’E —2ecosE +e®) + (1—e?)sin’E

AN=1+a’=1+

(cosE—e)? (cosE —e)?
A cos’E —2ecosE + e* + sin*E— e*(1 - cos’E) _ 1-2ecosE4+e* =% + e°cos’E _ (1—ecosE)?
h (cosE — e)? B (cosE — e)? " (cosE - e)?
, l—ecosE
== AN=—>0
cosE—e
(5.14)
La racine positive #; vaut:
1—-ecosE
4 = tgg _ —1+A _ -t cosE—e _ —cosE+e+1—ecosE _ (1+e)(1-cosE)
2 a V1-e2sinE V1-e2sinE V1-e2sinE
cosE—e
v (1+e)? 2sin®(E/[2) l+e E
n=tg-= T = g
2 (1-e)1+e) 2sin(E/2)cos(E/2) l1-e ©2

Correction 64.

1. Rappels du cours: considérons un satellite de masse m défini par le vecteur OS=r. La
Terre est considérée comme une masse ponctuelle de masse m' située au point O centre

de la Terre (voir Fig.5.17). L'équation du mouvement est donnée par:

avec F la force d’attraction gravitationnelle et G est la constante universelle de gravitation

de valeur égale a (6673 +1) x 10"4m3s2kg~!. On pose:

p=Gm' = (3986005 +0.5) x 108m3s~2
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Figure 5.16 | Le Repéere Céleste

L'équation du mouvement ci-dessus s’écrit:
. r
F=—-pu—
3
On rappelle un résultat du mouvement donné par I'équation ci-dessus dit la 2eme loi

dv
de Kepler, soit C = r? TS C est appelée la constante des aires qu’on aura besoin pour les

calculs. Comme:

Xc+%XC:0
Xc 1
r= Yo =K yc+—3YC:0
r
Zc
ZC"'%ZC:O

D’apres 'exercice précédent, on sait que dans le repere O¢n, la position du satellite est
donnée par les coordonnées (¢,7):

¢ =0Scosv=rcosv

a(l-e? c?
0S={ n=0Ssinv=rsinv avec 1= p = ( ), p=—
(=0 1+ecosv 1+ecosv u
Lobjet de I'exercice actuel est de vérifier que X¢ + %Xc =0sachant que r = L.
r 1+ecosv

Exprimons maintenant les coordonnées (X¢, Y¢, Z¢) du satellite dans le référentiel céleste
XcYcZc (voir Fig.5.17). 1l est nécessaire de faire successivement:
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1. une rotation de —w autour de 'axe O¢,

2. une rotation de —i autour de I'axe OX2,

3. une rotation de —Q autour de 'axe OZ¢.
Les matrices de rotations sont les suivantes:

cosQQ —sinQ 0
R(-Q)=1|sinQ) cosQ2 0

0 0 1
et:
1 0 0
R(-0)=|0 cosi -sini
0 sini cosi
et:
cosw -—sinw 0
R(-w)=|sinw cosw O
0 0 1
D’oit:
Xc ¢
Yo | =R(-Q).R(—1).R(-w) |7
Zc ¢
Ce qui donne apres calculs:
Xc cosQcosw — sinQsinwcosi —cosQsinw — sinQcoswcosi  sinQsinw \ (&
Yo | =|sinQcosw + cosQsinwcosi —sinQsinw + cosQcoswcosi —cosQsini ||
Zc sini.sinw sini.cosw cosi 4

En posant:

Px =cosQcosw— sinQ)sinwcosi
Py =—cosQsinw — sinQcoswcosi
Qx = sinQcosw + cosQsinwcosi

Qy = —sinQsinw + cosQQcoswcosi
On obtient comme { = 0:

Xc=Px¢+Pyn
Yc=Qx¢+Qyn

Zc =¢sini.sinw +nsini.cosw

On s’intéresse a la premiere équation X¢ = Px¢ + Pyn. Les termes Py, Py sont des
constantes, par suite, on obtient:

d*Xc d*¢ da*n
—— =Px—+Py——
a7 X Y
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On va calculer les dérivées premiére et seconde par rapport a la variable temps ¢ des
coordonnées (&,1).

De ¢ = rcosv, on obtient :

dé dr dv dr . C dr sinv
P Ecosv— rsznva = Ecosv— rsznvﬁ = Ecosv—CT =
d*¢  dér . drdv Csinvdr Ccosvdv
W:WCOSU_SUIIUEE*_ r2 E_ " E:)
d’¢  d?r . dr ¢ Csinvdr C3cosv d’r C?
Wzﬁcosv—smva 2 + g 3 =cosv(ﬁ—ﬁ)
Orr=p/(l+esinv) = ﬂ pesiny @ = Crzpesmv = Cesmvh Le calcul de la
dt  (1+ecosv)? dt p2r2
dérivée seconde donne:
d%r _ Cecosv dv _ Cecosv C _ eC?cosv
@y @ p e
d%é d’r C? eczcosv Czcosv ecosv 1
W:cosv(ﬁ—ﬁ):cosv( ) ( p —;)
dzf C?cosv ecosv 1+ ecosv Czcosv
drz~ 12 ( p p ) - pr?

. . .dn dr o . L
De méme pourn=rsinv, on obtient d—z = ESZHU +cosv—, par suite on arrive a:
r

p r

dt? r2 -

d*n _ C*sinv (ecosv 1) _ C%sinv
pr?

Répondons a la question demandée:

A2 Xc
Cm—~_H

-5 X
dr? ¢
dz‘f da: TIA |
Px—2 + Py >_Lx
Yar T ae 3¢
C%cosv Czsinv,_f\ U
—Px 7~ Py - = 3%
pr pr r
. ?
C%rcosv C?rsinv ——
pr pr r

2 ? 2

C C
—W(Pxf+Pyn)/;‘_%XC, Xc=PXf+PY,P=7:>
p p

~3Xc=-13Xc C.Q.ED.
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Correction 65.

1. Une comete décrit autour du Soleil une ellipse d’excentricité e, de demi-grand axe a et
de demi-petit axe b ot le Soleil occupe un des foyers. Léquation de I'orbite de la comete
en coordonnées polaires est donnée par:

_a(l-é?)
" 1+ecosv
. . . a(l-e?)
avec r la distance Soleil- comete. Comme r = ———, on a:
1+ecosv
au périgée, v=0rd =1 = a(l - &) =a(l-e)
perigee, v = 1= 1o )
- . a(l-eé?
-alapogée,v=nrd =12 = B =a(l+e).

2. Onales données suivantes: r; =0.53UAetr, =35.1UAd' oi2a=r;+r, =35.63UA =

a=17.815UA, soit en km, a = 17.815 x 149597870 km = 2665086054.05 km. De r; =

a—r; . X 17.815-0.53
a(l—-e)=e= —Q Numériquement, on obtient e = 17815 =0.970249789503.

21
3. En utilisant la loi des aires et la troisiéme loi de Kepler, on obtient C = T a’V1-e?ce

qui donne :

, Am? 5, ,. 4m?a® a*(1-é?) 4An*a® b?
C=—a“.a(1—-e°)= . = R
T2 T? a T "a

2 > b
C°=p—=—=GM
a a

ou i = G.M avec G, M désignent respectivement la constante de la gravitation universelle
et la masse du Soleil.

dr
4. Dans le plan de 'orbite O¢n, les composantes du vecteur v = — sont:

dt
dr
dt ) (dr)z ) (dv)z
v= =V =|—| +1°.| 5
dv dt dt
r.—
dt

rﬂ—ﬂ@@ ’Otl'
dt  dudvdt’ '

dar 1 dv C Cu?
—_—=——, —_—= — = u
du u?’ dt r?

1 2 2
v? = —.C2u4.(du) + —Z.Czu4 =C? (u2+ (@) )
u u

v? s'écrit:

dv dv
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1+ecosv du —esinv .
De u= ———— = — = ————, on peut écrire:
a(l —e?) dv a(l-e?)
202 2 2
2 o[ e‘sin‘v (1+ecosv) ) C 2
=C + = e“+1+2ecosv) =
(a2(1_62)2 a2(1—62)2 aZ(l_eZ)Z( )
2o C?  (2(1+ecosv) (1-e?) )_ c? (2 1)
Ta(l-e2) | a(l-e?) al-e2)) ad-e)\r a
S ) . , b a*(1-e?) c?
D’apres la question précédente,ona C* = —.G.M = —— GM = ——— =G.M,
a a a(l—e~)
il s’ensuit:
) 2 1
v'=GM.|--—
r o a
5. Al'apogée:
) 2 1\ GM 1-e
r=r=a(l+e)= vy, =GM - = ——
a(l+e) a a l+e
Au périgée,ona:
) 2 1\ GM l+e
r=rnn=a(l-e)=vp=GM - |=——
a(ll—e) a a l-e
L _ l-el—-e 1-e
e rapport v4/vp =1/ . = .
PP ALTP l+e l+e 1+e
6. Numériquement, on obtient:
va l1l—e 1-0.970249789503 0.029750210497
— = = = =0,015099

vp l+e 1+0.970249789503 1.970249789503
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6.1. MODELES LINEAIRES DE COMPENSATION

Correction 66.
1. Le systeme d’équations d’observations est comme suit:

A=143.77160gr + 1,
B =98.39043gr + v
C=57.83858gr + 3

Comme A+B+C = 200.00000gr = C =200.00000— (A+ B). Le systeme ci-dessus
devient:

A=43.77160+ 1,
B =98.39043+ v
—A—-B=-200.0000+57.83858 + v5 = —142.16142 + v3

Les inconnues sont A et B. Léquation des moindres carrés est:

AX=L+V
Avec:
1 0 A 43.77160 n
=10 1], X = (B), <= 98.3904 3 , V= %)
-1 -1 -142.16142 Vs
La matrice des poids est #:
L 0 0
3.12 1 )
W= ) =—.I
0 3 (1) 31270
0 0 —
3.12
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Figure 6.1 | Le triangle ABC

ou I3 est la matrice unité des matrices carrées 3x3. La solution des moindres carrés est:
X =AW ) AT W L

Posons A = dT_.W.d la matrice normale, son inverse est & ! = 3.12(«#T.o#)7L. Le
vecteur solution & = (4T .ot) L. AT L.

Numériquement, on obtient la matrice :

2 1 1(2 -1
T ,_ T ,-1_1
of .d—(l 2)=>(.9¢ ) —3(_1 2)
etle vecteur of T &:
43.77160
e, (1 0 -1 _ (185.93302
o 3_(0 1 -1) 98.39043 | = 240.55185
—142.16142

Par suite, on obtient le vecteur Zx = (A,BT:

7o (A _1(2 ~-1) (185.93302) _(43.77140gr
"(240.55185

=l3]73\1 2 = 98.39023gr):C:ZOOgr_A_B:57'83837gr

On obtient bien que A+ B+ C =200.00000gr.

Calculons le vecteur des résidus:

vy = A-43.77160 = 43.77140 - 43.77160 = —2.0 dmgr
v, = B—98.39043 = 98.39023 — 98.3904 3 = —2.0, dmgr
v3 =142.16142—~ A— B =142.16142 —43.77140 — 98.39023 = —2.1 dmgr
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La variance unitaire o3 vaut:

=3 2 =3 2
ol = Lioipiv; _ Loy - 093
3-2 3.12

2. On passe au calcul des longueurs compensées des cotés a, b, c du triangle ABC par la
méthode des équations d’observations. On écrit:

da=v,
db= U2,
Pour calculer dc, on utilise les angles compensés déterminés en question 1, on a:
p*+é-a* .
- Arccos————=A,
b¢
E+rat-bn
- Arccos——— =B,
2¢a
2,2 2
- Arccos——— =
) 2ab ) )
On fait un développement au premier ordre de ces équations aux valeurs mesurées de
dx
a, b, ¢, les angles sont des constantes. On rappelle que si y = Arccosx = dy = — .
V1-—x2
Je détaille les calculs pour la premiére équation ci-dessus, on obtient: _
1 [bdb+cdc-ada (b*+c?-a?) 2yct-a® .
- - - (cdb+bdc)| + Arccos——— - A=vy =
sinA bc 2b%c? ) 2bc A
ada db v’ +c?-a? dc b +c?-a®) . v’ +c?-a?
— - — |1+ 5 -— 1+ 3 =A—-Arccos————— + vy4
bcsinA  csinA 2b bsinA 2c 2bc
Les deux autres équations sont:
da 2 +a*-b? bdb dc +at-b*\ . c®+a®-b?
-—— |1+ 5 + — - —(1+ 5 =B-Arccos—— +vp
csinB 2a acsinB asinB 2c 2ac
da a’+b*-c? db a’+b?-c? cdc i a’+b>-c?
-—— |1+ 5 -— |1+ 5 + — =C—-Arccos————+ ¢
bsinC 2a asinC 2b absinC 2ab
Pour faciliter les calculs, posons:
Lici_a b>+c2-a?
=A-Arccos—————
’ 2 28
. c“+a—-b
Lg=B—-Arccos——
2ac
[eCea a’+ b* - c?
=C—-Arccos—————
c 2ab

Les termes L; sont en radians. On obtient les équations d’observations des moindes
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carrés avec les résidus:

da=1
db= V2
ada db b2 +c%—a? dc b? +c%—a?
— — — 1+ > - — (1 + > =Las+vy
bcsinA  csinA 2b bsinA 2c
da 2+ a?-b? bdb dc 2+ a? - b?
-—— |1+ > + — — — 1+ > =Lp+vp
csinB 2a acsinB asinB 2¢
da a+b*-c? db a?+b*-c? cdc
-—— |1+ 3 -— |1+ 5 + —=Lc+1vc
bsinC 2a asinC 2b absinC
Qu’on écrit sous forme matricielle:
AX=L+V
ol
- at; la matrice des coefficients,
- & le vecteur des inconnues (les corrections da, db, dc),
- % le vecteur des observations, £ = (0,0, L 4, Lg, LC)T,
- ¥ le vecteur des résidues, ¥ = (v1, v, U, Vg, ve) T,
- &2 la matrice des poids.
avec:
1 0 0
0 1 0
a 1 (1+ b2+02—a2) 1 p+c-a®
o = besinA csinA 2b? bsinA 2¢?
__ 1 ( i c+a*-b? b__ N N +a’-b?
csinB s 2a22 s acsin32 ), s asinB 2c2
1 a‘+b—c 1 a‘+b°—c c
bsinC (1 + 2a? asinC (1 + 2b? ) absinC

La solution des moindres carrés est donnée par:
ATPANE =AT P L =X = (AT PA) AT 2L
Numériquement, on obtient: -

1 0 0
0 1 0
o/ =| 000241 —0.00611 -0.00593|, £ =(0,0,La,Lg Lc)"
—0.00249  0.00380 —0.00156
-0.00475 —0.00410  0.00300

Calculons les 3 derniéres composantes L 4;:

. > +c?—a? . . Y -6
La=A- Arccos >h =438".77140-438".77199=-5".9=-9.2677 x 10" °rd
c?+ azc— b?
. r r " -6
Lg=B- Arccosz— =9887.39023-9887.38944 = +7".9=12.4093 x 10"°rd
ac
a?+b*-c?

Lc=C—- Arccos =5787.83837 —5787.83861 = —2".4 = —3.7699 x 10 °rd

2ab
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On arrive a:
0 0
0 0
¥ =] -9.2677x107% | =107%| —-9.2677
+12.4093 x 1076 +12.4093
—3.7699 x 1076 —-3.7699

1 0 0.00241 -0.00249 -0.00475
ZT=10 1 -0.00611 0.00380 —0.00410
0 0 -0.00593 -0.00156 0.00300

La matrice de poids &2 avec les unités m=2, rd2:

4x.10* 0 0 0 0
0 104 o0 0 0
1012
P = 0 gz O 0
' 10'2
0 0 4.872 0
0 0o 105
4.872
Calculons «#T.22. %, on obtient:
4
4x.10 04 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0
12
?.2=10% 0 85 0 0 |.|-9.2677 |=10°|-0.39076
0 0 loF o ||+124093 0.52323
0 0 1012 —3.7699 —-0.15895
4.872
D’ou
0
1 0 0.00241 -0.00249 -0.00475 0 —1489.5618
AT ». =100 1 -0.00611 0.00380 —0.00410].[-0.39076|=[+5027.5126
0 0 -0.00593 -0.00156 0.00300 0.52323 —1024.1180
—-0.15895
Pour obtenir la matrice normale N = «¢ 7.9 .o, calculons &.<f ;
4
4x.10 04 0 0 0 1 0 0
0 10 1(?12 0 0 0 1 0
PAd=| 0 1872 012 0 0.00241 —0.00611 -0.00593 | =
0 0 25 0 -0.00249  0.00380 —0.00156
0 0 0 102 | \-0.00475 —0.00410  0.00300
4.87
0.4 0 0
0 0.1 0

P.of =10°| 1016.1530 —2576.2220 —2500.3268
—1049.8843 1602.2330  —657.7588
-2002.7913 -1728.7251 1264.9208
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D’ot1 la matrice normale A = o/ 7.2 .of, soit:

0.4 0 0
1 0 0.00241 -0.00249 -0.00475 0 0.1 0
A=10°[0 1 -0.00611 0.00380 —0.00410].| 1016.1530 —2576.2220 —2500.3268 | =
0 0 -0.00593 -0.00156 0.00300 —1049.8843 1602.2330  —657.7588

-2002.7913 -1728.7251 1264.9208

14.9017 -1.9868 —10.3963
N =10°[ -1.9868 29.0170 7.5913
-10.3963  7.5913 19.6478

Le calcul de l'inverse de la matrice normle 4 ! donne:

0.1082 —-0.0084 0.0605
N 71=107°(-0.0084 0.0390 —0.0195
0.0605 —-0.0195 0.0905

Par suite, on obtient le vecteur des inconnues x = (da,db,dc)T:

0.1082 —0.0084 0.0605 —1489.5618 —265.36
X =N1lgT . ¥=10"°)-0.0084 0.0390 -0.0195]|.| 5027.5126 |=10"5| 228.56 |=>
0.0605 —0.0195 0.0905 —1024.1180 —280.84
da —0.003m
Z=|db|=| 0.002m
dc —0.003m

Les valeurs des cotés compensés:

@ =333.841-0.003 = 333.838 m; b = 525.847+0.002 = 525.849 m; ¢ = 414.815—0.003 = 414.812m

Calculons le vecteur des résidus ¥ = «#.% — %, ce qui donne:

1 0 0 0
0 1 0 -0.003m 0
¥ =] 0.00241 -0.00611 —0.00593 (.| 0.002m |-1076| —-9.2677 | =
—0.00249 0.00380 —0.00156| \-0.003m +12.4093
—0.00475 —0.00410 0.00300 —3.7699
-0.003 0 -0.003
0.002 0 0.002
V=] -166x107% [-| -9.27x1076 | =|7.61x107
+19.75x 1076 +12.41x1076 7.34%x 1076
—2.95%x 1076 —3.77x1076 0.82x 1076

i=5
Douv .2y = Z pi v? ce qui donne numériquement:
i=1
1
4.872

VTPV =36x102+4x107%+ (7.61%2 +7.34% + 0.82%) = 5.142
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C
X
A
B
Figure 6.2 | La polygonale observée
On obtient donc la variance unitaire 03:
i=5 )
piv;
) ,:Zl " 5142
002—2—22.571
5-3 2

Correction 67.

1. En nivellement de précision, on calcule la fermeture f d'un cheminement altimétrique
de précision d'une longueur L entre le repére de départ et celui de I'arrivée. On compare
f avec la tolérance s par kilometre fournie par 'appareil utilisée, soit f — sv/L. Donc sv/L
est 'erreur moyenne quadratique o acceptable du cheminement observé. Or le poids de

1
I'observation entre deux repéres d’une longueur L est donné par — = I On obtient la
g% s
réponse ala question 1. en supposant I'égalité des portées et que les observations sont

non corrélées.

2. La polygonale ABCD est représentée par (Fig. 6.2). On va considérer les altitudes
comme inconnues, on va garder la méme notation pour les altitudes compensées. Dé-
taillons la premiere équation d’observations qui concerne Hc — Hq = 1.878 m, soit:

Hc=Hy+1.878+v; = Hc=3.048+1.878=4.926+v; = | Hc =4.926+ 1,
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On obtient les équations d’observations comme suit:

Hc=4.926+v;
Hp =6.879+ v,
—Hc+Hp=1.954+ 13
Hp =3.380+ vy
—Hpg+ Hp =3.530+ v5
—Hp+ Hc =1.545+ vg

Ecrites sous forme matricielle A.X = L+ V, avec X = (Hg, Hc, Hp)T, on obtient :

0 1 0 4926\ ([
o o0 1| 6.879| |v»
0 -1 1 HB _|1os4], | s
1 o ol HC ~ (3380 " | va
-1 0 1 b 3530 |us
-1 1 0 1.545) \vg

Les observations sont non corrélées, par suite la matrice de poids W = (w; ;) est diagonale.
-1 __1. -1 __2 Ari .
Ona wy = 4 = g7 W22 = 335 = §4a- On peut écrire que :

1 0000 0
020000
1 /002000
6440 0 0 1 0 0
000020
00000 1

Comme la solution des moindres est (AT.W.A)X = AT.W.L, on peut faire disparaitre le
coefficient 1/(6.44), la matrice de poids devient:

1 0 0 0 0 O

0 2 0 0 0 O

0O 0 2 0 0 O

W= 0 0 0 1 0 O

0 0 0 0 2 O

0 0 0 0 0 1

On a les éléments restants AT et L:
4.926
00 0 1 1 a0
AT=11 0 -1 o 1|, L=|.

0 1 1 0 1 3.380
3.530

1.545
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Calculons AT.W.L:

4.926
00 0 1 -1 -1 ;fcf'ggz ~5.225
AtwrL=[1 0 -1 0 0o 1] 3380 |=| 2983
0 1 1 0 1 2%3.530 24.726
1.545
Calculons AT. W, d’otx:
1 0 0 0 0 O
0001—1—1832882 o0 o0 1 -2 -1
ATW:IO—IOO1.000100:10—2001
0 1 1 0 1 0 0000 2 0 o 2 2 0 2
0O 0 0 0 0 1
On arrive a la matrice normale N = AT.W.A ce qui donne:
0 1 O
0001—2—18_0114—1—2
N=|1 0 -2 0 0 1 100:—14—2
o 2 2 0 2 0 1 0 1 -2 -2 6
-1 1 O
Le calcul de N~! donne le résultat suivant:
0.4 0.2 0.2
N'=[02 04 02
0.2 0.2 0.3

On obtient le vecteur des inconnues X = (Hg, He, Hp) T

04 0.2 0.2\ [-5.225 3.368m Hp
X=N'AT.w.L=]02 04 o02]|.[ 2563 |=|4925m|=|Hc
0.2 0.2 03) \24.726 6.885m Hp

Les altitudes compensées des reperes B,C,D sont respectivement 3.368 m,4.925m et
6.885 m. Calculons le vecteur résidu V.= A.X — L:

0 1 0 4.926) (-0.001\ (v
0 0 1 6.879| | 0.006 vy

N S i‘ggg _|1954| _| 0.006 | _|vs
Tlro0 0|\ ag] 33807 [-0.012| 7 v
-1 0 1| 3530 |-0.013]| |us

-1 1 0 1.545) | 0.012 Ve
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ZiZG 3 U2
. . . 5 i1 Pily
Calculons maintenant la variance unitaire o5=———F—:

-6

o5 = (1+72+72+12%+2x 132 +12%) =40 x 107® = 0 = 0.0063 m = 6.3mm

3x6.44

A partir de la matrice N~!, on obtient les écarts-types des altitudes des points B, C et D:
U% = 03 x04=>0p=09V04=4dmm;oc=4mm;op=09v0.3=3.5mm
3. Soit @ = Hp — H¢, d’ott:

O'i =Cov(a,a) = U% +02C —2Cov(Hp,Hc) = 0'%(0.4+0.3 -2x0.2)= 0.30%
= 0, =0.003.5mm

4. La distance entre les reperes C et D vaut 3.22 km. Soit T une estimation de la précision
par km du nivellement effectué, on utilise o, et la précision de 'appareil s = 2mm tels
que:
2 2
o 3.5
=224 L =224+ =780=1=3mm
3.22 3.22

Donc la précision du nivellement effectué est de 3 mm par km.

Correction 68.
Le tableau des observations: 6.1.

t d D
°Centigrade mmHg mmHg
6.0 761.3 762.3
10.0 759.1 759.5
14.0 758.4 758.7
18.0 763.1 763.0

Table 6.1 | Tableau des observations

1. On dispose des données (t;, D;, d;) i = 1,4. On a donc un systeme linéaire a 2 inconnues
(a,7) avec la disposition de 4 équations:

tia+y=D;—d;,i=1,4

soit:
6.0 +y =762.3-761.3
10.0a +y =759.5-759.1
14.0a +y =758.7—-758.4
18.0a +vy =763.0—-763.1
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Pour résoudre ce systéme, on va utiliser la méthode des moindres carrés, les équations
ci-dessus vont étre remplacées par:

tia+y=(D;—-dj)+v;,i=14

ol les v; sont les résidus. La résolution se fait par :

i=4 i=4
min Z vl? =minF(a,y) =min Z(t,-a+y+d,- —D,-)2
i=1 i=1

c’est-a-dire:
OF i=4
— =0 Z ti(tia+y+d;i—D;)=0
a i=1

OF i=4 i=4
—:O:>( )a+4y Z(D —dj)
i=1

Ce qui donne le systéme suivant:

(£ s (£ Erior-a

i=4 i=4
(Z r,-)a+4y= Y (D;-d;)

i=1 i=1
Numériquement, on obtient le systéme sous forme matricielle:
656 48\ (a) (124 . a) N1 12.4) (0.0125 -0.15) (12.4) (-0.085
48 4 )'\y) |16 Y]~ ‘\1.6) {-0.15 205 )°\1.6) | 1.42
= a=-0.085 y=142
On calcule les composantes v; du vecteur résidu V:
vi=tia+y+(d;—Dj)i=1,4

On obtient :

- N

i=4 v
V =(=0.09,0.17,-0.07,-0.0)" = Y v? =0.042 = 0} = 4’ 5 =0021

i=1 -
2. Pour estimer le facteur de la variance unitaire, on doit calculer Z?zl vf. Le calcul donne

v? =0.021. Une estimation de la variance unitaire est donnée par la formule:

M-

i=1

YiEvr 0.042
= 220,021
4-2 2
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4 le nombre des observations, 2 le nombre des inconnues indépendantes ou le degré de
liberté.

3. Pour déterminer la variance et la covariance de a et y, on a besoin de la matrice inverse
N7L

0125 -0.1
N'= (0 0125 -0 5) 5 =05 x0.0125 = 0.0002625, 0 = 0 x 2.05 = 0.04305,

-0.15  2.05
Cov(a,y) = 0% x (=0.15) = -0.021 x 0.15 = —0.00315.

Correction 69.
1. Par définition,on a:

+oo 1 too w?
E(X) Zf xp(x,u,0)dx = f e 202 xdx
oo PROH Varo J-

Faisons un changement de variables:

_x-p

= x=uoV2+pu, dx=0v2du
ovZ g

E(X) devient:

+00 D [too 2 2 +00
EX) = f (uU\/_+,u)o\/_e_” du—'ua\/_ e dus -2 f ue " du
Vano 2710 J-oc0 270 J-oc0
2 +00
La fonction g(u) = ue™™ est une fonction impaire, alors f g(w)du =0. Par suite:
—00
+00o 2 2
E(X) = f = [T g VT
e “ Vil v 2
+00 2 1 ) _(x—p)z
UZ(X)=Var(X)=C0v(X,X)=f (x—wplx,p,o0)dx = (x—we 20?7 dx=
—00 0\/2_7'[ -
2 3 9 [+oo 2 2 p+oo
UZ(X):U—\/_ wte du="2 e " du
oV21 J-co V7T J-o

+00 oy 5
Calculons A= f u’e”" du, la fonction u?e™* est paire, on peut écrire I'intégrale A

sous la forme:

+00 +oo +0o +00 +0o
A=2f uze_uzdu=2f —d(—e‘“z) =f ud(—e‘”z) = [—ue‘”z] +f e du
0 o 2 0 0 0

A:0+g:>02(X) £=02

§|
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(oo}

+0o +0o +00 +
B:f u4e_”2du=2f u4e_”2du=f ugd(—e_uz) = [—use_”2
- 0 0

A 3 3
3fo+oou2e‘”2du:B=0+3.—=—.ﬁ=ﬁ
2 2 2 4
0
3. Le calcul de — et — donne:
oy 0o
ol x-p
o o2’
0l 3 _1+(x_”)2 a (x—,u)2—02
dc o o3 o3
D’oui: 51 ol ( )
oot o2 2Tl
ou 50 [(x—w*-07] =

ol 0l
4. On pose 0 = (i, 0). Soit Ty 'espace engendré par (a, 5). On définit sur Ty 'opéra-

teur <.,.>: Ty x Ty — R a A, B deux variables aléatoires € Tp:

<A,B>=E[AX)B(y)]
On va justifier qu’on peut écrire:
E[A(x)B(y)] = Cov(A(x), B(y)) + E[A(x)].E[B(y)]

Posons a = E[A(x)], B = E[B(y)], la fonction covariance est définie par E[(E[A(x)] —
AX)(EB(Y)] - B(y)], d'oli:

E[(E[AM)] = A (E[B(V] = B(y)] = El(a - A(x) (- B(y)] =
E[(E[A(X)] = AG)(E[B()] - B(y)] = Ela.f— a.B(y) — B.A(X) + A(x).B(y)] = Ela.f] — Ela.B(y)]
—E[B.A(X)]+ E[A(x).B(y)] = a.6—a.E[B(y)] - B.E[A(x)] + E[A(x).B(Y)] =
EN(E[AX)] = A (EIB(] = B(y)] =9/ﬁ;a./ﬁ— B.a+ E[A(x).B(Y)] = E[A(x).B(Y)] - a.p =
Cov(A(x),B(y)) = E[A(x).B(Y)] — a.f = E[A(x).B(Y)] - E(A(x)).E(B(y)) =
E[A(x).B(Y)] = Cov(A(x), B(y)) + E(A(x)).E(B(y))

5. Lopérateur < .,. > définit un produit scalaire sur Ty car:
- <.,.>estune application de Ty x Ty — R.
-<AB>=<B,A>.
-<a.A+b.B,C>=a.<AC>+b.<B,C>.
<AV B+d.C'>=b.<A,B' >+ < A,C >.
-<A,A>=E(A.A) = E[(A)?* = 0.
-<AB>=0=—=>A=00uB=0.
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ol - ol 1 —w?
6. Onrappelle: e; = @ = % etey = % =—E+(xa—3m. On a alors:

1 too (9] _ Gow?
gi1=<ey,e;>=E(er.er) =E(le1]?) = f (—) e 2% dx—

V2o J-
1 +oo (x— 2 _a-w?
811 = f ( f)e 202 dx
2no J- o

On utilise le méme changement de variables u = (x — p)/ (o V2)= dx =0v2du. Le terme
g11 devient:

811 =

4 1 [ro , 4 1A 4 1 \/_ 1
—.— wetdu=——.-=—.—.—
VT a? Jo Vi o2  Jmo?

Calculons maintenant le terme g;:

2 1 +oo (§]\2 _p?
g2 =< ey, er>=E(ez.e2) = E([le2|”) = \/_Uf (—) e 2 dx=

1 f+oo i_z(x_“)z ()C ﬂ)4] (x_y)z

822 =

= 202 dx
oo J- 0-2 0-4 0-6

On garde toujours le méme changement de variables et on va utiliser les résultats des
intégrales calculées précédemment. Le terme gy, s’écrit:
+oo

2
gn=—.— (1—4u2+4u4)67”2du:>
0

VT o?
1 +00 2 +00 5 +00 2
g2 =—= —(f e du—4f ute ¥ du+4f ute du) =
Vv a? 0

2 (\/_ v \/_ ) 2
822 = S e 4—+ —
\/_ o 4 8 o
. . N dl ol ..
Finalement, il reste a calculer les termes g1» = g21 = E(ej.e2) = E 6 s .D’ol:
le
_mpw?
o2

dx

= g1 = —— f+°°[(x— 2 -0 (e .
812 =821 N7 u .

. e 2 —u? s
Or la fonction sous I'intégrale est de la forme Au(S u2—0%e " ol A, [ sont des constantes,
est une fonction impaire, I'intégrale prise entre —oco et +oco devient nulle. 1l s’ensuit

812=821=0

La matrice g = (g;;) est donc donnée par:
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La premiere forme fondamentale sur Ty s’écrit:

1
— 0
2_ 7| o? au) o 1 1240402
ds“=(du,do)”. . i '(do) = (dus+2do”)
o2
Correction 70.
. iy o of of o
1. Les points critiques de f sont déterminés par - Oet i 0. D’olt:
u v
of

=4l +6r=0=21+3v=0=2u®-6u-36=0=u’-3u—-18=0

a—=6u+3v+36:0=>2u+v+12=0$ v=—-2u—12
v

On détermine u par la résolution de I'équation u® —3u —18 = 0, u; = 3 est une so-
lution réelle, d’ot1 v; = —2 x3—-12 = —18. Y-a-t-il d’autres solutions réelles? Posons
u3—3u—18= (u—-3)(u?+au+P) = a =3, f = 6 ce qui donne u? + 3u + 6, mais le discri-
minent du dernier polynéme est négatif, par suite ses racines sont complexes. Il s’ensuit
que la fonction f a un seul point critique réel a savoir (3, —18).

2. Le hessien de f estla matrice notée H = sz(u, v) ci-dessous:

62f 62f )
w2 _ ﬁ dudv | — 12u 6
H=Vfwv)=| 9 5&_}0 _( P 6.1)
ovou  0v?

Soit X = (x,)T # 0 € R?, calculons XT.H.X, on obtient:

T B r (12u* 6)(x) _ r (12u?x+6y
X' .H.H=(x,y) ( 6 3]y =", 6x +3y ES

XT.H.X = x(12u?x +6y) + y(6x +3y) =3 [4x* (1 - 1) + 2x + y)?]
Siut>1=>u?-1>0et XT.HX>0 pour X # (0,0) et la matrice H est définie positive. Si

u? < 1, H peut étre négative et elle est donc indéfinie.

3. Le point x* = (4, v) = (3,—18) est un point minimum de f car c’est un point critique et
étant que u =3 > 1, le hessien de f est une matrice définie positive.

4. La formule de récurrence de Newton s’écrit comme suit:

X+l = Xg — (V2E)"\.VE, avec X = (Ug, vk)T, Xie+1 = (Uk+1, vk+1)T =
gt _ (ue) (1262 6\ [ 4ud+6ux
Vee1)  \ Uk 6 3) \6uyp+3vir+36

1202 6\ 1 3 -6 1 3 -6
Or k =—. 9| =——— 2
6 3 Dét(H) \-6 12u; 36(ui -1 \-6 12ug

es1) _ (Uk) _ 1 3 -6 4u3 +6vy
Vi1 ve) 36(u2-1) -6 1202 | " \6ug +3vy + 36

). Par suite:
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Ce qui donne:

Ups1 = Ug 3 [3(43 +6vx) — 66Uk + 3y +36)] =

S
36(u? -

Uk+1

T [36(uf — 1) ug — (121} +18vE — 36U, =18vF —216)| =
. k -

1

Up1 = ————
1T 2ax 1502 - 1)

(3613 =361 — 121} +36uf +24 x 9) =

1
24x15(u2-1)

3 3

u, +9 u, +9
(2auf +24x9)= K=k
15u2-1)

Uk+1

avec J = 1.5(ui —1). Calculons maintenant vy i:

1
Vsl = Vp — ————— [—6(415 + 6vp) + 122 (6uy + 3vi +36)| =
k+1 k 36(ui——1)[ k k k k k ]
Vel = ————— [36Uf v — 36vk — (—24u}, — 36k + 72U + 3615 Ui + 12 x 3615 )| =
36(uz - 1)
1
Vi+1 = m [W+24ui¢%ﬁ— 72ui;36u%—24 X ISui] -
: k

3 3 2 3 2 3 2
Vs = 24uk—72uk—24 x 18u,C _ _2uk+ 18uk _ _2uk+ 18u,C
" 24 % 1.5(u2 - 1) 15012 - 1) J

C.Q.ED
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Correction 71.

Figure 6.3 | Détermination de la distance maximale.

1. Del’équation du plan (P) x+ y+z = 1, le vecteur u = (1,1,1)” est orthogonal au plan.
Soit m(x’,y’, z’) le point projection orthogonale du point M sur le plan (P). L'équation
paramétrique de la droite (A) passant par M et orthogonale au plan (P) a pour équation:

x=X+1.t
A={ y=Y+1.¢
z=/Z+1.t

Cherchons ¢ tel que le point m € (A), ce qui donne:

r_
x,—X+1.t ’ o 1-X-Y-27
V=Y4lt =2y 42 ==XV Z43t=1=————
Z=Z+1.t

La distance d = Mm est calculée par :
(1-X-Y-2)? X+Y+2Z-1|
3.— > d -_——
32 V3
2. Pour répondre a la question posée ci-dessus, on considere la fonction: E(x, y,z,A) =

—(x+y+z-12-Ax*+y?>+2z%>—1). Les points critiques de (E) sont déterminés par

0F =0. D’oit:
Ox,- o '

A?=X-xV+Y-y)P+2Z-2)=3"=

O0E
=-2(x+y+z-1)-21x=0

ax

X I+ A)x+y+z=1

3, =2+ y+z-1)-21y=0 x+1+)y+z=1

=) xty+1+0z=1 .

=—2(x+y+z—1)—27tz=0 x2+y2+22:1

OE
3
R
3. On suppose que A = —1,onobtient x=y=z=1/2= x*+y*+2z>=3/4 # 1 dotl la
contradiction. On suppose que A = 0. On trouve que x, y, z vérifient:

=-(x*+y*+25-1)=0

xX+y+z=1 et x2+y2+z2=1
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Ce sont les points d’intersection du plan (P) et de la sphere $?: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

4. On suppose que A ¢ {—3,—1,0}. Résoudre le systéme (1). Soit le point M, tel que
ses coordonnées sont négatives. Comme A # —1, la premiere équation de (1) donne

1l-y-z . N .
xX= T A , on obtient alors le systéme en y, z:
l1-y-z
x+1+AV)y+z=1= " +(1+AV)y+z=1=AA+2)y+Az=1
]__ —
x+y+1+0)z=1= 13: Z+y+(1+/1)y+z=1z7Ly+A()L+2)z=)L:>

Or A #0, le systeme devient:

A+2)y+z=1=2z=1-(1+2)y
A+1 1

A+DAA+3) A1+3

y+A+2z=1=y+A+2[1-A+2)yl=1=>A1#-1,-3; y =

_ 1-(1+2) 1 . l1-y-z 1
= —_ = — Xx=———= ———

Y A+3 1+ A+3

1
On utilise maintenant la quatriéme équation x + y* +z°> = 1 = 3.m = 1. On obtient
I'équation du second degré: A8 + 61 +6 =0 ce qui donne A; = v3-3, 1, = —v/3-3. A,
1
vérifiex=y=2=1/(A2+3) =———= < 0. On adonc M, —£,—£,—£
V3 3’73 3

5. La fonction E(x, y, z) est une fonction de classe C*™ pour les 3 variables, 1 = 1,. La
matrice hessienne de E qu’on note par V2E(x, y, z) est donnée par :

0°E  0°E  0°E
0x?  0xdy 0x0z
0°E  °E  O°E
dyox dy* 0dyoz
0°E 2 0°E
0z0x 0z0y  0z°

V2E(x) = (6.2)

On rappelle que :

OE
o = 2yrz--2dx= 0*Exy = —2(1+A2), 0°Exy = —2,0°Ey; = —2

X
Vu que la fonction E présente une symétrie des coordonnées x, y, z, on obtient les mémes
résultats. Le terme —2(1+A3) = —2(1 - v/3-3) =4+2v3 = (1++/3)%, on pose u=1++/3.
Alors la matrice hessienne de E(x, y, z) pour M, s’écrit sous la forme:

uw -2 -2
H=V?E(x,y,2)=|-2 @ -2
-2 -2 WP
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6. Onpose U = (X,Y,Z)T € ($?). Calculons UT.H.U sachant que X? + Y2+ Z2 = 1:

uz -2 =2\ (X uX-2Y-27
UTHU=X,Y,2)T.|-2 ©?* -=2||lY|=xv,207.|-2X+u’Y-2Z|=
-2 -2 u?)\z —2X-2Y +u*Z

UTHU= XX -2Y -22)+ Y (-2X + Y =22)+ Z(-2X -2Y + > Z) =
UTHU =2 (X2 + Y2+ Z) - 4XY +YZ+ ZX) =22+ V3-2(XY +YZ+ ZX)) =
UTLHU=22+V3-(X+Y+2)?-1)=2[3+V3-(X+Y + 2)?]

Si on considere le point M,, on obtient que ses coordonnées X', Y, Z’ et les coordonnées
-X',-Y', -7 vérifient UT.H.U = 2(3++/3-3) = 2/3 > 0 telles que (X + Y + Z)? est maxi-
mum. On déduit que UT.HU>0 pour tout U € ($?), c’est-a-dire que la matrice H est
définie positive pour les points U € (7).

7. D’aprés le théoréme de (H. Cartan', 1979), le point M, est un point critique de E avec la
matrice hessienne VZE(x, ¥, z) définie positive, alors M» est un minimum relatif strict de

X+Y+7-1 1+v3 3++V3
E. La distance de M au plan (P) Vautol:| vz = \/_z V3

V3 V3 3

=1.577

est la distance maximale du plan (P).

Oui, on a répondu a la question du probléme.

6.2. MODELES NON-LINEAIRES DE COMPENSATION

Correction 72.

Dans le plan affine 22, on a mesuré trois distances planes entre un point inconnu
P(X1,X5) vers trois points connus P;(a;, b;);=1,3 dans trois directions différentes. On
consideére le modéle non linéaire de Gauss-Markov défini par:

{((X)=L-e, eeN(0,])

avec:

- L: le vecteur des observations (3 x 1) = (Ll,Lz,Lg)T;

- X: le vecteur des inconnues (2 x 1) = (X1, X2)T;

- e: le vecteur des erreurs (3 x 1) = (1, e, e3) " suit la loi normale .4 (0,T) avec E(e) =0
et = E(eeT) la matrice de dispersion ou variance, on prendra I’ = a(z).P‘l, P estlamatrice
des poids égale a la matrice unité I3, oy une constante positive;

- {: est une fonction donnée injective d’'un ouvert U c R> — R3 définie par:

1 2 2
= [(X1 = a)” + (X2 = b1)7]

((X)={(X1,X2) = | = [(X1 — a2)® + (X2 — by)?]

5 (X1 - a3)? + (X2 — b3)?]

1Henri Cartan (1904-2008): un des grands mathématiciens francais du XXéme siecle, fils du célebre mathémati-
cien Elie Cartan.
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D2
On prendra comme composante L; du vecteur des observations la quantité L; = M.

2
0 0
1. Calculons les vecteurs Y7 = —(, Y, = —(, on obtient:
0X; 0X>
6( X1 —ay 6( X2 - bl
1= =| Xi—a , Ya=—=| Xo-b2
6X1 6X2
Xy1—as Xo— b3

Supposons que les vecteurs Y7, Y2 sont non indépendants, dans ce cas le produit vectoriel
Q=Y A Y, =0. Prenons la troisieme composante du vecteur 2, on obtient:

Xi—a1 Xo—-b
Xl—dz Xg—bz

X1i—-a X1-

Xo—by Xo—by | 0 = les vecteurs P P, P, P sont paralleles

:Oﬁ‘

Or les directions PPy, PP,, PPs sont différentes, par suite les vecteurs P; P, P, P sont indé-
pendants, ce qui entraine que le vecteur Q est non nul, on déduit que les vecteurs Y1, Y,
sont indépendants.

2
2. Le calcul de

donne:
i0X;

o _ 0% _ S
GXIZ B 0X22 B 1 ' 0X10X, - 0X,0X; B

2
Il s’ensuit que les fonctions

e sont continues sur U pour i, j € {1,2}.
i0Aj
3. Détaillons I'expression de la fonction J(Xi, X»):

i_

2
=|L-¢X1*=) (Ll - [ -a)*+ (Xp - b,-)z])

i=1

62
Notons les coefficients de la matrice ( X 6]Xk)’ i,ke{l1,2} par jijr, dou:
oJ = 1 2 2 )
— =2y X —ap|L-=[(X1—ap?+(Xa—b
X, l:Zi(1al(12(1dl) (X2 - bp)?]
62] =3 3 5 1
11 = —> Li-=Xi—-ap*-=(Xo—b 2)
n 6X12 :1( 1= 2 D 2( 2—bp)
=3
12 = j =2 (X1 —a)(Xo—b
Ji2=ja= 6X16X2 l;( 1—a)(Xa—by)

62 1=3

1
= =2} |Li- ;X ——X—b
J22 6X22 1_1( i (X1 —ap? (X2 1))
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4. Soit la matrice carrée définie par:

ol(X) 6((X)> { i=1,2

g§(X) =(gij) avecgij=<a—Xi, ox;

Le calcul des coefficients g;; donne:

e oo 2
= _—, X
811 =< %X 0X1 %X l;( 1—ap)
= % - Z(X a)(Xo — by)
812 =821 = GX an o 1—apla 1
) ¥ 2
=< —,— Xo—b
822 <0X2 OXZ H0X2 1;( »—by)?
(6.3)
Soient A et B les deux vecteurs suivants de R3:
Xi—ay X — by
A= Xl—ag , B = Xg—bz
X1 —az XZ_b3

On a alors:

g =AA=|AlI>, g»=B.B=|BI? g2=g1=AB=|Al.|lBl.cosd =
g12.821 = | AI? I BI? .cos*0 < || Al | BII* = g11 822 = €11822 — &35 > 0

On déduit que la matrice (g;;) est définie positive (les 3 points Py sont supposés bien
distribués autour du point P).

5. Introduisons la matrice B définie par:

2 s
BOX,D) = (Bij) avec Bj; = gij— < L—{(X), —0% {1‘1’2

> .
6Xi6Xj j=12

On rappelle que e = L - {(X) est le vecteur des erreurs. On a vu aussi dans la question 2.
que:

2 otr |} 020 02

oX2 oxZ |, 0X10X, 0X0X

Les éléments de la matrice B sont tels que:

1=3 1=3

Bi=gu-y e~81, Bn=gn-) e~gn
=1 =1

Bi2 =812, B21 =82

Vu que la quantité e; + e, + e3 est négligeable vis a vis les termes g1, et g22, on peut écrire
que B11Bao — sz > 0 c’est-a-dire que la matrice (B;;) est définie positive. Dans ce cas,
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d’apres le cours (chapitre : Interprétation géométrique de la compensation non-linéaire),
les coordonnées (X7, X») seront calculées par :

0
2=min]<=>—]=0,etﬁ=0

mine
0X; 0X,
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