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Introduccion

Como se ha indicado, el efecto doppler es el cambio en frecuencia de una onda que experimenta un
receptor respecto a la frecuencia que emite una fuente. ‘Que experimenta’ hace referencia a que los
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fotones no sufren cambio real de su frecuencia, como en el redshift gravitatorio, es un efecto que
afecta al receptor tinicamente.

Vamos a empezar por las ecuaciones cldsicas de relatividad especial para ondas electromagnéticas y

las extenderemos para relatividad especial de campos a través de los factores de lorentz
generalizados. También daremos alguna pincelada para el efecto doppler con ondas sonoras.

Efecto doppler

Rayos de luz rectilineos

La ecuacion para el efecto doppler es,

Donde,
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Esto es, el vector velocidad ‘v’ es la diferencia entre el vector velocidad del receptor en en instante
de recepcion, menos el vector velocidad de la fuente en el momento de la emision. Para entrar a la

b

férmula, hay que normalizar el vector y hacerlo unitario; esto es, en la formula usamos el versor ‘v’.

Mientras que el vector ‘r” es un vector que apunta del receptor a la fuente en el instante de emision
de la onda. Igualmente, usamos el versor para entrar a la férmula.

S r
A
r

Beta es el cociente del mddulo del vector velocidad, v, entre la velocidad de 1a luz c.
Ademads, podemos decir,

v-F=+1- blueshift,
V-r=—1"redshift .

Rayos de luz curvos (tentativo)

Para el caso de un rayo de luz curvo, la propuesta es extender la férmula anterior definiendo el
vector ‘v’ segun la tangente a la curva que traza el rayo, diferenciando la tangente en receptor y
fuente.
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Quedando la ecuacién,

I | P,

ﬁ:1+z(§r.rf_§s';‘o)'

Notese que si tenemos el versor que define la trayectoria de la luz (integrando un cuaternio, por
ejemplo, entre t, y t;), los versores se definen como,

Por llevar direccion contraria a la de la trayectoria del rayo de luz.

Caso de velocidad variable por efecto shapiro (tentativo)

En el andlisis del efecto shapiro, obtuvimos que la velocidad de los fotones y la ecuacién del tiempo
propio del sistema que observa el foton (t) son,

dr 1
dr Ty
I
W_V'

Donde gamma prima es el factor de lorentz generalizado para los bosones (fotones en este caso),

1 1 AU’
T = ﬁ +1— exp ? .

Donde,

c,=clJ2,

AU'=U,—-U,.

Vamos a expresar la ecuacion de la velocidad en funcioén el tiempo que realiza 1la medida,

dx .

ar=r"

Tomando médulos en la ecuacidn, sustituyendo el factor de lorentz generalizado, ya en funcién a la
velocidad de la luz, y llamando v, a la velocidad aparente (en el primer miembro de la ecuacién
anterior),

clJ2
L+1—
73 exp

2AU')’
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c
V,= )
2AU')

1+2 -

1—exp

El potencial que modelamos es un potencial gravitatorio, para potenciales que derivan del principio
de equivalencia, el raiz de dos queda como un 1, dando,

c
2AU’)'

2—exp -

Vamos a cambiar la definicion del incremento de potencial para ajustarla a la referencia que se toma
para el célculo del redshift, donde el incremento de potencial se calcula justo al revés,

AU=U,-U,.

Que simplemente introduce un signo menos en las expresiones anteriores.

La velocidad aparente sustituye a la velocidad de la luz, del lado de la fuente, en la expresion del
apartado anterior, para dar las posibles ecuaciones,

, L. . o . —2AU
%:1+E VT —Vr, 142 1—exp - )) ,
Para potenciales gravitatorios.
Donde el potencial de referencia se calcula en el receptor.
En el limite de incrementos de potencial pequefio, se tiene,
I 1. . o .[, . 2J2AU
=1+ |\v,r,;—ver, | 1+———||.
f‘Y c r'f s o c
y, para rayos rectos,
[y 1. (. -, 2J2AU
—=1+=7|v,—Vv,|1
fs c r s I

Notese que, efectivamente, puede definirse un indice de refraccion,

—2AU

c
n=—=1+2 -

vd

1 —exp

Que no implica cambio en la direccién espacial de los rayos.

Efecto doppler relativista
Relatividad especial

Para el efecto doppler relativista, empezamos por definir qué le pasa al tiempo de un observador
respecto a una fuente, cuando se mueve a velocidad ‘v’ (en médulo) inferior a ‘c’,
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V<cC.

Sabemos que el tiempo pasa mds despacio cuanto mds rapido se mueve el receptor, el factor de
lorentz es la relacién de transformacion entre tiempos. Esto lo describimos,

T,
V,>V =

r N

V,>v =

N r

|~ =

T
TS
T
Ya que el factor de lorentz es siempre mayor o igual a 1.

En estas expresiones hemos tomado como el tiempo, T, el periodo de la onda; por lo que podemos
convertir la ecuacion a frecuencias sabiendo que es la inversa del periodo. También puede expresarse
en funcion a la longitud de onda, usando,

A
T =C.
En frecuencias queda,
L 1

I P
A

Notese que el redshift se define, en base al cociente de frecuencias, como,

fr 1

fS 1+z7°

A partir de las ecuaciones en frecuencia y suponiendo movimiento del rayo rectilineo, por
simplicidad, las ecuaciones para el efecto doppler relativista quedan,

fr 1+p0-F
vV, >V ﬁ—illy
fr 1407
V>V, ﬁ——y

Relatividad especial de campos

En la referencia [1], se definieron los factores generalizados de lorentz para distintos casos; que
tienen en cuenta tanto el efecto de la velocidad como de los potenciales. Para un sistema emisor-
receptor fermidnico (de materia ordinaria), el factor de lorentz generalizado es,

T, 1
T,V 77 AU\
62

r __1+
y exp

El factor generalizado de lorentz lo notamos como gamma prima, y no tiene cota (contrariamente al
factor de lorentz normal). Pero si presenta la restriccion (més fuerte) sobre el médulo de la
velocidad ‘v’,

v<cl2.
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Y la referencia de potencial es la indicada previamente,

AU=U,-U,.
Las expresiones completas quedan,
S Jr_ 1+pv-r
YV FT AU)
——1l+exp|—
Y c
. Jr_ 1487
Vs Vr - AU)
y—l+exp|—
c

Que son las del apartado anterior cuando la diferencia de potencial es nula.
En la referencia [2] pueden verse algunos casos de uso.

Notese que para velocidades nulas, ambas expresiones dan la relacion con el redshift,

| 1
I+z AU)'
EXp|——=—

c

0O,

AU)

z=exp|—|—1.
c

Que es la ecuacion para el redshift debida al potencial, como se dedujo en la referencia [1].

Expresiones completas

Para tener en cuenta el efecto shapiro en potenciales gravitatorios, con rayos rectos,

1 —2AU
1+=7(v, =V, | 1+V2| 1 —exp
f c c
v, F=
s S 1 AU)
——l+exp|—5
14 c
1 —2A
1+=7(v,—V [ 1+JV2| 1 —exp v
f C $ C
V>V, 7= AU)
y—1l+exp|—
c

Mientras que con rayos curvados,
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- . N —2AU
L+—|V, 7=V 7, | 1+V2{1—exp - )
f
> —_=
Vv AT
——l+exp|—5
c
o a o oA —2AU
1+=|V, 7 ,—v, 7, | 1+J2[1—exp
f L ¢
VZVe FT AU
y—1l+exp|—
c
Con,
v=y,—v,,
F=v,—v,,
AU=U,-U,
Mientras que para potenciales no gravitatorios con rayos rectos,
1,(L . —2AU
l+—=7-|v,—v,|2—exp
fo__ € ¢
VeV S AU)
——l+exp|—5
14 c
1, (. -2AU
I+—7v,—Vv | 2—exp
f c c
V>V, =
fs )
y—l+exp|—
Y con rayos curvados,
1. . —2AU
1+=|v, 7, —V,F,|2—exp
f c f c
ViZVs 7T 1 A )
——1l+exp|—
1., . —2AU
1+=|v, 7, =V, r,[|2—exp
f c f c
y—1l+exp|—
c

Es recomendable no aplicar infinitésimos nada mas que una vez para el resultado final.

Anexo I: Ejemplo para rayos rectos

Vamos a analizar el sistema usado en el experimento de Pound&Rebka en la medida del redshift
gravitacional. Recientemente se ha empleado un dispositivo similar para medida de redshift, ver
referencia [3]. El dispositivo tiene un receptor-emisor separados por una distancia ‘h’. El dispositivo

se mueve como soélido rigido bajo una aceleracion ‘a’.
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La figura muestra el esquema del dispositivo (un optoacoplador) junto con las referencias que se van
a utilizar. 1 hace las veces de emisor y 2 de receptor. El optoacoplador se sitda sobre un altavoz que
vibra a una frecuencia prefijada y s6lo se usa para dar al dispositivo movimiento. Este esquema esta
pensado para emular el ensayo de Pound&Rebka sobre desplazamiento en frecuencia de origen
gravitatorio para fotones.

Solo vamos a modelar el montaje en el instante inicial. La velocidad del receptor consideramos que
es superior a la del emisor, porque en t=0 suponemos el dispositivo parado; y la velocidad del
receptor, cuando llegan los fotones hasta él, no es cero debido a la propia aceleracion del dispositivo.

Caso aceleracion paralela a la propagacion de los rayos

Los rayos realizan siempre un movimiento rectilineo.
La aceleracion se considera en la direccion del eje x, por lo que el principio de equivalencia nos
permite definir el potencial,

Por lo que la expresion del redshift es,

AU
\/1—ﬁ7—1+exp

2)
c
-1

= 1+BV-7

Sustituyendo,

-1

_J1=F"~1+exp(=p)
Z =
1-p
Que representa un blueshift (los fotones ganan energia al desplazarse en la direccién de la fuerza de

inercia), pero el término cuadratico se cancela debido al redshift doppler.
Y el efecto shapiro no aporta nada por ser la velocidad de la fuente nula.

—ﬁ3
~ 6 .
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Caso aceleracion perpendicular a la propagacion de los rayos

La aceleracion se considera en la direccion del eje y, por lo que el principio de equivalencia nos
permite definir el potencial,

U=—-ay.
Rayos rectilineos
Las velocidades,
=0 v,=0
_h o _ah,
t=z V=Y
s_ah. . .
V=re ymvEys
r=—x,
ah
B=—7,
1, 1 (kY
Y=g at=zaiz|;
~1{ah\
AU=>|7
Por lo que la expresion del redshift es,
AU
72=V1—=p"=2+exp|— )
c
Sustituyendo,
_ -8\
7z=V1—=p"—=2+exp ) ~—f".

Que es un blueshift debido a que los fotones ganan energia al curvarse la luz en la direccion de la
aceleracion. En este caso el efecto shapiro no aporta nada por anularse la parte doppler.

Rayos curvos

Las velocidades,
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Por lo que la expresion del redshift,

Sustituyendo,

VI=p"—1+exp _p
= _1:—

1—5 2

Z

Que es un blueshift. Y donde el retardo shapiro sigue sin aportar nada.

Anexo lI: Efecto doppler sobre ondas sonoras
La férmula para el efecto doppler en ondas sonoras suele expresarse,

&_cmiv,
fS Cmivs’

Donde las velocidades se suponen referidas al medio que transporta la ondas, siendo c,, la velocidad
de las ondas en ese medio. Y v, es positiva cuando se acerca el receptor a la fuente, y v, es positiva si
la fuente se aleja del receptor.

Supongamos que se realiza el siguiente experimento: se sittian dos barcos navegando sobre la misma
linea y uno de ellos actia como fuente (sonar) y otro como receptor. Se permite que la velocidad
relativa entre ambos navios varie muy lentamente de forma lineal. Partamos también de que el fluido
se encuentra en reposo.

Suponiendo que el receptor pudiera medir la frecuencia de las ondas que capta y que se hubiera
pactado la frecuencia de emision, el receptor s6lo mirando si la evolucién de la frecuencia es lineal o
no lineal, podria deducir si es la fuente la que se mueve (tendencia no lineal -hiperbdlica-) o es el
receptor (tendencia lineal). Esto es lo que denominaria Newton deteccion de movimiento absoluto y
lo prohibi6 hace tiempo. La tinica habilidad que se espera del receptor, mediante una ley fisica, es
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que sea capaz de decidir si la fuente se mueve respecto a él, sin poder concretar nada acerca del
movimiento individual.

Como alternativa, vamos a proponer una ecuacion andloga a la relativista,

& =1+ L .
I c,—V
Donde las velocidades son las definidas previamente para el caso de ondas electromagnéticas; y se
incluye en la ecuacién la velocidad del medio (v,,) que debe proyectarse sobre el versor que va de
receptor a fuente.
Curiosamente, no he sido capaz de localizar ningtin experimento que pueda validar la ecuacion.

Anexo lll: Repaso de los experimentos tipo Hafele-
Keating

Vamos a reexponer las ecuaciones de los experimentos en base a las modificaciones que hemos
introducido en los factores de Lorentz generalizados. Se analizan por orden cronolégico.

Experimento de Hafele-Keating

A grandes rasgos, en este experimento se comparan dos relojes atdmicos, uno fijo en tierra y el otro
realizando un vuelo en avion por el globo terrestre. Se realiza el experimento dos veces
introduciendo un cambio, en una ocasion el vuelo sigue el sentido de rotacién de la tierra y en la
otra es contrario.

El factor de Lorentz (habitual) se calcula como la velocidad relativa entre dos puntos A y B. En este
experimento A podria ser la estacion de tierra y B el avién en vuelo. La diferencia de velocidad da
igual quien la mida porque es el médulo del vector diferencia de velocidades y al cuadrado,

T;:T;B_VA’
1
Y= 5
1%
(1-=)
C
AU’=UB_UA

Donde hemos indicado ya, también, como va a medirse la diferencia de potencial.

El tiempo que mide la estacion base A respecto a B es,

dt '
ot cexp[A2Y 14 L (1)
dt, c Y
Que podriamos definir igualmente mediante el otro factor de Lorentz generalizado,
dr, 1 '
=—=eX —1+y, 2
dr, v P~ 2 y 2)

Esta ambigiiedad es lo que se denominé en su momento la paradoja de los gemelos™, ya que cada
observador podria argumentar que es el otro hermano el que se mueve a la velocidad de la luz y
seleccionar el primer factor de Lorentz generalizado para los cdlculos (para aquellos que se sientan
decepcionados porque el articulo de wikipedia usa relatividad general, recordar que toda aceleracion
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se puede escribir como un potencial en base al principio de equivalencia y proceder a hacer el
célculo como hemos hecho en los ejemplos de los anexos de este documento con el optoacoplador).

Este primer experimento es crucial para determinar un cierto sentido de absolutez del movimiento
(lo siento Newton, no me tuerzas asi la boca) S6lo una medicidn practica es capaz de determinar el
valor correcto de la relacion entre las velocidades de A y B. Nétese que mientras el observador A ve
a B alejarse y dirfa que tiene mds velocidad y seleccionaria el primer factor de Lorentz generalizado,
desde su punto de vista; es la rotacion de la tierra la responsable final de quién va més répido. Para
el caso en el que el avion vuela en sentido contrario a la rotacion de la tierra, el observador de tierra
veria exactamente lo mismo, pero si el avién no supera cierta velocidad, siempre va a ir mas
despacio que el observador de tierra y hay que seleccionar el segundo factor de Lorentz
generalizado. Por lo tanto el calculo tiene la capacidad de predecir movimiento absoluto, pero no
podemos acceder al tiempo absoluto en un experimento por el hecho de que el tiempo puede ser
negativo. El tiempo absoluto lo veria un observador libre de potenciales y con velocidad absoluta
cero; también podriamos decir que atin no estando libre de potenciales podria ver el tiempo absoluto
compensando el potencial con la velocidad, pero ello requiere conocer el potencial de manera exacta
(imposible, sobre todo el potencial de inercia).

La tabla del experimento de Hafele-Keating™ la vamos a resumir,

Donde la parte potencial es bastante superior a la cinemadtica (atn no hay delorean operativo).

Experimento de los relojes de Maryland

El experimento de los relojes de Maryland es una version mas precisa del experimento de Hafele-
Keating, pero el avidn s6lo se desplaza hacia el este (desde ‘patuxent river’ hacia ‘chesapeake bay’);
por lo que la parte cinemética del tiempo es negativa y resta algo a la parte potencial del tiempo.

Para el cdlculo se usa el factor de Lorentz generalizado (1). Siendo B el avion y A la estacion de
tierra.

Para llegar a la expresion que dimos en [1], hay que expresar el tiempo como diferencia y aplicar
infinitésimos,

dar_ (AU 1
dr, P\ 7y
dAt _AU' p°
di, ~ 2 27
dAt _gh p°
di, 7T

Con,
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=Vp—Va,
1%
B==2,
1
V=T
V(1-5)
AU,:UB_UA.

Como hemos comentado, si el avidn volara al oeste pero con velocidad superior a aproximadamente,

V=W, Rr=464mls,

el factor de Lorentz generalizado que habria que usar seria el mismo, porque seguiria teniendo més
velocidad que la estacion de tierra. En el experimento hacia el este, el avién se desplazaba a unos
138 m/s.

En la férmula anterior, w.,, seria la velocidad de rotacién de la tierra y Ry su radio. Nétese que la
velocidad que desde tierra medirian para el avién seria superior a unos 928 m/s (casi Mach 3, el
piloto tendria que tener muchas ganas de hacer el test).

Anexo IV: Mecanica relativa

En la referencia [1] se trata la precesion del perihelio de mercurio y se comenta que el 33% de la
precesion asociada a relatividad general es debida a la induccién de campo gravitatorio (andlogo a la
ley de faraday pero para particula puntual) En la deduccion analizamos el movimiento relativo del
sol y mercurio dado que conociamos los vectores instantaneos del movimiento y sélo los restamos
para conocer su movimiento relativo, ésto es aproximadamente correcto (y seguramente dependiente
del periodo), pero fue suficiente para explicar la parte que faltaba de la precesion.

Esto se ve més facilmente en caso de movimiento rectilineo de particulas; si queremos conocer qué
movimiento veria R respecto a S, nos basta con restar las velocidades,

V=V—Vp.
Realmente lo que ve R en un sistema mds complejo, pasa por restar la velocidad de R a todo el

sistema. Vamos a repetir eso mismo para el caso de movimiento circular de R, pero con S
estacionaria. Como en la figura,

Donde R se encuentra sobre el eje X, inicialmente, en el circulo interior de radio ‘R’ y S en el
circulo exterior de radio ‘D’. La direccién de giro de R es hacia el eje Z, rotando como indican las
flechas.
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Para este caso la posicién de R y su rotacion, en cualquier instante, son,
Fr=R(cosOx+send?y),
W=wZ.
Calculamos la velocidad de rotacion,
Ve=WAFR=Rw(—senfix+cosfy),

Si restamos ahora la velocidad de R al sistema, en este caso S, que estd en reposo, la velocidad que
verd R de S es (suponemos que R ignora su propio movimiento circular y el de S),

Ve=0-V,=—Rw(—senfi+cosb?),
Vamos a hacer un inciso para calcular la velocidad de S sometido a una rotacién w’, como lo haria R
si estuviera haciendo el cdlculo, el vector de posicién y rotacién de S serian,

Fs=D(cosO@x+senfdy),
w'=w'zZ.

que darén la velocidad,

V=W ATFs=Dw'(—senfx+cosfy),
que al igualar a la velocidad de S respecto a R,

Dw'(—senfx+cos@y)=—Rw(—senfx+cosf?),

identidad que sélo se cumple con,

,_—WR
w'=—p5—,

Que es equivalente a que R esté en reposo y S tenga una rotaciéon w’, de direccién opuesta a la de R.
El problema aparece cuando R mide el periodo de S, que seria,

2
T=—-1,
w
Pero el periodo que ha calculado es,
T_2ﬂ_2ﬂD
=W WR

Por lo que es incorrecto en movimiento circular proceder como con movimiento rectilineo. Lo
correcto es aplicar a todo el sistema la rotacion -w, para que el periodo no cambie al cambiar de
observador. La igualdad en el periodo de todos los objetos celestes vistos desde la tierra es lo que
evoca en el cerebro la ilusion de ‘esfera celeste’, donde todas las estrellas parecen estar a la misma
distancia y se mueven al unisono.

Notese que R ve la rotacion inversa para todos los puntos exteriores; por lo que dos puntos que se
encuentran alineados sobre la linea de vision de R permaneceran alineados en cualquier instante, y
eso implica que la velocidad lineal que percibe R de los puntos exteriores depende de su distancia al
origen (como se espera en una rotacion). Y si estamos calculando un factor de lorentz generalizado,
el valor del modulo de la velocidad relativa entre R y S va a ser funcion de la distancia al origen.
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Notese también que si hemos aplicado una rotacidn inversa sobre S para deducir qué movimiento
percibe R, al calcular la trayectoria de fotones enviados desde S hasta R, necesitamos considerar las
fuerzas de inercia derivadas de la rotacion de R.

Anexo V: Extension del factor de Lorentz generalizado

Para el caso de fermiones (materia ordinaria), el factor de lorentz generalizado estd limitado a la
velocidad de los gravitones (que carecen de masa, dicho sea de paso),

v<cly2.
Es de esperar que la forma del factor para velocidades mayores siga la generalizacion,
. 1
y - , ’
exp| =3~ [+/(7)

donde f es una funcion del factor de lorentz normal. Esto es debido a como se dedujo el redshift
debido a potenciales, donde no habia limitaciones de velocidad alguna (ver referencia [1]) y ese
resultado se debe mantener para gamma siendo la unidad.

Esta funcion podria determinarse con lecturas sobre el sistema solar, midiendo el redshift de
planetas mas alld de saturno (urano, neptuno, ...) cuando se encuentren a mas de 19.49UA (UA:
unidad astrondmica, util dentro del sistema solar); con neptuno podriamos llegar a 1.14c
aproximadamente. Mientras que para llegar a 2c necesitariamos observar objetos a 55.11UA a los
que pudiera medirseles el redshift por procedimientos no fotométricos.

Para medir el redshift con dependencia de la distancia hay que dejar sin compensar la rotacion de la
tierra sobre su eje tnicamente (de todos modos es la rotacion més importante y poco puede variar si
el telescopio estd en reposo, dada la magnitud de los valores que se medirdn). La estrategia supongo
que consistiria en anticipar el movimiento del cuerpo celeste lo suficiente para poder hacer una
integracion del redshift lo mas cerca posible del centro del cuerpo.
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