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Perian matrices have been introduced in two previous works. The first one concerns
the electromagnetic duality in vacuum, and the second one is a short note focusing at-
tention on the three-generations problem in particles physics. Remarking that a perian
matrix can formally be identified with the kern of the decomposition of a deformed
cross product, this exploration loans ideas to the quantum theories and asks if these
matrices can sometimes be the representations of anticommutative operators. The ex-
ploration concludes affirmatively when the three coefficients of a given matrix are pure
imaginary quaternions. In that case, each coefficient can be associated with a vector
characterized by three complex numbers. The three vectors associated with this given
matrix must be a Jacobi’s territory (synonym : they form a triplet equipped with a Lie
algebra structure).
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Les matrices dites périennes ont été introduites au cours de deux précédentes études.
L’une d’elle s’est intéressée a la dualité électromagnétique dans le vide et 'autre au
probléme des trois générations de particules en physique nucléaire. Puisque certaines
matrices périennes peuvent formellement étre identifiées au noyau d’une décomposi-
tion d’un produit vectoriel déformé et que cette décomposition est associée avec une
polynomiale, cette exploration se laisse guider par les principes des théories quantiques
et se demande si certaines de ces matrices peuvent servir d’opérateurs quantiques an-
ticommutatifs. La réponse est affirmative si les coefficients de ces matrices sont des
quaternions purement imaginaires et si ’ensemble des trois vecteurs & composantes
complexes attachés & ces coefficients constituent un territoire de Jacobi (synonyme :
forment des triplés de vecteurs équipés d’une structure d’algébre de Lie.

Mots-clés : matrices, opérateurs quantiques, anticommutativité.
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1 Motivations

Cette exploration souhaite approffondir les connaissances concernant les ma-
trices dites périennes (MPs). Elles avaient attiré lattention dans [a] et [b].
Cet approfondissement a pour but essentiel de savoir si certaines d’entre elles
peuvent servir d’opérateurs quantiques anticommutatif.
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2 Outils indispensables a la discussion

2.1 Définitions
Définition 2.1. Tables de Pythagore (TPs).

Soit M(n x m, K) l'ensemble des matrices comprenant n ligne(s) et m co-
lonne(s) ayant leur(s) entrée(s) dans K. Soit E; pour i = 1, 2, deux ensembles
quelconques et P(E;) 'ensemble des parties du iéme ensemble. Soit X = {x1,
ey Xm } un élement de P(FEp). Soit Y = {y1, ..., yn} un élement de P(Es). Soit
F((E1)™ x (E2)™; K) 'ensemble des fonctions faisant interagir un élément de
P(F1) dont le cardinal vaut m avec un élément de P(Ey) dont le cardinal vaut
n pour obtenir un élément de K. Soit f un quelconque élément de cet ensemble
de fonctions. Il est entendu que m et n sont deux entiers naturels et différents
de zéro : m, n € N - {0}. Soit enfin, défini de maniére générique, Ind,,, = {1, 2,
weey 1, ..., m} Pensemble des indices naturels compris entre 1 et m.

Par définition, une table de Pythagore batie sur f est un élément de M(n X
m, K) dont les entrées sont les f(x;, y;) et on la note par convention :

fleny) o fle ) o f(@ms v1)

Py = | f@ny) o f@ay) o Ffomy) | = BEEXY)
F@r ) o F@o ) o f@m )

L’ensemble de ces tables est noté Pyth(f; K).

Cette définition peut bien entendu étre extrapolée et permettre ainsi la construc-
tion de cubes ou d’hyper-cubes. Une partie des hyper-cubes de dimension phy-
sique D sont des tables de Pythagore du genre Tp(f)(1X, ..., pX) ou f représente
cette fois-ci un élément de F((E1)™(1) x .. x (Ep)™(P); K).

Définition 2.2. Matrices périennes (MPs).

Soit E(3, K) un espace vectoriel (abbréviation : e.v.) de dimension trois sur
un corps K. Et soit (a, b) une paire d’éléments dans cet e.v. Pour mémoire,
comme la dimension de E(3, K) est finie, il existe un isomorphisme permettant
de représenter ses éléments dans K3. Ainsi on choisira par convention de repré-
senter le vecteur a par les composantes («, 3, x). Soit M(3, K) I'ensemble des
matrices carrées (3-3) ayant leurs entrées dans K.

Une matrice périenne construite a partir de la paire (a, b) est un élément de
M(3, K) défini par la relation :

[M(a,b)] = a.Id3 + 8.T5(®)(b,b) + x.;®(b)

Il convient d’y reconnaitre la matrice identité Ids, une table de Pythagore qui
est un élément de Pyth(®; K) et une matrice représentant une rotation axiale
autour du vecteur b.
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2 OUTILS INDISPENSABLES A LA DISCUSSION

2.2 Quelques propriétés utiles

Remarque 2.1. Tuble de multiplication des matrices I, T, ® a argument constant.

Il est aisé de vérifier que :

Vb d T &
d [1d T o
T | T [b]f.T [0]

P P [0] T — ||b|]?.Id

Le terme ||b||? désigne ici le produit scalaire euclidien du vecteur b par lui-
meéme :

[bl[* =<b, b >, = (b)° + ()% + ()

Le choix de K joue ici un role essentiel dans I'interprétation qui peut étre faite
de cette quantité.

Remarque 2.2. Relations utiles.

On prouve sans grande difficulté que :

Tr(®)(M, N) — Th(®)(N, M) = [J](I)(M A N)
To(®)(M, M). ®(N) = T5(®)(M A N, M)
@(N) . Tp(®)(M, M) = T5(®)(M, —M A N)

T2(®)(M, M) . (®(N) + 7®(N). T2(®)(M, M)

TQ(@)(M A N, M) — TQ(@)(M, M A N)

[J](I)((M AN N) VAN M)

M. (g ®(N) — <M, N >4, . ;M)
@ (M) = Ty(®)(M, M) — [|[M]|*.Id3
T5(®)(M, M) = ||[M]]*. T5(®)(M, M)
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2.3 Les matrices périennes et les noyaux des décompositions des produits
vectoriels déformés

2.3 Les matrices périennes et les noyaux des décompositions
des produits vectoriels déformés

Remarque 2.3. Le formalisme générique des noyaux des décompositions des
produits vectoriels déformés.

Soit I’étude des décompositions des produits vectoriels déformés par la ma-
trice [A] de M(3, K) lorsque K est équipé d’une multiplication commutative
(typiquement : K =R ou K = C) :

HW, ][A} >= [P]‘ > +|Z >

Elle a permis de constater que les parties principales (les matrices [P|) de ces dé-
compositions étaient toujours le produit d’une matrice dépendant de la matrice
déformante |A| et d’un noyau matriciel. L’observation attentive du formalisme
de ces noyaux permet de leur proposer un formalisme générique, quelle que soit
la classe (I ou II) a laquelle ils appartiennent. Concrétement, on peut toujours

les noter : o ) .
[N]ja) = 5-[H] - m-[J]<I’(S)a Al = £1
En effet :

1. Dans le cas de la classe I, [H] désigne la Hessienne non-dégénérée (c’est-
a-dire telle que |H| # 0) de la polynomiale A(w) associée avec n’importe
quelle décomposition du produit vectoriel déformé étudié tandis que s
représente le vecteur singulier de cette polynomiale.

2. Dans le cas de la classe I, le noyau est toujours associé avec une paire de
vecteurs dans E(3, K) - par exemple (h, g)- et [H] désigne la moitié de la
somme To(®)(h, g) + T'(®)(h, g) tandis que s représente la moitié¢ du
produit vectoriel classique h A g. On a prouvé dans [d] que ces noyaux
appartiennent bien & la classe I1 puisque |T2(®)(h, g) + T'(®)(h, g)| =
0. Les polynomiales A(w) dégénérées peuvent donc en particulier vérifier
des relations du genre :

0?A(w) 1
" =~ (h*.¢% + hP . g"

ow*owP 2 (b9 + g°)

Remarque 2.4. Le distinguo indispensable entre les ensembles munis d’une
multiplication commutative ou non.

I convient absolument de remarquer que la démonstration réalisée dans |d] ne
peut pas étre appliquée telle quelle aux discussions impliquant des éléments d’un
ensemble K muni d’'une multiplication non commutative, typiquement K = H
(Pensemble des quaternions) ou K = O (I’ensemble des octonions).

Remarque 2.5. Les liens possibles entre une matrice périenne et l’expression
formelle d’un noyau.

Pour éviter momentanément les difficultés liées aux discussions tenues sur un
ensemble K muni d’une multiplication non commutative, on peut se contenter
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2 OUTILS INDISPENSABLES A LA DISCUSSION

de se servir o priori de 'expression formelle des noyaux ainsi que de celle des
matrices périennes. Il peut alors arriver que 'expression formelle d’'un noyau
coincide avec celle d’'une matrice périenne. C’est le cas chaque fois que les rela-
tions suivantes sont simultanément vraies et mathématiquement cohérentes :

[H] = a.Ids + §.T2(®)(b,b)

s =|A|.x.b

Si la troisiéme composante du vecteur a n’est pas nulle (y # 0), alors le noyau
d’une décomposition est une MP du type suivant :

O[N] = o Ids + fQ.Tz(@)(s,so b 0(s) = [M(a,9)

|A]

Avec :

. g1
a: (o —5, 7V )h X 0
( %‘m) #

Exemple 2.1. Les relations de coincidence lorsque K est équipé d’une multipli-
cation commutative.

Typiquement, lorsque K = R (I’ensemble des nombres réels) ou K = C (I’en-
semble des nombres complexes), ces relations peuvent concerner les noyaux de
décompositions de produits vectoriels déformés. Elles impliquent alors claire-
ment la continuité de la polynomiale A associée avec la décomposition envisagée
puisque la matrice [H| est systématiquement symétrique et qu’elle désigne une
Hessienne (classe I) ou son équivalent (classe IT). Par ailleurs, dans ce cas, le
second argument de la matrice périenne coincide soit avec le vecteur singulier
de la polynomiale (classe I) ou avec la moitié du produit vectoriel des vecteurs
définissant le noyau (classe II).

Remarque 2.6. Le déterminant d’une maitrice périenne lorsque K est équipé
d’une multiplication commutative.

Il est possible de constater que :
V(a, b) € E%(3, K)

[M(a, b)|

. Ids + B.T(®)(b,b) + x.(®(b)]

a+ B.(H2 Bt — x.b3 B.bL.b3 + x . VP
BN B at B (02 B.02.0P — x.b
B.HL0P — .0 BB x.b o+ B (0P)?

(@ + 8.0 (a + B.(6%)%) . (a + B.(b°))
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2.3 Les matrices périennes et les noyaux des décompositions des produits
vectoriels déformés

—(a + 8.0 (B2 03 + x.bY).(B.02. 05 — x.b)
— (80107 — W) (B2 4 x . BP) (a4 B.(0%)?)
+(B.01. 0% — x.b%) . (B.D1.1° — x.b%).(B.b*. b — x.bY)
+ (B0 + x.0Y) . (B.0 P+ . BY) . (B.02. 0P + x.b)
—(B.0F. 0% 4+ x.bH) . (B.0F. 0P — x.bY) . (a + B.(b*)?)

(@ + 8.0 Ao + a.8.(0%)* + a.5.(0°)* + 5. ()% (b°)}
—(a + B.(01)7) A8 (%)% (09)* — X*. (b')%}
2

—{8%. (") (v*)? ( )P} (a + B.(0°)%)
+ (B0 =X 03 B2 (32 =B x. (B2 03— x. 8. (0726 X2 b V)
+ (.01 03+ x.b%) . {B%. b . (b*)? b3+6 x- (2. 02+ 8. x. b2 (b3) +x2. o' %)
—{B%. (012 (%)% = . (%)%} - (a + B.(0%))

+a® + a2 3.5 4+ . 8.(1°)* + a. . (b1)?
. B2+ B2 (0N () +a. B2 (02 (8P + B.xE. (M)?
—a. B2 (2 (0P 4 a.x?. (b%)? + B.x2. (b))
— 6% x. (D3B3 + 8.2 (bH)2. (b?)?
— B2 DR (0% 4+ B (0D (03 + B (VD)2 (%) b P
AN (0 87 o ()RR R B8R DB (B3P + B2 (B2 ()2
+ B_XQ_( 1)2 (b 2)2 +B8.x%. (b 2)2.(173)2—%;\/3.1)‘ 2 3
—a. B2 (012 (0°) a0 ()00 + B ()

a® + B.|b|*.a® + [Ibl[*.x*.a + B.x*.||b||*
Le déterminant d’une MP est une forme polynomiale :

1. de degré trois si on considére que ce déterminant dépend essentiellement
de la composante «;

2. de degré deux si on considére que ce déterminant dépend essentiellement
de ||b]|%.

Ce calcul peut de tout fagon étre poussé plus loin pour finalement obtenir :

[M(a, b)

o (o + B.][bI*) + [b|*.x*. (a + B.[[bI[*)

(a + B.|bl[*). (® + [[bI*.x*)
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3 LES RELATIONS CANONIQUES CARACTERISANT LES
OPERATEURS ANTI-COMMUTATIFS

Exemple 2.2. Le cas d’une matrice périenne identifiable d un noyou lorsque K
est équipé d’une multiplication commutative.

11 est facile de constater que si K est équipé d’une multiplication commuta-
tive, alors :
11> = x*.|[b||?
Et (rappel : ici x # 0) :
. g
|M(a,s)| = (o + ?-HSHQ)-(&Q + [Isl?)

3 Lesrelations canoniques caractérisant les opérateurs
anti-commutatifs

3.1 Les relations canoniques proprement dites.

L’intérét d’une identification éventuelle entre une matrice périenne et un
noyau résultant de la décomposition d’un produit vectoriel déformé réside dans
la possibilité d’associer une polynomiale (dégénérée ou non) a cette matrice pé-
rienne. Partant du principe que les fronts d’onde peuvent interagir entre eux,
il devient légitime de se demander si ces matrices peuvent représenter des opé-
rateurs quantiques anti-commutatifs. Elles le deviennent chaque fois qu’elles
vérifient deux relations canoniques :

vA17 A2
A A A A
viA] = +1: NL NG+ NN = (o)
A A .|A A
VIA] = £1: NN ¢ NN = < Ay, Mgy > - Tds

On supposera a priori que les noyaux ont le formalisme donné ci-dessus et que
les matrices |H| sont toujours symétriques.

VA, VAl = +1: N = 2 [HA] — 4] 1®(ss)

N

3.2 La premiére relation canonique

Concernant la premiére relation, on constate que :

VA1, Ag, V]A| = 1

[Al - A7lAl |Al - ArlAl
Ny, Ny, + Ny, Ny,

(-1 — AL @ (a,9)} (g [Ha] — 1AL (0,9))

5 H] — AL @090} g [ = AL 12(0,5)

8
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3.2 La premiére relation canonique

% . {[HAl] . [HAZ] + [HAQ] . [HAl]} + {[J}q)(/\ls) . [J](I)(AQS) + [J}(I)(AQS) . [J](I)(/hs)}

A

= AHM] (P (a28) + (0 2(a18) - [Hao] + [Has ] (12 ®(a18) + (0 2(a,8) - [Ha, [}

Remarque 3.1. Le carré d’un noyau.

Ainsi, lorsque :
A=Ay = A

On peut montrer que :

(N2 = 5 HHA + 2.50%(18) = 141 (n@()

N

Avec :
|S/ >= {T?”[HA].Idg — [HA]}.‘AS>

Conclusion : Le formalisme du carré d’un noyau peut encore s’interpréter
comme étant celui d’un noyau s’il existe une polynomiale A’ dont la partie

symétrique vaut :
[Hy) = [Hp]? + 4. (®%(as)

Et dont le vecteur qu’on dira spécial mais pas nécessairement singulier vaut s’.
Remarque 3.2. Les conditions de 'annulation du carré d’un noyau.

Le carré d’un noyau s’annule lorsque ses parties, symétrique et anti-symétrique,
s’annulent simultanément.

1. Concernant la partie symétrique, il faut que :
[HA]? + 4.19%(as) = [0]

2. Concernant la partie anti-symétrique, il existe deux familles de situa-
tions :

(a) Le vecteur spécial est nul :
AS = 0

Dans ce cas, la condition de nullité de la partie symétrique du carré

du noyau devient :
[HA)? = [0]

Autrement dit, le carré de la partie symétrique du noyau doit étre
nulle.

(b) La partie symétrique du noyau est proportionnelle & la matrice iden-
tité, le coeflicient de proportionalité coincidant avec la trace de cette
partie symétrique :

[HA] — Tr[Hp] . Ids = [0]

Dans ce cas, la condition de nullité de la partie symétrique du carré
du noyau devient :

(TTQ[HA] — ]|2.As\|2) Ads + To(®)(2. a8, 2.8) = [0]

9

©Thierry PERIAT, Matrices périennes et opérateurs quantiques anticommutatifs, 2 septembre 2025.



3 LES RELATIONS CANONIQUES CARACTERISANT LES
OPERATEURS ANTI-COMMUTATIFS

3.3 La seconde relation canonique

Concernant la seconde relation, on constate que :
VAL Ay, VAl = £1

lA] - art, A 1Al AslAl
Ny Ny, 4+ Ng Ny

{5 1]~ 1AL (0,90} L - (] + 1411 2(09))

0 H] + AL @)} g [ = AL 12(0,5)

% AHA ] [Ha) + [Ha] - [Ha = {n®(ar8) - (P (4,8) + (1P (4,8) - (1P (4,8)}

+ |A;1| . —[HA1] . [J](I)(AQS) + [J]q)(Als) . [HAz] + [HAQ] . [J}(I)(Als) _ [J](I)(AQS) ) [HAl]}

Lorsqu’en particulier :
A=A =A
On obtient :
VA VAl = £+1
N NRA L N A

1
5" [HA]2 — 2. [J]‘I>2(AS)

— 1

.[HA]2 — 2.{T2(®)(AS, AS)— <A 'S, AS >Jd, .Idg}

N |

2

<A A >1ds .Ids

1. En effet, en application simple d’une des relations utiles de la remarque 2.2 :

[J]q’Q(AS) = T>(®)(aS, AS) — <A S, AS >4y - Ids

2. En cas d’une transposition directe de [03; Equ.(2a.6), premiére relation| dans cette
discussion.
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3.3 La seconde relation canonique

Remarque 3.3. Confrontation avec les conditions de Uannulation du carré d’un
noyau.
De deux choses 'une :

1. Soit le vecteur spécial est nul (s = 0) :

VA VAl = £1
1
7!
Pour pouvoir transposer [03; Equ.(2a.6), premiére relation| dans cette
discussion, il faut encore que le carré de la partie symétrique soit pro-

NA NEIAD L NEIAL N = - ()2

portionnel a la matrice identité.
1 2
5.[HA] =< A A> .Id3

Mais on a vu au point 2(a) de la remarque 3.2 que la carré de la partie
symétrique doit étre nul dans le cas d’un vecteur spécial nul. Il en résulte
ici I’obligation de poser :

<A A>=0
2. Soit la partie symétrique est proportionnelle & la matrice identité :
VA VAl = £+1

Al bl b lAl Al
NP NG NN

1
5 Tr2[Hp) . Id3 — 2. {To(®)( aS, AS) — <A S, AS >14, - Id3}

1 1
§.Tr2[HA].Id3 — 5 AB(®)(2. a8, 2.48) = < 2.8, 2.48 >1ay -Id3}

[0]

Ainsi, la transposition de [03; Equ.(2a.6), premiére relation| dans cette
discussion ne commence & étre envisageable qu’en posant :

<A A>=0

On en induit I'idée que la quantité <Aj, Ae> résultant de la transposition de
la premiére relation de [03; Equ.(2a.6)| dans cette discussion représente une
sorte d’écart entre les polynomiales implicitement associées & chaque noyau.
Autrement dit lorsque deux polynomiales sont identiques, il n’y a pas d’écart
entre elles; ce qui entraine bien logiquement ’annulation de cette quantité.

3. Remarque 3.2, point 2.(b)
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©Thierry PERIAT, Matrices périennes et opérateurs quantiques anticommutatifs, 2 septembre 2025.



4 LES QUATERNIONS

4 Les quaternions

4.1 Données importantes concernant les quaternions

Avec aide de [02; p. 72] :

o1 i gk
11 ¢ 4 k
i i -1 k —j
j i -k =1 1
kK k 5 = -1

Et en introduisant deux quaternions quelconques :

a=q +iqg+j.q+k.q;d d, d, ) e R = (¢f, Pan)

3)

©=¢ +i.g+i.a+ka;d ada ) eR = (g V)

On obtient toujours :

Vqla qQ € H -

1
§~(Q1-Q2 —¢.q1)

i (Par A Pa)t + 5. (Par A Oq)? + k. (Vg A Pgu)® ¢ R

De maniére a simplifier toutes les futures équations, on introduit le vecteur h
dont la représentation dans H® est (i, j, k). Cette convention d’écriture permet

par exemple la notation suivante :

1
9 (q1-92 — q2.q1) =< h, (3)011 A (3)(12 >1Ids

4.2 Calculs usuels sur les quaternions

Il est pertinent de calculer :

q1 - 42
<d1, 92 >y
+(d) s +aia+ 4@ —qa3)i
+() 6+ +a - ala3)
+(g) G+ @B+ aB -G a)k

L’interversion des indices 1 et 2 fournit :

q2-q1

<qz2; 41 >y
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4.3 Au sujet de la nullité du carré d’un quaternion

(S +a-d+Ed - B
(@ d+dd+da — b))
(. + a5+ aad - b))k

La somme des deux expressions précédentes vaut donc (ici, tous les coefficients
sont soit des nombres réels, soit des nombres complexes) :

A2+ ¢.q1)

N | —

<aL @ > +(@.a+a-d) i+ (@.ad+a.d). i+ (@D.ad+d.d) .k

Il devient évident que :
(@2 + q2-q1)

N

<Wq, Vg > +¢). <P h, Oqy >4, +¢3. <O h, Oqq >4,

4.3 Au sujet de la nullité du carré d’un quaternion

Pour discuter ensuite du carré d’un quaternion, on s’intéresse au produit de

deux quaternions.
1. Soit les deux quaternions sont totalement quelconques avec des coefhi-

cients réels ou complexes :
q1-q2

< qp, Wy >,
(@ w+a-n+as—q-6)i
Y- ag3) .
B+ -GG )k

+(d) .65 +at-d5 +q

+(d) .4+ q

<) qi, (4)q2 >+ <®) h, q? ) (3)q2 + qg . (3)q1 + ((3)q1 A (3)q2) > 1ds

2. Soit les deux quaternions sont purement imaginaires et dans ce cas il

convient de calculer :

<G, Oqy >4, . <® h, Oqy >4,

_ <(3) qi, (3)q2 >Id3 + <(3) h’ ((3)q1 A (3)q2) >Id3

Ainsi lorsque :
a = q2 = q

On doit distinguer deux oportunités logiques :

13
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5 LES MATRICES PERIENNES ANTICOMMUTATIVES

1. Soit on travaille avec n’importe quel quaternion et son carré vaut :

q2

<Wq, Wg >, + <GB h,2.Cg>p

(@*)? — |®q|P+ <® h, 2.0)q >4,

Il s’annule lorsque, simultanément :
(@ = 1194l = 0, Vg = Vo

Auquel cas, forcément :
q = Om

... quelle que soit la nature du quaternion q is (reélle ou complexe).

2. Soit on travaille avec des quaternions purement imaginaires et dans ce
cas le carré d’'un tel quaternion de ce type vaut :

(<(3) h’ (3)q >Id3)2

3)

—[|@q]f?

Il ne s’annule que lorsque le produit scalaire euclidien de la partie tri-
dimensionnelle de ce quaternion purement imaginaire par elle-méme est
nul. T1 devient alors clair que les quaternions purement imaginaires a
coefficients réels doivent étre nuls pour que leurs carrés respectifs s’an-
nulent. En revanche, il devient tout aussi évident que les quaternions
purement imaginaires a coefficients complexes (dans C) ne doivent pas
nécessairement étre nuls pour que leurs carrés respectifs s’annulent. Ces
quaternions-la ouvre la discussion vers la théorie des spineurs d’E. Cartan
[04].

5 Les matrices périennes anticommutatives

On cherche ici & découvrir des matrices périennes vérifiant la premiére rela-
tion canonique qui en ferait des opérateurs quantiques anti-commutatifs. Il est &
parier que ’anti-commutativité forcera cette discussion a s’étendre & ’ensemble
K = H, le corps non-commutatifs des quaternions.

14
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5.1 Le produit de deux matrices périennes

5.1 Le produit de deux matrices périennes

Soit une paire (a, b) d’éléments choisis arbitrairement dans E(3, K) tels que
les composantes du premier argument sont représentées par («, 3, x) dans K3 ;
ces ingrédients permettent d’écrire une matrice périenne :

[M(a*,b)] = a.lds + B.T2(®)(b,b) + x.(7®(b) € M(3, K)

Soit une paire (a’, b) d’éléments choisis arbitrairement dans E(3, K) tels que les
composantes du premier argument sont représentées par (o, A/, x') dans K?;
ces ingrédients permettent d’écrire une matrice périenne :

[M'(@",b")] = o . 1ds + B/ . To(®)(b',b') + x'.(®(b) € M(3, K)
Le produit matriciel [M].[M’] vaut :

[M(a,b)]. [M'(a”, b)]

{a.Ids+ 3 .To(®)(b,b) + x. mq)(b)} . {a' dds+ 8. TQ(@)(b/, bl) +x . [J](I)(b’)}

(. — <b,b >4, .x.X).Id3
+a. 8 To(@)(B',b)+5.8. <b,b >4, . To(®)(b',b) + 3.4 .To(®)(b,b)
+B8.X . Ta(®)(b Ab,b) + x.8 . Ta(®)(b,b A b) + x.xX . Ta(®)(b,b)
+a.x". ®®) + x.o . 7P(b)
Remarque 5.1. Au sujet du produit de deux matrices périennes.

Le produit de deux matrices périennes n’est, en général, plus une matrice
périenne. Mais il existe des exceptions notables et intéressantes & cette regle.

Exemple 5.1. Le second argument des paires définissant deur matrices pé-
riennes est le méme et représenté dans C3.

Lorsque le second argument des paires définissant deux matrices périennes
est le méme et que ces composantes sont des nombres complexes, le produit de
ces matrices vaut :

[M(a, b)].[M(a, b)]

{a.1d3+ 3. Ta(®)(b,b) + x. () ®(b)}.{a’ . Ids + ' Tr(®)(b,b) + X". [ ®(b)}

(.0 = x.X'.|[b][%). Ids
+a.8 . Ty(®)(b,b) + 8.8 .|b||>. Ta(®)(b,b) + B.a . T5(®)(b,b)
+8.X . Ta(®)(b A b,b) + x.8 . To(®)(b,b A b) + x.x .T2(®)(b,b)

=0 =0

15
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5 LES MATRICES PERIENNES ANTICOMMUTATIVES

+a.x" . @) + x.o . 7®(b)

(.0’ = x.X'-[[bl|) . Ids
+(a. 8+ B.8 bl + 8. + x.X). Ta(®)(b,b)
+(a.x' + x.d).1y®(b)
Lemme 5.1. -

Soit II(b) I’ensemble des matrices périennes définies par une paire dont le
second argument est le vecteur b. Soit deux matrices périennes dans II(b) res-
pectivement associées aux paires (a, b) et (a’, b). Lorsque les composantes du
second argument sont dans un ensemble K doté d’une multiplication commuta-
tive (par exemple C), on constate que :

1. Le produit [M(a, b|.|M(a’, b| est une opération interne réalisée dans II(b).
[M(a,b)].[M(a, b)] € II(b) C M(3, K)
2. Le résultat de ce produit peut étre écrit :
[M(a,b)]. [M(a', b)] = [M(a", b)]

Avec :
1/

o =a.a — x.x.|bl?
B" = (a. B+ BB DI + x.X + 8.0

1

X' =a.x +x.o

5.2 Les trois contraintes caractérisant 1’anticommutativité des
matrices périennes dans II(b)

Soit deux matrices périennes dans II(b) respectivement associées aux paires
(a, b) et (a’, b). Lorsque le premier argument de chacune de ces paires est
représenté dans H® alors que le second l'est dans C3, on déduit de I'exemple
précédent que la relation :

[M(a,b)]. [M(a", b)] + [M(a',b)].[M(a, b)] = [0]
... est équivalente & la réalisation simultanée des trois relations suivantes :
a.o —|blP.x. X+ .a—-|b|lP.xX.x =0

(. 8"+ 8.8 bIP) +x. X + 8.0+ (. B+ B.[bI") +x . x+8.a =0

a.xX +x.d+d.x+x.a=0
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5.2 Les trois contraintes caractérisant ’anticommutativité des matrices
périennes dans I1(b)

Il n’y a aucune difficulté & en déduire le :
Lemme 5.2. Sur la partie anticommutative de H.

Soit deux matrices périennes dans II(b) respectivement associées aux paires
(a, b) et (a’, b). Lorsque les composantes du premier argument de chacune de
ces paires sont dans la partie anti-commutative de H et que celles du second
sont dans C3 , ces deux matrices anti-commutent.

Les calculs réalisés dans une sous-section précédente permettent de préciser la
condition d’appartenance d’'une paire de quaternion & Anticomy ; il s’agit de la
relation :

A2+ ¢.q1)

N

0

<W qy, Dqy >m a1 - <®h, Oqy >4, +¢9. <O h, Oqy >4,

Om

Cette condition se scinde naturellement en deux sous-conditions devant étre
simultanément vraies :

<@ di, (4)612 > = @ g5 — <® di, (3)012 >1d45 = Oc

@V + 5. gy = @o

Si on part du principe que ces sous-conditions doivent s’appliquer & chaque
quaternion dans Anticomy, alors tous les carrés des éléments d’Anticomy sont
nuls. Ce qui rameéne peu ou prou la discussion vers les propos préliminaires te-
nus dans la sous-section 4.3. Ils obligent & considérer deux familles de situations :

— La partie scalaire du quaternion étudié est nulle : q° = 0. Ce quater-
nion est purement imaginaire (équivalemment : un élément d’Imy) et il
appartient aussi & Anticompy lorsque :

<¥q, Wg>p,= [|Pqll> = 0c
— Le quaternion q est quelconque. Il ne peut étre un élément d’Anticompy

que s'il est dés le départ nul : g = 0. Ce qui ne présente aucun intérét.

Concrétement, seuls les vecteurs isotropiques d’un espace complexe de dimen-
sion trois peuvent permettre de construire des éléments dans Imy dont le carré
s’annule. Ce qui signifie qu’il convient de travailler avec des matrices périennes
dont le formalisme générique est du genre :

[M(a, b)]

<®h, Oa >, . 1ds
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+ <® h, (3)5 > 1ds .T2(®)((3)b, (3)b)}

+ <(3) h, (3)X >1ds - [J](I)((g)b)

Avec :
1B = [|¥8]12 = ||®x]* = 0c

5.3 Le cas des quaternions purement imaginaires

Les quaternions purement imaginaires ont des propriétés remarquables dont
on peut se demander si elles facilitent la découverte de matrices périennes anti-
commutatives. Pour tenter de répondre & cette question on va traduire les trois
contraintes de ’anticommutativité lorsqu’elles concernent de tels quaternions.
On a vu plus haut que pour n’'importe quelle paire de quaternions (q1, q2) :

<(3) ha (3)(311 >Id3 . <(3) ha (3)(12 >Id3 + <(3) h7 (3)(12 >]d3 . <(3) h) (3)Q1 >Id3

—2. <(3) q1, (S)Q2 >[d3

Comme les trois contraintes peuvent d’abord se réorganiser comme suit :

(.0’ +a.a) = |b|*.(x- X + x'.x) =0

(a.f' + B .a)+|bl>.(B.8 +8.8)+(x-X+X . x)+(B.d+d.8) =0
(. X +x.a)+ (x.d +d.x) =0

Chaque fois que :

!/

«, 67 X 0/7 /BI7 X € ImH

Ces contraintes deviennent :

3)

<! a, Sy >1dy — Hb||2- <® X (3)X/ >r14; = Oc

<(3) «, (3)6, >Id3 + ”b||2 . <(3) ﬁa (3)5, >Id3 + <(3) X (3)X/ >Id3 + <(3) B) (3)0/ >Id3 — O(C

<® o, Ox >pq, + <® x, Bo! >4, = 0c

Comme une matrice périenne qui anti-commute doit anti-commuter avec elle-
méme, son carré est nul. Au contraintes s’appliquant aux matrices périennes
dont les coefficients sont des quaternions purement imaginaires (voir le lemme
5.2 a la sous-section précédente) s’ajoutent donc les suivantes :

3)

<Ba, @B > =<®a Oy > = 0c
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5.4 Matrices périennes anticommutantes & coeflicients purement imaginaires
et algébres de Lie

5.4 Matrices périennes anticommutantes a coefficients pure-
ment imaginaires et algébres de Lie

Soit donc I’ensemble des matrices dont le représentant générique est :

[M(a, b)]

<O h, Oa >4 . 1ds
+ <G h, Gg > Ids Ta(@)(Pb, Op)}
+ <®h, Oy > . 2(®b)
Avec :
[®al? = @612 = [OxIP = o
<®) q, B4 > 1ds =<0 q, Oy >14, = Oc
Proposition 5.1. Les triplés ((3)oz, G)g, (B)X) permettant de construire les élé-

ments de l'ensemble des matrices périennes o coefficients purement imaginaires
anticommutantes sont des éléments d’une famille d’algébres de Lie.

Démonstration.

Définition 5.1. Algébre de Lie (rappel)

Soit V un espace vectoriel de dimension trois, bati sur le corps commutatif
des nombres complexes C et équipé d'un produit vectoriel déformé par la ma-
trice [A] de M(3, C) : [..., ...]i4). L’espace V est supposé étre rapporté a sa base
canonique € ; celle-ci peut aussi s’interpréter comme un élément de V3.

Pour que V soit équipé d’une structure d’algebre de Lie, trois conditions doivent
s’appliquer simultanément (voir définition par exemple dans [01; p. 9] ou [05;
p.15, 257 et 283]) :

1. Un crochet de Lie doit y étre défini;

2. Le produit d’'un elément quelconque de V par lui-méme, via ce crochet
de Lie, doitétre nul :

VaecV: [a,a}[A] =0

3. La relation de Jacobi doit étre validée pour tous les triplés d’éléments
choisis arbitrairement dans V (Il revient au méme de dire que le Jaco-
biateur est nul partout sur V) :

Va,b,c eV :
Jia)(a, b, c)

[a,[b, cfialia) + [b)[c, afpylia) + e, [a, bl

0
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Le produit vectoriel déformé est de facto un crochet agissant sur les éléments
de V : voir sa définition dans [d]. Et de par sa définition ce crochet satisfait
automatiquement la deuxiéme condition exigée pour ’obtention d’une structure
d’algébre de Lie. Il ne reste donc qu’a explorer ce qui se passe avec la relation
de Jacobi.

Remarque 5.2. Calcul du Jacobiateur

On peut démontrer (voir 'annexe) que :

J[A} (a7 ba C)

<a,bAc>m, {-[A.[J]". @ ([A4] . |2 >}
Remarque 5.3. Fristence de deuz familles d’algébres de Lie

Il existe une algebre de Lie lorsque :

J[A} (a7 ba C)

<a,bAc>, - {-[4]. [J]t.m@([A] Q>))®

0

Cette relation définit visiblement deux grandes familles d’agébres de Lie défi-
nissables sur V :

1. Celles qui contiennent des triplés d’éléments choisis dans V vérifiant si-
multanément les trois relations suivantes :

<a,b/\C>1d3:0(c

<b,C/\a>1d3:0(c
<c,aAb>=0c

Ces algébres de Lie dépendent directement des propriétés particuliéres
de certains triplés d’éléments de V.
Définition 5.2. Territoire de Jacobi.

Par convention du langage, on nomme territoire de Jacobi un triplé
de vecteurs choisis dans V tels que les trois relations ci-dessus sont simul-

tanément vraies quelle que soit la matrice déformant le produit vectoriel
classique défini sur V.

2. Celles pour lesquelles la matrice déformante permet de vérifier que :
Va,b,c e V: {[A] . [J}t . [J}@([A] . ‘Q >)}EB =0

Ces algebres de Lie résultent directement des caractéristiques de la ma-
trice déformante ; peu importe les éléments de V.
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5.4 Matrices périennes anticommutantes & coeflicients purement imaginaires
et algébres de Lie

Remarque 5.4. Les représentations spineurales des vecteurs isotropiques de V.

La compréhension des propriétés particuliéres des triplés définissant des algébre
de Lie sur V exige de faire un détour par la théorie des spineurs due & E. Cartan.
Dans son oeuvre traduite en américain [04], 'auteur donne un moyen de relier
un vecteur isotropique de V aux deux composantes d’un spineur. 1l est probable
que cet exemple a pu s’inspirer des travaux de Weierstrass sur les représentations
des surfaces minimales et qu’il n’est pas le seul lien possible entre un vecteur
isotropique et les spineurs pouvant y étre associés. On va donc supposer qu'un
élement isotropique s de V peut toujours étre relié de la maniére suivante aux
composantes 1! et n? d’un spineur :
1,0 1 1 02 1.0 .1 1 1,2
s, m) =ag-()" +ap-n-n + a;-()
2,0 1 2 042 2 .0 1 2 1
s n) = ago-(m")” + ag-n"-n + ay-(n)
37,0 1 3 042 3.0 1 3 1
', n) = age- ()" + ag - .n + ay-(n)
Aprés quelques calculs consistant & poser ||s||> = <s, s> = O¢, on découvre un
ensemble de cing conditions :

()" : {(ago)® + (ado)® + (agy)’} =0
(°)*.(n") : agy-ag, + ady-agy + aly-aly =0

m°)?. (") : age-aty + afy-ady + ajy-ady + {(ag)?* + (ag1)® + (ad)?} =0

2

2

0 N3 . o1 1 2 2 3 3 _
(n)-(m°)” : agy-ay + agy-ayy + agy.ayy =0
1\4 . 132 212 3\27 _
()" terms : {(a11)” + (a11)” + (a31)"} = 0
Pour les condenser on introduit la matrice :
1 1 1
W] = ago agl aél
Qoo Qo1 411
... qui peut se lire comme une ligne de trois vecteurs :

[W] = HWI >, ‘WQ >, ’W3 >]

Leur introduction permet de reformuler les cing conditions :

1.
M) : lwi|* =0
2.
M%) . (n") 1< wi, wy >ra;= 0
3.
(°)*.(n")? : < w1, wg >ra, +|[wo|[> =0
4.

). (n")? < wa, ws >r4;= 0
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14 2
(m)" : |lws][” =0
Lemme 5.3. Sur les représentations spineurales des vecteurs isotropiques.

1. Chaque représentation spineurale d’un vecteur isotropique, ici s, est as-
sociable avec un triplé {wy, wy, w3} de vecteurs de V dont deux (w;
et wg) sont isotropiques et orthogonaux a un troisiéme (ws) chaque fois
que :

2 _
< Wi, W3 >Id3 +HW2H =0

2. Chaque triplé {wy, wa, w3} de vecteurs isotropiques et orthogonaux
entre eux est associable & la représentation spineurale d’un quatriéme
vecteur isotropique, s. En effet, on vérifie aisément que les cing conditions
ci-dessus sont satisfaites par n’importe quel triplé de vecteurs vérifiant
les conditions :

1B w1 ]2 = [|Bwy* = [|Pws||* = 0c
<@ Wi, (3)W2 >Ids = <@ w2, (3)W3 >Ids = <@ Wi, (3)W3 >14; = Oc
3. Lorsqu’on pose :

Cwy, = O, By, = Bg, By, = By
. on retrouve toutes les conditions devant étre vérifiées par un triplé
{Ba, B, 3y} permettant de construire une matrice périenne anti-
commutante dont les coefficients sont purement imaginaires en impo-

sant :
|Bwsl? = |Pal]? = 0c

Il en résulte la contrainte optionnelle :
<® B, Oy >4, = 0c

Chaque triplé de vecteurs isotropiques et orthogonaux entre eux permet
de construire une matrice périenne anticommutante dont les coefficients
sont purement imaginaires.

Remarque 5.5. -

Soit trois éléments de V tels que :
aNB=x;BAXx=a;x Na=p

Dans ce qui suit, on considére a priori que la notion d’orthogonalité entre les
arguments d’un produit vectoriel et le résultat de ce produit vectoriel reste vraie
bien que la discussion ait lieu avec des vecteurs dont les composantes sont des
nombres complexes. En clair, les conditions données & I'instant contiennent aussi
implicitement les suivantes :

< a, By >145 = Oc
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5.5 Matrices périennes anticommutantes a coefficients purement imaginaires
et seconde relation canonique caractérisant les opérateurs anticommutatifs

<® 8, B\ > = 0c
<(3) «, (3)/8 >Id3 = O(C

Si - en plus- ce triplé de vecteurs satisfait les conditions annulant le Jacobiateur,
ie.: J[A}((?’)a, (3)g, (3))() = 0, alors il est un triplé de vecteurs isotropiques or-
thogonaux et il permet donc de construire une matrice périenne anticommutante
dont les coefficients sont purement imaginaires. O

5.5 Matrices périennes anticommutantes a coefficients pure-
ment imaginaires et seconde relation canonique caractéri-
sant les opérateurs anticommutatifs

Soit les deux matrices suivantes :
[M(a, b)]

<(3) h, (3)a > Ids .Idg
b <Ok B85, Th(@)(Pb, Pb))
+ <(3) h’ (3)X >Id3 . [J](I)((3)b)

Avec :
[Pal* = (|®8]]* = [|Px|]* = 0c

<@ o G > 1ds =<B) ¢, By >4, = O

Et :
[M(a', b)]'
<® h, 3/ >r1dy -1d3
+ <B h, O > T(®)(Pb, @b)}
— <®) n, (3)X/ > Ids .[J]<I>((3)b)

Avec :

B2 = ||OF12 = ||O¥? = 0c
<(3) O/, (3),3/ > Ids :<(3) O/, (3)X/ > 14y = Oc
On va d’abord calculer :

[M(a, b)]. [M(a, b)]'

(<O h, Oa>g . <O h Od > +]bl)2. <O h, Oy > . <O n Oy >0 Ids
+ ...

{— <(3) h, (3)04 >Ids - <(3) h, (S)X/ >rdy + <(3) h, (3))( >Ids - <(3) h, (3)0/ >Id3} . [J](I)(b)
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Puis :
[M(a', b)]". [M(a, b)]

{(<®h, Od > . <P, o> +[b|2. <@ h Oy > . <O h, Oy >3 Ids
+...

(<@ b, O/ 50 <@ b, Oy 50 — <@ b Oy s <O b O 5103, 0 (b)

Avant d’additionner les deux produits. On trouve que :

[M(a, b)]. [M(a', b)]" + [M(a', b)]". [M(a, b)]

—2.{<® a, Od >0 +|bl2. <® x, O\ >14,} . Ids
+ ...

2. {<® a, O\ > — <o, Oy >01. 1@ (b)

Pour se trouver dans le cadre de la discussion générale exposée dans [03] et de son
application proposée ci-dessus au niveau de la section 3, il faut que le coeflicient
précédant la matrice identité s’identifie avec un écart noté symboliquement :

< A, A >= —2.{<(3) o, (3)0/ >1ds + HbH2 <(3) X, (3))(/ >Id3}

Et il faut que les coefficients placés devant les matrices T et ® s’annulent ; ce
qui oblige & poser :

<®a, g >+ b|2. <® B, B8 >0+ <P o, O >0, =<® x, Oy >p4

<®) a, (3)X’ >1ds =< o, (3)X > 1ds

En injectant la contrainte sur le coefficient devant la matrice T dans la définition
de I’écart, celui-ci s’écrit plus simplement :

<A AN>= -2 <o+ |b]?.®8 Cd + ||bl]|2.Op >4,

C’est une relation intéressante en ce sens qu’elle est batie sur un des facteurs
du déterminant de chacune des matrices périennes; voir la remarque 2.6. Ce qui
laisse penser que la nullité de ’écart entre deux matrices survient en particulier
chaque fois qu’une des deux matrices a un déterminant nul.
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5.6 Quand les quaternions sont quelconques

Remarque 5.6. La possibilité d’introduire une représentation affine dans la
discussion.

Lorsque les composantes du premier argument de chacune de ces paires ne
sont pas dans la partie anti-commutative de H mais tout simplement dans H, il
convient d’écrire en général :

(a.d + d.a)

N

0

<@ a, @q/ >m toa. <®) h, B/ > Ids +a, <® h, Bl > Ids

(a. B+ B )

N

<@ a, (4)5/ >0l +al. <@ h, (3)5/ >1ds +,3/0. <@ h, G g >1ds
1

5.(04.)(’ + X' .a)

<(4) o, (4))(/ >[7]] —l—ao. <(3) h, (3))(/ >Ids —I—XIO . <(3) h, (3)a >Ids

(B.d + a.B)

N | —

<(4) ﬁ, (4)0/ >[77] Jrﬁo. <(3) h, (3)0/ >Ids +O/O. <(3) h, (3)ﬁ >Ids

S (8.6 + 8.5)

<W B, W > +80 <O g > +80 <O h B>,

A(x.d +d.x)

DN

<® X @ >n] +X0. <® h, @)/ >Tds +a0. <O h, (3)X >1ds

1

§~(X.x’+x’-x)

... et de replacer ces expressions dans les trois contraintes devant étre simulta-

nément vérifices. Ce travail sera effectué ailleurs et plus tard.
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6 Conclusion

Cette exploration a approffondi les connaissances concernant les matrices
dites périennes (MPs). Elles avaient attiré l'attention dans [a] et [b|. Cet ap-
profondissement a eu ici pour but essentiel de savoir si certaines d’entre elles
pouvaient servir d’opérateurs quantiques. Les conditions nécessaires permettant
de valider les relations canoniques caractérisant des opérateurs anti-commutatifs
ont été énoncées. La quéte a permis de découvrir un ensemble de matrices pé-
riennes validant ces deux relations. Leurs coefficients sont des quaternions pu-
rement imaginaires. Chemin faisant, on a également remarqué le lien possible
entre les triplés {(3)a, @) g, (S)X} constitutifs des matrices validant les deux
relations et l'existence d'une algébre de Lie bétie sur ces triplés si on ajoute la
restriction :

<® B, By >pq, = 0Oc

... aux exigences déja mentionnées dans ce document ; & savoir :

[Pal* = |PI* = |Px|* = 0c

<®a, @B > =<®a, Oy > = 0c

Certaines d’entre elles peuvent s’identifier - mais formellement seulement- avec
des noyaux de décompositions de produits vectoriels déformés en posant (voir
la remarque 2.5) :

[HA] = <(3) h7 (3)Oz >1ds .Idg—i— <(3) h, (3),3 >1ds .TQ(@)((3)b, (d)b)

N | =

|A]

Cette étude mérite peut-étre d’étre poursuivie dans plusieurs directions :

LAS = <(3) h, (S)X >Ids - (3)b

— En se demandant s'il existe d’autres ensembles de matrices périennes a
coefficients quaternioniques remplissant le cahier des charges accompa-
gnant la définition d’opérateurs quantiques anti-commutatifs.

— En Pappliquant & ’équation de Klein-Gordon.

— En approfondissant sur le plan mathématique la notion de table de Py-
thagore, les liens entre C3 et Imp, le concept de territoire de Jacobi et
les connaissances sur la structure de II(b).

7 Annexes

7.1 Expression in extenso du Jacobiateur sur V

Proposition 7.1. Le jacobiateur d’un triplé de vecteurs de V dépend de ce triplé
et de la matrice déformante [A].

Démonstration. Par définition :

J[A} (a7 ba C)
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[a, [b, ¢l

[a, A?k(bjck - bkcj)enhA]

Al (o™, ?k(b]ck — ) —an. ﬁ(lﬂck — ). e
Avec l'aide de permutations cycliques :
b, [c, a]jala) = Al (0™ ;‘k.(cj.ak—ck.aj)—b". ?}C.(Cj.ak—ck.aj)).ei

[c, [a, b]alia) = Afm.(cm.A?k.(aj.bk—ak.bj)—c". ;-’}C.(aj.bk—ak.bj)).ei

Il vient :
[a, [b, c]iajlia) + [b, [c, a]jajlia) + [c, [a, bliala

{Afnn.A?k.am.(bj.ck — bk — Afnn.Aﬂ.a”.(bj.ck — b )} e
+{Ainn.A?k.bm.(cj.ak —cFad)y - AL ﬁ.b".(cj.ak —cFad)) e
+{Afnn.A;-’k.cm.(aj.bk —ad". ) - A ﬂ.cn.(aj.bk —ad".v)}. e

Ai,m.A?k.{am.(bj.ck—bk.cj)—l—bm.(cj.ak—ck.aj)—i—cm.(aj.bk—ak.bj)}.ei
—A%n.Aﬂ.{a".(bj.ck—bk.cj)—i—b".(cj.ak—ck.aj)—i—c”.(aj.bk—ak.bj)}.ei

Al AT {a™ . (b= )+ (a? = at) ™ (ol b —a? b)) e
_|_

Al AL {a™ . (BP0 )+ (Pad = at) M (d? b —ad b)) e
_|_

Al AT {a™ (B E - e+ (ad =B at) ™ (ol b —ad b)) e

Al AT {a™ (b =) 0" (cha® =P at) + (a2 —a? b)) e

Al AT {a™ . (B E—) +" (P lad =B ad?) + A (P P - b)) e

Al AT {a™ (b S =)+ (ad =B at) (ol b —ad b)) e

AL {at (=P )+ (a? =P lat) + et (ot P —a? bh)) ey
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7.1 Expression in extenso du Jacobiateur sur V

Ay Al {a®. (0.3 - +03. (ha® -3 a)+ 3 (0 b —add b)) e

iQ-A%Q'{O}-ei

G A {a (2. =03 )+ (Pad =B a?) et (a2 0P — ad b)) ey

32-A%3'{0}'ei

12-Az3-{0} . &

AL {d?. (A= )+ (L ad =S al )+ P (ar P —ad b)) e

33'14?2 {0} . e

33-14%3 {0} .e;

b A3 {a? (0. =D )+ (L aP =B ar) P (ar P —ad b)) e

b AL . (0. =)+t a =P lal) P (e v —a? b)) e

by - A3s- {0} . e;
by Al {0} . e;
+
13- A% {0} e
+
Aly A o (1.3 0. +bt (P - Ed?) (00— dP b)) e
+

13- Als- {0} e
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AL {a® (A= )+ (L a? = Plat )+ P (ar b —a? b)) e

13- Azg - {0} .e;

13- A1z - {0} .e;

{at 0?7 {Aly. AS3 + Aly . Ay — A3 Ay — Abs . Aly + Al A3 — Al Ay}

+
a®. 0% et {ALy Ajy + ALy Aly — Ajy . Ay — Ajy ATy + Ay ASy — Al A}

+
a® .0t ALy Ajy + ALy Aly — Ajy . Ay — Ajy ATy + Ay ASy — Ay A}
a® 0% et {Aly Ajy + ALy Alg — Ajy . Ay — Ajy ATy + Ay A3y — Ay A}
a®. 0. ALy Ajy + ATy Aly — Ajy . Ay — Ajy Ay + Ay ASy — Ay A}
a' b’ Ay AR+ ATy Al — Aby Ay — Ajy . Aly + Al A3 — Ay A} e

{a". 0*. +a®. 3. +ad bt -t —d b P - dl bR P

{Aly . A5y + Aly Aly — Abg A3y — Abg A%, + Al3 A5 — Aly . Af}. e

; 2 ; 1 ; 3 ; 2 ; 3 ; 1
<a,bAc>pg; {Ay Ajz+ Aly Al — Adg Ay — Ajg Ay + Als . Ajy — Al Ao} €

On constate dés & présent la présence d’un terme indépendant de la matrice
déformante et totalement lié au triplé des vecteurs impliqués dans ce calcul.

Concernant la partie vectorielle, le calcul peut se poursuivre avec :
(Al A3 + Al Afy — Ayy Afy — Agy ATy + Afy . A3; — Ajy . A} e
+
{Aly . A%y + Ay Afy — A3 ATy — A33 AT, + AT A5y — Al Al e
+
{ASy A3y + Ay Afy — A5y A}y — A3 AT, + ATy A3y — AL AL} es
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Elle peut se synthétiser pour donner :
Afp {-Alz.ei} + Al {-Aby. e} + A, . {0}
+
Ag3 {0} + A3 {Aly. e} + A5 {415}
+
Ajz {Ajy e} + Af3 {0} + Ay {433 e}

0

Soit le vecteur :
X >= [A].|2 >

Ou € représente les trois vecteurs de la base canonique de V. Le vecteur X est
un élément de V3. 11 devient ainsi possible décrire :

Al {-X3} + A}, {-X7} + 4}, . {0}
_|_
A%3.{0} + Ag?,-{Xl} + A§3-{X3}
_|_
A%g-{Xl} + A%3~{0} + Ail)’s-{—X2}

Tout ceci se laisse encore regrouper de la facon suivante :

A, A, AL -X* 0o X!
{ A%zz A%zz A%zz X2 X0 }¥=0
Aly A3 A, 0 X -X?

Par convention, '’exposant ¢ indique qu’il s’agit de la somme de tous les élé-
ments présents dans la matrice de M(3, E(3, C)). Cette convention permet de
poursuivre avec :

0o -X* X2
[J](I)(X) = [J}(I)([A] . ’Q >) = )(3 -0 —Xl
-X2 X! 0

Un calcul permet de constater que :

~[J]" 1 @(X)

31

©Thierry PERIAT, Matrices périennes et opérateurs quantiques anticommutatifs, 2 septembre 2025.



8 BIBLIOGRAPHIE

01 0 0o -X3 X2
-0 0 -1 X3 -0 -=-X!
1 0 0 -X2 x! 0
-X3 o X!

-X2 Xt o0
0o X -X2

Par conséquent, & l'issue de ces longs calculs on déduit la formule :
J[A}(a’ b, C)

<a,bAc>m, {-[A.[J]". @ ([A4] . |2 >}
FElle comporte bien deux parties :

1. La premiére est un produit scalaire impliquant les arguments du triplé
qu’on a sous la main;

2. La seconde est une somme de vecteurs qui dépend des entrées de la
matrice déformante [A].

La proposition est démontrée sur V. O
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