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Résumé. En 1995, Thakur a introduit des analogues des fonctions hypergéomé-
triques pour Fq [T ]. Dans cet article, nous montrons que l’ensemble exceptionnel
d’une telle fonction est trivial. Ceci confirme une conjecture énoncée par Thakur
et ses coauteurs en 2008. De plus, nous montrons un théorème de type Lindemann-
Weierstrass pour une classe indénombrable de fonctions contenant les fonctions
hypergéométriques. La méthode utilisée permet d’obtenir les premières mesures de
transcendance (de qualité comparable à celle de la caractéristique 0) pour les va-
leurs en des arguments algébriques de ces fonctions. Enfin, dans une dernière partie,
nous exhibons les premières familles infinies de fonctions hypergéométriques dont on
peut montrer que leur ensemble exceptionnel est trivial dans le domaine P -adique.

1. Introduction

Soit θ un entier naturel non nul et p un nombre premier. On pose q = pθ. Notons Ω
le complété d’une clôture algébrique de Fq

((
1
T

))
pour la valuation −deg. On note encore

− deg le prolongement de la valuation −deg à Ω. En 1931, dans [8], Carlitz introduit un
analogue de la fonction exponentielle pour Ω. Rappelons sa construction (à un facteur de
normalisation près). Posons [0] = D0 = 1 et pour tout entier naturel n non nul

[n] = T qn − T et Dn = [n]Dq
n−1.

La fonction

expC(z) =
∑
n⩾0

zq
n

Dn

est définie pour tout z ∈ Ω et est maintenant appelée exponentielle de Carlitz. Le problème
de la nature arithmétique des valeurs prises par l’exponentielle de Carlitz s’est rapidement
posé. En 1941, Wade montre un analogue du théorème de Lindemann (pour l’exponentielle
de Carlitz (voir [35]) : l’ensemble exceptionnel de expC est réduit à {0}. Rappelons que
l’ensemble exceptionnel d’une fonction f est l’ensemble des éléments α de la clôture algé-
brique Fq(T ) de Fq(T ) dans Ω tels que f(α) ∈ Fq(T ). En 1960 dans [9], Carlitz définit un
analogue des fonctions de Bessel pour Ω (appelées fonctions de Bessel-Carlitz) : pour un
entier naturel, la m-ème fonction de Bessel-Carlitz est la fonction (toujours à un facteur
de normalisation près)

Jm(z) =
∑
n⩾0

zq
n+m

Dn+mDqm
n

.

En 1978, Geijsel [18] prouve la transcendance d’au moins un des deux éléments Jm(α)

et Jm(Tα) pour α ∈ Fq(T ) \ {0}. Le second auteur obtient la transcendance de ces deux
éléments, dans un premier temps pour α ∈ Fq(T ) \ {0} dans [13] puis dans le cas général
dans [14]. Comme les fonctions hypergéométriques généralisent la fonction exponentielle
et les fonctions de Bessel, il est naturel d’essayer de définir des analogues des fonctions
hypergéométriques pour Ω. Cela a été réalisé en 1995 par Thakur (voir [32] et [33]). Pour
un entier naturel a non nul, on pose (a)n = Dq1−a

n+a−1. Dans Ω, (a)n peut être considéré
comme un analogue du symbole de Pochammer (a)n = a(a−1) · · · (a−n+1) dans C (voir
[31]).
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Définition 1. Soit r et s deux entiers naturels, a = (a1, · · · , ar) et b = (b1, · · · , bs) deux
suites d’entiers naturels non nuls, on appelle fonction hypergéométrique de Thakur de type
I de paramètres (a,b) la fonction

rFsT
I(a,b; z) =

∑
n⩾0

(a1)n · · · (ar)n
Dn(b1)n · · · (bs)n

zq
n

.

On notera rFsT I l’ensemble des fonctions hypergéométriques de Thakur de type I dont
les paramètres a et b sont de longueurs respectives r et s. Li a étendu le résultat de Geijsel
aux cas des fonctions hypergéométriques de Thakur de type I dans les cas où la suite a

est vide [27, Theorem 1] : pour tout α ∈ Fq(T ) non nul, au moins un des rFsT
I(−,b;T iα)

(0 ⩽ i ⩽ s) est transcendant sur Fq(T ).

Conjecture (conjecture TWYZ). En 2008, Thakur, Wen, Yao, Zhao [34], en analogie avec
le cas de la caractéristique nulle, conjecturent que l’ensemble exceptionnel d’une fonction
hypergéométrique de Thakur de type I entière (c’est-à-dire définie sur Ω) est réduit à {0}.

Remarque 2. La condition que f ∈ rFsT I est entière est équivalente au fait que r ⩽ s.

En utilisant un critère de transcendance de Yao [38, Théorème 1], les auteurs de [34]
montrent le résultat suivant qui est une réponse partielle à leur conjecture : si r ⩽ s et α
est algébrique non nul de degré inférieur à q − 1 sur Fq(T ), alors pour tout f ∈ rFsT I ,
f(α) est transcendant sur Fq(T ) (voir [34, Theorem 2], corrigé dans [37]).

Dans [20], Harada s’est intéressé au cas balancé, c’et-à-dire s = r + 1. En utilisant
une généralisation de Chang (voir [10]) du critère d’indépendance linéaire d’Anderson,
Brownawell et Papanikolas (le maintenant dénommé critère ABP prouvé dans [1]) et
en conjonction avec [34, Theorem 4], Harada montre que l’ensemble exceptionnel d’une
fonction s+1FsT I est trivial si et seulement si elle est transcendante sur Fq(T )(z) [20,
Theorem 3.6].

Dans [9], Carlitz étend la définition de Dn à certains arguments fractionnaires. Pour
tout a ∈ 1

θ
N, on pose Dθ,a =

∏⌈a⌉−1
j=0 (T qa − T qj ), où ⌈a⌉ désigne le plus petit entier

supérieur à a. Clairement, Dθ,a est un polynôme de Fq[T ]. Pour un entier naturel n, on
pose (a)θ,n = Dqa−1

θ,n+a−1. Dans [38], Yao définit des fonctions hypergéométriques de manière
analogue à celles de Thakur de type I, relatives aux Dθ,n.

Définition 3. Soit r et s deux entiers naturels, a = (a1, · · · , ar) et b = (b1, · · · , bs) deux
suites de relatifs de 1

θ
N. On appelle fonction hypergéométrique de Yao de paramètres (a,b)

la fonction

rFsY (a,b; z) =
∑
n⩾0

(a1)θ,n · · · (ar)θ,n
Dn(b1)θ,n · · · (bs)θ,n

zq
n

.

On notera rFsY l’ensemble des fonctions hypergéométriques de Yao dont les paramètres
a et b sont de longueurs respectives r et s.

Remarque 4. Clairement, une fonction hypergéométrique de Thakur de type I est une
fonction hypergéométrique de Yao.

Dans [38], Yao prouve une généralisation de [34, Theorem 2] (voir [38, Théorème 2]).
Cependant, le théorème de Yao ne permet pas de conclure que l’ensemble exceptionnel de
rFsY (a,b; ) est réduit à {0}.

Il est bien connu que les fonctions hypergéométriques en caractéristique nulle sont
solutions d’équations différentielles linéaires [30, §2.1.2]. En se basant sur l’analogie entre
équations différentielles en caractéristique nullle et équations aux différences de Carlitz
en caractéristique positive, dans [23], Kochubei construit une nouveau type de fonctions
hypergéométriques dont maintenant les paramètres sont des éléments de Ω et non plus
des rationnels.

Définition 5. (1) Soit a ∈ Ω et m ∈ N, le symbole de de Kochubei-Pochammer ⟨a⟩m
est défini par

⟨a⟩m =

m∏
j=1

([m− j]− a)q
j

.
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(2) Soit r, s deux entiers naturels, a = (a1, · · · , ar) et b = (b1, · · · , bs) deux suites de
Ω \ {[n] | n ∈ N}. La fonction

rFKs(a,b; z) =
∑
n⩾0

⟨a1⟩n · · · ⟨ar⟩n
Dn⟨b1⟩n · · · ⟨bs⟩n

zq
n

est appelée fonction hypergéométrique de Kochubei de paramètres a et b.

On notera rFsK l’ensemble des fonctions hypergéométriques de Kochubei dont les
paramètres a et b sont de longueurs respectives r et s. A un facteur de normalisation
près, les fonctions hypergéométriques deThakur de type I sont aussi des cas particuliers
de fonctions hypergéométriques de Kochubei (voir [23]).

Thakur fut le premier à considérer des fonctions hypergéométriques à paramètres dans
Ω . Pour tout n ∈ N, posons

en(X) =
∏

h∈Fq [T ]
deg(h)<n

(X − h).

Définition 6 ([32]). Soit a = (a1, · · · , ar) et b = (b1, · · · , bs) deux suites de Ω \ Fq[T ].
La fonction

rFsT
II(a,b; z) =

∑
n⩾0

en(a1) · · · en(ar)

Dnen(b1) · · · en(bs)
zq

n

.

est appelée fonction hypergéométrique de Thakur de type II de paramètres (a,b).

On notera rFsT II l’ensemble des fonctions hypergéométriques de Thakur de type II
dont les paramètres a et b sont des suites de Fq(T )\Fq[T ] de longueurs respectives r et s.
Peu est connu à propos des valeurs des fonctions de rFsT II [34, §4 remarks]. L’ensemble
de toutes les fonctions hypergéométriques de paramètres de longueurs r et s est noté rFs :

rFs = rFsT II
⋃

rFsY
⋃

rFsK.

Le but principal de cet article est de montrer que la conjecture TWYZ est vraie pour les
fonctions de rFs. Pour ce faire, nous introduisons une classe de fonctions, notée HFq et
qui contient rFs, dont on montrera que leur ensemble exceptionnel est trivial. La preuve
repose sur une variante non explicite de la méthode originelle de Hermite [21] pour la
démonstration de la transcendance de e. Contrairement aux méthodes fonctionnelles (cri-
tère ABP, théorème du T -sous-module de Yu [42], théorème de Siegel-Shidlovski [29],
etc.), qui par construction ne peuvent amener à des résultats de transcendance que pour
un nombre dénombrable de fonctions, la simplicité et la flexibilité de la méthode d’Her-
mite permet d’obtenir des résultats de transcendance pour des classes indénombrables de
fonctions, comme l’est la classe HFq.

Dans la deuxième partie, grâce aux bonnes approximations obtenues, nous donnerons
les premières mesures de transcendance des valeurs de fonctions hyepergéométriques en
caractéristique finie. Ces mesures de transcendance seront vues être de qualité comparable
à celles obtenues par Mahler et Lang dans le cas de la caractéristique 0. En particulier,
dans le cas de l’exponentielle de Carlitz, nous obtenons une mesure de transcendance de
expC(1) qui améliore celle de Bundschuh obtenue en 1974 d’un facteur logarithmique.

Dans la troisième partie, nous introduisons une sous-classe indénombrable de HFq,
notée HFRq pour laquelle l’analogue du théorème de Lindemann-Weierstrass est satisfait :

Théorème 7 (Théorème L-W linéaire). Soit f une fonction de HFRq et α1, · · · , αn des
éléments de Fq(T ). Alors la famille {1, f(αi) | 1 ⩽ i ⩽ n} est Fq(T )-linéairement indépen-
dante si et seulement si la famille {αi | 1 ⩽ i ⩽ n} est Fq-linéairement indépendante.

En dehors de théorèmes de type L-W obtenu par applications directe du théorème de
Thue-Siegel-Roth, le Théorème 7 semble être le premier théorème de type L-W démontré
pour une classe indénombrable de fonctions. Dans le cas cité, Harada [20, Theorm 3.9]
obtient aussi grâce au critère ABP une condition suffisante sur la famille {αi} pour que
la famille {1, f(αi)} soit Fq(T )-linéairement indépendante. A la vue du Théorème 7, il est
vraisemblable que cette condition ne soit pas nécessaire.

Dans la dernière partie, nous nous intéressons aux fonctions hypergéométriques consi-
dérées comme fonctions dans ΩP , où ΩP désigne le complété d’une clôture algébrique de
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Fq(T )P , le complété de Fq(T ) pour la valuation induite par un polynôme P de PFq [T ],
l’ensemble des polynômes irréductibles de Fq[T ]. Nous démontrons pour la permière fois
que l’ensemble exceptionnel d’une classe infinie de fonctions hypergéométrique est trivial
(voir les Théorèmes 38, 39 et 41). Un tel résultat n’est actuellement pas connu dans le cas
de la caractéristique nulle. Pour ce faire, nous montrons un résultat de type Schneider-
Lang-Adams en caractéristique positive (Théorème 34) qui a certainement son propre
intérêt.

Soit τ le Fq-Frobenius défini sur Ω et K un extension algébrique finie de Fq(T ). On
rappelle qu’un Fq[T ]-module Drinfeld de rang r est un homomorphisme injectif d’anneaux
ρ de Fq[T ] dans End(Ga(K)) ≃ K{τ} défini par ρT = T +

∑r
i=1 Aiτ

i où les Ai (1 ⩽
i ⩽ r) sont des élément de K et Ar ̸= 0. L’exponentielle de ρ est l’unique fonction
eρ(z) =

∑
n⩾0 anz

qn avec a0 = 1 telle que pour tout a ∈ Fq[T ], eρ(az) = ρa(eρ(z)). Nous
montrerons en cours de route que si ρ est de rang inférieur à 2, alors expρ est une fonction
HFRq ce qui permettra de montrer un théorème L-W pour ρ.

2. Transcendance de la fonction hypergéométrique en un point algébrique

Pour un extension algébrique K/Fq(T ), on note HK l’ensemble des Fq(T )-morphismes
de K dans Ω. Rappelons que si α est un élément de Fq(T ), on appelle maison de α, qu’on
note α , le réel

α = max
σ∈HFq(T )(α)

deg(σ(α)).

Pour tout β ∈ Fq(T ), on a les majorations triviales

α+ β ⩽ max(α , β ) et αβ ⩽ α + β .

L’ensemble OK des entiers de K (sur Fq(T )) est la clôture intégrale de Fq[T ] dans K. On
dit que ω ∈ OK \{0} est un dénominateur commun dans K d’une famille F d’éléments de
K si pour tout x ∈ F , ωx appartient à OK . Dans le cas où F ne contient qu’un élément x,
on dit que ω est un dénominateur dans K de x. Rapppelons l’une des formes de l’inégalité
de Liouville.

Proposition 8 (Inégalité de Liouville [40]). Soit α et ω deux éléments de Fq(T ) non nuls
et K une extension de Fq(T ) contenant α et ω. On suppose que ωα est entier sur Fq[T ].
Alors,

deg(α) ⩾ −(σ − 1)α − σ ω ,

où σ = [K : Fq(T )]s.

On déduit de l’inégalité de Liouville une majoration de la maison d’un entier algébrique.
Soit α ∈ Fq(T ) entier sur Fq[T ] et K une extension algébrique finie de Fq(T ) contenant α.
Alors,

1
α

⩽ [K : Fq(T )]α . (1)

Définition 9. Une fonction f(z) =
∑

n⩾0 Tnz
qn de Ω[[z]] est appelée fonction HFq si on

a les propriétés suivantes :

(HF
(1)
q ) il existe une extension finie K/Fq(T ) qui contient tous les Tn (n ∈ N).

Il existe un entier naturel n0 tel que

(HF
(2)
q ) il existe un réel h ayant la propriété que, pour tout entier n ⩾ n0, on ait Tn ⩽ hqn ;

(HF
(3)
q ) il existe un réel β < 0 et des réels Λ et Ξ tels que pour tout entier n ⩾ n0 on ait

deg(Tn) ⩽ (βn+Λ)qn+Ξ et il existe une suite (nk)k⩾0 de N strictement croissante
telle que pour tout k ∈ N, on ait deg(Tnk ) = (βnk + Λ)qnk + Ξ ;

(HF
(4)
q ) il existe une fonction g : N → R telle que pour tout (k, n) ∈ N2 avec n ⩾ k + n0,

il existe Mn,k ∈ K tel que pour tout j ∈ J0, kK Mn,kT
qj

n−j est un entier de K de
maison inférieure à g(k)qn ;

(HF
(5)
q ) il existe un réel positif A tel que pour tout n ∈ N, la famille (T ql

i−l | 0 ⩽ l ⩽ i ⩽ n)
admet un dénominateur commun dans K de maison inférieure à Anqn ;
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L’hypothèse (HF
(2)
q ) implique que toute fonction HFq est entière sur Ω.

On considère une fonction f(z) =
∑

n⩾0 Tnz
qn qui est HFq. Dans la suite de ce paragraphe,

nous gardons les notations présentées ci-dessus. On note k un entier naturel supérieur à
n0.
Notations : Pour tout entier n supérieur à k + 1, on pose

∆(n,k) =
∣∣∣T qj

i−j

∣∣∣n⩽i<n+k
0⩽j⩽k−1

et pour tout u ∈ J0, kJ

γ(n,k)
u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Tn T q
n−1 · · · T qu−1

n−(u−1) T qk

n−k T qu+1

n−(u+1) · · · T qk−1

n−k+1

Tn+1 T q
n · · · T qu−1

n+1−(u−1) T qk

n+1−k T qu+1

n+1−(u+1) · · · T qk−1

n−k+2

...
...

...
...

...
...

...
...

Tn+k−1 T q
n+k−2 · · · T qu−1

n+k−1−(u−1) T qk

n−1 T qu+1

n+k−1−(u+1) · · · T qk−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Les éléments ∆n,k et γ
(n,k)
u (u ∈ J0, kJ) sont des éléments de K. Le lemme suivant donne

une estimation de leurs degrés et la taille de leurs dénominateurs.

Lemme 10. Soit j un entier naturel.

a) On a

deg(∆(nj ,k)) = ((βnj + Λ)qnj + Ξ)
qk − 1

q − 1

et pour tout u ∈ J0, kJ,

deg(γ
(nj ,k)
u ) ⩽ deg(∆(nj ,k))− βqnj

qk − qu

q − 1
+ (qk − qu)Ξ.

b) Il existe un réel Bk tel que
Ä∏nj+k−1

i=nj
Mi,k

ä
∆(nj ,k) et

Ä∏nj+k−1

i=nj
Mi,k

ä
γ(nj ,k) (u ∈

J0, kJ) soient des entiers de K de maison inférieure à Bkq
nj .

Démonstration. a) Soit (li)nj⩽i<nj+k une suite d’entiers distincts de J0, kJ. On a

nj+k−1∑
i=nj

deg(T qli

i−li
) ⩽

nj+k−1∑
i=nj

qli((β(i− li) + Λ)qi−li + Ξ) (2)

⩽ qnj

(
k−1∑
i=0

(β(nj + i) + Λ)qi − β

k−1∑
i=0

viq
i

)
+

qk − 1

q − 1
Ξ

où l’on a posé vi = lnj+i. L’unique maximum de
∑k−1

i=0 viq
i est atteint pour la suite vi = i

pour tout i ∈ J0, kJ. Comme

nj+k−1∑
i=nj

deg(T q
i−nj

i−(i−nj)
) =

nj+k−1∑
i=nj

deg(T q
i−nj

nj
) =

k−1∑
i=0

qi((βnj + Λ)qnj + Ξ),

par la formule de Leibniz pour le déterminant, on a

deg(∆(nj ,k)) = ((βnj + Λ)qnj + Ξ)
qk − 1

q − 1
.

De même, soit (mi)nj⩽i<nj+k une suite d’entiers distincts de J0, kK \ {u}. On a

nj+k−1∑
i=nj

deg(T qmi

i−mi
) ⩽

nj+k−1∑
i=nj

qmi((β(i−mi) + Λ)qi−mi + Ξ)

⩽ qnj

(
k−1∑
i=0

(β(nj + i) + Λ)qi − β

k−1∑
i=0

wiq
i

)
+

Ç
qk+1 − 1

q − 1
− qu

å
Ξ,
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où l’on a posé wi = mnj+i. Le minimum de
∑k−1

i=0 wiq
i est atteint pour la suite (wi)0⩽i<k

définie par wi = i si i ∈ J0, uJ et wi = i+ 1 si i ∈ Ju, kJ. On obtient donc

deg(γ
(nj ,k)
u ) ⩽ qnj

(
k−1∑
i=0

qi(β(nj + i) + Λ)− β

(
u−1∑
i=0

iqi +

k−1∑
i=u

(i+ 1)qi
))

+

Ç
qk+1 − 1

q − 1
− qu

å
Ξ

⩽ deg(∆(nj ,k))− βqnj
qk − qu

q − 1
+ (qk − qu)Ξ.

b) D’après la propriété (HF
(4)
q ), les éléments

Ä∏nj+k−1

i=nj
Mi,k

ä
∆(nj ,k) et

Ä∏nj+k−1

i=nj
Mi,k

ä
γ
(nj ,k)
u

(u ∈ J0, kJ) sont des d’entiers de K de maison inférieure à
∑nj+k−1

i=nj
g(k)qi = qk−1

q−1
g(k)qnj .

□

Proposition 11. Il existe des réels C1, C2, C3 et un entier naturel j1 (ne dépendant que
de k et f) tels que pour tout entier j ⩾ j1, il existe des suites d’éléments (c

(j,k)
i )0⩽i⩽k,

(q
(j,k)
i )0⩽i<nj et (d(j,k)l )l⩾nj+k de K ayant les propriétés suivantes :

a) c
(j,k)
k = 1 ;

b) dans Ω[[Z]], on a l’égalité

k∑
i=0

c
(j,k)
i fqi(Z)−

nj−1∑
i=0

q
(j,k)
i Zqi =

∑
i⩾nj+k

d
(j,k)
l Zql ;

c) il existe un dénominateur commun dans K aux c
(j,k)
u (u ∈ J0, kK) de maison infé-

rieure à C1q
nj ;

d) pour tout i ∈ J0, kK, on a deg(c
(j,k)
i ) ⩽ −βqnj qk−qi

q−1
+ (qk − qi)Ξ et c

(j,k)
i ⩽ C3q

nj ;

e) pour tout i ∈ J0, kK, on a q
(j,k)
i ⩽ C2q

nj ;

f) il existe un dénominateur commun dans K aux q
(j,k)
i (i ∈ J0, nJ) de maison infé-

rieure à (Anj + C1)q
nj ;

g) pour tout entier l > nj + k deg(d
(j,k)
l ) ⩽ (β(l − k) + Λ)ql + Ξqk ;

h) deg(d
(j,k)
nj+k) = (βnj + Λ)qnj+k + Ξqk.

Démonstration. a–b) Posons c
(j,k)
k = 1. On a

k∑
i=0

c
(j,k)
i fqi(Z)−

n∑
i=0

q
(j,k)
i Zqi =

∑
l⩾0

d
(j,k)
l Zql

où

dl =

{∑min(l,k)
i=0 c

(j,k)
i T qi

l−i − q
(j,k)
l pour 0 ⩽ l < nj∑k

i=0 c
(j,k)
i T qi

l−i pour l ⩾ nj .
(3)

On considère le système (S) de nj + k équations en les nj + k inconnues (c
(j,k)
i )0⩽i<k et

(q
(j,k)
i )0⩽i<nj :

(S) :

{ ∑min(l,k)
i=0 c

(j,k)
i T qi

l−i − q
(j,k)
l = 0 (0 ⩽ l < nj)∑k

i=0 c
(nj ,k)

i T qi

l−i = 0 (nj ⩽ l < nj + k)

Le Lemme 10 implique qu’il existe un j1 ∈ N tel que pour tout j ⩾ j1 ∆(nj ,k) ̸= 0. En
considérant les équations de (S) pour l ∈ Jnj , nj + kJ, les formules de Cramer impliquent

que pour tout i ∈ J0, kJ, c(j,k)i =
γ
(nj,k)

i

∆
(nj,k) . Par conséquent, (S) admet pour unique solution c

(j,k)
i =

γ
(nj,k)

i

∆
(nj,k) pour i ∈ J0, kJ

q
(j,k)
i =

∑min(i,k)
l=0 c

(j,k)
l T ql

i−l pour i ∈ J0, njJ.

Les c
(j,k)
i (0 ⩽ i ⩽ k) et les q

(j,k)
i (0 ⩽ i < nj) sont dans K.
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c) L’égalité

c
(j,k)
i = γ

(nj ,k)

i

nj+k−1∏
u=nj

Mu,k

/Ñ
∆(nj ,k)

nj+k−1∏
u=nj

Mu,k

é
et la seconde partie du Lemme 10 montrent que les c

(j,k)
i (i ∈ J0, kK) admettent un déno-

minateur commun dans K de maison inférieur à Bkq
nj .

d) La première partie de l’assertion est une reformulation de la propriété Lemme 10.a).
On a

c
(j,k)
i ⩽ γ

(nj ,k)

i

∏nj+k−1
u=nj

Mu,k + [K : Fq(T )]∆
(nj ,k)

∏nj+k−1
u=nj

Mu,k

⩽ (1 + [K : Fq(T )])Bkq
nj ,

par la deuxième partie du Lemme 10 et l’inégalité (1).

e) D’après la propriété (HF
(2)
q ), on a pour tout i ∈ J0, njK et pour tout l ∈ J0,min(i, k)K

c
(j,k)
l T ql

i−l ⩽ c
(j,k)
l + T ql

i−l ⩽ (C3 + h)qnj ,

ce qui mêne à la majoration souhaitée de la maison de q
(j,k)
i .

f) Ceci est une conséquence immédiate de la propriété (HF
(5)
q ) et la partie c) de cette

propsition.

g) Pour tout i ∈ J0, kK, on a

deg(c
(j,k)
i T qi

l−i) ⩽ β

Å
qnj+i

q − 1
− iql

ã
− βqnj+k

q − 1
+ (βl + Λ)ql + Ξqk.

Puisque l ⩾ nj+k, la suite
Å
β
(

q
nj+i

q−1
− iql

)ã
0⩽i⩽k

est strictement croissante. Elle atteint

son unique maximum en i = k. On obtient que deg(d
(j,k)
l ) ⩽ (β(l − k) + Λ)ql + Ξqk.

h) On a deg(c
(j,k)
k T qk

nj
) = (βnj +Λ)qnj+k +Ξqk. De plus, la preuve précédente montre

que pour tout i ∈ J0, kJ, on a deg(c
(j,k)
i T qi

nj+k−i) < (βnj +Λ)qnj+k+Ξqk. Ceci prouve que

deg(d
(j,k)
nj+k) = (βnj + Λ)qnj+k + Ξqk.

□

Théorème 12. Soit f une fonction HFq et α ∈ Fq(T ) non nul. Alors f(α) est transcen-
dant sur Fq(T ).

Démonstration. On raisonne par l’absurde. On suppose que f(α) est algébrique sur Fq(T ).
On note K̃ = K(α, f(α)), δ le degré de l’extension K̃/Fq(T ) et L = max{0, α , f(α) }.
Utilisons les notations et les propriétés de la Proposition 11. On note pour tout entier
j ⩾ j1, U (j,k) =

∑k
i=0 c

(j,k)
i fqi(α) −

∑nj−1

i=0 q
(j,k)
i αqi et R(j,k) =

∑
l⩾nj+k d

(j,k)
l αql . Il

vient de la Proposition 11.g) que la suite
Ä
deg(d

(j,k)
l αql)

ä
l⩾nj+k

tend vers −∞. Ainsi,

la série R(j,k) converge. Comme la suite (β(l − k) + Λ + deg(α))ql)l∈N est strictement
décroissante à partir d’un certain rang, par la Proposition 11.g) et la Proposition 11.h),
il existe un entier j2 ⩾ j1 tel que pour tout j ⩾ j2, deg(R(j,k)) = S(j,k), où l’on a noté
S(j,k) = (βnj + Λ+ deg(α))qnj+k + Ξqk. Puisque U (j,k) = R(j,k), on obtient que

deg(U (j,k)) = S(j,k). (4)

En particulier, U (j,k) est non nul. Par les Proposition 11.d) et Proposition 11.e), on a
l’estimation U (j,k) ⩽ C4q

nj avec C4 = L+max(C2, C3). Soit D un dénominateur commun
dans Fq(T ) de α et f(α). D’après la Proposition 11.c), il existe ω ∈ OK̃ de maison
inférieur à (Anj + 2C1 + deg(D))qnj tel que ωU (j,k) appartient à OK̃ . Notons s le degré
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de séparabilité de ωU (j,k) sur Fq(T ). Comme U (j,k) est un élément de K̃ non nul, d’après
l’inégalité de Liouville, il existe un entier j3 ⩾ j2 tel que pour tout entier j ⩾ j3, on a

deg(U (j,k)) ⩾ −sω − (s− 1)U (j,k)

⩾ −s((A+ 1)nj + 2C1 + deg(D))qnj − C4(s− 1)qnj

⩾ −(A+ 2)δnjq
nj . (5)

Pour k vérifiant l’inégalité βqk < −(A+ 2)δ, comme S(j,k) ∼
j→+∞

βqknjq
nj , les inégalités

(4) et (5) sont mutuellement contradictoires pour j assez grand. Ceci montre que f(α) est
transcendant sur Fq(T ). □

Pour la suite, il est utile d’introduire une sous-classe de l’ensemble des fonctions HFq.

Définition 13. Une fonction f(z) =
∑

n⩾0 Tnz
qn de Ω[[z]] est appelée fonction HFRq

si elle vérifie les propriétés (HF
(1)
q ), (HF

(2)
q ), (HF

(4)
q ) et (HF

(5)
q ) de la Définition 9 et la

propriété (HF
(3)
q ) est remplacée par la propriété :

(HFR
(3)
q ) il existe un réel β < 0 et des réels Λ et Ξ tels que pour tout entier n ⩾ n0 on ait

deg(Tn) = (βn+ Λ)qn + Ξ.

Proposition 14. Soit K une extension finie de Fq(T ) et a = (an)n∈N une suite de K.
On suppose que a0 est non nul et qu’il existe un réel ν tel que pour tout n ∈ N, an admet
un dénominateur dans K de maison inférieure à νqn. De plus, on suppose qu’il existe un
entier naturel J et des réels µ, τ et r, avec r < 0, tels que pour tout entier j ⩾ J , on ait
aj ⩽ µ et deg(aj) = rqj + τ . On définit la suite (un)n∈N par u0 = a0 et pour tout n ∈ N∗,
un = anu

q
n−1. La fonction F (z) =

∑
n⩾0 unz

qn est une fonction HFRq.

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que la suite a est bien définie et tous
ses termes sont non nuls. De plus, pour tout entier naturel n, an appartient à K et si n
est supérieur à J , on a

an = aqn−J

J

n−J−1∏
j=0

aqj

n−j .

On en déduit que

an ⩽ qn−J aJ + µ
qn−J − 1

q − 1
et (6)

deg(an) = rnqn +

Ç
τq−J

q − 1
− Jr + q−J deg(aJ)− rJ

å
qn − τ

q − 1
. (7)

Ainsi F vérifie les propriétés (HF
(1)
q ), (HF

(2)
q ) et (HFR

(3)
q ). Soit dn un dénominateur

dans K de an de maison inférieur à νqn. Pour tout (k, l) ∈ N2 tels que 0 ⩽ l ⩽ k et
n ⩾ J + k, on a(

k−1∏
j=0

(dn−jan−j)
qj × 1

un

)
uql

n−l =

k−1∏
j=l

(dn−jan−j)
qj

l−1∏
j=0

dq
j

n−j .

Ainsi, il existe un entier J2 ⩾ J tel que
Ä∏k−1

j=0 (dn−jan−j)
qj × 1

un

ä
×uql

n−l est un entier de

K de maison inférieure à k(ν+1)qn pour un tout entier n ⩾ J2. . La propriété (HF
(4)
q ) est

satisfaite. La propriété (HF
(5)
q ) se montre de même en considérant pour tous les entiers i

et l tels que 0 ⩽ l ⩽ i ⩽ n l’égalité(
n∏

j=0

dq
j

n−j

)
uql

i−l =

i∏
j=l

(
dq

n−i+j

i−j aqj

i−j

) n−i+l−1∏
j=0

dq
j

n−j .

□

En appliquant ce théorème aux fonctions hypergéométriques de Kochubei, de Yao et
de Thakur de type I, on obtient la

Proposition 15. Soit r et s deux entiers naturels tels que r ⩽ s.
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(1) Pour toutes suites a = (ai)1⩽i⩽r et b = (bi)⩽i⩽s de Fq(T ) \ {[m] | m ∈ N},
rFKs(a,b; z) est une fonction HFRq.

(2) Pour toutes suites a = (ai)1⩽i⩽r et b = (bi)⩽i⩽s d’entiers naturels, rFsY (a,b; z)
est une fonction HFRq.

(3) Pour toutes suites a = (ai)1⩽i⩽r et b = (bi)⩽i⩽s d’entiers naturels, rFsT
I(a,b; z)

est une fonction HFRq.

Démonstration. Posons σm =
∏r

i=1⟨ai⟩m
Dm

∏s
i=1⟨bi⟩m

dans le premier cas, σm =
∏r

i=1 (ai)θ,n
Dm

∏s
i=1 (bi)θ,n

dans le deuxième On constate immédiatement que la suite (σm)m∈N vérifie les hypothèses
de la proposition précédente. Le dernier cas est un cas particulier du deuxième. □

Nous montrons maintenant que l’exponentielle associée à un module de Drinfeld de
rang inférieur à 2 défini sur Fq(T ) est une fonction HFRq

Théorème 16. Soit ρ un module de Drinfeld de rang inférieur à 2 défini sur Fq(T ) La
fonction exponentielle associée à ρ est une fonction HFRq.

Démonstration. Notons eρ(z) =
∑

n⩾0 anz
qn avec a0 = 1. Si ρ est de rang 1, il existe une

extension finie K/Fq(T ) et A ∈ K∗ tel que ρT = T + Aτ q. La suite (an)n∈N vérifie la
relation de récurrence (voir [40, §3])

(T qn − T )an = Aaq
n−1.

Par le Théorème 14, eρ est une fonction HFRq. Dans le cas où ρ est de rang 2, le degré
de an a été obtenu par Chen et Lee (voir [11]). On conclut avec [40]. □

Le cas des fonctions hypergéométriques de Thakur de type II se traite de manière
similaire. On commence par déterminer le degré de en(z) pour un z ∈ Ω \ Fq[T ].

Proposition 17. Soit z ∈ Ω \ Fq[T ] et mz = minh∈Fq [T ] deg(z − h). Pour tout entier
naturel n > mz, on a

deg(en(z)) = (n− q

q − 1
)qn + Cz

avec Cz = mz +
q

q−1
si mz < 0 et Cz =

Ä
mz +

1
q−1

− [mz]
ä
q[mz ]+1 si mz ⩾ 0.

Démonstration. Posons u = −1 si mz < 0 ou u = [mz] si mz ⩾ 0. On a

deg(en(z)) =
∑

h∈Fq [T ]
deg(h)⩽u

deg(z − h) +
∑

h∈Fq [T ]
u<deg(h)<n

deg(z − h)

= mzq
u+1 +

n−1∑
j=u+1

(q − 1)jqj = (n− q

q − 1
)qn + (mz +

1

q − 1
− u)qu+1

□

Lemme 18. Soit z ∈ Fq(T ) \ Fq[T ] et U un dénominateur de z dans Fq(T ). Pour tout
entier naturel n, U2qnen(z)/Dn est un polynôme de Fq[T ].

Démonstration. Soit H un élément de PFq [T ] qui divise U . On a

vH(U2qnen(z)/Dn) = 2qnvH(U)− vH(U)qn − vH(Dn) ⩾ 0,

puisque vH(U) ⩾ 1 et vH(Dn) ⩽ qn (voir [19, Theorem 9.1.1]). De plus, en(z)/Dn ∈⋂
P∈PFq [T ]

P ∤U
Fq(T )P , où Fq(T )P désigne le localisé de Fq(T ) en P car en(X)/Dn appartient

à Int(Fq[T ]), l’anneau des polynômes à valeurs entières sur Fq[T ] (voir [9] ou [7]). □

Nous prouvons maintenant le

Théorème 19. Soit (r, s) ∈ N2 tels que r ⩽ s et a = (ai)1⩽i⩽r et b = (bi)1⩽i⩽s deux
suites de Fq(T ) \ Fq[T ]. Alors, rFsT

II(a,b; z) est une fonction HFRq.
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Démonstration. Pour tout n ∈ N, posons Tn = en(a1)···en(ar)
Dnen(b1)···en(bs)

. Clairement, un appartient
à Fq(T ) et par la Proposition 17, il existe J ∈ N et C ∈ R tels que pour tout n ∈ N avec
n ⩾ J , on ait deg(Tn) =

Ä
(r − s− 1)n− q(r−s)

q−1

ä
qn+C. Par conséquent, (HF

(1)
q ), (HF

(2)
q )

et (HFR
(3)
q ) sont satisfaites. Notons U un dénominateur commun dans Fq(T ) de la famille

{ai, bj | 1 ⩽ i ⩽ r, 1 ⩽ j ⩽ s}. Soit k et l des entiers tels que l ⩽ k et n ⩾ J + k. L’égalité

Ds+1−r
n U2(r+ks)qn

s∏
j=1

k∏
m=0

Å
en−m(bj)

Dn−m

ãqm
T ql

n−l =
( Dn

Dql

n−l

)s−r
r∏

j=1

(
U2q(n−l) en−l(aj)

Dn−l

)ql
×

s∏
j=1

k∏
m=0
m ̸=l

Å
U2qn−m en−m(bj)

Dn−m

ãqm
et le Lemme 18 montrent que Ds+1−r

n U2(r+ks)qn ∏s
j=1

∏k
m=0

Ä
en−m(bj)

Dn−m

äqm
T ql

n−l est un
polynôme de Fq[T ]. Le Lemme 17 assure l’existence d’un entier J2 ⩾ J tel que pour tout
entier n ⩾ J2,

deg
(
Ds+1−r

n U2(r+ks)qn
s∏

j=1

k∏
m=0

Å
en−m(bj)

Dn−m

ãqm

T ql

n−l

)
⩽
(
k(s+ 1− r) +

q(s− r)

q − 1
+C

)
qn.

Ainsi (HF
(4)
q ) est vérifiée. De manière analogue, pout tous les entiers i et l tels que

0 ⩽ l ⩽ i ⩽ n, l’égalité

DnU
(r+2s(n+1))qn

s∏
j=1

n∏
m=0

Å
em(bj)

Dm

ãqn−m

T ql

i−l = U (s+r)(qn−qi)
r∏

j=1

(Uqi−l

ei−l(aj))
ql×

s∏
j=1

n∏
m=0

m ̸=i−l

Å
U2qm em(bj)

Dm

ãqn−m s∏
j=1

Å
U2qi−l ei−l(bj)

Di−l

ãql
×
(
Uqi−l

ei−l(bj)
)qn−i+l−ql

montre qu’il existe un entier J3 ⩾ J2 tel que pour tout entier n ⩾ J3,

DnU
(r+2s(n+1))qn

s∏
j=1

n∏
m=0

Å
em(bj)

Dm

ãqn−m

T ql

i−l

est un polynôme de Fq[T ] de degré inférieur à s(2 deg(U)+ 1)nqn, ce qui prouve (HF
(5)
q ).

□

Le preuve ci-dessus repose sur le fait que les coefficients de rFsT
II(a,b; z) admettent

de « gros »facteurs communs. Dans le cas où les paramètres sont seulement algébriques sur
Fq(T ), le nombre de facteurs en commun ne semble pas permettre d’appliquer le théorème
12.

Problème. La conclusion du Théorème 19 est-elle encore valable dans les cas où tous les
paramètres sont algébriques sur Fq(T ) ?

Les Théorèmes 15 et 19 permettent d’obtenir la forme définitive des résultats par-
tiels obtenus dans [34] et [37]. En particulier, nous obtenons une preuve de la conjecture
TWYZ.

Théorème 20. Soit r et s des entiers naturels tels que r ⩽ s et α ∈ Fq(T ) non nul. Pour
toute fonction f ∈ rFs, f(α) est transcendant.

Comme conséquence, on retrouve ou améliore certains résultats classique de transcen-
dance de fonctions spéciales en caractéristique positive. Par exemple, pour tout α ∈ Fq(T )

non nul, les nombres expC(α), Jm(α) et exp
[l]
C (α) (l ∈ J0, p− 1K) (voir [35], [14], [15]) sont

transcendants. On en déduit aussi le

Corollaire 21. Tout zéro non nul d’une fonction hypergéométrique considérée dans le
Théorème 20 est transcendant sur Fq(T ).
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3. Mesures de transcendance

Les hypothèses du Théorème 12 semblent être trop générales pour obtenir des mesures
de transcendance significatives. Par conséquent, dans ce paragraphe, nous nous limitons
à la détermination de telles mesures pour les fonctions hypergéométriques, car alors les
estimations requises sont controlées de manière précises. Pour déterminer une mesure de
transcendance des valeurs des fonctions hypergéométriques en de points algébriques, nous
aurons besoin des lemmes suivants, qui sont des analogues en caractéristique finie de
résultats obtenus par Siegel (voir [24]). Le cadre non-archimédien dans lequel nous nous
situons permet d’obtenir des énoncés plus précis.

Définition 22. Soit P =
∑d

k=0 akX
k un polynôme de Ω[X] non nul. Sa hauteur, notée

H(P ), est le réel
H(P ) = max

0⩽k⩽d
deg(ak).

Lemme 23. Soit K un sous-corps de Ω et A,B deux polynômes non constants de Ω[X]
de degrés respectifs m et n. On a deg(Res(A,B)) ⩽ nH(A) + mH(B). De plus, il existe
deux polynômes P et Q de K[X] de degrés inférieurs respectivement à n− 1 et m− 1 tels
que

A(X)P (X) +B(X)Q(X) = Res(A(X), B(X))

et pour tout z ∈ Ω, on ait

deg(P (z)) ⩽ (n− 1)max(0, deg(z)) + (n− 1)H(A) +mH(B)

deg(Q(z)) ⩽ (m− 1)max(0,deg(z)) + nH(A) + (m− 1)H(B).

Démonstration. Ecrivons A(X) =
∑m

i=0 aiX
i et B(X) =

∑n
i=0 biX

i. Par définition du
résultant,

Res(A,B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · · · · · · · am

a0 a1 · · · · · · · · · am−1 am

0 a1 · · · · · · · · · am−2 am−1 am

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · am

b0 b1 b2 · · · bg
0 b1 · · · bg−1 bg

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · b1 bg

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
La première partie du lemme provient de l’inégalité ultramétrique du degré et de la formule
de Leibniz de développement d’un déterminant. La deuxième partie du lemme se montre
de manière identique en remarquant que (voir [25, Chapitre 4, §8])

P (z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · · · · · · · am

z a0 a1 · · · · · · · · · am−1 am

z2 0 a1 · · · · · · · · · am−2 am−1 am

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
zn−1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · am

0 b1 b2 · · · bn
0 0 b1 · · · bn−1 bn
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · b1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et

Q(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 a2 · · · · · · · · · am

0 a0 a1 · · · · · · · · · am−1 am

0 0 a1 · · · · · · · · · am−2 am−1 am

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · am

1 b1 b2 · · · bn
z 0 b1 · · · bn−1 bn
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

zm−1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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□

Nous montrons maintenant que dans certains cas, les dénominateurs obtenus dans la
partie précédentes peuvent être améliorés.

Lemme 24. Soit m,n deux entiers naturels avec m ⩽ n et f =
∑

n⩾0 Tnz
qn une fonc-

tion de rFsT I ∪ rFsT II ∪ rFsY. Alors la famille {Ds+r−1
n T qi

n−i | i ∈ J0,mK} admet un
dénominateur dans K de maison dominée par qn.

Démonstration. Supposons que Tn = (a1)n···(ar)n
Dn(b1)n···(bs)n (les autres cas se traitant de même).

Posons b0 = 1. On a pour tout i ∈ J0,mK,

Ds+1−r
n T qi

n−i =

r∏
j=1

(aj)
qi

n−i

(bj−1)
qi

n−i

s∏
j=r

(b0)
qi

n−i

(bj)
qi

n−i

.

Il suffit alors de remarquer que pour tout a, b, k, l ∈ N (a ⩾ b, l ⩽ k),

(a)q
l

k−l

(b)q
l

k−l

=

a−1∏
i=b

(T qk − T ql−i

).

□

Nous sommes maintenant en mesure de présenter une mesure de transcendance pour les
valeurs prises en un argument algébrique non nul d’une fonction de rFsT I∪rFsT II∪rFsY.

Théorème 25. Soit r, s des entiers naturels tel que r ⩽ s, f une fonction hypergéomé-
trique de rFsT II ∪ rFsY, α ∈ Fq(T ) non nul, δ le degré de séparabilité de Fq(T )(α) sur
Fq(T ), ε un réel strictement positif et d un entier naturel non nul. Il existe un entier B0

tels que pour tout polynôme B ∈ Fq[T ][X] de degré d et de hauteur inférieur à B0, on ait

deg(B(f(α)) ⩾
Ä
1− ε− 4qd(δ + 1)2

ä
H(B).

Démonstration. Notons f =
∑

n⩾0 Tnz
qn , β = s+1−r et K = Fq(T )({Tn | n ∈ N}∪{α}).

On a [K : Fq(T )]s = [Fq(T )(α) : Fq(T )]s. Les fonctions fi de N dans C apparais-
sant au cours de cette preuve ne dépendent que de f et sont toutes négligeables de-
vant l’identité. Considérons les entiers m et n tels que qm−1 ⩽ 2d(δ + 1) < qm et
nqn ⩽ 2(δ+1)

β
H(B) < (n + 1)qn+1. Pour tout j ∈ N, posons nj = j. Notons Ã(X) le

polynôme
∑m

i=0 c
(j+1,m)
i Xqi +

∑n
i=0 q

(j+1,m)
i αqi introduit dans la Proposition 11. Puisque

pour tout i ∈ J0,mK, Ds+1−r
n T qi

n−i a un dénominateur dans K dominé par qn, les esti-
mations vues précédemment montre qu’il existe un élément ω de K tel que le polynôme
A = ωÃ appartient à OK [X], est de degré qm et ses coefficients sont de maison inférieure
à βnqn + f0(nq

n), ayant la propriété qu’il existe un entier B1 tel que pour si H(B) ⩾ B1,
on a

deg(A(f(α))) = −βnqn+m+1 + βnqn + f1(nq
n).

On a alors

deg(Res(A,B)) ⩽ qm H(B) + dβnqn + f2(H(B))

deg(P (f(α))) ⩽ (d− 1)βnqn + qm H(B) + f3(H(B))

deg(Q(f(α))) ⩽ dβnqn + (qm − 1)H(B) + f4(H(B))

Supposons que B est irréductible et ne divise pas A. Comme Res(A,B) ̸= 0, par l’inégalité
de Liouville, on a

deg(Res(A,B)) ⩾ −δ(qm H(B) + dβnqn + f2(H(B))).

On en déduit que

deg(P (f(α))A(f(α)))− deg(Res(A,B)) ⩽ (δ + 1) (dβnqn + qm H(B))− βnqn+m+1 + f5(H(B))

⩽ (δ + 1) (2d(δ + 1)− qm)H(B) + f5(H(B)).
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Comme 2d(δ + 1) − qm < 0, il existe un entier B0 ⩾ B1 tel que si H(B) ⩾ B0, alors
deg(P (f(α))A(f(α))) < deg(Res(A,B)). On en déduit que deg(B(f(α))Q(f(α))) = deg(Res(A,B)).
Ainsi

deg(B(f(α))) = deg(Res(A,B))− deg(Q(f(α)))

⩾ −δ(qm H(B) + dβnqn)− (dβnqn + (qm − 1)H(B)) + f6(H(B))

⩾
Ä
1− 2(q + 1)d(δ + 1)2

ä
H(B) + f6(H(B)).

Supposons que B divise A. Il existe D ∈ K[X] tel que A = BD. Puisque H(D) =
H(A)−H(B) (voir [18, Lemma 9.5]), il vient que

deg(B(f(α))) ⩾ −βnqn+m+1 + βnqn − (H(A)−H(B)) + f7(H(B))

⩾ −βnqn+m+1 +H(B) + f7(H(B))

⩾
Ä
1− 4qd(δ + 1)2

ä
H(B) + f7(H(B)).

Dans les deux cas, on a

deg(B(f(α))) ⩾
Ä
1− 4qd(δ + 1)2

ä
H(B) + f8(H(B)).

Supposons maintenant que B se décompose en un produit de facteurs irréductibles

B = B1B2 · · ·Bw.

Par les cas précédents,

deg(B(f(α))) ⩾
Ä
1− 4qd(δ + 1)2

ä
H(B) +

w∑
i=1

f9(H(Bi))

Comme w ⩽ d,
∑w

i=1 f9(H(Bi)) est négligeable devant H(B). On en conclut que

deg(B(f(α))) ⩾
Ä
1− 4qd(δ + 1)2

ä
H(B) + f10(H(B)).

□

Remarque 26. (1) La mesure de transcendance obtenue est de qualité analogue à
celle obtenue par Lang [26] et Mahler [28] dans le cas de la caractéristique nulle.

(2) Puisque toutes les estimations en jeu peuvent être totalement rendues explicites, il
est certainement possible d’obtenir une mesure de transcendance qui est explicite
en la dépendance sur le degré d. Nous n’avons pas cherché à déterminer cette
dépendance. Naturellement il serait très intéressant de s’y consacrer.

(3) On constate que la mesure de transcendance présentée ici appliquée au cas expC(1)
améliore d’un facteur logarithmique celle obtenue par Bunduschuh dans [6, Satz
1].

Dans le cas d’une fonction hypergéométrique de Kochubei générale, il ne semble pas
y avoir de simplification apparente comme dans le Lemme 24. La même méthode que
précédemment mène à une mesure de transcendance moins bonne que celle obtenue dans
le cas des autres fonctions hypergéométriques.

Théorème 27. Soit r, s des entiers naturels tel que r ⩽ s, f =
∑

n⩾0 Tnz
qn une fonction

hypergéométrique de rFsK, α ∈ Fq(T ) non nul, δ le degré de séparabilité de Fq(T )({Tn |
n ∈ N} ∪ {α}) sur Fq(T ), ε un réel strictement positif et d un entier naturel non nul. Il
existe un entier B0 tels que pour tout polynôme B ∈ Fq[T ][X] de degré d et de hauteur
inférieur à B0, on ait

deg(B(f(α)) ⩾
Å
1− ε− d(s+ 1)(δ + 1)

β2

(
qβ +

»
qβ(δ + 1)

)(
δ + 1 +

»
qβ(δ + 1)

)ã
H(B),

où l’on a posé β = s+ 1− r.

Démonstration. En reprenant les notations du théorème précédént, il suffit d’adapter la

preuve en considérant les entiers m et n tels que nqn ⩽
δ+1+

√
qβ(δ+1)

β
< (n + 1)qn+1 et

qm−1 ⩽
d(s+1)(δ+1)

(
qβ+

√
qβ(δ+1)

)
qβ2 < qm et en remarquant qu’il existe ω ∈ K tel que le
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polynôme ωÃ(X) est à coefficients entiers sur Fq(T ) de maison inférieure à (s+ 1)nqn +
f0(nq

n) □

On en déduit une mesure d’approximation des valeurs d’une fonction hypergéométrique
en des arguments algébriques. Rappelons que la hauteur H(α) d’un élément α de Fq(T )
est la hauteur du polynôme non nul (à un multiple d’un élément de F×

q près) de Fq[T ][X]
de degré minimal et de hauteur minimale annulant α.

Théorème 28. Soit d, r, s trois entiers naturels tels que d > 0 et r ⩽ s, f =
∑

n⩾0 Tnz
qn

une fonction de rFs et α ∈ Fq(T )\{0}. Pour tout ε > 0, il existe un entier B tel que pour
tout ϕ ∈ Fq(T ) \ {0} de degré d sur Fq(T ) et de hauteur inférieur à B, on ait

deg(f(α)− ϕ) ⩾ min(0, (d− 1)max(deg(f(α)), 0)− τε)B

où, en posant β = s+ 1− r et δ = [Fq(T )({Tn | n ∈ N} ∪ {α}) : Fq(T )]s,

τε =

{
ε+ 4qd(δ + 1)2 si f ∈ rFsY ∪ rFsT II ,

ε+ d(s+1)(δ+1)

β2

Ä
qβ +

√
qβ(δ + 1)

ä Ä
δ + 1 +

√
qβ(δ + 1)

ä
si f ∈ rFsK.

Démonstration. Soit P =
∑d

k=0 pkX
k le polynôme minimal de ϕ sur Fq(T ). On a

P (f(α))− P (ϕ) = (f(α)− ϕ)
d∑

k=1

pk

k−1∑
u=0

fu(α)ϕk−1−u

Supposons que deg(f(α) − ϕ) ⩽ 0. Il s’ensuit que deg(ϕ) ⩽ max(0, deg(f(α))). On en
déduit que

deg(P (f(α))− P (ϕ)) ⩽ deg(f(α)− ϕ) +B + max
1⩽k⩽d
0⩽u<k

u deg(f(α)) + (k − 1− u) deg(ϕ)

deg(P (f(α)) ⩽ deg(f(α)− ϕ) +B + (d− 1)max(0, deg(f(α))).

On conclut alors grâce aux Théorèmes 25 et 27. □

4. Théorème de Lindemann-Weierstrass

Dans cette partie, nous montrons que toute fonction de type HFRq satisfait à un ana-
logue du théorème de Lindemann-Weierstrass. Dans le cas de l’exponentielle classique, ce
fut la version orginale obtenue par Weierstrass [36]. Dans le cas des fonctions hypergéo-
métriques, la version du théorème de Lindemann-Weierstrass n’a été obtenue qu’en 2022
par Delaigue [12]. Les auteurs insistent sur le fait, comme précisé dans l’introduction,
que le théorème présenté ci-dessous concernant une classe indénombrable de fonctions, est
beaucoup plus fort que le résultat de Delaigue en caractéristique nulle qui, par la nature
de sa preuve d’origine fonctionnelle, ne peut s’appliquer qu’à un nombre dénombrable de
fonctions.

Théorème 29. Soit f une fonction HFRq et α1, · · · , αn des éléments de Fq(T ). Alors
la famille (1, f(αi))1⩽i⩽s est Fq(T )-linéairement dépendante si et seulement si la famille
(αi)1⩽i⩽s est Fq-linéairement dépendante.

Démonstration. Par la Fq-linéarité de la fonction f , une relation de Fq-dépendance linéaire
pour la famille (ai)1⩽i⩽s mène à une relation de Fq (et donc Fq(T )) relation de dépendance
linéaire pour la famille (1, f(αi))1⩽i⩽s. Supposons qu’il existe une famille F = {α1, · · · , αs}
de Fq(T ) qui est Fq-linéairement indépendante telle que la famille {1, f(αi) | 1 ⩽ i ⩽ s}
est Fq(T )-linéairement dépendante. On peut supposer que F est de cardinal minimal
(minimalité (M∗)). Il existe des éléments b0, · · · , bs de Fq(T ) tels que

b0 +
s∑

i=1

bif(αi) = 0. (8)

En particulier,
∑s

i=1 bif(αi) est algébrique. Par minimalité, tous les bi (1 ⩽ i ⩽ s) sont
non nuls. Considérons la fonction

F (z) :=

s∑
i=1

bif(αiz) =
∑
n⩾0

SnTnz
qn ,
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où l’on a posé Sn =
∑s

i=1 biα
qn

i . On munit l’ensemble {(bi, αi) | 1 ⩽ i ⩽ s} de la relation
de préordre ⪯ définie par : (bi, αi) ⪯ (bl, αl) si et seulement si deg(ai) < deg(αl) ou
(deg(αi) = deg(αl) et deg(bi) ⩽ deg(bl)). Quitte à renuméroter, on peut supposer que les
couples (bi, αi) (1 ⩽ i ⩽ s) sont rangés par ordre croissant pour ⪯. Clairement, pour tout
entier naturel n, on a deg(Sn) ⩽ deg(bsα

qn

s ). Supposons qu’il existe une suite (un)n∈N de
N strictement croissante telle que pour tout n ∈ N,

deg(Sun) = deg(bsα
qun

s ),

On vérifie alors facilement que F est une fonction HFq. Par la Proposition 12, F (1) est
transcendant, ce qui contredit le fait que

∑s
i=1 bif(αi) est algébrique. Ainsi, il existe un

entier n0 tel que pour tout n ⩾ n0, deg(Sn) < deg(bsα
qn

s ). On peut supposer que F a un
nombre minimal de termes maximaux pour l’ordre ⪯ (minimalité (M ∗ ∗)). Considérons
le plus petit entier v ∈ J1, sK tel que pour tout c ∈ Jv, sK, (bc, αc) est un élément maximal
de F . Par le cas précédent, on a v ⩽ s − 1. Nécessairement, pour tout entier n ⩾ n0,
deg(

∑s
i=v biα

qn) < deg(bsα
qn

s ) et deg(
∑v−1

i=1 biα
qn) < deg(bsα

qn

s ). Notons Ω0 l’anneau
{z ∈ Ω | deg(z) ⩽ 0} et M son idéal maximal. Dans Ω0/M, on obtient les relations non
triviales : pour tout n ⩾ n0

s∑
i=v

bi/bs.αi/αs
qn

= 0.

On en déduit que le déterminant de Moore ∆s−v+1

ÅÄ
αv/αs

äqn0

, · · · ,
Ä
αs/αs

äqn0
ã

(voir

[19, Definition 1.3.2]) est nul. Par [19, Lemma 1.3.3], la famille
ÅÄ

αi/αs

äqn0
ã
i∈Jv,sK

est

Fq-linéairement dépendante. Il en est donc de même pour la famille (αi/αs)i∈Jv,sK. Ainsi,
il existe R ∈ M et des éléments de Fq non tous nuls λv, · · · , λs tels que

s∑
i=v

λiαi = αsR. (9)

On note l le plus grand entier de Jv, sK tel que λl ̸= 0. L’égalité (8) se réécrit sous la forme

b0 +

v−1∑
i=1

bif(αi) +

l−1∑
i=v

(bi −
bl
λl

λi)f(αi) +

s∑
i=l+1

bif(αi) +
bl
λl

f(αsR) = 0.

Si l < s, par minimalité (M ∗ ∗), la famille (Rαs, αi)i∈J1,sK\{l} est Fq-linéairement dé-
pendante. Si l = s, cette conclusion est encore valide par minimalité (M ∗ ∗) s’il existe
i0 ∈ Jv, lJ avec bi0 −

bl
λl
λi0 ̸= 0 et par minimalité (M∗) dans le cas contraire. Par indépen-

dance Fq-linéaire des αi (i ∈ J1, sK \ {l}), il existe des éléments µi (i ∈ J1, sK \ {l}) de Fq

non tous nuls tels que αsR =
∑s

i=1
i ̸=l

µiαi. En comparant avec l’égalité (9), on obtient que

λlαl =

l−1∑
i=v

λiαi −
s∑

i=1
i ̸=l

µiαi.

Comme λl est non nul, ceci est une relation de dépendance Fq-linéaire pour les αi (i ∈
J1, sK). Cela est impossible et termine la preuve du théorème. □

Par les Théorèmes 15 et 19, on obtient un théorème de Lindemann-Weierstrass pour
les fonctions hypergéometriques considérées dans cet article.

Théorème 30. Soit r et s des entiers naturels tels que r ⩽ s, f ∈ rFs, et α1, · · · , αs des
éléments de Fq(T ). Alors, la famille (1, f(αi))1⩽i⩽s est Fq(T )-linéairement dépendante si
et seulement si la famille (αi)1⩽i⩽s est Fq-linéairement dépendante.

Dans le cas des Fq[T ]-modules de Drinfeld de rang 1, on a le

Théorème 31. Soit ρ un module de Drinfeld de rang inférieur à 2 défini sur Fq(T ), eρ sa
fonction exponentielle et α1, · · · , αs des éléments de Fq(T ). Alors, la famille (1, eρ(αi))1⩽i⩽s

est Fq(T )-linéairement dépendante si et seulement si la famille (αi)1⩽i⩽s est Fq-linéairement
dépendante.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des Théorèmes 16 et 29. □

Remarque 32. Le Théorème 31 est une réponse dans le cas des modules de Drinfeld de
rang inférieur à 2 à une question posée par Töpfer en 1997 (voir [17]). Nous laissons le
soin au lecteur de modifier les Théorèmes 14 et 29 pour montrer que le Théorème 31 est
encore valide si on considère un Fq[T ]-module de Drinfeld ρ de rang r ⩾ 1 de la forme
ρT = T + Aτr (A ∈ Fq(T )

∗
). Vraisemblablement, il faudrait d’autres idées pour montrer

le cas général.

5. Le cas P -adique

Soit P un polynôme irréductible de Fq[T ] de degré p0. On note vP la valuation de Fq(T )
associée et ΩP le complété d’une clôture algébrique de Fq(T )P , le complété de Fq(T ) pour
la valuation vP . On note encore vP l’unique prolongement de vP à ΩP .

Pour une série entière f(z) =
∑

n⩾0 anz
n, on définit pour tout k ∈ N, sa k-ème dérivée

de Hasse, que l’on note δz,k(f), par :

δz,k(f)(z) =
∑
n⩾0

Ç
n

k

å
anz

n−k.

On note pour θ ∈ R, Dθ = {z ∈ ΩP | vP (z) > θ}.

Définition 33. On dit qu’une fonction F analytique sur Dθ est une Kq-function si F

admet un développement en série entière au voisinage 0 de la forme F (z) =
∑

n⩾0 bnz
qn

où les bn sont des éléments d’une extension finie K de Fq(T ) et tels qu’il existe un réel
positif A vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour tout n ∈ N, bn ⩽ Anqn ;
ii) il existe une suite (γn)n∈N de Fq[T ] telle que

a) pour tout m ⩽ n, γnbm est entier sur Fq[T ],
b) pour tout n ∈ N, deg(γn) ⩽ Anqn,
c) pour des entiers naturels h1, · · · , hs tels que qh1 + · · · + qhs ⩽ qn, on a

γh1 · · · γhs divise γn.

Nous commençons par énoncer un théorème à la Schneider-Lang-Adams P -adique pour
les Kq-fonctions bien adapté pour les fonctions hypergéométriques.

Théorème 34. Soit F une Kq-fonction sur un disque Dθ. On suppose qu’il existe une
extension algébrique L/Fq(T ) de degré fini et une suite convergente (zn)n∈N de Dθ∩L telle
que les conditions suivantes soient vérifées : il existe un réel υ tel que pour tout n ∈ N,

max
(
zn , F (zn) , [Fq(T )({F (zi) | i ⩽ n}) : Fq(T )]

)
⩽ υn.

Si la suite ([Fq(T )(F (zn)) : Fq(T )]s)n∈N est bornée et si l’ensemble {zn, F (zn) | n ∈ N}
admet un dénominateur commun dans Fq(T ), alors F est algébrique sur Fq(T )(z).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que L contient les coefficients
de F . La suite (zn)n∈N étant convergente, quitte à en extraire une sous-suite, on peut
supposer que (vP (zn))n∈N est constante (disons égale à V ∈ Q). Quitte à considérer la
fonction F (PV z) et la suite (P−V (zn))n, on peut supposer que θ < V = 0. Soit C ∈ N. On
pose I = 18C. Dans cette preuve, les constantes ci qui sont introduites ne dépendent pas
de C. Notons S l’ensemble J0, qIJ×J0, qIJ×J0, q21CJ et L̃ le corps L({F (zi) | 0 ⩽ i < qC}).
Soit (i, j, k) ∈ S. Puisque δz,0(F ) = F , δz,ql(F ) = bl pour tout l ∈ N et δz,i(F ) = 0 si
i ̸∈ {0} ∪ {ql | l ∈ N}, l’égalité (voir [22])

δz,k(z
iF j)(z) =

k∑
l=0

Ç
i

l

å
zi−l

∑
l1+···+lj=k−l

δl1(F )(z) · · · δlj (F )(z),

se simplifie en

δz,k(z
iF j)(z) =

k∑
l=0

Ç
i

l

å
zi−l

∑
u⩽j

ql1+···+qlu=k−l

bl1 · · · bluF
j−u(z).
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En particulier, pour tout n ∈ J0, qCJ, δz,k(z
iF j)(zn) appartient à L̃ et sa maison est

majorée par :

δz,k(z
iF j)(zn) ⩽ qI zn + qI F (zn) +A(21C)q21C .

⩽ c1Cq21C .

L’ensemble {δz,k(ziF j)(zn) | n ∈ J0, qCJ} admet G := E2qIγ21C comme dénomina-
teur dans L̃, où E est un dénominateur commun dans Fq(T ) de l’ensemble {zn, F (zn) |
n ∈ N}. Un lemme de Siegel ([16, Lemme 5] ou [3, Lemma 4.1]) implique qu’il existe
des éléments ai,j (0 ⩽ i, j < I) de Fq[T ] non tous nuls tels que la fonction H(z) :=∑qI−1

i=0

∑qI−1
j=0 ai,jz

iF j(z) s’annule sur {zn | 0 ⩽ n < qC} ainsi que ses q21C premières
dérivées de Hasse et

deg(ai,j) ⩽
q22C [L̃ : Fq(T )]

q2I − q22C [L̃ : Fq(T )]

Å
max

(u,v,k,n)∈S×J0,qCJ
δk(z

uF v)(zn) + deg(G)
ã

⩽ c2Cq8C .

Supposons H non nulle. Puisque la suite (zn)n∈N converge, il existe un entier naturel n tel
que H(zn) est non nul. Notons n0 le plus petit entier naturel tel qu’il existe k0 ∈ J0, q21CK
avec la propriété que δz,k0(H(zn0)) ̸= 0. On a évidemment n0 ⩾ qC . On majore la maison
de δz,k0(H(zn0)) :

δz,k0(H(zn0)) ⩽ max
0⩽i,j<qI

deg(ai,j) + max
0⩽i,j<qI

δk0(z
iF j)(zn0)

⩽ max
0⩽i,j<qI

deg(ai,j) + qI zn0 + qI F (zn0) +A(21C)q21C

⩽ c3n0q
18C + c4Cq21C .

On remarque que G est un dénominateur de δz,k0(H(zn0)). La majoration

[Fq(T )(H(zn0)) : Fq(T )]s ⩽ max
n∈N

[Fq(T )(F (zn)) : Fq(T )]s

et l’inégalité de Liouville vP -adique ([41, Lemma 4.2]) conduisent à

vP (δz,k0(H(zn0))) ⩽ c5
Ä
δz,k0(H(zn0)) + deg(G)

ä
⩽ c6Cq21C + c7n0q

18C . (10)

Soit ε un réel tel que θ < ε < 0. Grâce au lemme de Schwarz ([41, Lemma 4.3]), on obtient
que

− inf
z∈Dε

vP (H(z)) + εn0q
21C ⩽ − inf

z∈D2ε

vP (H(z)),

c’est-à-dire

inf
z∈Dε

vP (H(z)) ⩾ −εn0q
21C + inf

z∈D2ε

vP (H(z)).

L’inégalité

inf
z∈D2ε

v(H(z)) ⩾ qI
(
2ε+ inf

z∈D2ε

v(F (z))
)

et l’inǵalité de Cauchy [2, Théorème 2bis] impliquent que

vP (δz,k0(H(zn0))) ⩾ −εn0q
21C + qI

(
2ε+ inf

z∈D2ε

v(F (z))
)
. (11)

Comme n0 ⩾ qC , pour C assez grand, les inégalités (10) et (11) sont contradictoires. Ainsi,
H est nulle. Autrement dit, F est algébrique sur Fq(T )(z). □

Remarque 35. Les conditions du Théorème 34 ne sont certainement pas optimales. Elles
seront néammoins suffisantes pour les appplications en vue.

Nous reprenons les notations de la section 2. Comme pour tout h ∈ N,

vP (Dh) = qδ
Å
qep0 − 1

qp0 − 1

ã
(h = ep0 + δ, (e, δ) ∈ N2, δ < p0) (voir [40]),

la fonction rFsT
I(a1, · · · , ar, b1, · · · , bs; ) définit une fonction analytique sur l’ouvert D =

D s+1−r
qp0−1

. Nous décrivons maintenant des familles de fonctions hypergéométriques pour

lesquelles il est possible de montrer que leur ensemble exceptionnel esr réduit à {0}. Soit
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r et s deux entiers naturels tels que s + 1 < r < p et (ai)1⩽i⩽r et (bi)0⩽i⩽s deux suites
d’entiers tels que 1 = b0 ⩽ · · · ⩽ bs < a1 ⩽ · · · ⩽ ar. On considère un élément non
nul α de Fq(T ) de degré ∆ sur Fq(T ) et h0 un entier naturel tel que αqh0 est séparable
sur Fq(T ). Il est bien connu que la dérivation sur Fq(T )P se prolonge de manière unique
sur Fq(T )P (α

qh0
) (voir [4, Chapitre 5] par exemple) et évidemment ce prolongement est

continu.

Lemme 36. Si rFsT
I(a1, · · · , ar, b1, · · · , bs;α) est algébrique, alors il en est de même

pour rFsT
I(a1, · · · , a1, b1, · · · , bs;α).

Démonstration. On note v1 < · · · < vl l’ensemble des valeurs distinctes prises par la suite
(ai)1⩽i⩽r. On pose pour tout i ∈ J1, lK, wi = Card({m ∈ J1, rK | vi = am}) et σi =

∑l
t=i wt.

On définit la suite (un)n∈N par u0 =
∑

m⩾h0

Ä
(a1)m···(ar)m

Dm(b1)m···(bs)m

äqvl−1

αqm+vl−1

et pour tout
n ∈ J1, vl − v1K, un = q

√
(un−1)(σt) si n ∈Kvl − vt, vl − vt−1K avec t ∈ J2, lK. On constate

que u0 est algébrique sur Fq(T ). Puisque αqh0 est séparable sur Fq(T ) et que pour tout

m ⩾ h0,
Ä

(a1)m···(ar)m
Dm(b1)m···(bs)m

äqvl−1

appartient à Fq(T ), la continuité de la dérivée implique que
u1 est bien défini. De plus u1 est algébrique sur Fq(T )(u0) donc sur Fq(T ). Une récurrence
immédiate montre que pour tout n ∈ J1, vl − v1K, un est bien défini, que

un =
∑

m⩾h0

Dw1q
vt−v1

m+v1−1 · · ·Dσtq
vt−vl−1

m+vt−1−1 D
σt
m+vl−n−1

(Dm(b1)m · · · (bs)m)q
vl−1−n αqm+vl−n−1

et enfin que un est algébrique. Au final, on obtient que rFsT
I(a1, · · · , a1, b1, · · · , bs;α) est

algébrique puisque uvl−v1 =
∑

m⩾h0

D
σ1
m+v1−1

(Dm(b1)m···(bs)m)q
v1−1 α

qm+v1−1

l’est. □

Dans [8], Carlitz introduit pour un entier naturel a l’opérateur ∆a défini sur ΩP [[z]]
par : pour tout f ∈ ΩP [[z]],

∆a(f)(z) = f(Tz)− T q−a

f(z).

Pour des entiers naturels non nuls m1, · · · ,mn, par itération, on a pour tout f ∈ ΩP [[z]]

∆m1 · · ·∆mn(f)(z) =

n∑
i=0

(−1)iυn−if(T
iz), (12)

où υi =
∑

1⩽l1<l2<···<li⩽n T q
−ml1 +···+q

−mli .

Notations :

(1) Pour simplifier les notations, on pose Φ = rFsT
I(a1, · · · , a1, b1, · · · , bs; z) et Ψ =

Φ(α).

(2) Pour tout i ∈ J0, rK, on note Hi la fonction analytique sur D définie par : pour
tout z ∈ D

Hi(z) =
∑
n⩾0

un(z)

[n+ a1 − 1]i
,

avec un(z) =
Dr

n+a1−1

(Dn(b1)n···(bs)n)q
a1−1 z

qn+a1−1

.

Remarquons que H0 = Φqa1−1

et que

Hr(Z) = Φ̃qa1−1

(Z)−
Dr

a1−2

((b1)0 · · · (bs)0)qa1−1 Z
qa1−2

,

où Φ̃ est la fonction hypergéométrique rFsT
I(a1 − 1, a1 − 1 · · · , a1 − 1, b1, · · · , bs; z). Les

séries entières Hi sont à coefficients dans Fq(T ). De plus, elles satisfont aux relations de
récurrence : pour tout i ∈ J1, rK

∆0(Hi) = Hi−1. (13)
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Puisque pour tout (n, j) ∈ N∗ × J0, rK, on a (Dr
n)

(j) = (−1)j r!
(r−j)!

Dr
n

[n]j
, de nouveau la

continuité de la dérivée implique que(
H0(α)−

h0∑
n=0

un(α)

)(j)

= (−1)j
r!

j!

(
Hj(α)−

h0∑
n=0

un(α)

[n+ a1 − 1]i

)
(14)

Jusqu’à la fin de ce paragraphe, on supposera que Ψ est algébrique (sur Fq(T )). Il
en résulte que H0(α) l’est aussi. Celle des Hi(α) (i ∈ J1, rK) résulte de l’égalité (14). Enfin,
l’égalité (13) implique que pour tout j ∈ J0, iK, Hi(T

jα) est aussi algébrique. Il en est
donc de même pour les Φ̃(T jα). On désigne par E un dénominateur commun aux Φ̃(T iα)
(i ∈ J0, rK) et par δ le degré d’une extension finie de Fq(T ) qui les contient.

Proposition 37. Soit j ∈ N. Alors, il existe réel κ tel que pour tout Q ∈ Fq[T ] avec
deg ⩽ j, Φ̃(Qα) est algébrique sur Fq(T ) de degré inférieur à qjδ et Φ̃(Qα) ⩽ jr + κ. De
plus, pour tout Q ∈ Fq[T ], E est un dénominateur de Φ̃(Qα).

Démonstration. Par Fq-linéarité de Φ̃, il suffit de montrer le lemme pour Φ̃(T jα) pour
tout j ∈ N. Soit z ∈ ΩP . Par [32] et la formule (12), on a

r∑
i=0

(−1)r−i

Ç
r

i

å
T (r−i)q1−a1

Φ̃q(T iz) =
s∑

i=0

(−1)s−iνiΦ̃(T
iz),

où νi =
∑

0⩽l0<l1<···<ls−i⩽s T
q
1−bl0 +···+q

1−bls−i . Par conséquent, pour tout i ∈ N, (i ⩾ r),
Φ̃(T iα) est racine d’un polynôme binomial Xq − γi avec

γi =

s∑
i=0

(−1)s−iνiΦ̃(T
iz)−

r−1∑
i=0

(−1)r−i

Ç
r

i

å
T (r−i)q1−a1

Φ̃q(T iz).

Une récurrence immédiate sur i montre que E est un dénominateur de Φ̃(T iα), que
[Fq(T )(Φ̃(T

i))/Fq(T )]s est majoré par δ et que [Fq(T )({Φ̃(T jα) | j ∈ J0, iK}) : Fq(T )]

est majoré par qjδ. Notons Mi = max{ Φ̃(T jα) | j ∈ J0, iJ}. Pour estimer la maison de
Φ̃(T iα), on remarque que pour tout j ∈ J0, sK, on a deg(νj) ⩽ s− j + 1 et

Φ̃(T iα) ⩽ max(r +Mi,
Mi

q
+ s).

La suite (Mi)i∈N étant croissante, si elle n’est pas majorée, on a Mi+1 ⩽ r +Mi à partir
d’un certain rang ce qui entraîne qu’il existe κ ∈ R tel que Mi ⩽ r(i − 1) + κ pour tout
i ∈ N. Il s’ensuit que Φ̃(T iα) ⩽ ri+ κ. □

On en déduit le

Théorème 38. Soit r et s deux entiers naturels tels que s + 1 < r < p et (ai)1⩽i⩽r et
(bi)0⩽i⩽s deux suites d’entiers tels que 1 = b0 ⩽ · · · ⩽ bs < a1 ⩽ · · · ⩽ ar. Pour tout
α ∈ Fq(T ) ∩ D non nul, rFsT

I(α1, · · · , αr, b1, · · · , bs;α) est transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. Par le Théorème 34, Hr est algébrique sur ΩP [z]. On remarque que le
rayon de convergence de Hr, considérée comme série entière de Fq(T )[[z]] ⊂ Ω[[z]] est nul.
Il est bien connu qu’alors Hr est transcendant sur Fq(T )[z]. □

Les théorèmes suivants décrivent deux autres familles de fonctions hypergéométriques
pour lesquelles nous montrons que leur ensemble exceptionnel est réduit à {0}. Les preuves
étant très similaires, nous n’indiquons que les modifications substantielles à effectuer. Pour
un entier naturel j, on note ‹δj la j-eme dérivée de Hasse définie sur Fq(T )P

sep
(voir [5,

Appendice]). Par [5, Appendice et Appendice Lemma 1], pour tout (j, n) ∈ J0, rJ×N∗, on
a ‹δj(Dr−1

n ) = (−1)j
(
r−1
j

)Dr−1
n
[n]j

.

Théorème 39. Soit r ∈ J2, qK et a1 = 1, · · · , ar des entiers naturels. Pour tout α ∈
Fq(T ) ∩ D non nul, rF0T

I(a1, · · · , ar,−;α) est transcendant sur Fq(T ).
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Démonstration. Supposons que rF0T
I(a1, · · · , ar,−;α) est algébrique sur Fq(T ). Par une

preuve identique à celle du Lemme 36, il en est de même pour rF0T
I(1, · · · , 1,−;α). Soit

i ∈ J0, rJ. Posons

Hi(z) =
∑
n⩾0

Dr−1
n

[n]i
zq

n

.

Comme dans (14), (−1)
(
r
i

)
Hj(α) ∈ Fq(T )(α,H0(α)). Ceci implique, par les relations (13),

que pour tout i ∈ J0, rJ et tout j ∈ J0, iK tel que
(
r−1
i

)
̸= 0, Hi(T

jα) appartient à
Fq(T )(α,H0(α)). On remarque de plus que Hr−1(z) = z +Hq

0 (z). Puisque
r−1∑
i=0

(−1)r−1−i

Ç
r − 1

i

å
T (r−1−i)Hq

0 (T
iz) = H0(z),

il vient que Hr satisfait à la relation de récurrence :
r−1∑
i=0

(−1)r−1−i

Ç
r − 1

i

å
T q(r−1−i)(Hr−1(T

iz)− T iz)q = Hr−1(z)− z.

On termine alors la preuve comme dans celle du Théorème 38. □

Remarque 40. La fonction 2F0T
I((1, 1),−; z) =

∑
n⩾0 Dnz

qn est un analogue de la série
p-adique d’Euler E (z) :=

∑
n⩾0 n!z

n qui est définie sur {z ∈ Cp | vp(z) > − 1
p−1

}. Pour
celle-ci, il n’est même pas connu si E (1) est irrationnel.

Dans les cas des fonctions hypergéométriques de Yao ou Kochubei, il est aussi possible
de donner des résulats de transcendance dans le cas P -adique. Donnons en un exemple.

Théorème 41. Soit r et s deux entiers naturels tels que 1 ⩽ s+ 1 < r < q. Pour toutes
suites a = (ai)1⩽i⩽r et b = (bi)⩽i⩽s de Fq(T )

sep
\ {[m] | m ∈ N}, l’ensemble exceptionnel

de rFKs(a,b; z) est réduit à {0}.

Démonstration. Il suffit d’adapter les preuves précédentes en notant que pour (j, n) ∈
J0, qJ×N∗, δ̃j

Ä
1

Dn

ä
= 1

[n]jDn
. □
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