THEOREME DE LINDEMANN-WEIERSTRASS POUR LES
FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE THAKUR

DAVID ADAM AND LAURENT DENIS

REsuME. En 1995, Thakur a introduit des analogues des fonctions hypergéomé-
triques pour Fy[T]. Dans cet article, nous montrons que ’ensemble exceptionnel
d’une telle fonction est trivial. Ceci confirme une conjecture énoncée par Thakur
et ses coauteurs en 2008. De plus, nous montrons un théoréme de type Lindemann-
Weierstrass pour une classe indénombrable de fonctions contenant les fonctions
hypergéométriques. La méthode utilisée permet d’obtenir les premiéres mesures de
transcendance (de qualité comparable a celle de la caractéristique 0) pour les va-
leurs en des arguments algébriques de ces fonctions. Enfin, dans une derniére partie,
nous exhibons les premiéres familles infinies de fonctions hypergéométriques dont on
peut montrer que leur ensemble exceptionnel est trivial dans le domaine P-adique.

1. INTRODUCTION

Soit 6 un entier naturel non nul et p un nombre premier. On pose ¢ = p°. Notons £
le complété d’une cloture algébrique de F, ((%)) pour la valuation — deg. On note encore
— deg le prolongement de la valuation —deg a Q. En 1931, dans [8], Carlitz introduit un
analogue de la fonction exponentielle pour 2. Rappelons sa construction (& un facteur de
normalisation prés). Posons [0] = Dy = 1 et pour tout entier naturel n non nul

[n] =T —T et D, = [n]DY

n—1-*
La fonction
27"
expe(2) = -
n=0

est définie pour tout z € {2 et est maintenant appelée exponentielle de Carlitz. Le probléme
de la nature arithmétique des valeurs prises par I’exponentielle de Carlitz s’est rapidement
posé. En 1941, Wade montre un analogue du théoréme de Lindemann (pour 1’exponentielle
de Carlitz (voir [35]) : I’ensemble exceptionnel de exp, est réduit a {0}. Rappelons que
I'ensemble exceptionnel d’une fonction f est ’ensemble des éléments o de la cloture algé-
brique Fq(T") de Fo(T') dans € tels que f(a) € Fq(T). En 1960 dans [9], Carlitz définit un
analogue des fonctions de Bessel pour Q (appelées fonctions de Bessel-Carlitz) : pour un
entier naturel, la m-éme fonction de Bessel-Carlitz est la fonction (toujours & un facteur
de normalisation prés)

an+m
Jm(z) = Z moe
n>0 Dn+ngL
En 1978, Geijsel [18] prouve la transcendance d’au moins un des deux éléments Jp, ()
et Jm(Ta) pour a € Fy(T) \ {0}. Le second auteur obtient la transcendance de ces deux
éléments, dans un premier temps pour « € Fo(T") \ {0} dans [13] puis dans le cas général
dans [14]. Comme les fonctions hypergéométriques généralisent la fonction exponentielle
et les fonctions de Bessel, il est naturel d’essayer de définir des analogues des fonctions
hypergéométriques pour 2. Cela a été réalisé en 1995 par Thakur (voir [32] et [33]). Pour

1—a
un entier naturel ¢ non nul, on pose (a), = D}, ;. Dans Q, (a), peut étre considéré
comme un analogue du symbole de Pochammer (a), = a(a—1)---(a—n+1) dans C (voir

[31]).
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Définition 1. Soit r et s deux entiers naturels, a = (a1, - ,ar) et b = (b1, -+, bs) deux
suites d’entiers naturels non nuls, on appelle fonction hypergéométrique de Thakur de type
I de parametres (a,b) la fonction

On notera . Fs 7" I'ensemble des fonctions hypergéométriques de Thakur de type I dont
les paramétres a et b sont de longueurs respectives r et s. Li a étendu le résultat de Geijsel
aux cas des fonctions hypergéométriques de Thakur de type I dans les cas ou la suite a
est vide [27, Theorem 1| : pour tout o € F,(T) non nul, au moins un des . FsT? (-, b; T a)
(0 < i < s) est transcendant sur Fq (7).

Congjecture (conjecture TWYZ). En 2008, Thakur, Wen, Yao, Zhao [34], en analogie avec
le cas de la caractéristique nulle, conjecturent que I’ensemble exceptionnel d’une fonction
hypergéométrique de Thakur de type I entiére (c’est-a-dire définie sur ) est réduit a {0}.

Remarque 2. La condition que f € .F,7 " est entiére est équivalente au fait que r < s.

En utilisant un critére de transcendance de Yao [38, Théoréme 1], les auteurs de [34]
montrent le résultat suivant qui est une réponse partielle & leur conjecture : si r < s et «
est algébrique non nul de degré inférieur a g — 1 sur F,(T), alors pour tout f € . FsT ",
f () est transcendant sur Fq(T") (voir [34, Theorem 2|, corrigé dans [37]).

Dans [20], Harada s’est intéressé au cas balancé, c’et-a-dire s = r + 1. En utilisant
une généralisation de Chang (voir [10]) du critére d’indépendance linéaire d’Anderson,
Brownawell et Papanikolas (le maintenant dénommé critére ABP prouvé dans [1]) et
en conjonction avec [34, Theorem 4], Harada montre que ’ensemble exceptionnel d’une
fonction ;1 FsT7 est trivial si et seulement si elle est transcendante sur Fy(T)(z) [20,
Theorem 3.6].

Dans [9], Carlitz étend la définition de D, a certains arguments fractionnaires. Pour
tout a € §N, on pose Dy, = HJ@OA(T‘# —T7), ou [a] désigne le plus petit entier
supérieur & a. Clairement, Dg , est un polynéme de F4[T]. Pour un entier naturel n, on
pose (a)g,n = Dg:lnja_l. Dans [38], Yao définit des fonctions hypergéométriques de maniére
analogue a celles de Thakur de type I, relatives aux Dy .

Définition 3. Soit r et s deux entiers naturels, a = (a1, ,ar) et b = (b1, -+ ,bs) deux
suites de relatifs de %N. On appelle fonction hypergéométrique de Yao de parametres (a, b)
la fonction

(al)ﬂ 7L"'(a’l’)0 n q™
LEY(a,b;2) = ’ ’ .
(§ b Z) Dn (b1)9,n e (bs)e,n i

n=0

On notera »F;s) 'ensemble des fonctions hypergéométriques de Yao dont les paramétres
a et b sont de longueurs respectives r et s.

Remarque 4. Clairement, une fonction hypergéométrique de Thakur de type I est une
fonction hypergéométrique de Yao.

Dans [38], Yao prouve une généralisation de [34, Theorem 2] (voir [38, Théoréme 2]).
Cependant, le théoréme de Yao ne permet pas de conclure que ’ensemble exceptionnel de
rFsY (a,b;) est réduit a {0}.

Il est bien connu que les fonctions hypergéométriques en caractéristique nulle sont
solutions d’équations différentielles linéaires [30, §2.1.2]. En se basant sur 1’analogie entre
équations différentielles en caractéristique nullle et équations aux différences de Carlitz
en caractéristique positive, dans [23]|, Kochubei construit une nouveau type de fonctions
hypergéométriques dont maintenant les paramétres sont des éléments de €2 et non plus
des rationnels.

Définition 5. (1) Soit a € Q et m € N, le symbole de de Kochubei-Pochammer (a),
est défini par

(Im — 5] — )"
Jj=1
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(2) Soit r, s deux entiers naturels, a = (a1, ,a,) et b = (b1, -+, bs) deux suites de
Q\ {[n] | n € N}. La fonction
'r>n q"
rFKs(a, b;z) Z Dl " b, >nz

est appelée fonction hypergeometmque de Kochubei de paramétres a et b.

On notera ,FsK l'ensemble des fonctions hypergéométriques de Kochubei dont les
paramétres a et b sont de longueurs respectives r et s. A un facteur de normalisation
preés, les fonctions hypergéométriques deThakur de type I sont aussi des cas particuliers
de fonctions hypergéométriques de Kochubei (voir [23]).

Thakur fut le premier & considérer des fonctions hypergéométriques a paramétres dans
Q . Pour tout n € N, posons

en(X)= J[ (xX-h).
heF[T]
deg(h)<n

Définition 6 ([32]). Soit a = (a1, - ,ar) et b = (b1, ,bs) deux suites de Q \ Fq[T].
La fonction

en(a1) en(a,«) L

ngT b;
ST (2, b;2) Denbl en(bs)

est appelée fonction hypergéométrique de Thakur de type II de paramétres (a,b).

On notera »Fs7 ! I’ensemble des fonctions hypergéométriques de Thakur de type IT
dont les parametres a et b sont des suites de Fq(T") \ F4[T] de longueurs respectives r et s.
Peu est connu a propos des valeurs des fonctions de F, 7"’ [34, §4 remarks]. L’ensemble
de toutes les fonctions hypergéométriques de parameétres de longueurs r et s est noté ,Fs :

rFs = TfSTIIUT-FsyU’I‘fS’C-

Le but principal de cet article est de montrer que la conjecture TWYZ est vraie pour les
fonctions de ,Fs. Pour ce faire, nous introduisons une classe de fonctions, notée HF, et
qui contient ,Fs, dont on montrera que leur ensemble exceptionnel est trivial. La preuve
repose sur une variante non explicite de la méthode originelle de Hermite [21] pour la
démonstration de la transcendance de e. Contrairement aux méthodes fonctionnelles (cri-
tére ABP, théoréme du T-sous-module de Yu [42], théoréme de Siegel-Shidlovski [29],
etc.), qui par construction ne peuvent amener a des résultats de transcendance que pour
un nombre dénombrable de fonctions, la simplicité et la flexibilité de la méthode d’Her-
mite permet d’obtenir des résultats de transcendance pour des classes indénombrables de
fonctions, comme l'est la classe HFj,.

Dans la deuxiéme partie, grace aux bonnes approximations obtenues, nous donnerons
les premiéres mesures de transcendance des valeurs de fonctions hyepergéométriques en
caractéristique finie. Ces mesures de transcendance seront vues étre de qualité comparable
a celles obtenues par Mahler et Lang dans le cas de la caractéristique 0. En particulier,
dans le cas de 'exponentielle de Carlitz, nous obtenons une mesure de transcendance de
expc (1) qui améliore celle de Bundschuh obtenue en 1974 d’un facteur logarithmique.

Dans la troisiéme partie, nous introduisons une sous-classe indénombrable de HFy,
notée HF R, pour laquelle I’analogue du théoréme de Lindemann-Weierstrass est satisfait :

Théoréme 7 (Théoréme L-W linéaire). Soit f une fonction de HF Rq et a1, -+, des
éléments de Fo(T'). Alors la famille {1, f(au) | 1 < i < n} est Fg(T)-linéairement indépen-
dante si et seulement si la famille {a; | 1 <i < n} est Fq-linéairement indépendante.

En dehors de théorémes de type L-W obtenu par applications directe du théoréme de
Thue-Siegel-Roth, le Théoréme 7 semble étre le premier théoréme de type L-W démontré
pour une classe indénombrable de fonctions. Dans le cas cité, Harada [20, Theorm 3.9]
obtient aussi grace au critére ABP une condition suffisante sur la famille {a;} pour que

la famille {1, f(ay)} soit Fq(T')-linéairement indépendante. A la vue du Théoréme 7, il est
vraisemblable que cette condition ne soit pas nécessaire.

Dans la derniére partie, nous nous intéressons aux fonctions hypergéométriques consi-
dérées comme fonctions dans Qp, ot Qp désigne le complété d’une cléture algébrique de
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Fy(T)p, le complété de Fy(T) pour la valuation induite par un polynéme P de Pg, 1y,
lensemble des polyndmes irréductibles de F4[T]. Nous démontrons pour la permiére fois
que I’ensemble exceptionnel d'une classe infinie de fonctions hypergéométrique est trivial
(voir les Théorémes 38, 39 et 41). Un tel résultat n’est actuellement pas connu dans le cas
de la caractéristique nulle. Pour ce faire, nous montrons un résultat de type Schneider-
Lang-Adams en caractéristique positive (Théoréme 34) qui a certainement son propre
intérét.

Soit 7 le Fq-Frobenius défini sur 2 et K un extension algébrique finie de Fq(T"). On
rappelle qu’un Fy[T]-module Drinfeld de rang r est un homomorphisme injectif d’anneaux
p de Fy[T] dans End(Ga(K)) ~ K{r} défini par pr = T + >.,_, A;7* ot les A; (1 <
1 < r) sont des élément de K et A, # 0. L’exponentielle de p est I'unique fonction
en(2) = 250 anz?" avec ag = 1 telle que pour tout a € F,[T], e,(az) = pa(e,(z)). Nous
montrerons en cours de route que si p est de rang inférieur a 2, alors exp,, est une fonction
HFR, ce qui permettra de montrer un théoréme L-W pour p.

2. TRANSCENDANCE DE LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE EN UN POINT ALGEBRIQUE

Pour un extension algébrique K/Fq(T), on note Hx U'ensemble des Fq(7T)-morphismes

de K dans Q. Rappelons que si « est un élément de Fy(T), on appelle maison de o, qu’on
note lal, le réel

lal = max deg(o(a)).
sefDSX g(o(a))

Pour tout 8 € Fy(T), on a les majorations triviales

a + Bl < max(r@,[B)) et [af] <@+ (8]

L’ensemble Ok des entiers de K (sur F,(T)) est la cloture intégrale de Fy[T] dans K. On
dit que w € Ok \ {0} est un dénominateur commun dans K d’une famille 7 d’éléments de
K si pour tout x € F, wzx appartient & Og. Dans le cas ot F ne contient qu’un élément z,
on dit que w est un dénominateur dans K de x. Rapppelons I'une des formes de 'inégalité
de Liouville.

Proposition 8 (Inégalité de Liouville [40]). Soit a et w deuz éléments de Fq(T) non nuls
et K une extension de Fq(T) contenant a et w. On suppose que wa est entier sur Fq[T].
Alors,
deg(a) > — (o — 1)ladl — 0T,
ot o= [K :Fg(T)]s.
On déduit de I'inégalité de Liouville une majoration de la maison d’un entier algébrique.

Soit o € Fy(T') entier sur Fy[T] et K une extension algébrique finie de Fq(7T) contenant «.
Alors,

L] < [K : Fy(T)]a. (1)
Définition 9. Une fonction f(2) =3, -, T,z%" de Q[[2]] est appelée fonction HF, si on
a les propriétés suivantes :
(HFq(l)) il existe une extension finie K/F4(T") qui contient tous les T}, (n € N).
Il existe un entier naturel ng tel que
(H Fq(Q) ) il existe un réel h ayant la propriété que, pour tout entier n > ng, on ait [T,,| < hq™ ;

(HFq(g)) il existe un réel 5 < 0 et des réels A et = tels que pour tout entier n > no on ait
deg(Tn) < (Bn+A)¢" +E et il existe une suite (ng)r>o0 de N strictement croissante
telle que pour tout k € N, on ait deg(Tn, ) = (Bnk + A)g"™* + E;

(HF,§4)) il existe une fonction g : N — R telle que pour tout (k,n) € N? avec n > k + no,
il existe M, € K tel que pour tout j € [0, k] Mn,kT;f]_j est un entier de K de
maison inférieure a g(k)q" ;

HE®) il existe un réel positif A tel que pour tout n € N, la famille T.q_l 0<i<ig<n
q i—1

admet un dénominateur commun dans K de maison inférieure & Ang™ ;
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L’hypothése (H Féz)) implique que toute fonction H Fy est entiére sur 2.
On considére une fonction f(z) = Zn>0 T,29" quiest H Fy. Dans la suite de ce paragraphe,
nous gardons les notations présentées ci-dessus. On note k un entier naturel supérieur a
no.
Notations : Pour tout entier n supérieur a& k 4 1, on pose

(n,k) _ |pd?
A T J|n<i<n+k
0<j<k—1
et pour tout u € [0, k[
q qu—1 " qutt gkt
Tn Tn 1 U Tnfgufl) T:—k Tn+1(u+1) Tnk kf—l
q u— q P gk
(n,k) __ Tn+1 T" n+l—(u—1) Tn+1—k Tn+17(u+1) Tn—k+2
Yu = . . .
u—1 k u+1 k—1
q q q q q
Tovk—1 Tn+k72 e Tn+k—1—(11.—1) T ntk—1—(u+1) Ty

Les éléments A, et A (u € [0, k[) sont des éléments de K. Le lemme suivant donne
une estimation de leurs degrés et la taille de leurs dénominateurs.

Lemme 10. Soit j un entier naturel.

a) On a

k
) . —1
deg(A"Y) = ((Bn; + A)a"™ +2) §—

et pour tout u € [0, k[,

k
nj,k n; n; - U\ —
deg(y7™) < deg(A") — B ]qq—(i +(¢" - ¢")E.

b) Il existe un réel By, tel que (Hﬁiﬂcil Mlk) Ak et (Hnﬂ% ! M; )7("7"]“) (u €

'L—nj =N
[0, k) soient des entiers de K de maison inférieure ¢ Brq™ .

Démonstration. a) Soit (li)n;<i<n;+k une suite d’entiers distincts de [0, k[. On a
nj+k—1 njt+k—1
L ; . i—l o=
D7 deg(T )< D (B —1)+A)g T 4+ E) (2)
i=n; i=nj
k—1 ) k—1 ) qk _1
<q"Y (;(5(7%‘ +1) +A)g _B;U'ﬂ> il E

ott 'on a posé v; = ln;+;. L'unique maximum de Zi.:(]l viq" est atteint pour la suite v; =i
pour tout ¢ € [0, k[. Comme

nj-Hc 1 . 7Lj+k—1 . k—1
J J 7 n; fran]
S deg(rf[C, )= Y deg(T )= q'((Bns + A" +2),
i=n; i=n; =0

par la formule de Leibniz pour le déterminant, on a

q" —1

deg(ATY) = (B +0)q" +2)° —

De méme, soit (1 )n;<i<n;+k une suite d’entiers distincts de [0, k] \ {u}. On a

nitk—1 n;j+k—1
i:nj i:nj

k—1 k—1 k+1 _q
(Z (nj+i)+AN)g' — B> wig >+(qq“)5,

i=0 =0
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ot 'on a posé w; = M, +i- Le minimum de Ef;ol w;q® est atteint pour la suite (wi)ogi<k
définie par w; =4 si i € [0,u] et w; =4+ 1si4 € [u, k[. On obtient donc

(n k) ¢t —1
deg( g Zq 'I’L]-i—’L +A Zlq +Z l+1 (ql_qu>

< deg(A M) — g L0 (.

qg—1
b) D’aprés la propriété (HF(4)) les éléments (H:LJ :Jk "M, ) A5:F) ot (H?J +Jk ' Mlk) 'yqsnj’m
(u € [0, k[) sont des d’entiers de K de maison inférieure a y , ’:Jk ! g(k)q' = q::ll g(k)q™i.

d

Proposition 11. Il existe des réels C1,Ca,C3 et un entier naturel j1 (ne dépendant que

de k et f) tels que pour tout entier j > ji, il existe des suites d’éléments (cl(-j’k))ogigk,

(qf]’ ))0<i<nj et (dl(j’k))l>nj+k de K ayant les propriétés suivantes :

a) c,ij‘k) =1;
b) dans Q[[Z]], on a légalité

nj—1

zk: (Jﬂk)fq Z q(J’k)Zq — Z dl(j’k)qu;
i=0

i;nj-!—k

c¢) il existe un dénominateur commun dans K auz cG®) (u € [0,k]) de maison infé-

rieure a C1q™7 ;
d) pour tout i € [0,k], on a deg(cz(-j’k)) < —Bqi % + (" —¢)Z et cEj’k) < Cs3q" ;

e) pour tout i € [0,k], on a qgj’k) < Coq™i;
1) il existe un dénominateur commun dans K aux q(J’k) (i € [0,n]) de maison infé-
rieure ¢ (An; + C1)q™ ;

g) pour tout entier | > n; +k deg(dl(j’k)) < (BU—k) + AN +E¢°;
h) deg(d")) = (Bn; + A)g"+* +2q".

Démonstration. a—b) Posons cfj ¥'=1 Ona
k
ZC 3 k>fq qu k) ot _ Zdlu;k)qu
i=0 1>0
ou

3
S 4 k)Tq pour [ > nj;. ®)

] {Emm(z B R GR our 0 < 1<y
1=
On considére le systéme (S) de n; + k équations en les n; + k inconnues (ng,k))0<i<k et
k)
(qzgj )o<i<nj :
( ) me(l k) (]’k)Tq q(j’k) — 0 (0 < l < nj)
Zf 0 in”k)Tq = 0 (ny<l<n;+k)

Le Lemme 10 implique qu'il existe un j; € N tel que pour tout j > j1 A% £ 0. En
considérant les équations de (S) pour I € [nj,n; + k[, les formules de Cramer impliquent

(nj,k
que pour tout ¢ € [0, k[, c(J R A(nr %y - Par conséquent, (S) admet, pour unique solution
i (nj,k)
cgg ) — Z("J"’“) pour 7 € [0, k[

K min(i,k i,k 4 .
qu ) = Zl:O( )cl(J )Tiqfl pour ¢ € [0,n;][.

Les cEj’k) (0<i<k)etles qgj’k) (0 <i < nj) sont dans K.
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¢) Légalité

nj+k71 n]-+k71
= "] Mu /| AT T Mg

et la seconde partie du Lemme 10 montrent que les ¢’ ) (i € [0, k]) admettent un déno-
minateur commun dans K de maison inférieur & Byq"

d) La premiére partie de I’assertion est une reformulation de la propriété Lemme 10.a).
On a

T M|+ [K B[ AT D T M
(1 + [K : Fo(T)]) Brg™
par la deuxiéme partie du Lemme 10 et I'inégalité (1).

e) D’aprés la propriété (HFQ(Q))7 on a pour tout ¢ € [0, n;] et pour tout I € [0, min(z, k)]

P < ][ < (s + ha

k
ce qui méne a la majoration souhaitée de la maison de q(J ),

f) Ceci est une conséquence immédiate de la propriété (HFq(s)) et la partie ¢) de cette
propsition.

g) Pour tout i € [0, k], on a

+ (Bl + N + 24",

nj+i nj+k
_ iql) _ Bq

deg(cPMTE ) < b’(q —

qg—1

n; +1
Puisque I > n; +k, la suite (,6’ (qq —iq ) ) est strictement croissante. Elle atteint
0<i<k

son unique maximum en ¢ = k. On obtient que deg(dl(j’k)) < (Bl —k)+ Mg + 24",

h) On a deg( >T,‘ZJ ) = (Bnj +A)g™i T 4 2¢*. De plus, la preuve précédente montre

(Jvk>T(1

que pour tout i € [0, k[, on a deg(c ke ) < (Bnj +A)g"i ™" +Z4¢". Ceci prouve que

deg(dH)) = (Bny + N)g™** +2¢".
O

Théoréme 12. Soit f une fonction HFy et o € Fg(T) non nul. Alors f(a) est transcen-
dant sur Fg(T).

Démonstration. On raisonne par ’absurde. On suppose que f(«) est algébrique sur Fq(T).
On note K = K(a, f()), ¢ le degré de l'extension K /Fq(T) et L = max{0,lal|f(«)[}.
Utilisons les notations et les propriétés de la Proposition 11. On note pour tout entier
. . - k K nj—=1 (j,k) 4 k) k) gt

J = Ji, U(%k) = Zz 0 EJ )fq ( )_ ZziO ql(J )aq et R(J " - El}anrk dl(] )aq .t

vient de la Proposition 11.g) que la suite (deg(dl(j’k>aql))l> " tend vers —oo. Ainsi,
>n;

la série RU*) converge. Comme la suite (8(I — k) + A + deg(a))q')ien est strictement
décroissante a partir d’un certain rang, par la Proposition 11.g) et la Proposition 11.h),
il existe un entier jo > j1 tel que pour tout j > jo, deg(R(j’k)) = 60" on T'on a noté
Gk — (Bn; + A + deg(a))g™iT* + Z¢*. Puisque UU* = RUK on obtient que

deg(UUM) = &b, (4)

En particulier, UY* est non nul. Par les Proposition 11.d) et Proposition 11.e), on a
Iestimation |7 %) < Cuq™ avec Cy = L+max(Cs, C3). Soit D un dénominateur commun
dans Fq(T) de o et f(a). D’aprés la Proposition 11.c), il existe w € O de maison
inférieur & (An; + 2C, + deg(D))q" tel que wUU*) appartient & Of. Notons s le degré
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de séparabilité de wU*) sur Fq(T). Comme UU*) est un élément de K non nul, d’aprés
I'inégalité de Liouville, il existe un entier jsz > j2 tel que pour tout entier j > js, on a

deg(UYM) > —san — (s — 1)lUGP

> —s((A+ 1)n; +2C1 + deg(D))q" — Ca(s — 1)g"

> —(A+2)n;q". (5)
Pour k vérifiant I'inégalité S8¢" < —(A + 2)d, comme &k fet Bq*n;q", les inégalités
(4) et (5) sont mutuellement contradictoires pour j assez grand. Ceci montre que f(«) est
transcendant sur Fq(T). O

Pour la suite, il est utile d’introduire une sous-classe de ’ensemble des fonctions H Fy.

Définition 13. Une fonction f(z) = >_, -, T,z7" de Q[[z]] est appelée fonction HFR,
si elle vérifie les propriétés (HFq(1>), (HF,;EQ))7 (HFq(4)) et (HF(;S)) de la Définition 9 et la
propriété (H Fq(g)) est remplacée par la propriété :

(HFR((13)) il existe un réel 5 < 0 et des réels A et = tels que pour tout entier n > ng on ait
deg(Ty) = (Bn + A)g" +=.

Proposition 14. Soit K une extension finie de Fq(T) et a = (an)nen une suite de K.
On suppose que ag est non nul et qu’il existe un réel v tel que pour tout n € N, a,, admet
un dénominateur dans K de maison inférieure a vq"™. De plus, on suppose qu’il existe un
entier naturel J et des réels p, T et r, avec r < 0, tels que pour tout entier j > J, on ait
[@;]1 < p et deg(a;) = r¢? +7. On définit la suite (un)nen par uo = ao et pour tout n € N*,
Up = anuy,_y. La fonction F'(z) =3, -, unz? est une fonction HFR,,.

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que la suite a est bien définie et tous
ses termes sont non nuls. De plus, pour tout entier naturel n, a, appartient & K et si n
est supérieur & J, on a

Jnf -1 )
n— J
— a4 q
an = a5 | | Ay

J
Jj=0

On en déduit que

_ -1
@l < " Jmﬂzqu et (6)
—J
deg(an) = rng" + (;‘q T~ Jr+q 7 deg(ay) — TJ) q" - qi T (7)

Ainsi F' vérifie les propriétés (HFq(l))7 (HF?) et (HFRSIS)). Soit d,, un dénominateur
dans K de a, de maison inférieur a vq™. Pour tout (k,1) € N? tels que 0 < I < k et
n>J+k ona

k-1 - L k—1 -1
J J J
(H(dn—jan—j)q x > up = [[@nsan)” [Td,
» Un . .
7=0 j=l j=0

j l
Ainsi, il existe un entier J; > J tel que (H?;g(dn,jan,j)q] X i) x ul _, est un entier de
K de maison inférieure & k(v +1)¢™ pour un tout entier n > Jo. . La propriété (HFL§4)) est

satisfaite. La propriété (H Fq(5>) se montre de méme en considérant pour tous les entiers ¢
et [ tels que 0 < I <@ < n l'égalité

n ) . 7 it . n—i+l—1 .
J n—irj J J
q q — q q q
H dnj | Ui = H (dH “i—j) H -
j=0 j=l j=0

O

En appliquant ce théoréme aux fonctions hypergéométriques de Kochubei, de Yao et
de Thakur de type I, on obtient la

Proposition 15. Soit r et s deux entiers naturels tels que r < s.
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(1) Pour toutes suites a = (a;)1<i<r et b = (bi)<ics de Fo(T) \ {[m] | m € N},
rFKq(a,b;z) est une fonction HFR,.
(2) Pour toutes suites a = (ai)1<i<r €t b = (bi)<i<s d’entiers naturels, ,F,Y (a,b; z)
est une fonction HF R,.
(3) Pour toutes suites a = (a;)1<i<r et b = (bi)<ics d’entiers naturels, ST (a,b; 2)
est une fonction HF R,.
Démonstration. Posons oy = —Hi=t{@m  qang e premier cas, o, = =i (@idon
- m = B Iy (bi)m » Om = B, Gidon

dans le deuxiéme On constate immédiatement que la suite (0., )men vérifie les hypothéses
de la proposition précédente. Le dernier cas est un cas particulier du deuxiéme. O

Nous montrons maintenant que l’exponentielle associée & un module de Drinfeld de
rang inférieur & 2 défini sur Fq(T") est une fonction HF R,

Théoréme 16. Soit p un module de Drinfeld de rang inférieur & 2 défini sur Fq(T') La
fonction exponentielle associée a p est une fonction HF R,.

Démonstration. Notons e,(z) = anz?" avec ag = 1. Si p est de rang 1, il existe une
extension finie K/F,(T) et A € K* tel que pr = T + A79. La suite (an)nen vérifie la
relation de récurrence (voir [40, §3])

(T —T)a, = Aa? _,.
Par le Théoréme 14, e, est une fonction HF R,. Dans le cas ol p est de rang 2, le degré

de a, a été obtenu par Chen et Lee (voir [11]). On conclut avec [40]. O

Le cas des fonctions hypergéométriques de Thakur de type II se traite de maniére
similaire. On commence par déterminer le degré de e, (z) pour un z € Q\ Fq[T].

Proposition 17. Soit z € Q\ Fy[T] et m. = minyey, 1) deg(z — h). Pour tout entier
naturel n > m,, on a

deg(en(2)) = (n — qi%)qn + C,

avec C, = m. + qfql sim, <0 etC, = (mz + qfll — [mz]> q[mZH'1 sim, = 0.

Démonstration. Posons u = —1sim. <0ouwu=[m.]sim;>0.0Ona
deg(en(2)) = Z deg(z — h) + Z deg(z — h)
heF, [T heF, [T
deg(h)<u u<deg(h)<n

n—1
u - g n 1 u
= meg™ 37 (@=Dje = (0= I+ (me+ g —we
j=u+1

Lemme 18. Soit z € Fo(T) \ Fq[T] et U un dénominateur de z dans Fq(T). Pour tout
entier naturel n, U e, (2)/ D, est un polynome de F,[T).

Démonstration. Soit H un élément de Pg (7] qui divise U. On a

v (U en(2)/Dn) = 2" vi(U) = vt (U)q" = vr (D) 2 0,

puisque vy (U) = 1 et vg(Dy) < ¢" (voir [19, Theorem 9.1.1]). De plus, e,(z)/D, €

ﬂp@pmq i Fa(T)p, o Fo(T)p de51gne le localisé de Fy(T) en P car e,(X)/D, appartient
PIU

a Int(Fq[T7]), 'anneau des polynomes a valeurs entiéres sur F,[T] (voir [9] ou [7]). O

Nous prouvons maintenant le

Théoréme 19. Soit (r,5) € N? tels que r < s et a = (a;)1<i<r et b = (bi)1<ics deu
suites de Fy(T) \ Fo[T]. Alors, -FsT' (a,b;z) est une fonction HFR,.
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en(ai)--en(ar)
Dnen(b1)--en(bs)”
a Fq(T) et par la Proposition 17, il existe J € N et C' € R tels que pour tout n € N avec

> J, on ait deg(Th) = ((r —s—1)n— M) q"+C'. Par conséquent, (HFq(l)), (HF;Q))

et (HF R<3)) sont satisfaites. Notons U un dénominateur commun dans F,(T) de la famille
{ai,b; | 1 <i<r,1<j< s} Soit k et I des entiers tels que [ < k et n > J + k. L’égalité

" Dy \ 7 1~ (n=1) en_1(a;)\ 7
Ds+1 r 2(r+ks)q (en m ) qu :< n ) <U2q j )
H H n—l1 1 ]_li[l Dn—l

Démonstration. Pour tout n € N, posons 17, = Clairement, u, appartient

j=1m=0 DZ,Z
LI (v o)
=ty
e l
et le Lemme 18 montrent que D3+i—ry2(rked” [T JIIE —0 (%ﬁi)) T?_, est un
polynoéme de Fy[T]. Le Lemme 17 assure 'existence d’un entier J» > J tel que pour tout

entier n > Ja,

s k m
deg (DZ“*TUW*’“)"TL H H (L’l(bﬂ'))q Tgl_l> <(k(s+1—7)+ % + C)q"

D,
j=1m=0 nom

Ainsi (H Fq(4)) est vérifiée. De maniére analogue, pout tous les entiers i et [ tels que
0 <1 < i< n, égalité

S n
DU TT ] (
j=1m=0
n—m n—itl_ 1

j=1 m=0 j=1
o

n—m

em(b;)\* q' (s+7)(q"—q") - gt q
D T, =U [JU" eimi(a;)® x

j=1

montre qu’il existe un entier Js > Ja tel que pour tout entier n > Js,

D, Ur+2s(n+i)a H H (em ) nim T,

j=1m=0

est un polynéme de Fy[T] de degré inférieur a s(2deg(U) + 1)ng™, ce qui prouve (HFq(5>).
]

Le preuve ci-dessus repose sur le fait que les coefficients de , F,TT! (a, b; 2) admettent
de « gros »facteurs communs. Dans le cas oil les paramétres sont seulement algébriques sur
F4(T), le nombre de facteurs en commun ne semble pas permettre d’appliquer le théoréme
12.

Probléme. La conclusion du Théoréme 19 est-elle encore valable dans les cas ou tous les
paramétres sont algébriques sur Fq(7T') ?

Les Théorémes 15 et 19 permettent d’obtenir la forme définitive des résultats par-
tiels obtenus dans [34] et [37]. En particulier, nous obtenons une preuve de la conjecture
TWYZ.

Théoréme 20. Soit r et s des entiers naturels tels que 7 < s et a € Fy(T) non nul. Pour
toute fonction f € »Fs, f(a) est transcendant.

Comme conséquence, on retrouve ou améliore certains résultats classique de transcen-
dance de fonctions spéciales en caractéristique positive. Par exemple, pour tout o € Fy(T)
non nul, les nombres expe (), Jm () et expc ( ) (1€ [0,p—1]) (voir [35], [14], [15]) sont
transcendants. On en déduit aussi le

Corollaire 21. Tout zéro non nul d’une fonction hypergéométrique considérée dans le
Théoréme 20 est transcendant sur Fq(T).
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3. MESURES DE TRANSCENDANCE

Les hypothéses du Théoréme 12 semblent étre trop générales pour obtenir des mesures
de transcendance significatives. Par conséquent, dans ce paragraphe, nous nous limitons
a la détermination de telles mesures pour les fonctions hypergéométriques, car alors les
estimations requises sont controlées de maniére précises. Pour déterminer une mesure de
transcendance des valeurs des fonctions hypergéométriques en de points algébriques, nous
aurons besoin des lemmes suivants, qui sont des analogues en caractéristique finie de
résultats obtenus par Siegel (voir [24]). Le cadre non-archimédien dans lequel nous nous
situons permet d’obtenir des énoncés plus précis.

Définition 22. Soit P = ZZ:O ap X" un polynéme de Q[X] non nul. Sa hauteur, notée

H(P), est le réel
H(P) = max deg(ax).

0<k<d
Lemme 23. Soit K un sous-corps de Q et A, B deuz polynémes non constants de Q[X]
de degrés respectifs m et n. On a deg(Res(A, B)) < nH(A) + mH(B). De plus, il existe
deuzx polynémes P et Q de K[X] de degrés inférieurs respectivement an—1 et m — 1 tels
que
A(X)P(X) + B(X)Q(X) = Res(A(X), B(X))

et pour tout z € Q, on ait

deg(P(z)) < (n — 1) max(0,deg(z)) + (n — 1) H(A) + m H(B)

deg(Q(2)) < (m — 1) max(0,deg(z)) + nH(A) + (m — 1) H(B).

Démonstration. Ecrivons A(X) = 3" a; X' et B(X) = Y1 (b;X". Par définition du
résultant,

o a1 Ga e e e am
ao a1 cee Q1 Am
0 ai Am—2 Am—1 Am
bo b1 by - by
0 b1 - bg_1 by
b1 by

La premiére partie du lemme provient de I'inégalité ultramétrique du degré et de la formule
de Leibniz de développement d’un déterminant. La deuxiéme partie du lemme se montre
de maniére identique en remarquant que (voir [25, Chapitre 4, §8])

1 ai @z e e Qm
z ao al B o Am
22 0 ai e cee e Am—2 Am—1 Am
P(z) = Ll s am
0 by b2 - bn,
0 0 bi - bpo1 bn
0 bl bn
et
0 al a2 am
0 ap  ar - N Y Am
0 0 ai e cee e A —2 Am—1 Am
Q(z) = am
by by - bn
z 0 b - bao1 b
mel bn
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O

Nous montrons maintenant que dans certains cas, les dénominateurs obtenus dans la
partie précédentes peuvent étre améliorés.

T.2?" une fonc-
n>0+n

tion de FsTT U, FsTH U, F.Y. Alors la famille {fo”ngii | i € [0,m]} admet un
dénominateur dans K de maison dominée par q".

Lemme 24. Soit m,n deuz entiers naturels avec m < n et f =

_(a)n(ar)n
Dy (b1)n(bs)n
Posons by = 1. On a pour tout ¢ € [0, m],

sl'r a‘])nq, (bO)
- "”Hl(b i

j— l)n i Jj= T‘(bJ

Démonstration. Supposons que T,, = (les autres cas se traitant de méme).

)i
11 suffit alors de remarquer que pour tout a,b,k,l € N (a > b, [ < k)

O

Nous sommes maintenant en mesure de présenter une mesure de transcendance pour les
valeurs prises en un argument algébrique non nul d’une fonction de ,F. T U, F- T U, F. ).

Théoréme 25. Soit r,s des entiers naturels tel que r < s, f une fonction hypergéomé-
trique de »Fs T U FsY, a € Fo(T) non nul, § le degré de séparabilité de Fo(T)(a) sur
Fy(T), € un réel strictement positif et d un entier naturel non nul. Il existe un entier Bo
tels que pour tout polynéme B € Fq[T][X] de degré d et de hauteur inférieur & By, on ait

deg(B(f(a)) > (1—e — 4gd(5 + 1)*) H(B).

Démonstration. Notons f =37 -, T27" B =s+1—ret K =F (T){T, | n € N}U{a}).
On a [K : Fg(T)]s = [Fe(T)(w) : Fy(T)]s. Les fonctions f; de N dans C apparais-
sant au cours de cette preuve ne dépendent que de f et sont toutes négligeables de-
vant lidentité. Considérons les entiers m et n tels que ¢™ ' < 2d(6 +1) < ¢™ et
ng"” < MH(B) < (n+ 1)¢"*'. Pour tout j € N, posons n; = j. Notons A(X) le

polynome Y 7" Z(J'H ™) xd'

pour tout i € [0,m], DT~ ’"Tgﬂ. a un dénominateur dans K dominé par ¢", les esti-
mations vues précédemment montre qu’il existe un élément w de K tel que le polyndéme
A = wA appartient & Ok [X], est de degré g™ et ses coefficients sont de maison inférieure
a Bng"™ + fo(ng™), ayant la propriété qu'il existe un entier By tel que pour si H(B) > B,
on a

+El o qf]+1 ™ 4" introduit dans la Proposition 11. Puisque

deg(A(f(a))) = —Bng" ™! + Bng” + f1(ng").
On a alors
deg(Res(A, B)) < ¢" H(B) + dBnqg" + f2(H(B))
deg(P(f(@))) < (d —1)png" +¢™ H(B) + f3(H(B))
deg(Q(f(a))) < dBng" + (¢" — 1) H(B) + fa(H(B))

Supposons que B est irréductible et ne divise pas A. Comme Res(A, B) # 0, par U'inégalité
de Liouville, on a

deg(Res(4, B)) > —d(¢™ H(B) + dBng" + f2(H(B))).
On en déduit que

deg(P(f())A(f(@))) — deg(Res(A, B)) < (6 + 1) (dng" +¢™ H(B)) — fng" ™" + f(H(B))

<
< (6+1)(2d(6 +1) — ¢")H(B) + fs(H(B)).
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Comme 2d(d + 1) — ¢™ < 0, il existe un entier By > B tel que si H(B) > By, alors

)
dAég( (f(@)A(f (e )) < deg(Res(A, B)). On en déduit que deg(B(f(a))Q(f(a))) = deg(Res(4, B)).

deg(B(f(a))) = deg(Res(A, B)) — deg(Q(f(a)))
> —0(¢" H(B) +dBng") — (dBnq" + (¢" — 1) H(B)) + fs(H(B))
> (1-2(q+ 1)d(d+ 1)°) H(B) + fo(H(B)).

Supposons que B divise A. Il existe D € K[X] tel que A = BD. Puisque H(D) =
H(A) — H(B) (voir [18, Lemma 9.5]), il vient que

deg(B(f(a))) = —Bng" "™ + Bng" — (H(A) — H(B)) + f-(H(B))
—png" " + H(B) + f-(H(B))
> (1-4gd(5+ 1)) H(B) + f-(H(B)).

WV

Dans les deux cas, on a

deg(B(f())) > (1 —4gd(6 + 1)°) H(B) + fs(H(B)).
Supposons maintenant que B se décompose en un produit de facteurs irréductibles
B = B1B2-- By.

Par les cas précédents,
deg(B(f(a))) > (1 —4qd(d +1)*) H(B) + Z fo(H

Comme w < d, >.;7 | fo(H(B;)) est négligeable devant H(B). On en conclut que

deg(B(f(a))) > (1 —4gd(6 + 1)°) H(B) + f1o(H(B)).
O

Remarque 26. (1) La mesure de transcendance obtenue est de qualité analogue a
celle obtenue par Lang [26] et Mahler [28] dans le cas de la caractéristique nulle.

(2) Puisque toutes les estimations en jeu peuvent étre totalement rendues explicites, il
est certainement possible d’obtenir une mesure de transcendance qui est explicite
en la dépendance sur le degré d. Nous n’avons pas cherché & déterminer cette
dépendance. Naturellement il serait trés intéressant de s’y consacrer.

(3) On constate que la mesure de transcendance présentée ici appliquée au cas exp¢ (1)
ameéliore d’un facteur logarithmique celle obtenue par Bunduschuh dans [6, Satz
1].
Dans le cas d’une fonction hypergéométrique de Kochubei générale, il ne semble pas
y avoir de simplification apparente comme dans le Lemme 24. La méme méthode que

précédemment méne & une mesure de transcendance moins bonne que celle obtenue dans
le cas des autres fonctions hypergéométriques.

Théoréme 27. Soit r, s des entiers naturels tel que r < s, f = Zn>OT 2% une fonction

hypergéométrique de »FsK, a € Fy(T) non nul, § le degré de séparabilité de Fo(T)({T} |
n € N} UA{a}) sur Fo(T), € un réel strictement positif et d un entier naturel non nul. Il
existe un entier By tels que pour tout polynéme B € F,[T|[X] de degré d et de hauteur
inférieur a Bo, on ait

dea(B(f(a)) > (1< -

ot l’'on a posé B =s+1—r.

dis+1)(6+1

MQ() aB++/qB+1)) (0 +1+1/gB(0+1)) ) H(B),
B

Démonstration. En reprenant les notations du théoréme précédént, il suffit d’adapter la

1, . 5 \/aB(s
preuve en considérant les entiers m et n tels que ng™ < %[M < (n+ 1)q"Jrl et

— d(3+1)(6+1)(qﬂ+\/qﬂ(6+1)
q <

qp?

™ et en remarquant qu’il existe w € K tel que le
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polynome wA(X) est a coefficients entiers sur Fy(T) de maison inférieure a (s 4 1)ng"™ +
fo(ng") O

On en déduit une mesure d’approximation des valeurs d’une fonction hypergéométrique
en des arguments algébriques. Rappelons que la hauteur H(«) d’un élément o de Fy(T')
est la hauteur du polynéme non nul (a un multiple d’un élément de F;* prés) de Fq[T][X]
de degré minimal et de hauteur minimale annulant «.

Théoréme 28. Soit d,r, s trois entiers naturels tels que d >0 et r < s, f = Zn>0 T2

une fonction de »Fs et a € Fq(T)\{0}. Pour tout € > 0, il existe un entier B tel que pour
tout ¢ € Fq(T) \ {0} de degré d sur Fq(T) et de hauteur inférieur & B, on ait

deg(f(a) = ¢) > min(0, (d — 1) max(deg(f(a)),0) — 7) B
o, en posant f=s+1—r et 6 = [Fo(T){Tn | n € N}U{a}) : Fo(T)]s,
o { €+ 4qd(8 + 1) si f €, F YU FTH,

e+ WAV (g5 4 /qBGE+ 1)) (5+ 1+ /B +1)) sif €, FuK.

Démonstration. Soit P = ZZ:O pe X" le polynéme minimal de ¢ sur Fy(T). On a

d k—1
P(f(e) = P(¢) = (fa) =) > _px Y f(a)g" 7"
k=1 =0

Supposons que deg(f(a) — ¢) < 0. Il s’ensuit que deg(¢) < max(0,deg(f(a))). On en
déduit que

deg(P(f(a)) = P(¢)) < deg(f(a) — @) + B+ max udeg(f(a)) + (k — 1 —u)deg(¢)

ou<k
deg(P(f(a)) < deg(f(a)—¢)+ B+ (d—1)max(0,deg(f(a))).

On conclut alors grace aux Théorémes 25 et 27. O

4. THEOREME DE LINDEMANN-WEIERSTRASS

Dans cette partie, nous montrons que toute fonction de type HF' R, satisfait & un ana-
logue du théoréme de Lindemann-Weierstrass. Dans le cas de I’exponentielle classique, ce
fut la version orginale obtenue par Weierstrass [36]. Dans le cas des fonctions hypergéo-
métriques, la version du théoréme de Lindemann-Weierstrass n’a été obtenue qu’en 2022
par Delaigue [12]. Les auteurs insistent sur le fait, comme précisé dans I'introduction,
que le théoréme présenté ci-dessous concernant une classe indénombrable de fonctions, est
beaucoup plus fort que le résultat de Delaigue en caractéristique nulle qui, par la nature
de sa preuve d’origine fonctionnelle, ne peut s’appliquer qu’a un nombre dénombrable de
fonctions.

Théoréme 29. Soit f une fonction HF Rq et o, -+, des éléments de Fq(T). Alors

la famille (1, f(ai))igics est Fq(T)-linéairement dépendante si et seulement si la famille
(as)1<ics est Fg-linéairement dépendante.

Démonstration. Par la Fg-linéarité de la fonction f, une relation de F,-dépendance linéaire
pour la famille (a;)1<i<s méne & une relation de F, (et donc Fy(T)) relation de dépendance
linéaire pour la famille (1, f(o))1<i<s. Supposons qu’il existe une famille 7 = {a1, -+, as}
de Fo(T') qui est Fy-linéairement indépendante telle que la famille {1, f(a;) | 1 < i < s}

est Fq(T)-linéairement dépendante. On peut supposer que F est de cardinal minimal
(minimalité (Mx)). Il existe des éléments b, - - - ,bs de Fq(T) tels que

boJribif(Oéi) =0. (8)

En particulier, -7, b; f(cu) est algébrique. Par minimalité, tous les b; (1 < ¢ < s) sont
non nuls. Considérons la fonction

F(z):= ibif(aiz) = Z S Tnz?",

n=0
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ou lon a posé S, = > ;_, biagn. On munit 'ensemble {(b;, ;) | 1 < i < s} de la relation
de préordre =< définie par : (b;, ;) =< (bi, ) si et seulement si deg(a;) < deg(a;) ou
(deg(a;) = deg(au) et deg(b;) < deg(b;)). Quitte & renuméroter, on peut supposer que les
couples (b;, ;) (1 < i < s) sont rangés par ordre croissant pour <. Clairement, pour tout
entier naturel n, on a deg(S,) < deg(bsad" ). Supposons qu’il existe une suite (un)nen de
N strictement croissante telle que pour tout n € N,

deg(Su,) = deg(bsal "),

On vérifie alors facilement que F est une fonction HFy. Par la Proposition 12, F(1) est
transcendant, ce qui contredit le fait que Y ;_, bif(a:) est algébrique. Ainsi, il existe un
entier no tel que pour tout n > ng, deg(Sn) < deg(bsag"). On peut supposer que F a un
nombre minimal de termes maximaux pour l'ordre < (minimalité (M = x)). Considérons
le plus petit entier v € [1, s] tel que pour tout ¢ € [v, s]], (b, ac) est un élément maximal
de F. Par le cas précédent, on a v < s — 1. Nécessairement, pour tout entier n > ng,
deg(35_, bia?") < deg(bsal”) et deg(3V=} bia?") < deg(bsal”). Notons Qo I'anneau
{z € Q| deg(z) < 0} et M son idéal maximal. Dans ©y/M, on obtient les relations non
triviales : pour tout n > no

Zbi/bs,ai/asq ’ = 0.
o

s (m> " ) (voir

On en déduit que le déterminant de Moore Ag_,11 ( (av /as)q

SE—— U]
[19, Definition 1.3.2]) est nul. Par [19, Lemma 1.3.3], la famille ((a Jas)" ) est
i€ [v,s]
[F4-linéairement dépendante. Il en est donc de méme pour la famille (cvi/as)iefo,s)- Ainsi,
il existe R € M et des éléments de F; non tous nuls Ay, -+, As tels que

i )\iOCi = Qs R. (9)

On note [ le plus grand entier de [v, s] tel que A; # 0. L’égalité (8) se réécrit sous la forme
v—1 -1 b s b
1 1
bo + ;bif(ai) + ;(bi = () + i:lZJrl bif(os) + 1 flaR) =0.
Si Il < s, par minimalité (M * ), la famille (Ras, oi)ieq1,sp\f13 est Fg-linéairement dé-
pendante. Si I = s, cette conclusion est encore valide par minimalité (M * *) 8’il existe
io € [v, ] avec by, — %/\io # 0 et par minimalité (M=) dans le cas contraire. Par indépen-
dance Fg-linéaire des «; (i € [1, s] \ {l}), il existe des éléments u; (i € [1,s] \ {i}) de Fy
non tous nuls tels que as R = > i1 ;. En comparant avec 1’égalité (9), on obtient que
i#l

-1 s
TS Z Aioy — Z,uiai.
1=v =1

i#l
Comme )\; est non nul, ceci est une relation de dépendance Fy-linéaire pour les «a; (i €
[1,s]). Cela est impossible et termine la preuve du théoréme. O

Par les Théorémes 15 et 19, on obtient un théoréme de Lindemann-Weierstrass pour
les fonctions hypergéometriques considérées dans cet article.

Théoréme 30. Soit r et s des entiers naturels tels que r < s, f € »Fs, et a1, , a5 des
éléments de Fq(T'). Alors, la famille (1, f(au))i<ics est Fq(T)-linéairement dépendante si
et seulement si la famille (o;)1<ics est Fq-linéairement dépendante.

Dans le cas des F4[T]-modules de Drinfeld de rang 1, on a le

Théoréme 31. Soit p un module de Drinfeld de rang inférieur o 2 défini sur Fq(T), e, sa

fonction exponentielle et vy, - -+ , a5 des éléments de Fo(T). Alors, la famille (1, e,(ai))1<i<s

est Fq(T)-linéairement dépendante si et seulement si la famille (o)1<ics est Fg-linéairement
dépendante.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des Théorémes 16 et 29. O

Remarque 32. Le Théoréme 31 est une réponse dans le cas des modules de Drinfeld de
rang inférieur & 2 & une question posée par Topfer en 1997 (voir [17]). Nous laissons le
soin au lecteur de modifier les Théorémes 14 et 29 pour montrer que le Théoréme 31 est
encore valide si on considére un F4[T]-module de Drinfeld p de rang r > 1 de la forme

pr =T + Ar" (A € F,(T)"). Vraisemblablement, il faudrait d’autres idées pour montrer
le cas général.

5. LE cAs P-ADIQUE

Soit P un polynome irréductible de Fq[7T] de degré po. On note vp la valuation de Fq(T")
associée et 2p le complété d’une cldture algébrique de Fy(T) p, le complété de Fy(T) pour
la valuation vp. On note encore vp 'unique prolongement de vp & Qp.

Pour une série entiére f(2) = >_ ., an2", on définit pour tout k € N, sa k-éme dérivée
de Hasse, que l'on note ¢, x(f), par :

Sk (£)(2) = (Z) anz" .

n>0
On note pour § € R, Dy = {z € Qp | vp(z) > 60}.
Définition 33. On dit qu’une fonction F' analytique sur Dy est une K -function si F
admet un développement en série entiére au voisinage 0 de la forme F(z) = Zn>o bnz?"
ou les b, sont des éléments d’une extension finie K de Fy(T) et tels qu’il existe un réel
positif A vérifiant les propriétés suivantes :
i) pour tout n € N, [b,] < Ang™
ii) il existe une suite (yn)nen de Fq[T] telle que
a) pour tout m < n, Ynbm est entier sur Fy[T],
b) pour tout n € N, deg(v») < Ang™,
¢) pour des entiers naturels hi,--- ,hs tels que ¢4+ g™ < ¢", ona
Yhy + - Yhe divise yp.
Nous commengons par énoncer un théoréme a la Schneider-Lang-Adams P-adique pour

les K4-fonctions bien adapté pour les fonctions hypergéométriques.

Théoréme 34. Soit F' une Kq-fonction sur un disque Do. On suppose qu’il existe une
extension algébrique L/Fo(T) de degré fini et une suite convergente (zn)nen de DoNL telle
que les conditions suivantes soient vérifées : il existe un réel v tel que pour tout n € N,

max 1z, [F(za)l [Fa(T)({F () | < n}) : Fy(T)]) < vn,

Si la suite ([Fq(T)(F(zn)) : IFq(T)]S)neN est bornée et si l’ensemble {zn, F(zn) | n € N}
admet un dénominateur commun dans Fq(T), alors F' est algébrique sur Fq(T)(2).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que L contient les coefficients
de F. La suite (zn)nen étant convergente, quitte a en extraire une sous-suite, on peut
supposer que (vp(zn))nen est constante (disons égale & V' € Q). Quitte & considérer la
fonction F(PY z) et la suite (P~ (2))n, on peut supposer que § < V = 0. Soit C' € N. On
pose I = 18C. Dans cette preuve, les constantes ¢; qui sont introduites ne dépendent pas
de C. Notons S I'ensemble [0, ¢’ [x[0, ¢"[x[0, ¢*'“[ et L le corps L({F(z:) | 0 < i < ¢°}).
Soit (,4,k) € S. Puisque d.,0(F) = F, 6, 4(F) = b pour tout I € N et §,;(F) = 0 si
i ¢ {0} U{q" |l € N}, Iégalité (voir [22])

k .
02,5 ( zFJ Z() Z 81, (F)(2) -+ 01, (F)(2),

=0 l1+“‘+l]‘:k7l
se simplifie en

bon(ZF)(z) =3 (;) ST by b FR),

u<j
q'1 gt =k
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En particulier, pour tout n € [0,¢°[, 6.(2°F7)(2.) appartient & L et sa maison est
majorée par :

Sa(ZF)(za)|l < ¢+ ¢ TGzl + A21C)g™
< aCdC.
L’ensemble {0, (2'F7)(z,) | n € [0,¢°[} admet G := E2q1'yglc comme dénomina-

teur dans L, o E est un dénominateur commun dans Fg(7T") de I'ensemble {zn, F(2zn) |
n € N}. Un lemme de Siegel ([16, Lemme 5| ou [3, Lemma 4.1]) implique qu’il existe
des éléments a;; (0 < i,5 < I) de Fq[T] non tous nuls tels que la fonction H(z) :=

fio_l ;1.1:51 ;2 F7(z) sannule sur {z, | 0 < n < ¢} ainsi que ses ¢*'“ premiéres
dérivées de Hasse et

22C T
L:F (T
deg(ai;) < ¢ ~q( ) ( max 0k (2" F")(zn) +deg(g))
q?*T — q?2C[L : Fo(T)] Muv,kin)esx[0,4°1
< CQCQSC.

Supposons H non nulle. Puisque la suite (2, )nen converge, il existe un entier naturel n tel
que H(z,) est non nul. Notons ng le plus petit entier naturel tel qu’il existe ko € [0, ¢*'¢]
avec la propriété que 6, 1, (H (2n,)) # 0. On a évidemment ng > ¢©. On majore la maison
de 8. (H (2ny))

52,k0(H(Z”0)) < max deg(al}j) + max R Ok (ZiFj)(Zno)

0<i,5<qf 0<4,j<q
< Jnax | deg(ai ;) + ¢' gl + ¢'[F (zno)| + A(21C)¢*'¢
0<i,5<q

< C3noqlSC + C4Cq210.

On remarque que G est un dénominateur de 9. x,(H (2n,)). La majoration
[Fq(T)(H (2no)) : Fg(T)]s < max[Fq(T)(F(zn)) : Fq(T)]s
et l'inégalité de Liouville vp-adique ([41, Lemma 4.2]) conduisent a

P (8200 (H(2n0))) < 5 (182 (H(2n0))] + deg(G) ) < e6Cq™' + crnoq™>®. (10)
Soit € un réel tel que 6 < € < 0. Grace au lemme de Schwarz ([41, Lemma 4.3]), on obtient

que

. 21C :
_ < —
zlenfs vp(H(z)) + enog < zénf% vp(H(2)),

c’est-a-dire

ziengs vp(H(2)) = —enog®' + Zé%f26 vp(H(z)).

L’inégalité

inf v(H(z))ZqI(%—l— inf v(F(z)))

z€Do, 2€D2e

et 'ingalité de Cauchy [2, Théoréme 2bis| impliquent que
0p By (H(z00))) > —enog™® + ' (22 + _inf v(F(2)). (1)
2€D3

€

Comme ng > ¢, pour C assez grand, les inégalités (10) et (11) sont contradictoires. Ainsi,
H est nulle. Autrement dit, F est algébrique sur Fq(T)(z). O

Remarque 35. Les conditions du Théoréme 34 ne sont certainement pas optimales. Elles
seront néammoins suffisantes pour les appplications en vue.

Nous reprenons les notations de la section 2. Comme pour tout h € N,

ero _
vp(Dr) =¢° ((21’07—1) (h=epo + 0, (e,8) € N>, § < po) (voir [40]),
la fonction , F5T7 (a1, yar, b1, ,bs;) définit une fonction analytique sur 'ouvert D =

Ds?}»l—’r‘. Nous décrivons maintenant des familles de fonctions hypergéométriques pour
P01

lesquelles il est possible de montrer que leur ensemble exceptionnel esr réduit a {0}. Soit
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r et s deux entiers naturels tels que s +1 < 7 < p et (ai)i<i<r et (bi)o<ics deux suites
d’entiers tels que 1 = by < -+ < bs < a1 < -+ < ar. On considére un élément non
nul a de Fy(T') de degré A sur Fy(T) et ho un entier naturel tel que a?" est séparable
sur Fg(T'). I est bien connu que la dérivation sur Fq(T")p se prolonge de maniére unique
sur Fy(T) p(aqho) (voir [4, Chapitre 5] par exemple) et évidemment ce prolongement est
continu.

Lemme 36. Si TFSTI(al,--- ,Gr, b1, bs; ) est algébrique, alors il en est de méme
pour »FsT (ay, - ,a1,b1,--- ,bs; ).
Démonstration. On note v1 < --- < v; 'ensemble des valeurs distinctes prises par la suite

(a;)1<i<r- On pose pour tout 4 € [1,1], w; = Card({m € [1,7] | vi = am}) et os = S\, w.

vy —
On définit la suite (un)nen par ug = Zm>h0 (%)q et pour tout

n € [Lv —vi], un = ¢ (un—1)) si n €Jv; — v, v — vi_1] avec t € [2,1]. On constate

que up est algébrique sur Fq (7). Puisque a?" est séparable sur Fq(7T) et que pour tout
vy -1

m > ho, (%) appartient a Fy(T'), la continuité de la dérivée implique que

u1 est bien défini. De plus u1 est algébrique sur Fq(7')(uo) donc sur Fq (7). Une récurrence
immédiate montre que pour tout n € [1,v; — v1], u, est bien défini, que

q'm+'ul —1

leq“’fvl l)<7tqvt7ul_1 Det
" — Z m4vi—1 " P mtv -1 Pm4v—n—1 aqur’Ul*"*l
n = v —1-n
m>ho (D (b1)m -+ (bs)m)?
et enfin que u,, est algébrique. Au final, on obtient que 7«FSTI((M, cee a1, b, bsya) est
. . DL m+vy—1
algébrique puisque Uy, —v, = mivy =1 a Dest. O
g que pulsq 1—v1

> -1
2P0 (Do (b)) (bs)m) 9"

Dans [8], Carlitz introduit pour un entier naturel a 'opérateur A, défini sur Qp[[z]]
par : pour tout f € Qp|[z]],

Aa(f)(2) = f(T2) =T " f(2).

Pour des entiers naturels non nuls mq, - -, my, par itération, on a pour tout f € Qp[[z]]
n . .
Ay By ()(2) = Y (=D oni f(T2), (12)
i=0

ou v; = Zl<11<12<-~-<lign T :

Notations :

(1) Pour simplifier les notations, on pose ® = . FsT7 (a1, ,a1,b1, - ,bs;2) et ¥ =
D(a).
(2) Pour tout ¢ € [0,7], on note H; la fonction analytique sur D définie par : pour
tout z € D
un(2)
Hie) = 3
¢ 71220 [n+ a1 — 1]
DI ntag—
avec un(z) ntey -l an et

- (Dn(bl)n"‘(bs)7L>qa171
Remarquons que Hy = 1 et que

1 Dy,

~ a1 — a1 —2
H.(Z)=9"" (2)- u=2 gzt
' ((b1)o -+ (bs)o)a™ ™"
oil ® est la fonction hypergéométrique TFSTI(al —l,a1 —1---,a1 —1,b1,--- ,bs;2). Les

séries entiéres H; sont a coefficients dans Fy(7T). De plus, elles satisfont aux relations de
récurrence : pour tout ¢ € [1, 7]

Ao(H;) = H;_;. (13)
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Puisque pour tout (n,7) € N* x [0,7], on a (D)"Y = (- de nouveau la
continuité de la dérivée implique que

ho &)
<H0<a>—zun(a>) = (- 1)”'( Z[n T ) (14)

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on supposera que ¥ est algébrique (sur Fy(7)). Il
en résulte que Ho(«) Vest aussi. Celle des H; () (¢ € [1,r]) résulte de I’égalité (14). Enfin,
'égalité (13) implique que pour tout j € [0,i], Hi(Tq) est aussi algébrique. Il en est
donc de méme pour les ®(T? ). On désigne par E un dénominateur commun aux & (7" )
(2 € [0,7]) et par 6 le degré d’une extension finie de Fq(7") qui les contient.

1) (r— J)l [n]_],

Proposition 37. Soit j € N. Alors, il existe réel k tel que pour tout Q@ € Fq[T] avec
deg < j, ®(Qa) est algébrique sur F,(T) de degré inférieur a ¢’ 6 et |®(Qa)| < jr+ k. De
plus, pour tout Q € Fy[T], E est un dénominateur de ®(Qc).

Démonstration. Par Fg-linéarité de ®, il suffit de montrer le lemme pour é(Tja) pour
tout j € N. Soit z € Qp. Par [32] et la formule (12), on a

Sy () e = Yy )

7=0 =0

1—b; 1-b; .
] J— q 0+---+q s—1 . . .
ouvy; = ZO<ZO<l1<“_<ls_i<S T . Par conséquent, pour tout i € N, (i > r),

®(T'a) est racine d’un polynome binomial X7 — ; avec

Vi = i(fl)s_ v ®(T'2) E_: ( )T(T Da'” LUT ).

i=0 i=0
Une récurrence immédiate sur i montre que E est un dénominateur de ®(T%a), que
[Fo(T)(D(T*))/Fy(T)]s est majoré par & et que [Fo(T)({®(T7a) | j € [0,4]}) : Fyo(T)]
est majoré par ¢?6. Notons M; = max{|®(T7a)|| j € [0,i[}. Pour estimer la maison de
ci>(Ticu)7 on remarque que pour tout j € [0,s], on a deg(v;) < s—j+1et

— M;
(T )| < max(r—!—Mi,T—&-s).

La suite (M;);en étant croissante, si elle n’est pas majorée, on a M;+1 < 7+ M; a partir
d’un certain rang ce qui entraine qu’il existe x € R tel que M; < r(i — 1) + k pour tout

i € N. 1l s’ensuit que |®(T"a)|< 7i + K. O
On en déduit le

Théoréme 38. Soit r et s deuz entiers naturels tels que s +1 < r < p et (a;)i<i<r €t
(b:)o<ics deux suites d’entiers tels que 1 = by < -+ < bs < a1 < -+ < ar. Pour tout
a € F (T)ND non nul, FsT (a1, ,ar, b1, - ,bs; ) est transcendant sur Fq(T).

Démonstration. Par le Théoréme 34, H, est algébrique sur Qp[z]. On remarque que le
rayon de convergence de H,, considérée comme série entiére de F,(T)[[2]] C ©[[z]] est nul.
11 est bien connu qu’alors H, est transcendant sur F,(T)[z].

Les théorémes suivants décrivent deux autres familles de fonctions hypergéométriques
pour lesquelles nous montrons que leur ensemble exceptionnel est réduit & {0}. Les preuves
étant trés similaires, nous n’indiquons que les modifications substantielles a effectuer. Pour
un entier naturel j, on note ;5; la j-eme dérivée de Hasse définie sur Fo(T)p  (voir [5,
Appendice|). Par |5, Appendice et Appendice Lemma 1], pour tout (j,n) € [0,7[xN*, on
a 500 = (1Y (7 5

i/ Inl

Théoréme 39. Soit r € [2,q] et a1 = 1,--- ,a, des entiers naturels. Pour tout a €
Fo(T) N'D non nul, ~FoT! (a1, ,ar,—; ) est transcendant sur Fq(T).



20 D. ADAM AND L. DENIS

Démonstration. Supposons que »FoT! (a1, ,ar,—; ) est algébrique sur Fy (7). Par une
preuve identique & celle du Lemme 36, il en est de méme pour TFOTI(I, <o+, 1,—; «). Soit
i € [0, r[. Posons

DT71 n
Hi(z) = 21
2
Comme dans (14), (—1)(})H;(a) € Fq(T)(a, Ho(c)). Ceci implique, par les relations (13),

que pour tout ¢ € [0,r] et tout 5 € [0,i] tel que (Tﬁl) # 0, H;(Tq) appartient a

i

Fo(T)(a, Ho()). On remarque de plus que H,_1(z) = z + H{(z). Puisque

Ti(il)rﬂﬂ‘ (T - 1)T<T1i>Hg(Tiz) = Ho(2),

i=0 ¢
il vient que H, satisfait a la relation de récurrence :

r—1
T —1 . , .
> = z(T ) )TQ( U Ha(T'2) = T'2) = Hooa(2) — 2.
i

i=0

On termine alors la preuve comme dans celle du Théoréme 38. O
Remarque 40. La fonction s FoT7((1,1), —; 2) = Ym0 D,,z%" est un analogue de la série
p-adique d’Euler &'(z) := >7, . nlz" qui est définie sur {z € Cp | vp(2) > fﬁ}. Pour
celle-ci, il n’est méme pas connu si & (1) est irrationnel.

Dans les cas des fonctions hypergéométriques de Yao ou Kochubei, il est aussi possible
de donner des résulats de transcendance dans le cas P-adique. Donnons en un exemple.

Théoréme 41. Soit r et s deuzr entiers naturels tels que 1 < s+ 1 < r < q. Pour toutes
Ao se

suites a = (a:)1<i<r et b= (bi)<ics de Fo(T) "~ \ {[m] | m € N}, Uensemble exceptionnel

de »FK,(a,b;z) est réduit a {0}.

Démonstration. 11 suffit d’adapter les preuves précédentes en notant que pour (j,n) €
[0, g[xN", §; (i) = [n]jlpn' U
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