
考拉兹猜想不存在非平凡循环
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摘 要: 本文研究了考拉兹猜想是否存在非平凡循环序列问题. 利用反证法, 获得了对于任意一
个正整数奇数 x0, 当 x0 等于 1 时产生平凡循环, 循环序列为:1, 1, 1, · · · , 当 x0 为大于 1 的正整数奇
数时不产生非平凡循环序列的结论.
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1 引言

考拉兹猜想即人们简称的”3x + 1” 问题: 对于任意的正整数 x, x ∈ N, 若 x 为偶数连续
除以 2 使其等于一个奇数, 若 x 为奇数则乘 3 再加 1, 不断重复这样的运算, 经有限步骤后
一定可以得到 1. 其命题为：

f(x) =

{
x/2, if x ≡ 0 (mod 2);
3x+ 1, if x ≡ 1 (mod 2),

∀x ∈ N+,

存在正整数 k ∈ N+, 总有 fk(x) = 1.
如果考拉兹猜想存在一个非平凡循环序列, 显然考拉兹猜想归 1 结果不成立. 由此看来, 证
明考拉兹猜想不存在非平凡循环序列具有非常重要的意义.

2 相关定义及结论

定义 2.1 奇数: 不能被 2 整除的整数称为奇数. 正整数奇数可表示为 2k + 1, k ∈ N.
定义 2.2 枝头数: 能够被 3 整除的正整数奇数称为枝头数. 枝头数可表示为 3 · (2k +

1),k ∈ N .
定义 2.3 [1] 正整数奇数 x0 考拉兹变换序列通项公式 fk(x) 表达式为:

fk(x) =
3kx+ 3k−1 + 3k−2 · 2p1 + · · ·+ 3 · 2p1+···+pk−2 + 2p1+···+pk−1

2p1+···+pk
, (2.1)

其中:pj (j ∈ {1, . . . , k}) 为考拉兹奇变换连续除以 2 的次数. 等价变换式为:

2p1+···+pk · fk(x)− 3kx = 3k−1 + 3k−2 · 2p1 + 3k−3 · 2p1+p2 + · · ·+ 3 · 2p1+p2+···+pk−2

+ 2p1+p2+···+pk−1

. (2.2)

3 相关引理 1



引理 3.1 对于任意一个大于 1 的奇数 x0 考拉兹变换奇数序列：x0, x1, x2 · · ·xn，记

p1, p2, · · · , pn 为奇数 x0 考拉兹奇变换中连续除以 2 的次数，pj ≥ 1, pj ∈ N+，若 xn ̸= 1

时，必有 xi ̸= xi+1，其中 0 ≤ i ≤ n− 1，即考拉兹变换奇数序列相邻两数不相等.
证明: 采用反证法，假设相邻两数相等，则有 3 · xi + 1 = xi · 2pi+1 .

两边除以 xi, 则有 3+ 1
xi

= 2pi+1 , 因为 xi 为大于 1 的奇数，等式两边不相等，结果矛盾，原
命题成立.

引理 3.2 枝头数不产生循环.
证明: 采用反证法, 假设存在某一枝头数使得考拉兹变换奇数序列产生循环，即枝头

数变换为枝头数，由考拉兹变换通项公式等价变换式可知：

2p1+···+pk ·fk(x)−3kx = 3k−1+3k−2·2p1+3k−3·2p1+p2+· · · · · ·+3·2p1+···+pk−2+2p1+···+pk−1 .
显然等式左边能被 3 整除，等式右边不能被 3 整除，产生矛盾，原命题成立.

引理 3.3 ∀m ∈ N+, ∀k ∈ N+, 满足 3m + 1 = 2k. 则满足方程等式的解有且只有一
组解 m = 1, k = 2.
证明: 将 m = 1, k = 2 代入方程则有 1 = 1, 有一组解，命题成立.

现在讨论 m ≥ 2 的情况:
当 m 为偶数时, 令 m = 2n, n ∈ N+, 根据二项式定理可得：
3m = 32n = 9n = (8 + 1)n = 8n +

(
n
1

)
· 8n−1 +

(
n
2

)
· 8n−2 + · · ·+

(
n

n−1

)
· 81 + 1

显然这样的数可以表示为 8t+ 1 类奇数，t ∈ N+.
当 m 为奇数时，令 m = 2n+ 1, n ∈ N+, 根据二项式定理可得：
3m = 32n+1 = 3 · 9n = 3 · (8 + 1)n = 3 · (8n +

(
n
1

)
· 8n−1 +

(
n
2

)
· 8n−2 + · · ·+

(
n

n−1

)
· 81 + 1)

同样可知可以表示为 24t+3类奇数，其中 t ∈ N+，由于 8t+1+1 = 8t+2，24t+3+1 =

24t + 4, t ∈ N+，分别对两数连续除以 2，其结果为 4t + 1，6t + 1 均为大于 1 的奇数，
显然不能连续被 2 整除了，原命题成立.

引理 3.4 对于任意一个大于 1的正整数奇数 x0考拉兹变换奇数序列为：x0, x1, x2 · · ·xn，
记 p1, p2, · · · , pn 为奇数 x0 考拉兹奇变换中连续除以 2的次数，pj ≥ 1, pj ∈ N+，依据考

拉兹变换奇数通项公式等价变换式, 令 xn · 2p1+···+pn − x0 · 3n = 3n−1 +3n−2 · 2p1 +3n−3 ·
2p1+p2 + · · ·+ 3 · 2p1+···+pn−2 + 2p1+···+pn−1 = Sn. 如果存在正整数 n, n ∈ N+，使得等式

方程 2p1+···+pn − 3n = xn · 2p1+···+pn − x0 · 3n = Sn 恒成立，则必有 xn ̸= x0.
证明: 由题可知 xn · 2p1+···+pn − x0 · 3n = 2p1+···+pn − 3n. 移项化简可得：

(xn − 1) · 2p1+···+pn = (x0 − 1) · 3n.
由于 x0 为大于 1 的正整数奇数, 于是就有: xn−1

x0−1 = 3n

2p1+···+pn ̸= 1. 因此 xn ̸= x0. 综合上
述原命题成立.
引理 3.5 对于任意一个大于 1 的正整数奇数 x0，设奇数 x0 考拉兹变换奇数序列

为 x0, x1, x2, · · · , xn，记 p1, p2, · · · , pn 为奇数 x0 考拉兹奇变换中连续除以 2 的次数，其



中 pj ≥ 1, pj ∈ N+, 则奇数 x0 不产生非平凡循环，即 x0 ̸= xn; 当 x0 = 1 时产生平凡循

环，循环序列为：1, 1, 1, · · ·
证明: 当 x0 = 1 时产生循环，循环序列为：1, 1, 1, · · · . 命题显然成立.

当 x0 > 1 时，若奇数 x0 为枝头数时，由引理 3.2 可知，不存在循环，命题成立.
当奇数 x0 为非枝头数时，采用反证法，假设存在一个正整数奇数 x0 经考拉兹变换得到

奇数 xn 与奇数 x0 产生非平凡循环，于是就有 x0 = xn, x0 ̸= xj , 1 ≤ j ≤ n− 1.
依据奇数序列考拉兹等价变换通项公式可得：

x0 · (2p1+p2+···+pn − 3n) = 3n−1 + 3n−2 · 2p1 + 3n−3 · 2p1+p2 + · · · + 31 · 2p1+p2+···+pn−2 +

2p1+p2+···+pn−1 .
令等式右边 3n−1+3n−2 ·2p1+3n−3 ·2p1+p2+· · ·+31 ·2p1+p2+···+pn−2+2p1+p2+···+pn−1 = Sn.
如果 2p1+p2+···+pn − 3n < 0, 假设不成立，原命题成立.
如果 2p1+p2+···+pn − 3n > 0, 可分下面几种情况进行讨论：
1. 当 Sn 为一素数时, 依据素数的唯一分解原理则有两种情况:

1.1 使得下面等式成立.  x0 = 1

2p1+p2+···+pn − 3n = Sn

(3.1)

1.2 使得下面等式成立.  x0 = Sn

2p1+p2+···+pn − 3n = 1
(3.2)

对于第一种情况，显然 x0 = 1 与 x0 为大于 1 的正整数奇数矛盾, 因此原命题成立.
对于第二种情况，依据引理 3.3 可知 n = 1, p1 = 2, 依据引理 3.1 可知考拉兹猜想奇数序

列相邻两数不相等, 因此原命题成立.
2. 若 Sn 为多个素数的乘积, 下面分四种情况进行讨论:

2.1 使得下面等式成立.  x0 = 1

2p1+p2+···+pn − 3n = Sn

(3.3)

2.2 使得下面等式成立.  x0 = Sn

2p1+p2+···+pn − 3n = 1
(3.4)

2.3 Sn 不存在 x0 因子.



2.4 Sn 存在 x0 因子，即存在正整数 c, 1 < c < Sn ，使得下面等式成立. Sn = x0 · c

x0 · (2p1+p2+···+pn − 3n) = x0 · c
(3.5)

对于第一种情况，同 1.1，原命题成立.
对于第二种情况，同 1.2，原命题成立.
对于第三种情况，Sn 不能整除 x0，原命题成立.
对于第四种情况，(3.5) 式两边除以 x0，其考拉兹变换等价变换式为：

2p1+p2+···+pn − 3n = c. (3.6)

对于 (3.6) 式，依据引理 3.4 可知 xn ̸= x0 与假设矛盾, 原命题成立. 综合上述，考拉兹
猜想不存在非平凡循环命题成立.

4 结论

从本文可以看出对于任意一个大于 1 的奇数 x0，设奇数 x0 考拉兹变换奇数序列为

x0, x1, x2, · · ·xn, 必有 x0 ̸= xj , 1 ≤ j ≤ n, 奇数 x0 不产生非平凡循环序列; 当 x0 = 1 时产生

平凡循环序列, 循环序列为 1, 1, 1 · · · .
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