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Introduccion

El efecto mossbauer es una emisioén/recepcién de onda gamma sin retroceso del 4&tomo (un is6topo
radiactivo) captador/emisor. Esto significa que la energia que se emite/absorbe estd controlada
estrechamente, en particular su frecuencia; a esta frecuencia se denomina frecuencia de resonancia.
Por eso se usa en medidas de redshift, donde hay que detectar un cambio de frecuencia minimo.

El experimento denominado rotor mossbauer!!! es un test de relatividad general que se centra en el
principio de equivalencia de Einstein; sucintamente, propone la equivalencia entre un campo
gravitatorio y una aceleracion. Aunque este test no supone nada nuevo comparado con los otros tests
de relatividad general (GR) analizados previamente, resulta muy instructivo ver la aplicacion del
principio de equivalencia y sus sorprendentes resultados.

En los experimentos de rotor mossbauer se dispone un emisor (o fuente) en el centro de un disco
giratorio, una centrifugadora, y un absorbedor (o receptor) en el extremo del disco. Midiendo con un
contador el nimero de fotones que atraviesan el absorbedor se determina si la frecuencia de los
fotones es la de resonancia, porque a la frecuencia de resonancia, el nimero de fotones disminuye en
el contador apreciablemente. El test que vamos a analizar mide el corrimiento de frecuencia al azul
(blueshift) de un fotén, dicho blueshift es provocado por las fuerzas de inercia.

En los experimentos de Kundig, se afiade un selector de fotones; basicamente, se da al emisor una
velocidad lineal (muy pequefia, con un dispositivo piezoeléctrico) que compense por efecto doppler
longitudinal el blueshift que sufren los fotones por fuerzas de inercia, con un redshift de la misma
magnitud. Por eso podemos decir que selecciona la energia de los fotones que serdn absorbidos.

Un problema que presentan los experimentos de rotor mossbauer es que la curva de absorcidn se
aplana con la velocidad de rotacién, y hace imposible hacer una deteccion precisa de la frecuencia
de resonancia. Kundig fue uno de los primeros (si no el primero) en notar este problema de
precision, que los tests anteriores sufrieron.

Actualmente hay tests que disponen el emisor fuera del disco, permaneciendo el absorbedor en la
periferia del disco. Usando para la emision luz sincrotrén, mds focalizada y orientable. Veremos qué
problemas soluciona y cudles se introducen con esta variante.

Vamos a hacer un andlisis preliminar el experimento exponiendo todas las ecuaciones, para pasar a
un andlisis mds exhaustivo de cada aspecto del test; para el andlisis exhaustivo, se va a seguir la
nomenclatura de la referencia [5], con la que suponemos al lector familiarizado.

Analisis del experimento

Suponemos el sistema coordenado en el centro del rotor, solidario con €l en su giro; con el eje X en
la direccién que apunta desde el emisor hacia el receptor, y el eje z marcando la direccién del vector
de rotacion el disco. Los ejes quedan como indica la figura.
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Si el vector de rotacidn sigue la direccion ‘z’°, la velocidad del receptor tendrda componente ‘y’.

La aceleracion en el sistema moévil la obtenemos derivando dos veces el vector de posicion el foton
emitido,

F=xX+yy,
v=(v,—yw)x+(v,+xw)y,

A

21'2(—2vyw—xw2)x+(2vxw—ywz)ji.

Donde w es el mdédulo de la velocidad de rotacion el rotor.

La aceleracion tiene los dos términos que esperamos, uno de arrastre (conservativo) y otro de
coriolis (no conservativo). El andlisis del problema con el término no conservativo evita obtener una
expresion cerrada y por ello suele despreciarse. Nosotros lo vamos a mantener en la simulacién
numérica.

Para aplicar el principio de equivalencia, empezamos por cambiar el signo a la aceleracion para que
adquiera el cardcter de fuerza de inercia.

- 2\ A 2\ A

a;=2v,w+xw’)x+(=2v, w+yw’)y.
La parte conservativa se puede expresar como un potencial (andlogo a un potencial gravitatorio; esto
expresa el principio de equivalencia),

WZ
_ 2, 2
V=-— b ()C +y ) .
Con una fuerza no conservativa,
Fye=2v,wx—=2v, wy.

La parte no conservativa entra directamente a la ecuacion de Euler-Lagrange (E-L),

_6L+d oL
aq, a@r |y,

!

ver@i=x, yhvi=lv, v,

Notese que el trabajo de la aceleracién de coriolis es nulo,
WNCZﬁNC-§=(2vyw5c—2vxwiz)-(vxfﬁvyi))zo.
Por lo que podemos usar para la ecuacién del redshift',
AU
—2
c

Z=exp —1.

Que serd una cantidad negativa, ya que vamos a medir un blueshift.
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Sistema simplificado: resultados de relatividad general
Si despreciamos la parte del potencial debido a la componente y,

2.2
w X

V:_ 2

Y despreciamos la aceleracion de coriolis, ya podemos evaluar el redshift entre x=0 y x=r,, como la
diferencia de potencial entre ambos puntos,

El valor del producto w por r, representa al médulo de la velocidad tangencial en ese punto,
2
vll

AV:—T.

Y el redshift, notando que la diferencia de potencial es un nimero muy pequeifio (tiende a cero),
AU )_ |~ AU

2 2
C

Z=exp

c

Nos resulta,

2
Va

7=——.
2¢7

Si llamamos beta al cociente entre la velocidad y la velocidad de la luz,

Que es el resultado de relatividad general.

Sistema completo: relatividad especial de campos

Para resolver el sistema completo vamos a seguir el primer método (mecédnica newtoniana) dado en
la referencia [3], que se resume en plantear el lagrangiano newtoniano con la restriccién de
velocidad constante e igual a la del fotén (consideramos que las fuerzas de inercia no requieren
escalado temporal; realmente s6lo afecta a la deflexion, el resultado es el mismo para los
desplazamientos),
L, 5 5 w’? 2, 2y, | 2,2 2
sz(vx+vy)+7(x +y )+7/l(vx+vy—c )

Y obtendremos las ecuaciones dinamicas usando la ecuacién de E-L,

oL 5
ox WA
oL
oy "W
oL
W:VXU*'/{):P,
oL
PR =v,(1+1)=gq.

y
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Y, resolviendo el valor del multiplicador de lagrange entre las dos dltimas,

d
Tf=2wvy+w2x,
dQ_ 2
W——ZWVX+W v,
dx__pe
= pP+q®
dy qc

CArva

Y sustituyendo las velocidades para tener un esquema explicito,

d—p:2wL+w2x
T TS
aq —ow—LE_4y?
dt \/;2+—q2 y)
dx _ pc
T
dy gqc

Con las condiciones iniciales (t=0),

= =S
1

El sistema se simula durante t=r,/c.

Con los valores,

c=299,792,458 m/ s,
r,=0.1611m,

w=35000 rpm:%.

Resultados

Para dar los resultados se toma el valor de GR como referencia, sustituyendo el factor 1/2 por la
constante k,

Asi, el resultado de GR es k=0.5.

El que obtenemos por nuestra integracion es 0.52, ligeramente superior por el término de coriolis
que siempre supone un blueshift extra (estamos suponiendo que el receptor tiene forma rectangular,
de modo que el foton viaja un poco mds alla de lo que serian los limites del disco).
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Descubrimientos recientes

Existe cierta polémica entorno a un nuevo andlisis de los experimentos de Kiindig (considerados los
mejores realizados) que parecen contradecir los resultados de GR. Con un valor de k=0.69+0.02.
Ver las referencias [1],[4].

Vamos a dar aqui una posible explicacion al fenémeno; dado que la expresidon que usamos para
obtener la ecuacidn del redshift'?,

dw
2

[_

F,-dX=hdf,

| —

es equivalente a decir que,
dW,=hdf +hdf,,
y cuando la frecuencia de las dos polarizaciones coinciden (f), se tiene el resultado de equiparticion

de la energia disponible (que es lo que parece cuadrar con los ejemplos).

Pero supongamos que si las frecuencias son diferentes, el reparto podria no ser equitativo; si,

f,=rf,
f,=f,

que podria corresponder a una polarizacion eliptica; en este caso el reparto podria ser,

dW,=hrdf+hdf =(1+r)hdf,

[@N

W,
1+r—hdf.

Para el caso limite en que r=0 (falta una de las polarizaciones, la vertical en este ejemplo) toda la
energia podria ser invertida en una sola de las dos polarizaciones. Por lo que eso implicaria k=1.2
aproximadamente (si consideramos la contribucién del blueshift de coriolis) o cualquier posible
combinacién dado un valor de r distinto de cero. Suponemos 0O<r<1.

Mecanica relativa

Vamos a ver la diferencia de enfoque desde el punto de vista del observador absoluto y del
observaron relativo (el absorbedor o receptor) segiin que el emisor sea externo o interno al disco. Se
aconseja revisar el apartado de mecdnica relativa de la referencia [5] Para seguir la explicacion, ya
que los sistemas en rotacion son ligeramente mds complicados que los de velocidad lineal.

Emisor interno

En el experimento de Kundig, el emisor se encuentra en el centro del disco.

Observador absoluto

Suponiendo rayos rectilineos, por simplicidad, vamos a calcular lo que el observador absoluto ve. El
observador absoluto no ve fuerzas de inercia, y aprecia las velocidades lineales de cada parte del
rotor,
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rll - A A
t—?, V,=Wr,y=v,y,
V=V, =V, =V, )=,
F=F,—7,=—T,X2?r=—x,

§7=0,
v(l
=7l

Donde ‘r’ es el absorbedor y ‘s’ el emisor. Esto se sustituye en la expresion del efecto doppler con
V>V,

Jr_ 1+
fi 1 AU)'
——l+exp|—5
)4 c
Dando,
£

_ —2 y
foJ1-g,
expresion que comparamos ahora con el observador relativo.

Observador relativo

El observador relativo ve fuerzas de inercia y, siguiendo lo establecido en la referencia [5], debemos
sumar al sistema la velocidad de rotacion w opuesta a la del receptor, por lo que el emisor y receptor
quedan en reposo de la rotacion circular y el receptor tiene ahora velocidad lineal cero. Dicho de
otro modo, el receptor no ve que el emisor se mueva (y viceversa), pero para analizar el sistema
tenemos que tener en cuenta las fuerzas de inercia,

Donde el potencial se calcula en Ry S, sélo que en S es cero por estar sobre el eje de rotacion.

Esto se sustituye en la expresion del efecto doppler con v,>v, (esta informacién sélo puede salir del
observador absoluto, ver referencia [5]), dando,

fo_ 1

r_

£
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Donde los resultados s6lo coinciden en primer orden, que es lo que se mide con el experimento del
rotor mossbauer. El tinico punto de vista vélido es el del receptor u observador relativo. La diferencia
en primer orden aparece s6lo en el experimento con emisor externo.

Emisor externo

Es el experimento de Friedman'®, el emisor se encuentra en el exterior del disco, sobre el gje x, a
una distancia D del centro del disco.

Como muestra el esquema.

Observador absoluto

Nuevamente, el observador absoluto no ve fuerzas de inercia, y aprecia las velocidades lineales de
cada parte del rotor,

Sustituyendo en la expresion del efecto doppler con v,>v,, dando el mismo resultado que con el
emisor interno,

f 1

To-pk
expresion que comparamos ahora con el observador relativo.
Observador relativo

Nuevamente, el observador relativo ve fuerzas de inercia y, al sumar al sistema un vector de rotacion
sobre -z de valor w, deja al absorbedor inmévil y al emisor con la rotacién sobre -z. Eso es lo que ve
el absorbedor, que el emisor rota alrededor suyo con velocidad angular w,
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Donde el potencial se calcula en S, porque suponemos que R es la referencia de potencial (cero).

Esto se sustituye en la expresion del efecto doppler con v,>v,, dando,

fr_ 1
\/1—[352—1+exp

Iy

’

2

A

2

Donde los resultados ya no coinciden ni en primer orden, ni siquiera los beta son iguales.

Experimentos tipo Kundig

Rayos rectos

Vamos a analizar el experimento como se realiza desde el punto de vista del experimentador, que no
mide un redshift; lo que €l observa es cudndo se igualan la frecuencia de emisor y receptor a la
frecuencia de resonancia (porque el conteo de fotones disminuye). Y vamos a considerar la
velocidad lineal que se usa en el emisor para igualar estas frecuencias.

También vamos a considerar el efecto shapiro que modifica la velocidad de la fuente, ver la
referencia [5].

Empezamos definiendo las velocidades como antes; el emisor tendria una velocidad v sobre el eje ‘-
x’ para producir un redshift que compense el blueshift de las fuerzas de inercia,

t=0, v,=—v.x,
t:%, v,=0,
V=V,—-V, =V, XdV=2X,
F=7,—T7,=—r,x>r=—x,
ver=—1,
vS
ﬁ:?:ﬁw
AU -8,
AU=U,~U>=5=—"

Esto se sustituye en la expresion del efecto doppler con v,>v; (esto se cumple porque la velocidad
lineal es muy inferior a la velocidad lineal de la rotacidn, lo sé porque estoy copiando de una hoja 'y
he mirado el final),
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1 —2A
1+E?- V,—V,|2—exp 5 U))
fr
- 1 AU) ’
——l+exp|—
)4 c
dando,
£, 1=B,[2—exp(4
7. — 5\

que igualamos a 1 para imponer que las frecuencias de receptor y emisor coinciden, tomando ahora
infinitésimos a orden 2,

1+%+ﬁs(—l+%)+%(l+ﬁi):1,

despreciando los términos del beta del emisor al cuadrado, y despejando el término lineal,

_ﬁa
2 B
ﬁs: 2:7'
_1+&
2

Donde hemos tomado infinitésimos de nuevo. Y como beta del adsorbedor es mucho menor que
cero, el cuadrado dividido por dos es ain mas pequefio, cumpliendo v,>v,. En este caso el efecto
shapiro no modifica el resultado que se obtiene.

Rayos curvados

Receptor y emisor ven el mismo angulo con la horizontal

La linea que los une se encuentra alineada con la horizontal, segin el esquema siguiente,

Para que la posicion final coincida con la inicial sobre el eje y, debe cumplirse,

2
Voyla 1 r,
——+5(—2wc)|—| =0
c 2( ) c ’
— C ra — —
v,,y—r—awc = | TWre=va

Donde v,y es la velocidad inicial sobre el eje y.
Por tanto el vector de velocidad de la luz y los vectores unitarios tangentes a la trayectoria,

i;luz(t:()):\lc _va%+va5):c(‘/l_ﬂa5€+ﬁa5)
Fo==V1=B,%=B.5,

Fr=—y1=Bo3+B,9,

b
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Y las velocidades,

t=—2  7.=0,
C
V=V,—7,=v,X,
VS
ﬁ:?_ﬂs’
-1, . N A N
— Vot =B (1= B 3= B,5)=— BN 1= B,
2
AU —p,
AU=U,-U,»— :Tﬁ
C

que sustituimos en la expresion del efecto doppler con rayos curvados y v,>v,

1, . . . —2AU
1+E Vo= VF,|2—exp o
fr_
£ 1 AU) ’
——1l+exp|—
Y c
dando,
1=BN1=B.[2—exp|f, : :
%= : =1—ﬂs+%+(1+2ﬁs+ﬂf)%=l,
V1—pi—1+exp 2[3“)
2
—ﬁy+{1+2ﬁs)%=0,
ﬁz
2 A
TR

Donde hemos despreciado términos de ‘B, al cuadrado. El resultado es el mismo que el del apartado
anterior.

Emision paralela al eje x

Segun el esquema siguiente,

La posicién del receptor sobre el eje y debe ser ‘delta y’, dada por,

1 ro\
5y=§(—2wc) ?a) =—B.r,.

Porque la velocidad inicial sobre el eje y es cero.
Por tanto el vector de velocidad de la luz y los vectores unitarios tangentes a la trayectoria,
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ra
vy:—ch?:—Zva,

Vi (1=t,) =V —dvii—2v,3=c[V1-4 5,3 -28,5

r,——Xx,

Fr=—y1—43+28,5,

’

Y las velocidades,

=0, V,=—v.x,
ra N -
l‘:?, v,=0,
V=V,—V,=V.X,
vS
ﬁ:?:ﬁs’
_]‘—P /\_ A A —_
Tvs }’o—ﬁsX'(_X)— ﬂs’
2
AU —p
AU=U,-U,» 2 = 2“

que sustituimos en la expresion del efecto doppler con rayos curvados y v,>v;, dando,

1-5,(2- p 2 : :
%: B.[2—exp B SN I PRI Ly
L 1= —l+exp _zﬁ)
2 2
%+ —1+% f,=0,
ﬁZ
2 B
=7

Que es el mismo resultado previo.

Recepcion paralela al eje x

Segun el esquema siguiente,

La posicion del receptor sobre el eje y debe ser ‘delta y’, dada por,

2
wr,

5)’: C :ﬁara’
vo,tr, 1 r,\
oy' a a| __
¢ rl2we) ?)— T
c .\
a
v, =—I\wc|—| +B,r, =2V
0y ra (C a’a a’

Donde v,y es la velocidad inicial sobre el eje y.
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Por tanto el vector de velocidad de la luz y los vectores unitarios tangentes a la trayectoria,

Vie=Ac¢ —4va%+2va§:c(v1—4ﬁa%+2ﬁa§L
Fo=—V1-48,5-25,,

rf:—.%,

Y las velocidades,

que sustituimos en la expresion del efecto doppler con rayos curvados y v,>v;, dando,

1-p1-4p2[2- y 2 :
%: ﬁs ﬁa eszﬁa :1+%+_1+%ﬁi ﬂ§+(1+ﬁi)%:1’
' V1I—pi—1+exp _Zﬁ“)
2
e -1438) 8.0,
ﬁ2
2 B
ﬂs_l__ﬁz_T'
2 a

Que es el mismo resultado previo, lo que prueba la resiliencia del test.

Experimento tipo Friedman

Vamos a analizar tanto la posicién mds ajeada de la fuente (con rayos curvados) como la préxima
(con rayos rectos). En ambas suponemos que la distancia D es equivalente al radio del disco r,, esto
implica sobre el potencial que lo consideramos cero, porque si fuente y receptor coinciden, no hay
trabajo de las fuerzas de inercia ya que no hay distancia recorrida.

Como indicamos, la rotacion hay que transferirla a la fuente con signo contrario.
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Posicion proxima con rayos rectos

El receptor se encuentra en x=r,. Las velocidades quedan,

Ahora sustituimos en la expresion del efecto doppler con v,>vy,

1.5 o —2AU
I+=7|v,—V,|2—exp 3
£ © ¢
7. 1 AU) ’
——1l+exp|—
Y c
dando,
£ 1

ﬁ_ Vl_ﬁa ’
zzdl—ﬂj—lz_fﬁ

Que es el mismo resultado que para los experimentos de Kundig.

Posicion alejada con rayos curvos

El receptor se encuentra en x=-r,. La deflexion y velocidad final del rayo sobre el eje y,

1 2r, ?
5V:7(_2WC) c ):_4ﬁara’
2r,
v,=—2wc =—4vy,,
c

Que dan los vectores,

’

Las velocidades quedan,
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a - =<
l‘:?, V,ZO,
V=V,7V=V,Y,
va
B=—==h.
-1, - . .
C ro vv__'x.ﬂay_ol

Abhora sustituimos en la expresion del efecto doppler con v, > vy,

| —2AU
I+—|v, 7, —v, r,|2—exp
f c f c
7o AU) :
——1l+exp|—
c
dando,
fr 1

Que mantiene el blueshift anterior. Para ambos test, el retardo shapiro no modifica el resultado.

Analisis completo del efecto doppler longitudinal

El experimento de Friedman utiliza un absorbedor semicircular, evitando el trabajo extra de las
fuerzas de inercia cuando el rayo se deflecta por las mismas. Pero, a mi modo de ver, presenta el
problema de no controlar la distancia de la fuente al disco. Como vamos a mostrar, suponiendo una
distancia D, podemos probar algunos de los resultados obtenidos en el test.

4

Esta vez vamos a escribir los vectores de forma genérica, para que sirvan en todo el recorrido del
disco, y vamos a suponer rayos rectos,
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t=-2 =0,

V=v,—V,=—Dw(sen0x— cosﬁjz)-)f/:—senﬁfﬁcosﬁfz,
(Dcos@—R)x+Dsendy
\/(DCOSQ—R)2+D2S€HZH’
A.A_—(DcosB—R)sen0+Dsenﬁcos0_ Rsen@ _ sen
T (Dcos—R\+ D sen’6 _\/(DCOSH—R)2+D2senZH_\/ DV D ’
(7) —2W00s6+1

7=7,—7,=(Dcos@—R)x+Dsenfy->7

VS
ﬁ:?:ﬁs’
2
AU s
AU=U, U g

Como estdn separados fuente y receptor, consideramos no nulo el potencial. Ahora sustituimos en la
expresion del efecto doppler con v,>v;,

Jr_ 1+p V-7
fi 1 AU)’
——l+exp|—
Y c
obteniendo,
fr 1+p,v-r
[

Que resulta en el redshift z,

s B
I=f—1+exp ) —p,senf ﬂzsenzﬁ

1+8.v-r _1:\/ D
=

NS

DV _D '
7) —2Fcos(9+1

2
D
) —ZFCOSH+1

Que es un redshift nulo hasta orden 2 cuando el dngulo es cero y, ademads, distingue el sentido de la
rotacion, porque el producto del vector unitario de posicion, ‘r’, por el vector unitario de la
velocidad, ‘v’, cambia de signo si cambiamos el signo de w. Como se indica en la referencia [6].

Anexo I: Efecto Sagnac

Este efecto se presenta en circuitos circulares por los que viaja la luz, por ejemplo, guiada por un
cable de fibra 6ptica; y cuyo circuito tiene una rotacioén constante. Se comparan los tiempos en
recorrer el circuito de un rayo de luz que viaja a favor de la rotacién, con el tiempo de un rayo que
viaja en contra de la rotacion (es una medida interferométrica).

El sistema presenta el esquema mostrado en la figura,
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Donde la rotacién es como se indica, paralela al eje z sobre receptor, R; consideramos que la fuente,
S, permanece inmdvil, para establecer la base de tiempos. Empezamos calculando el tiempo de cada
rayo comparado con la fuente, luego establecemos la diferencia de tiempos entre ambos. Como
pasaba con el experimento de Friedman. Al estar R y S en la periferia del disco, a pesar de ver R
fuerzas de inercia, el potencial es nulo.

Vamos a usar férmulas para rayos curvos con v,>v;,

fr_Ts_
[ 1+
—_ €X
7 P

r

AU)’
2
C

empezamos por invertir la rotacion de R sobre S; comencemos por el rayo que viaja a favor del
movimiento del circuito,

en el instante inicial el rayo sale de S, para en el instante final alcanzar R, como se indica en la
figura, quedan los vectores,

las velocidades quedan,

1%
ﬁ:E’
_1 . . .
L (1) (p )= p,
AU=0

donde el potencial es nulo por no haber distancia recorrida de los fotones respecto al centro del
disco. Sustituyendo,
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para el rayo que viaja contra la rotacion, en el instante inicial el rayo sale de S, para en el instante

final alcanzar R, como se indica en la figura,

dando los vectores,

las velocidades quedan igual que antes,

nuevamente, donde el potencial es nulo. Sustituyendo,
. T, 1+
f —= b ~1+p.

7T —f

Ahora sumamos el tiempo del rayo a favor menos el rayo en contra,

T, T, (11
L= r=p~1ep~ 1 T=p " 1+5)
TS:27Tr,
c
, 2mr| 1 I\ 1 1 2y
I=T,"==¢ I-5 1+p R ey _27Trc2_v2’

que es la expresion que se identifica con el efecto Sagnac!”, pero s6lo es el efecto a primer orden

Para el efecto completo debemos usar,

T,” 1=
T, J1-§
T, 1+p >
T,-T, —— 1 1\ _28V1-8"_ 28
B 1_ﬁ(1—ﬁ_1+ﬂ T 1= 1=-5



Para el desplazamiento en frecuencia de cada rayo queda,

V-5 1+p
S T e
Sy e Ty AR

Dando que el rayo a favor experimenta un redshift y el rayo en contra un blueshift.
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