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Résumé

Nous présentons les résultats de maximalité des opérateurs non nécessairement bornés.
En particulier, on va traiter le probléme suivant : quand "l'inclusion" entre les opérateurs
devient une égalité.

Mots Clés : Opérateur normal, opérateur auto-adjoint, opérateur symétrique, com-
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Abstract

We present maximality results in the setting of non necessarily bounded operators. In par-
ticular, we discuss and establish results showing when the "inclusion" between operators

becomes a full equality.
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Notations générales

produit scalaire,

espace de Hilbert,

espace des opérateurs bornés,
espace produit,

domaine de T'

noyau de T,

image de T,

adjoint de T,

fermture de T',

valeur absolue de T,
projection orthogonale sur le sous-ensemble M de H,
adhérence de M,

orthogonal de M dans H,
spectre de T,

spectre ponctuel de T,
spectre continu de T,

spectre résiduel de T,

ensemble résolvant de T'.
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Contenu de la thése

Cette thése est répartie en quatre chapitres :
1. Introduction

2. préliminaires
Dans ce chapitre, on effectue des rappels mathématiques généraux nécessaires a la
bonne compréhension des méthodes qui sont mises en ceuvre dans la suite. Dans un
premier temps, on rappelle ce qu’est un opérateur borné sur un espace de Hilbert
avec des définitions, propositions et propriétés qui seront trés utiles dans notre
travail. Dans un second temps, on présente les opérateurs linéaires non-bornés avec
ces propriétés qui s’avérent différentes par rapport aux opérateurs bornés sur I’espace
entier H. Ce chapitre nous méne & jumeler ces choses et de dire simplement un
opérateur T' définie sur un domaine D(T) C H ou sur ce domaine, on peut parler

de la bornitude, la fermeture, la normalité et ’auto adjonction etc...

3. Commutativité des opérateurs normaux et auto-adjoints et applications
Dans ce chapitre on s’intéresse aux théorémes et propositions qui nous donnent la
normalité du produit AB avec des conditions imposée sur les deux opérateurs A
et B. Nous allons voir que beaucoup plus la normalité du produit nous donne des

résultats extraordinaires.
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Chapitre 1
Introduction

Les opérateurs non-bornés en général se trouvent dans plusieurs disciplines scienti-
fiques (mathématiques, physique et chimie). Dans cette thése en particulier, on s’intéresse
a la classe d’opérateurs normaux et auto-adjoints (bornés et non-bornés). Une classe
trés importante car c’est la plus grande classe pour laquelle le théoréme spectral existe.
La question de commutativité d’opérateurs non-bornés est assez délicate. En effet, une
expression du type ABy = BAg pour ¢ € D C D(AB) N D(BA) ne signifie pas néces-
sairement que les opérateurs commutent fortement (voir Read-Simon, Vol-1) et Nelson
(voir [19]) a montré l'existence de deux opérateurs A et B définis sur un domaine com-
mun D qui sont essentiellement auto-adjoints tels que A : D — D, B : D — D et
ABx = BAx pour tout x € D mais A et B ne commutent pas fortement. Devinatz-
Nussbaum et von Neumann ont démontré 'existence de trois opérateurs auto-adjoints A,
B et C qui vérifient 'extension A C BC, cette extension implique la commutativité forte
entre B et C et par conséquent 1’égalité A = BC'. L’étude précédente est arrivée a un
résultat trés important qui concerne 'égalité entre les opérateurs en démarrant de 'ex-
tension. Maintenant on essaye d’élargir les conditions imposées sur nos opérateurs avec la
question suivante : Soient A, B et T trois opérateurs non nécessairement bornés tel que
I'inclusion " C AB (resp. AB C T), quand cette inclusion devient une égalité ou bien
elle nous donne des autres résultats ? Les outils principaux utilisés sont : Théoréme de
Fuglede-Putnam ; Théoréme de Devinatz-Nussbau-Von-Neumann et la symétrie maximale
d’opérateurs auto-adjoints ou normaux non-bornés. La question de normalité du produit

non-borné d’opérateurs normaux a un lien étroit avec cette derniére question gréace au tra-



Introduction

vaux de Devinatz-Nussbaum et M.H Mortad. Dans ce mémoire on étudie cette question
en détail et on rassemble les travaux faits dans ce sens. Pour plus de résultats et un peu
d’historique sur cette thématique, voir les références |2, 21, 25, 12, 17| et pour le produit
normal borné, voir |20, 24, 26, 33, 34, 35]. Pour le cas non-borné, voir |27, 28, 29, 31, 32|.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Opérateurs linéaires bornés

La formulation mathématique de la Mécanique Quantique rend indispensable 1’étude
des opérateurs linéaires définis dans un espace de Hilbert. Lorsque ces opérateur sont
continus, leur manipulation n’offre pas de difficulté majeure, mais dans le cas contraire il
faut étre d’une extréme prudence, car le domaine de définition de 'opérateur joue alors
un role tres important. Ce fait n’ayant pas d’analogue en algebre linéaire, les opérateurs
linéaires définis sur un espace de dimension finie étant nécessairement continus, il faut
se garder de toute généralisation hative. Notons tout d’abord qu’il s’agit essentiellement
d’applications linéaires. Leurs ensembles de départ et d’arrivée seront des espaces de
Hilbert. Si H et K deux espaces de Hilbert, nous désignons par terme opérateur, toute
application linéaire de H dans K. Bien plus, nous restreignons ’étude a l'espace L(H, K)
des applications linéaires continues. Cette restriction permet, entre autres, d’exploiter la

coincidence des notions de continuité et de bornitude dans L(H, K).

Définition 2.1.1. Soit T' une application linéaire T : H — K telle que H et K sont

deux Hilber. On dit que T est bornée si :

Je>0:Ve e H||T(@)|x < dz|a

T est dit continue ou bornée et on écrit, T' € L(H,K) ouT € B(H,K). On dit que T

est un opérateur linéaire borné de H dans K.
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Si H = K on écrit B(H H) = B(H) et si K = C ou R on écrit B(H,K) = H

(’ensemble des formes linéaires).

Définition 2.1.2. Soit T € B(H). On pose ||T|| = inf{c>,Ve € H : ||Tz||x < c||z||x}
|T|| est appelée norme de T.

Définition 2.1.3. Soit T € B(H), on a :

T
171l = sup Tzl = sup [T =sup 2l = sup | < Tay > |
lzll=1 Izl <1 w20 1Tl jal=yli=1

2.2 Opérateurs adjoints

Soient H et K deux espaces de Hilbert et T une application linéaire de H dans K. On
appellle adjoint de T' I'application T* définie de K dans H par :

<Tx,y >g=<uz,T'y>y VreH, VYyekK.

Théoréme 2.2.1. Soient H et K deux K-espaces de Hilbert.
Tout élément T de B(H, K) admet un adjoint unique T* dans B(K, H).

Propriétés 2.2.1. Soit T et S € B(H) on a :

£ |7 = Il

2. (T+ S)* =T* + S*.

3. (aT)* = aT".

4. (T%) =T.

5. (ST)* = T*S*.

6. IITT*| = |7 T = |7

Définition 2.2.1. Soit T € B(H). On a :
kerT ={x € H :T(x) =0} ("Kernel")
Im T ={Tz,x € H}
Proposition 2.2.1. Soit T'€ B(H). On a :
1. ker T* = (Im T)*
2. kerT = (Im T*)*
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Définition 2.2.2. Soit T' € B(H) ou H est un C-Hilbert et I lopérateur identité. On dit
que 1" est :

1. Auto-adjoint si T = T*.

Normal si TT* =T*T.

Unitaire st TT* =TT = 1.

Une projection orthogonal si T est auto-adjoint et T? = T.
Une isometrie si T*T = 1.

Positif si (Tx,x) >0, Vre H.

NS v e e

Inversible si 3S € B(H) : TS =ST =1.

Exemple 2.2.1. Soit H = L?[0,1] et T,, € B(H) tel que

T, f(z) = o(z)f(x)

avec ¢ continue sur [0,1] & valeur complexe. On peut trouver aisement l’adjoint

T f(x) = o(x)f(2)

qut nous donne :
~ T, est auto-adjoint <= ¢ = p.
- T, est toujours normal.
~ T, est untaire <= |¢| = 1.
— T, est positif <= ¢ est positif.

Théoréme 2.2.2. Soit T un opérateur borné sur un Hilbert H (i.e T € B(H)). Si |T|| <

1, alors I — T est inversible avec :
(I-T)"'= ZT’“ (appelé série de Neumann)
k>0

Théoréme 2.2.3. Soit H un Hilbert et T un opérateur borné et inversible sur H. Si S

est un opérateur borné de B(H) tel que

1
151 <
[l

alors lopérateur T+ S est inversible.
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Démonstration. On a toujours
T+S=TU+T'9),
de plus
IT1S| < TSI < 1,

le théoréme précédent permet d’affirmer que I 4+ 7715 est inversible. D’ou T + S est

inversible.
m
Remarques 2.2.1.

1. Au lieu d’auto-adjoint, on dit des fois symétrique si on est sur R (méme sur C), et

on dit hermitien sur C.
2. Positif sur R c’est a dire que T est auto-adjoint et < Tx,x >> 0
3. T auto-adjoint = T normal
4. T unitaire = T' isométrie, normal et inversible.
5.

T positif = T auto-adjoint.

Propriété 2.2.1. Soit T € B(H). Ona :
1. T est normal <= ||Tx| = ||T*x||,Yx € H
2. T est auto-adjoint << Tx,x > R,Vx € H sur C.

3. T est unitaire <= ||Tz| = |T*z|| = ||z||,Vz € H.

Proposition 2.2.2. Soit T € B(H), on a :

da >0, ||Tz|| > af|z||,Ve € H

T est inversible <
ker 7" = {0}

Corollaire 2.2.1. Soit T € B(H), on a :
T est normal et inversible <= Ja > 0, Vo € H : ||Txz| > o z||

Remarque 2.2.1. Si T est inversible, alors T* est inversible.

Proposition 2.2.3. Soient A,B € B(H) tel que A est auto-adjoint. Si AB = [ (ou
BA =1), alors A est inversible et B est auto-adjoint.
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Démonstration. On a: AB = I nous donne que A est inversible a droite. Par passage aux
adjoints, on obtient :
(AB)*=B*A*=B"A=1"=1,

i.e. A est aussi inversible a gauche, donc A est inversible et par coséquent A* = A. O

2.3 Convergence sur B(H)

Définition 2.3.1. Soit (T},),>0 une suite d’opérateur bornés sur un Hilbert H. On dit que
(T,,) converge :

1) Uniformément vers T € B(H) ssi :lim ||T,, — T|| = 0 (appelée convergence en
norme). o
et on note : T, N

2)Fortement vers T € B(H) ssi : nll_)IIC}oHTn(IL’) —T(z)|| = 0 Y € H et on note :
T, > T.

3)Faiblement vers T € B(H) ssi : lim < Th,x,y >=<Tx,y > et on note : T, iy

n—o0
Remarque 2.3.1. Si (T,,),>0 une suite d’opérateur bornés sur un Hilbert H alors, on a :
T, 5T =T, HT=T,5T
Démonstration. On a

0 < |Tow = Ta| = (T = T)alla <[To = Tlpallzlln VeeH

donc

T, ST —1T, ST

On a aussi

0<|<Thry>—<Ta,y>|=[<(T, =T,y > | < (T, = Dzllllyl Yo,y € H

donc
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Définition 2.3.2. Soit (T,,) une suite d’opérateurs auto-adjoint, bornés sur un Hilbert
H.

1. On dit que (T),) est croissante bornée si 31 € B(H) tel que :

"<, <T5.<T,.<T

c’est a dire que :
<Tz,x><<Thrx><<Tsr,x><<Tr,x ><<Tr,x>..<<Tzx,x >

2. On dit que (T,) est décroissante bornée si 3T € B(H) tel que :

T'< . <T,<.<T3<T1H<T

Théoréme 2.3.1. Si (T,,) est une suite croissante bornée auto-adjoint, alors il existe
T € B(H) tel que :lim ||T,,(x) — T'(z)|| =0
n—oo

2.4 Racine carrée d’un opérateur

Définition 2.4.1. Soit T € B(H), on dit que S € B(H) est la racine carrée de T si :
S2=T.

Théoréme 2.4.1. Soit T € B(H). Si T est positif, alors il existe un opérateur S € B(H)

positif unique tel que : S*> = T. De plus, si B commute avec T, alors B commute avec S.

Corollaire 2.4.1. Soit T et S deux opérateurs positifs tels que ST = TS, alors ST est
positif.

Démonstration. On a S > 0 alors d’aprés le théoréme 2.4.1, 3A > 0 tel que A2 = S et
aussi A* = A car A positif nous donne A auto-adjoint.

Soit x € H, on a Donc

< 8Tz, >=< A’Tx,x >=< ATz, A*x >=< ATz, Ax >=<T Az, Az >>0

La démonstration est achevée. O]

10
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2.4.1 Deécomposition polaire

Définition 2.4.2. Soit T € B(H). On appelle valeur absolue de T 'opérateur qui s’écrit
|T| tel que : |T| = T*T.

Remarque 2.4.1. [l est clair que T*T est positif car :< T*Tz,x >= ||Txz||*> >0

Lemme 2.4.1. Soit U € B(H). On a

Uunitaire <= Uisométrie surjectif

Théoréme 2.4.2. Soit T € B(H) et inversible, alors T = UR ou U est unitaire et R est
positif.

Démonstration. Puisque T est inversible, T™* I'est aussi, d’ou T*T est inversible. Puisque
T*T > 0 alors vVT*T = |T| existe et elle est méme inversible. On prend R = VT*T et

U = TR 1l reste de montrer que U est unitaire.
On a

UU =(TR')TR™
=) T*TR™' |[R™'=(R")* car R est positif]
=R"YT*T)R™'=1 (car T*T = R?).

On déduit que U est une isométrie surjectif, et d’aprés le lemme 2.4.1 on conclut que U

est unitaire. O

2—1 21—1
Exemple 2.4.1. Trouvons la décomposition polaire de B = -1 .
V2 244 —1-2i

Il est clair que B € B(C) et inversible, donc on peut appliquer le théoréme 2.4.2.

On a
1 24i 2—i 5 —4
B 7 ") et BB= .
V2 \ —1-92i —14292 4 5

) |

Wi wiN
WIN W

2 -1
R:|B|:\/BB*:( , )et}z—l:(

11
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Par suate,
5o
_ 2 2
U=BR'= L
NI
Et finalement,
1 1,
1 1
. 75 —757, -1 2
-U “R

12
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2.5 Spectre d’un opérateur borné
Définition 2.5.1. Soit T € B(H). On dit que A est une valeur propre ssi :
dJre Hx #0): Tx = Az.

L’ensemble des valeurs propres est noté o,(1T') et appelé le spectre ponctuel.

Soit I Uidentité, le spectre de T qui est noté par o(T') est donné par :
o(T)={X € C:T — X\ n’est pas inversible}

Exemples 2.5.1.
1. Le spectre de l'opérateur identité est o(I) =1

2. L’opérateur S (Shift a droite) n’a pas de valeur propres.
En effet S(x,) = A(z,) donne

(0,1, X9, ooy Ty o) = (AT1, AT, ooy AT, -o0).

- SiA=0, alorsry =29=... =2, =..=0= 12, =0 Vn € N*.
- Si A # 0, on trouve aussi r, =0 Vn € N*.

Remarque 2.5.1. En dimention finie le spectre se réduit a [’ensemble des valeurs propres.
Proposition 2.5.1. Si T € B(H), alors
0,(T) C o(T)

Définition 2.5.2.

1. Six € o(T)—o0,(T) et Im(T — N) = H, on dit que \ est un élément du spectre

continue, noté o.(T).

2. Si A€ o(T)—o,(T) et Im(T —\) # H, on dit que X est un élément du spectre

residuel, noté o,.(T).
Proposition 2.5.2. Soit H un espace de Hilbert et T € B(H). On a

A€ p(T) <= T — A est bijectif.

13
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Lemme 2.5.1. Soit T'€ B(H). Alors :
o(T)={\:Axeo(T)}.

Définition 2.5.3. Le complémentaire de o(T') est appelé l’ensemble résolvant et il est

noté par p(T) avec :

p(T)={\ e C:T — X est inversible} = C — o(T)
Théoréme 2.5.1. Soit T € B(H), alors o(T) n’est jamais vide.
Théoréme 2.5.2. Soit T € B(H), alors :

1IN >|T|| = X ¢ a(T).
2. o(T) est fermé dans C.

Corollaire 2.5.1. Si T € B(H), alors o(T') est compact dans C.

Exemple 2.5.1. Soit S lopérateur (shif) sur H = (*. Trouvons o(S)?.
On va Montrer que
o(S)={reC: |\ <1}

Nous allons voir que si X € C tel que || < 1, alors X\ € op(S*).
En effet soit X € C tel que |\| < 1. On doit trouver un x = (x,) non nul dans (> tel que :

S*x = Axx. On sait que
S*(xn) = (T2, T3, ooy Ty o..) = (AT, AT, AT3, ooy AT, -0),

donc
Tpi1 = Az, Vn € N* est une suite géométrique,
d’ot

Ty = An_lxla
en posant x1 =1, on obtient
(zn) = (1,2 N ) # 0 de plus (x,) € €2 car

Z |z, |* = Z IA*""2 < oo c’est une suite géométrique de raison |\ < 1.
n>1 n>1

14
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On a donc
{AeC: |\ <1} Ca(5),
1.e.
{AeC: |\ <1} Ca(5) =a(9),
mais

AeC:|N<1y={)eC: |\ <1},

et comme o(S) est fermé, alors

{AeC: N <1}={AeC: |\ <1} Coa(S) =0a(9),
et d’apres le théoreme 2.5.2, alors o(S) C B'(0,||S|| = 1).
D’ou
o(S)={AeC: |\ <1}

Définition 2.5.4. Soit A € C et T € B(H). Si A € p(T), alors Ry = (\[ — T)™! est
appelé résolvante de T' au point .
Proposition 2.5.3. Soit T € B(H). Alors :

1. L’ensemble résolvant est ouvert dans C.

2. Le spectre o(T') est non vide de C.

3. L’application A — R\(T') de p(T) dans B(H) est analytique et vérifie les propriétés

sutvantes :
-V pe€p(T): RAT)R,LT) = R,(T)R\(T).
-V pep(T): R\(T)—Ru(T)=(p—NRA\T)R,(T).

dont la seconde est appelé équation résolvante.

Proposition 2.5.4. Soit T € B(H), on a :
si A€ p(T), alors X € p(T*) et

(BA(T))" = Bx(T7)

Théoréme 2.5.3. Soit T € B(H). On a
1. 8i T est inversible, alors o(T) = {5 : X € o(T)}.
2. o(P(T)) = P(o(T)) pour tout polynome P compleze.

15
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Le théoréme (voir [36]) suivant nous donne un résultat sur le spectre du produit de

deux opérateurs bornés.

Théoréme 2.5.4. (Barra-Boumazghour) Soient A, € B(H) tel que l'un des deux est

normal. Alors
o0(AB) = o(BA).

16
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2.6 Opérateurs linéaires non bornés

On a vu que, dans le cas d’un opérateur borné, On pouvait toujours supposer que son
domaine était 1’espace de Hilbert tout entier. Dans le cas d'un opérateur non borné il
n’en est pas de méme; le domaine de 'opérateur devra toujours étre précisé et, lorsqu’on
effectuera des opérations algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions de do-
maine devront étre examinées avec soin. Le domaine D(7") d'un opérateur T est dit dense
dans l'espace de Hilbert H si et seulement si ﬁ = H, ot M représente la fermeture
d’un sous-ensemble M dans H. Dans ce cas on dit que 1" est densément défini. Si T est
borné défini partiellement sur un domaine dense D(T') de H, alors il est prolongeable par
continuité en un opérateur borné sur H tout entier. Au contraire, si 7' est non-borné, ce
prolongement n’esiste pas en général. Ceci ne nous empéche pas de dire que les opéra-

teurs non-bornés densément définis ont une grande importance mathématique et surtout

lorsqu’ils sont fermés.

2.7 Domaine, graphe

Définition 2.7.1. Un opérateur linéaire T" d’un espace de Hilbert H est une application
linéaire d’un sous-espace vectoriel D(T) (bien défini) de H a valeur dans H.
D(T) est le domaine de T.

Définition 2.7.2. On appelle graphe de T le sous sous espace vectoriel de H & H défini
par :

Gr ={(z,Tz),x € D(T)}

La linéarité de T implique que G est un sous-espace vectoriel de H & H pour le produit
scalaire

< (z,y), (2", ¢) >=<z,2 >+ <y,y >
d’ou, on peut définir la norme du graphe de T de la facon suivante :
zllr = llella + [T a

Remarque 2.7.1. Un opérateur non borné admet en général plusieurs domaines. Le
domaine naturel de T sera l’ensemble D(T) = {x € H : Tx € H} appelé aussi domaine

maximal.

17
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Exemple 2.7.1. L’opérateur

T: L}(R) —L*(R)
fr—=Tf avec Tf(x)=(1+2?)f(z).

est non borné sur son domaine naturel D(T) = {f € L*(R) : (1 +z?)f € L*(R)}. Soit la
suite sutwante définie par :

2
e 2n2
1+ 2?2

fn<x> =

telle que n € N*,

On a
1

+oo 1

Donc (fn)nso C L*(R), de plus notre suite est borné car

0 < fulx)

1l < ([ et = VR

oo 1422

En utilisant fj;o e " de = VT (intégrale de Gauss), on obtient

2

+o00 6_29;72 A .
T full = (/ (1 + %) x m)%zx)% — riy/n.

Puisque lim wi\/_ = +o00, alors la partie (T(fn))n>1 = {1 fn, n > 1} n'est pas bornée.

n——oo
Donc Uopérateur T' est non borné, car les opérateurs bornés conservent la bornitude (i.e

Uimage directe d’une partie bornée par un opérateur linéaire borné est bornée).
Définition 2.7.3. L’opérateur T est dit fermé si son graphe Gr est fermé dans H & H.

Remarque 2.7.2. Par le théoréme du graphe fermé les opérateurs fermés sur H sont les

opérateurs bornés.
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Proposition 2.7.1. Soit T' un opérateur définie sur un domaine D(T) C H. Les proprié-

tés sutvantes sont équivalentes :
1. T est fermé.
2. ¥(xn)n C D(A) tel que x,, — = et Tz, —> vy, alors x € D(T) et y = Tx.
3. (D(T), |lllr) est un espace complet.

Démonstration. 1l est clair que (1) <= (2). Montrons que (1) = (3). Soit (z,,)n>0 une
suite de Cauchy dans (D(T),|||l7)- On a

|20 — Zmllr = |20 — 2mlg + | T2 — Tm||[r — 0
donc
|ltn — Zm|lg — 0 et ||Tx, —Txpllg — 0

i.e. les deux suites (x,)n>0 €t (T'z,)n>0 sont de Cauchy dans (H, ||||x) qui est complet,
par conséquent z, — = € H et comme T est fermé, on aura = € D(T), d’ou (D(T), ||||r)
est un espace complet.

Maintenant soient (z,,),>0 C D(T) une suite tels que :
T, —x et Tx, — vy,
alors ces deux suites seront de Cauchy dans H qui nous donne
|20 = Tmllr = |20 — Zwllg + [|[T2n — Tom||lg — 0,

i.e. (x,)n>0 est une suite de Cauchy dans (D(T), ||||7), donc elle convergente vers x € D(T),
donc

[z = 2l = llen = g + [ Ten = Tollg — 0

par conséquent

Tz, — Tx||g — 0,

D’ou
nli_r)rlooTxn =Tz =1y (car la limite est unique).
donc on est arrivé a
xeD(T) et y=Tx.
ce qui nous donne 71" est fermé. n
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Définition 2.7.4. On dit qu’un opérateur S est une extension d’un opérateur T si :
Gr C Gg. On écrit alorsT C S.
Gr C Gg veut dire : Tx = Sz, Vo € D(T) et D(T) C D(S)

Définition 2.7.5. On dit que l'opérateur est fermable s’il existe un opérateur S tel que

T C S etS estfermé. La plus petite extension c’est sa fermeture et notée T .
Remarque 2.7.3. Test fermé <= T =T

Définition 2.7.6. Siot T' un opérateur fermé défini sur un domaine D(T'). D un sous-

espace de D(T'). On dit que D est un coeur de T ssi T est la fermeture de la restriction
T|\D (i.e. TID=T).

Définition 2.7.7. Soit T' un opérateur non borné et S un opérateur borné.
On dit que S commute avec T si : ST CTS.

Maintenant on va donner la définition de la commutativité lorsque les deux opérateurs

sont non bornés.

Définition 2.7.8. Soient A et B deux opérateurs non bornés. On dit que A commute
avec B si AB C BA. B commute avec A si BA C AB. On dit que A et B commutent si

A commute avec B et B commute avec A, i.e. AB = BA.

Définition 2.7.9. Soit T' un opérateur non borné.
TS =1

On dit que T est inversible s’il existe un opérateur S borné tel que :
ST cClI

On désigne Uinverse de T par T~'. On note aussi qu’il est unique.

Définition 2.7.10. Soit A un opérateur non borné avec son domaine D(A) C H. On dit

que A est inversible a droite s’il existe un opérateur borné B € B(H) tel que
AB=1
et on dit que A est inversible a gauche s’il existe un opérateur borné C' € B(H) tel que

CACI
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Remarque 2.7.4. Généralement le domaine d’un opérateur borné c’est l’espace entier H,
mais dés fois, on trouve des opérateurs qui possédent des domaines différents de [’espace
H. Par exemple si T est un opérateur non-borné inversible, alors son inverse T~ vérifie
T7'T = Ipuy, t.e. T7'T est borné et défini sur D(T). La fermeture d’un opérateur
définie et borné sur un domaine différent de ’espace entier H dépend de la fermeture de

son domaine, la proposition suivante clarifie ce point.

Proposition 2.7.2. Soient H un Hilbert et T' un opérateur borné défini sur un domaine
D(T). Alors T est fermé ssi D(T) est fermé dans H.

Démonstration. Puisque T est borné (continu) et I'espace d’arrivé H qui est Tp-séparé,

alors G est fermé dans D(T) x H qui égale a I'intersection des fermés de la forme
(N D(T)) x F

tels que (z,7) € I x J et ', F} sont des fermés dans I'espace H. Donc Gy est fermé dans

H x H si et seulement si D(T') est fermé dans H (c’est la topologie induite!). O
Théoréme 2.7.1. Tout opérateur T non borné inversible est fermé.

Démonstration. Soit T un opérateur non borné inversible de domaine D(T'). On a,
T':Im T — D(T)
Soit (xp)n>0 C D(T) tel que,

Tp —x et Tx, —y.

Donc
T — x, =T "Ta, — T 'y (car T~' est borné).
D’ou
r=T"'yeDT) et Te=TT 'y=y.
La démonstration est achevée. ]
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2.8 Produits et sommes d’opérateurs fermés

En général le produit de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermé et

ainsi pour la somme.

Exemple 2.8.1. Soit T' un opérateur non borné et fermé défini sur son domaine D(T),

alors 0T n’est pas fermé car
D(0T)=D(T) et (0T)x=0,Yz e D(T).
Pour S = =T qui reste fermé, alors
T —T = 0p(r)
n'est pas fermé sur D(T).

Théoréme 2.8.1. Soit S et T deux opérateurs fermés a domaine dense, alors

S est inversible
1. ST est fermé si < ou

T est borné

2. T+ S est fermé si S est borné (i.e S € B(H)).

2.9 Adjoint d’un opérateur non borné

Définition 2.9.1. Soit T' un opérateur non borné défini sur son domaine D(T'). Le do-

maine de ['adjoint de T' est donné par :

D(T*) ={y € H : l'application ¢(x) =< Tx,y > est continue sur D(T)}

Remarque 2.9.1. Siy € D(T*), alors le théoréme de [Hahn-Banach] nous permet de

prolonger < Tx,y > en une forme linéaire continue sur H entier, d’ou

Iy e H:<Tx,y >=<z,T 'y >

22



Préliminaires

et il est indispensable de supposer D(T) dense, car si D(T) # H et siyo € D(T)* # {0},

alors :

Ve e D(T) <z, Ty +yo >=< 2, Ty > +< x,yp > =< x,T"y >,
———

=0

donc on aura un autre adjoint qui est T*y + yo (i.e ladjoint ne sera plus unique!).

Proposition 2.9.1. Soient S, T deux opérateurs définis sur des domaines denses respec-
tivement D(S) et D(T) dans H.

1.

L opérateur adjoint T est fermé.

2. R(T)*+ = N(T™).

3. Si D(T*) est dense, alors T C T**, o T** = (T™)*.
/.
5
)

SiT C S, alors S* C T™.

. 81 D(T + S) est dense, alors (T + S)* O T* + S*.
. 518 est borné et D(S) = H, alors (T + S)* =T* + S*.

Proposition 2.9.2. Soient T et S deux opérateurs tel que D(ST) est dense dans H. On

a !

1.
2.

Si D(S) est dense dans H, alors (ST)* 2 T*S*.
Si S est borné avec D(S) = H, alors (ST)* =T*S*.

Théoréme 2.9.1. Soit T un opérateur défini sur un domaine dense D(T). On a :

1. T est fermable ssi D(T*) est dense dans H.

2. Si T est fermable, alors (T)* = T*, de plus

T = T*.

3. T est fermé ssi'T' = T**.

/.

5.

On suppose que N (T) = {0} et R(T) est dense dans H. Alors T* est inversible et
(T*)il — (Tﬁl)*.

On suppose que T est fermable et N(T') = {0}. Alors l'inverse T~' de T est fermable

ssi N(T) = {0}. Dans ce cas, on a
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6. Si T est inversible, alors T est fermé ssi T~ est fermé.

Corollaire 2.9.1. Si T est un opérateur auto-adjoint tel que N'(T) = {0}, alors T~ est

auto-adjoint.

Démonstration. Puisque T' = T, alors
R(T)* = N(T) = {0},

par conséquent R(T)* est dense dans H, et d’aprés le théoréme précédent, on obtient
T—! est auto-adjoint. O

Remarques 2.9.1. 5i A et B deux opérateurs non bornés inversibles, alors AB est in-
versible avec (AB)™' = B71A™1.

St A est inversible, alors A est fermé et si A est fermé avec un domaine dense, alors A
est inversible ssi A* est aussi inversible. On peut avoir facilement que si A est fermé avec
un domaine dense, alors A est inversible a droite (resp. a gauche) ssi A* est inversible

gauche (resp. a droite respectivement).

Proposition 2.9.3. Soit A un opérateur non borné inversible et B un opérateur non
borné alors :
(BA)* = A*B*

Démonstration. On a toujours (AB)* D A*B* (d’aprés le théoréme 2.9.1).
Montrons que (BA)* C A*B*.

On a:
BAA™' = B=(A"")*(BA)* C (BAA™")* = B
—(A")"Y(BA)* C B* (d’aprés le lemme??)
—A*(A*)"Y(BA)* C A*B*
=1
= (BA)* C A"B".
D’ou,

(BA)* = A"B".
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2.10 Opérateurs symétriques, auto-adjoints et normaux

Dans ce qui suit, tous les opérateurs pour lesquels on parle sont bien siir & domaine

dense.
Définitions 2.10.1. Soit T' un opérateur non borné défini sur son domaine dense D(T).
1. On dit que T est symétrique si : T C T™.
2. On dit que est auto-adjoint si : T = T*.
3. On dit que T est essentillement auto-adjoint si : T = (T)*.
4. On dit que Uopérateur T est normal si | Tx|| = || T*x|| pour tout x € D(T) = D(T*).
5. On dit que T est formellement normal si ||Tz|| = ||T*z|| pour tout
xz € D(S) C D(S").
Remarque 2.10.1.
1. Tout opérateur symétrique est fermable.

Tout opérateur auto-adjoint est fermé.

Tout opérateur auto-adjoint est normal.

Tout opérateur normal et symétrique est auto-adjoint.

Proposition 2.10.1. Soit T un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équi-

valentes :
1. T est auto adjoint
2. T est fermé, et ker(T* i) = {0}
3. Im(T+i)=H

Théoréme 2.10.1 (voir [17]). Soit T' un opérateur non borné fermé a domaine dense.
Alors Uopérateur T*T' est auto-adjoint sur D(T*T).

Proposition 2.10.2. Soit T un opérateur fermé défini sur un domaine dense D(T)

Lemme 2.10.1. Soit T' un opérateur fermé défini sur un domaine dense D(T). Alors

T*T est un opérateur positif est auto-adjoint, de plus D(T*T') est un ceeur de T

Proposition 2.10.3. Un opérateur T est normal ssi T est fermé et T*T =TT*.
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Démonstration. Montrons 'implication ” = ”. On a :

Tzl = 12| = ||z]lr = [|]

T*,

ie. (D(T), [l[lr) = (D(T*), |[llr-), et puisque T* est fermé, alors (D(T), [|[|r) = (D(T™), [[[l-)
est complet, donc T est fermé. Soit z € D(T*T), donc x € D(T') et Tx € D(T*). On a

<T'Tx,x>=<Tx,Tx >
=< Tz, T*x > (car T est normal)

=<TT 'z, x >

ie. T*T CTT*. De la méme maniére, on obtient T7* C T*T. D’ou T*T = TT"*.
Montrons maintenant I'implication ” <= ". Soit x € D = D(T*T) = D(TT*), on a

<T'Tx,x >=<TT'zr,x > =< Tz, Tr >=<T 2, Tz >

= [T = [T,

par conséquent ||z||7 = ||z||7-. Puisque D(T*T) est le coeur de T et aussi D(TT*) est le

coeur de T, on aura

(D, [[llr) = (D, |l

7).
D’ou

[T = |[Tx]]
pour tout z € D(T') = D(T™). O

Proposition 2.10.4. Soient S et T' deuz opérateurs définis sur leurs domaines D(S) et
D(T) respectivement. Si le domaine de S dense et D(S*) C D(S), alors

SCcCT—S5S=T

pour D(T') C D(T*).

Proposition 2.10.5. Les opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximauz.

C’est-a-dire, si S est symétrique et T' est auto-adjointt, alors :
rcS=95S=T.
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Démonstration. Ona S C S*et T =T

Donc,

TCcS=ScS"cT*=T

=T =25

]

Le théoréme suivant nous donne des égalités semblables & la proposition précédente,
c’est-a-dire qu’il y a des conditions qui transforme 'inclusion S C T" & une égalité S =T
(que nous appelons un état de maximalité) pour quelques classes des opérateurs, et éga-
lement dans le cas d’un produit de deux opérateurs. Ce type de résultats est un outil
puissant pour prouver des résultats sur les opérateurs non bornés. Par exemple, la pro-
priété (3) du prochain théoréme est employé dans la preuve de la version « non borné »
du théoréme spectral des opérateurs normaux (voir par exemple [12]). Pour d’autres uti-

lisations, voyez par exemple [12] ou [13].

Théoréme 2.10.2 ([13]). Soient S, T deux opérateurs définis respectivement sur leurs
domaines denses D(S) et D(T) tel que S C T. Alors S = T ssi l'un de ces propriélés

sutvantes est satisfaite :
1. S est surjectif et T est injectif.

2. T est symétrique et S est auto-adjoint (resp. normal). On dit alors que les opérateurs

auto-adjoints (resp. normauz) sont symétriques maxrimauz.

3. T et S sont normauzx (on dit que les opérateurs normauz sont normauz marimauz),
par conséquent s’ils sont auto-adjoints (on dit que les opérateurs auto-adjoints maxi-

mauz).

4. S est normal et T est formellement normal.
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Théoréme 2.10.3. (a) Si T} C T sont deux opérateurs auto-adjoints, alors Ty = T.

(b) Si S est un opérateur symétrique et Ty, Ty deuz opérateurs auto-adjoints et extensions
de S tel que D(Ty) C D(T3), alors Ty = Ts.

(c) Si S est essentiellement auto-adjoint, alors S est unique extension auto-adjointe de

S.

Démonstration. on a :

(a) Puisue T et Ty sont auto-adjoints, alors
T Ch=T=T,CT;=T =T, =T
(b) Soient x € D(Ty) C D(T3) et y € D(S) € D(1T1) C D(T3), on a
<Thry>=<uxTy>=<zx Sy >=<x, Ty >=<Tz,y >

et comme D(S) est dense, alors Ty = T sur D(T; (i.e. Ty C T5) et d’aprés (a) on
obtent T1 = TQ.

(c) Soit T" est une extention auto-adjointe de S, alors
SCT=TcCS=(S)=5

et d’aprés (a), on obtient T'= S
[

Maintenant on rappelle des résultats dans le cas ot un coté de l'inclusion contient un

produit de deux opérateurs.
Théoréme 2.10.4 ([8], [10], [13]). Soient R, S, T, A, B, C des operateurs tels que
T C RS et AB C C. Alors

1. T=RS siT, R et S sont auto-adjoints.

2. T=RS siT, R etS sont auto-adjoints et Ty C RS ot Tp est la restriction de T

sur un certain domaine Do(T') (voir [10]).
3. AB = C si A et B sont auto-adjoint, B est positif et B~1 € B(H) et C' est normal.

4. C = BA si A, B sont auto-adjoints et B~' € B(H) et C est fermé et symétrique.
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Les propriétés du théoréeme précédent nous donne beaucoup de résultats et voici la

proposition suivante :

Proposition 2.10.6. Soit S et T deux opérateurs définis sur leur domaines D(S) et
D(T) respectivement. Si S est a domaine dense et D(S*) C D(S), alors

SCT=S=T
pour tout D(T') C D(T*).

On peut parler maintenant d’'une notion de « double maximalité ». Une propriété
connue dans (Théorémeb.31, [17]) indique que si S est un opérateur symétrique tels que
S C RetSCTouR et T sont auto-adjoints et D(R) C D(T), alors T = R. Remarquons

que ce qui précéde la symétrie de 'opérateur S est implicitement citée dans S C T car
SCcT=T=T"CS)=SCS5"

de plus la supposition que S est symétrique n’est pas utilisé dans la preuve. Voici le

résultat amélioré dans la proposition suivante :

Proposition 2.10.7. Soit S un opérateur définie sur un domaine D(S) dense tels que
SCRetSCT ouR etT sont auto-adjoints. Si D(R) C D(T), alors T = R.

On a aussi cette proposition,

Proposition 2.10.8 (voir [9], cf. [16]). Soient R, S et T trois opérateurs définis respec-
tivement sur leurs domaines denses D(R), D(S) et D(T'). On suppose que

TCR

TcCs.
On suppose aussi que R et S sont auto-adjoints. Soit D C D(T) C (D(R) N D(S)) est
dense. On suppose que D est un coeur de S). Alors R =S.

Remarque 2.10.2. la premiére propriété (1) dans le théoréeme précédent ne se prolonge
pas auz opérateurs normaux. En effet, juste dans le cas des opérateurs unitaires, nous
avons qu’un produit de deuxr opérateurs unitaires quelconques est toujours unitaire méme
lorsque les deuz facteurs du produit ne commutent pas. Cette observation motive la re-

cherche dans le cas ou un opérateur est normal
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2.11 Spectre des opérateurs non-bornés

Définition 2.11.1. Soit T' un opérateur non-borné défini sur un domaine D(T) dense

dans H. On définit les ensembles suivants :

1. Le spectre de T par
o(T)={ e C: T — X nlest pas inversible}.
2. L’ensemble résolvant de T par
p(T)={AeC: T — X\ estinversible} = C — o(T).

De plus si A € p(T), Uopérateur Ry(T) = (T — XI)~™! est appelé la résolvante de T
au point .

Le spectre o(T) se décompose en trois parties disjointes :

* Spectre ponctuel
o,(T)={Ae C: T — Xl nlest pas injectif}.
* Spectre continu
o0.(T)={\€C: T — M estinjectif et T — X\ = H}.
* Spectre résiduel
o (T)={\e€C: T — X estinjectif et T — N # H}.

Lemme 2.11.1. Soient S et T deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert
H 4 domaine dense. On suppose que S est borné. S et T commutent (i.e. ST C TS).
Alors f(S)T C Tf(S) pour toute fonction a valeurs réelles continue sur le spectre o(S).
En particulier, on a S:T C TS%, st S est positif.
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2.12 Le théoréme de Fuglede-Putnam

Dans cette section on rappelle le théoréme célébre de Fuglede-Putnam qui joue un
role trés important dans la théorie des opérateurs bornés et non bornés avec toutes ses
applications. Beaucoup d’auteurs travaillent sur ce théoréme. Voici ci-aprés ce théoreme

dans le cas borné et dans le cas non-borné et pour la preuve (voir par exemple [2]).

Théoréme 2.12.1 (la version bornée). Soient T', M, N trois opérateurs bornés sur un
Hilbert H, avec N et M sont normaux et TN = MT alors :

TN*=M*T
Remarque 2.12.1. 5S¢ N = M on ['appelle le théoreme de Fuglede.

Théoréme 2.12.2 (La version non borné). Soit H un espace de Hilbert, et soient M, N

deuz opérateurs normaux non borné et I’ un opérateur borné sur H.
St TN C MT, alors
TN*C M*T

Théoréme 2.12.3 (Fuglede-Putnam-Mortad). Soit A un opérateur non borné et fermé

sur son domaine D(A). Soient M et N deuz opérateurs non bornés normauz sur leurs
domaines D(M) et D(N) respectivement. Si D(N) C D(AN), alors

AN C MA = AN*C M*A

Beaucoup d’auteurs ont essayé de trouver des autres résultats similaires au téhoréme

de Fuglede-Putnam en changeant leur hypothéses. En voici un théoréme,

Théoréme 2.12.4. Soit N un opérateur unitaire et A, B deux opérateurs bornés. Alors

NA=BN = NA"= A"N.
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Chapitre 3

Commutativité des opérateurs normaux

et auto-adjoints et applications

3.1 Sur la fermeture, ’adjonction et la normalité du

produit ou la somme de deux opérateurs non bornés

Les opérateurs fermés et les opérateurs fermables sont les classes importantes des
opérateurs linéaires non-bornés qui sont assez grands pour couvrir toute l'occurrence
intéressante d’opérateurs dans les applications. Dans ce chapitre on va commencer par
la fermeture car elle représente une condition nécessaire pour la normalité de 'opérateur
et aussi on essaye de donner des théorémes qui donne la normalité d’un produit de deux
opérateurs et on va voir quelques résultats pour la somme de deux opérateurs. On rappelle

de quelques définitions et théorémes dont on a besoin pour prouver nos résultats.

Définition 3.1.1. Soient A et B deux opérateurs non bornés a domaines denses. On dit

que A est B-borné si les conditions suivantes sont réalisées :
1. D(B) C D(A)
2. Ja,b € Ry, Vo € D(A), ||A(x)]| < a||B(z)|| + b||z|]
La borne inférieure des "a” convenables est appelée la borne relative de A (par rapport

B).

Théoréme 3.1.1. Soit B un opérateur fermé. Si A est B-borné avec la borne ralative

"a” telle que a < 1, alors A+ B est fermé.
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Théoréme 3.1.2 (Kato-Rellich). Soit B un opérateur non borné auto-adjoint avec le
domaine D(B). Si A est B-borné avec la borne relative ”a” tel que a < 1, sachant que A

est symétrique, alors A+ B est auto-adjoint sur D(B).

Proposition 3.1.1. Soit B un opérateur borné et soit A un opérateur non borné fermé

avec son domaine D(A). Si pour un certain v > 0 on a : |[rB — I|| < 1, alors BA est
fermé sur D(A).

Démonstration. Pour la preuve on utilise le théoréeme 3.1.1. Puisque B est borné on aura

D(BA) = D(A), et par conséquent pour tout = € D(A) on peut écrire :
rBAx = (rB — I)Az + Ax

Puisque ||rB — I]| < 1, on peut dire que (rB — I)A est A-borné avec une borne relative
strictement inférieure a 1. Puisque A est fermé, le théoréme 3.1.1 nous donne la fermeture
de l'opérateur rBA, donc BA est fermé. n

Une idée semblable peut étre employée pour établir la fermeture de 'opérateur BA

dans le cas ot les deux opérateurs A, B sont non bornés. On a

Théoréme 3.1.3. Soient A et B deux opérateurs non bornés a domaines denses D(A)
et D(B) respectivement. On suppose que D(A) C D(BA), A est fermé et pour un certain
a<letb>0

Ir>0:|(rB—1)Az|| < a||Az|| + b||z||, Yz € D(A).
Alors BA est fermé.

Remarque 3.1.1. On remarque que dans le théoréme précédent la fermeture de ’opéra-

teur B n’est pas supposé.

Démonstration. Puisque D(A) C D(BA) on aura D(BA) = D(A). Donc BA posséde un
domaine dense.

Alors on peut écrire pour tout © € D(BA) :
rBAx = (rB — I)Az + Ax.

La condition
|(rB — I)Az||Az < al||Az|| + b||z]| et a<1
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indique que (rB — I)A est A-borné avec une borne relative strictement inférieur a 1, par
conséquent le théoréme 3.1.1 permet d’établir la fermeture de rBA = (rB — I)A + A.
Donc BA est fermé. O

Théoréme 3.1.4. Soient A et B deux opérateurs non bornés tel que AB = BA Si A est
inversible, B est fermé et D(BA™) C D(A), alors A+ B est fermé sur D(B).

Démonstration. Prmiérement, 'opérateur A + B est défini sur D(A) N D(B). Mais
AB=BA= A"'BC BA™' = D(B) = D(A™'B) c D(BA™') C D(4),

par conséquent D(A + B) = D(B).
En effet

A+B=A+BAA™!
= A+ ABA™!
= A(I+ B™") (car D(BA™' C D(A4)).
Puisque A™! est borné et B est fermé par cet ordre, BA~! est fermé. Par conséquent

A(I + BA™!) est fermé car par cet ordre A est inversible et [ + BA™! est fermé. O

3.1.1 Auto-adjonction et la question de la normalité

Dans cette section on présente des résultats positifs sur le produit et la somme de deux

opérateurs auto-adjoints ou normaux, avec I'un d’entre eux est au plus borné.

Proposition 3.1.2. Soient B un opérateur unitaire et A un opérateur normal non borné.

Si B et A commutent (i.e BA C AB), alors BA est normal.

Démonstration. Puisque B est inversible (et borné) et A est fermé, on aura BA est fermé.

On a également par(B borné) : (BA)* = A*B*, et par B unitaire(B*B = I) on aura,
(BA)*BA=A"B*BA = A"A

Puisque B et A commutent (et A est normal) on aura (d’aprés le théoréme de Fuglede-
Putnam),
BA C AB = BA" C A"B.
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Par conséquent,
BA(BA)" = BAA*B* C ABA*B* C AA"BB* = AA" = A"A

D’ou,
BA(BA)" C (BA)*BA

Puisque BA est fermé, alors BA(BA)* et (BA)*BA sont auto-adjoints et comme les

opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux, alors
BA(BA)* = (BA)*BA.

Donc BA est normal sur D(A).

Le résultat reste valable si I'ordre de A et de B est échangé et on a :

Proposition 3.1.3. Soient A un opérateur unitaire et B un opérateur normal non borné.

Si B et A commutent (i.e AB C BA), alors BA est normal.

Démonstration. Puisque B est fermé et A est borné, on aura BA est fermé. Comme

AB C BA, alors
(BA)*BA D A*B*BA D A*"B*AB D AA*B*B = B*B.

Ot on a utilisé encore le théoréme de Fuglede-Putnam.
Par conséquent
BA(BA)* C (BA)"BA.

Puisque BA est fermé, alors BA(BA)* est auto-adjoint sur D[BA(BA)*] et comme les
opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux, alors
BA(BA)" = (BA)*BA.

Donc BA est normal. ]

Corollaire 3.1.1. Soient B et A deuz opérateurs auto-adjoints tel que B> = 1. Si B et

A commutent, alors BA est auto-adjoint.
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Démonstration. Puisque B est borné, on aura (BA)* = A*B* = AB et comme B et A

commutent, alors
BA C AB = (BA)"

Donc BA est symétrique et d’apreés la proposition 3.1.2, BA est normal.

Puisque BA est normal et symétrique, on trouve que BA est auto adjoint. O

De la méme maniére, on trouve 'auto-adjonction de BA si l'ordre de A et de B est

échangé. On a

Corollaire 3.1.2. Soient B et A deux opérateurs auto-adjoints tel que A? = 1. Si A et

B commutent, alors BA est auto-adjoint.

Démonstration. On a BA est normal d’aprés la proposition 3.1.3. Puisque BA est fermé,

AB C BA et A est borné, on aura
(BA)* C (AB)" = B*A* = BA = [(BA)")]".

Ce qui signifie que (BA)* est symétrique. Comme BA est normal, (BA)* est aussi normal.

Donc (BA)* est auto-adjoint et ainsi pour BA. O

On peut supposer d’autres hypothéses sans utiliser la condition (A et B commutent)

pour obtenir un autre résultat de I'auto-adjonction de BA. On a

Proposition 3.1.4. Soient B un opérateur borné et A un opérateur non borné auto-
adjoint & domaine dense D(A). Si pour un certain r > 0 on a ||[rB —1|| <1 et BA est
symétrique, alors BA est auto-adjoint sur D(A).

Démonstration. Puisque B est borné on aura D(BA) = D(A) et par conséquent pour

tout © € D(A), on peut écrire
rBAx = (rB — I)Az + Ax

Comme |[rB — I|| < 1, on peut dire que (rB — I)A est A-borné avec la borne relative
strictement inférieur a 1. Puisque A est auto-adjoint, on trouve que r BA est auto-adjoint,

c’est grace au théoréme de Kato-Rellich. D’ott BA est auto-adjoint. O

Remarque 3.1.2. La proposition précédente peut étre utilisée pour établir un résultat de

la normalité du produit de deux opérateurs.
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Théoréme 3.1.5. Soient B un opérateur borné normal et A un opérateur non borné
normal. On suppose que B et A commutent. Si pour un certain r > 0, |[rBB* —I|| < 1,

alors BA est normal.

Démonstration. Montrons premiérement que BA est fermé. Soit la suite (z,,),>0 C D(BA) =
D(A) tel que :
Tn, — v et BAzxr, —y

La condition ||[rBB* —I|| < 1, plus la normalité de B, on aura BB* = B*B est inversible.

Puisque B* est borné (i.e. continue), on aura
B*BAx, — By,

Donc
Az, — (B*B) ™' B*y.

Comme A est fermé, on obtient
v € D(A) et Ax = (B*B) 'B*y.

Ceci implique que
B*BAx = B'y = BB*BAx = BB"y.

Et puisque BB* est inversible, On aura
BAxz =y.

D’ou BA est fermé.
Puisque B est borné et BA C AB, on aura

B*A* C (AB)* C (AB)" = A*B”,
et grace au théoréme de Fuglede, on aura
BA* C A*Bet B*A C AB™.
On a aussi

(BA)*BA = A*B*BA > B*A*BA D B*BA*A
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et
BA(BA)* = BAA*B* D BAB*A® D BB*AA™.

Comme A est fermé (qui donne 'auto-adjonction de AA*) et |[rBB* — I|| < 1, et par la
proposition 3.1.4, on trouve que BB*AA* et B*BA* A sont auto-adjoints.
Puisque BA est fermé, on aura (BA)*BA et BA(BA)* sont auto-adjoints. Comme les
opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux, alors

B*BA*A = (BA)*BA et BB*AA* = BA(BA)*
Donc BA est normal avec

D((BA)*BA) = D(BA(BA)*) = D(AA*) = D(A*A),

car BB* est borné. O

Théoréme 3.1.6. Soient B un opérateur borné normal et A un opérateur non borné
normal. On suppose que B et A commutent. Si pour un certain r > 0, |[rBB* — I|| < 1,

alors AB est normal.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 3.1.5.
Il est clair que AB est fermé car A est fermé et B borné.
On a toujours,
B*A* C (AB)* C (AB)" = A*B".
Et grace au théoreme de Fuglede, on aura
BA* C A*Bet BFA C AB*

On a aussi,

(AB)*BA D B*A*AB D B*A*BA D B*BA*A
et

AB(AB)" D ABB*A* D BAB*A* D BB*AA™.
Comme A est fermé et ||[rBB*—1|| < 1, et par la proposition 3.1.4, on trouve que BB*AA*
et B*BA*A sont auto-adjoints.

Par conséquent
AB(AB)* = (AB)*AB.

Donc AB est normal.
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Théoréme 3.1.7. Soient A et B deux opérateurs a domaine dense D(A), D(B) respec-
tivement. On suppose que D(A) C D(BA), BA est symétrique et A auto-adjoint et pour

un certain a < 1 et b > 0,
Ir>0:|(rB —1)Az| < a||Az| + b|jz||, Yz € D(A)
Alors BA est fermé.

Démonstration. La condition D(A) C D(BA) donne D(BA) = D(A) ce qui assure la
densité du domaine de I'opérateur BA. On utilisant le théoréme 3.1.3, on aura BA est

fermé, ensuite on applique le théoréeme de Kato-Rellich pour trouver I'auto-adjoint de
BA. m

Théoréme 3.1.8. Soient A et B deux opérateurs non bornés et auto-adjoints tel que B
est inversible. Si AB = BA et D(AB™') € D(B), alors A+ B est auoto-adjoint sur
D(A).

Démonstration. 1l est clair que
D(A) = D(B™'A) Cc D(AB™) Cc D(B)
qui nous donne D(A+ B) = D(A). On a

B 'BA+BcC A+ B
=AB

et par conséquent
(I+BHYBcCA+B.

On a aussi
(A+B) C [(I+ BB
= B*(I + B"'A)*) (car B est inversible et [ + B~' A fermé par cet ordre)
= B*[ + (B A)"]

= B*[I + A*(B™")*] (car B! est borné)

= B(I + AB™") (car A et B sont auto-adjoints)
= B+ BAB™' (pour D(AB™') ¢ D(B))

= B+ ABB™!

= A+ B.
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Dans la théorie on a toujours (A + B)* D A* + B* = A+ B. Donc
(A+ B)*=A+ B.
D’ott A + B est auto-adjoint sur D(A). O

Théoréme 3.1.9. Soient A et B deux opérateurs normaux. On suppose que B est borné.
Si AB = BA, alors BA (et ainsi AB) est normal.

Démonstration. Puisque AB = BA, par le théoréme de Fuglede-Putnam, on aura
BA* = A*B.
D’autre part
(BA)*BA=A"B*"BA = A"B*AB C A*AB*B.
~~
Fuglede classique
Et aussi
BA(BA)" = BAA*B* = ABA*B* = AA*BB".
D’ou
(BA)*BA C BA(BA)".
Il est clair que AB = BA est fermé car A est fermé et B est borné. Donc, BA(BA)* et

(BA)*BA sont auto-adjoints et par conséquent BA est normal car les opérateurs auto-

adjoints sont symétriques maximaux. [
On obtient également une version d’anticommutative du théoréme 3.1.9. On a

Théoréme 3.1.10. Soient A et B deux opérateurs normauz. On suppose que B est borné.
Si BA = —AB, alors BA (et ainsi AB) est normal.

Démonstration. La méme idée de la preuve précédente s’applique. On a BA* = —A*B,

c’est grace au théoréeme de Fuglede-Putnam, parce que —A est également normal. alors

(BA)*BA=A"B*BA=—-A"B*"AB C A"AB*B
~—
Fuglede
Et aussi

BA(BA)" = BAA*B* = —ABA"B* = AA*"BB* = A*AB*B
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D’ou
(BA)*BA C BA(BA)*
Il est clair que BA = —AB est fermé car A est fermé et B est borné. Donc, BA(BA)* et

(BA)*BA sont auto-adjoints et par conséquent BA est normal.
O

Maintenant, on améliore le théoréme 3.1.5 en enlevant la condition que B A soit fermé,

c’est-a-dire qu’on peut prouver que BA est fermé.

Théoréme 3.1.11. Soient B un opérateur borné normal et A un opérateur non borné
normal. On suppose que B et A commutent. Si pour un certain r > 0, |[rBB* —I|| < 1,

alors BA est normal.
Démonstration. O

Théoréme 3.1.12. Soit A un opérateur borné et inversible. Soit B un opérateur non
borné et fermé. On suppose que D(B) C D(BAB). Alors BA et AB sont normaux ssi
BAA* = A*AB et B BA C ABB*.

Démonstration. Puisque A est borné et inversible, on aura BA et AB sont fermés.

1. ¢ On suppose que BAA* = A*AB et B*"BA C ABB*. Montrons que BA et AB

sont normaux.

Puisque A est inversible, (BA)* = A*B* et aussi

B*BA C ABB* = (ABB")* C (B*BA)*
= (BB*)*"A* C A*(B*B)* (car A est borné et inversible )
—BB*"A* C A*"B*B (car BB" et B*B sont auto-adjoints)

Par conséquent
(BA)*BA= A"B*BA D BB*A™A

Comme A est borné inversible ( qui donne A*A borné et inversible), on aura

(BB*A*A)* = A*ABB* = BAA*B* = BA(BA)* C ((BA)*(BA))* = (BA)*(BA),
=BAA*

41



Commutativité des opérateurs normauzx et auto-adjoints et applications

car BA(BA)* = (BA)**(BA)*.

D’autre part
BA(BA)" = BAA*B* = A*ABB”* (car BAA® = A*AB).

Donc
BA(BA)* C (BA)"BA.

D’ou BA est normal.

Prouvons maintenant que AB est normal.

On a

(AB)*AB = B*"A*"AB = B*BAA” (car A"AB = BAA”)
et

AB(AB)"* = ABB*A* D B*BAA” car B"BA Cc ABB”.
Donc

AB(AB)* C (AB)*AB.
D’ou AB est normal.

2. 4 Maintenant on suppose que BA et AB sont tous les deux normaux. Montrons que
BAA* = A*AB et B*"BA C ABB".

D’aprés le théoréme Fuglede-Putnam plus (A est borné et inversible), on aura
A(BA) = (AB)A = A(BA)" = (BA)"A —= AA*"B* = B*A*A

Donc

(B*AA™)" = (AA*B")" = BAA" = A*AB

On a également

B(AB) = (BA)B = B(AB) C (BA)B = B(AB)" C (BA)*B

grace au théoreme 2.12.3 [Fuglede-Putnam-Mortad| (car D(B) = D(AB) C D(BAB)).

Par conséquent
BB*A* C A*B*"B = (A*B*B)" C (BB*A™)"
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D’ou

B*BA C ABB”.

Car A est borné inversible et BB* et B* B sont auto-adjonts. La preuve est achevée.

O
Considérons I'exemple suivant :

Exemple 3.1.1. Soient A et B deux opérateurs définis par
Af(x)=€ef(z) et Bf(x)=e" "f(z)
sur leurs domaines respectivement
D(A)=L*R) et D(B)={feL*R):e"fe L*R)}
On A est unitaire, B est normal et BAA* = A*AB. De plus
D(B*BA) = {f € L*(R) : ¢**’ f € L*(R)}

et
D(ABB*) = D(BB*) = {f € L*(R) : ¢*" f € L*(R)}

et puisque

B*BAf(x) = ABB*f(x),Vf € D(B*BA) = D(ABB"),
on obtient B*BA = ABB*. On a aussi AB et BA sont normaux sur leurs domaines
D(AB) = D(BA) = {f € L*(R) : ¢” f € L*(R)}.
Néanmoins, on a :
D(BAB) = {f € L*(R) : ¥ f € L*(R)}

mais D(B) ¢ D(BAB) car par exemple e2 " € D(B) et e2* & D(BAB).
Cet exemple nous permet de changer les hypothéses du théoréme précédent qui mous le

théoréme suivant :

Théoréme 3.1.13. Soit A un opérateur unitaire. Soit B un opérateur non borné et fermé.
Alors BA et AB sont normaux ssi B"BA C ABB*.
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Démonstration. Puisque A est unitaire, A est borné et inversible plus B fermé , on aura
BA et AB sont fermés.

1. ¢ Puisque A est unitaire, A est borné et inversible plus la condition BAA* = A*AB,

on aura BA et AB sont normaux (d’aprés le théoréme 3.1.12).

2. 4 On suppose que BA et AB sont normaux et vérifions que BAA* = A*AB.

Puisque AB est normal, on aura
(AB)*AB =B*A"AB = B*'B = AB(AB)" = ABB*A*
=1

Donc
B*B=ABB*A* = A" (B*B) = A"(ABB*A*) = A*ABB*A".
=1

Par conséquent
BB*A* = A*B*B — (BB*A")" = (A*B*B)".
Donc
B*BA = ABB* — B*BA C ABB".

La preuve est terminée.

]

Théoréme 3.1.14. Soit A un opérateur non borné normal et inversible. Soit B un opé-
rateur normal non borné. St BA = AB, A*B C BA* et B¥A C AB*, alors BA est

normal.

Démonstration. Puisque A est fermé inversible et B est fermé, on aura BA = AB sont
fermés et (BA)* = A*B*.
D’autre part
(BA)*BA= A"B*"BA=A"B*AB C A"AB*B
et
BA(BA)* = BAA*B*B = BA*AB* D A*BAB* = A*ABB".
Donc

(BA)*BA C BA(BA)".
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D’ou

(BA)*BA = BA(BA)".

Donc BA est normal.

La preuve est terminé. 0

Théoréme 3.1.15. Soit A un opérateur non borné normal et inversible. Soit B un opéra-
teur non borné normal. St BA C AB, A*B C BA* et B*A C AB*, alors BA est normal

s’il est fermé.
Pour la preuve, on applique les mémes idées de la preuve du théoréme 3.1.14.

Corollaire 3.1.3. Soient A et B deux opérateurs non bornés normaux et inversibles sur
leurs domaines D(A) et D(B) respectivement. Si BA = AB et D(A),D(B) C D(BA),

alors BA et AB sont normauz.

Démonstration. Puisque A et B sont fermés et inversibles, on aura AB et BA sont fermés.

Comme D(A) C D(BA), on aura d’aprés le théoréme 2.12.3 [Fuglede-Putnam-Mortad]
BAC AB = BA*"C A*"B= B*AC (A"B)" C (BA")" = AB",

car A* est inversible.

Et aussi pour D(A) C D(BA) et B* est inversible, on aura
AB C BA= AB" C B'A= A"B C BA”

Ainsi les conditions du théoréeme 3.1.14 sont satisfaites, alors BA est normal. n

Théoréme 3.1.16. Soient A et B deux opérateurs non bornés normaux et inversibles.
alors
AB=BA=— AB*=B*A et BA*"=A'B

Démonstration. Puisque B est inversible, on aura

_ ~1 -1 _ p-1 ~1 ~1 -1
AB=BA— B ABB =B 'BAB — B A C AB™".

=I clI
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Comme B~! est inversible et A non borné normal, on aura par le théoréme classique de

Fuglede
B'ACc AB' = B'A*c A*B™' = BB 'A*B c BA*B™!'B,
S—— S——
=T cIl
donc

A*B C BA".
Puisque B est inversible, on aura
AB* C (BA")" C (A*B)* = B*A.
De la méme maniére si on échange le role de A et de B, on obtient
B*AC AB* et BA*C A*B.

D’ou
B*A=AB* et BA"= A*B.

La preuve est terminée. O

Théoréme 3.1.17. Soient B un opérateur non-borné et fermé et A un opérateur borné

tel que A et AB sont normaux. Alors
BA est normal=— A*AB C BAA™.
Démonstration. On a :

A(BA) = (AB)A = A(BA)" = (AB)*A (d’aprés le théoréme de Fuglaed-Putnam)
= AA*B* C A(BA)"=B"A"A
= A"AB* C B*A*A (car A est normal)
— A"AB C BAA® (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam).

]

Théoréme 3.1.18. Soient B un opérateur non-borné et normal, A un opérateur borné
et normal. On suppose que le domaine de BA est dense. St A*AB C BAA* et ABB* C
BB*A, alors BA est normal.
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Démonstration. Puisque B est fermé et A est borné, BA est fermé. On a

(BA)*BA > A*B*BA
= A*BB*A (car B est normal)
D A*ABB* (d’aprés les hypothéses)

et comme A*A et BB* sont auto-adjoints, de plus A*A est borné, alors par passage aux
adjoints, on obtient
(BA)*BA C BB*A™A

et d’aprés le théoréme de Devinatz, on aura
(BA)"BA = BB*A*A.
D’autre part

BA(BA)* D BAA*B*
= A*ABB* (d’aprés les hypothéses)

de la méme maniére, on obtient
BA(BA)" = BB*A*A.
D’out BA est normal. m

Théoréme 3.1.19. Soient A et B deux opérateurs non-bornés normaux tels que AB C

BA et AB & domaine dense. Si B est inversible, alors BA et AB sont normauz.

Démonstration. Puisque B est inversible, alors

AB Cc BA=— Ac BAB!
— B 'Ac AB™ L.

D’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam, on obtient
B'A* Cc A*B.
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En multipliant cette inclusion par B a gauche et a droite, on aura
A*B C BA* = AB* C B*A,
de plus
(BA)"BA C (AB)*BA = B*A"BA C B*BA*A.

Puisque BA est fermé, (BA)*BA est auto-adjoint. Comme B*B, A*A sont auto-adjoints,
alors
(BA)*BA = B*BA™A.

De la méme maniére, on obtient

BA(BA)* = BB*AA".
Puisque A et B sont normaux, alors

(BA)*BA = BA(BA)*

i.e. BA est normal.
Maintenant pour montrer la normalité de AB, il suffit de voir que B est inversible, nous

donne B* est aussi inversible, de plus
AB C BA=— A*"B* C B*A*

et

AB = (AB)™ = (B*A")"

Ainsi par la premiére partie de la preuve, on aura B*A* est normal, donc (B*A*)* = AB

est normal. O

Remarque 3.1.3. Ce théoréme est, généralement fauz, si AB ¢ BA. En wvoici un

exemple.
Exemple 3.1.2. Soient A et B deux opérateurs définies par
Af(x) = f'(z) et Bf(x)=ef(x)

sur

D(A) = HYR) et D(B)={feL*R):e"fec*R)}
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ou HY(R) est l’espace de Sobolev. L’opérateur A est normal. L’opérateur B est auto-
adjoint et inversible. Il clair que AB et BA ne coincide pas.

Montrons que N = BA n’est pas normal. En effet
Nf(z) = el f'(x) définie sur son domaine D(N) = D(BA), par conséquent
D(N)={f € L*(R) : [' € L*(R), " ['L*(R)} = {f € L*(R) : "I ['L*(R)}.
L’adjoint N* est définie par (voir [14]),

N*f(z) = " /(Ff(z) = ['(x))

D(N*) = {f € L*(R) : el*lf € L*(R), el*l f'L*(R)}.
De plus
NN*f(z) = /(= f(z) F 2f () — f"())
et

N*Nf(z) = e2"l(F2f'(z) — f'(z))

d’ou N = BA n’est pas normal.

Corollaire 3.1.4. Soient A et B deux des operateurs non-bornés normaux tels que
AB C BA. Si B est inversible, alors AB = BA ot le domaine D(AB) est dense.

Démonstration. Puisque BA est fermé, alors
AB C BA= AB C BA.

D’aprés le théoréme précédent, AB et BA sont normaux. Comme les opérateurs normaux

sont normaux maximaux, alors

AB = BA.

]

Théoréme 3.1.20. Soient A et B deux opérateurs normaux ot B est borné. supposons
que BA C AAB avec X € C. Alors AB est normal ssi |\| = 1.
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Démonstration. On a AB est fermé car A est fermé et B est borné par cet ordre. De plus

BA C MAB = BA* C MA*B  (d’aprés le théoréme de Fugled-Putnam)
—> AB*A C AB* (par passage au adjoints),

d’autre part

1 1 1
AB)*AB D B*A* AB —B*A*BA> —B*BA*A=—B*BA*A
AB)yABS BAAB 235 L8455 NE

et comme B*B, A*A sont auto-adjoints de plus B*B est borné par cet ordre, on obtient
par passage aux adjoints :
1
(AB)*AB C WA*AB*B
donc d’apres le théoréme de Devinatz, on aura

(AB)*AB = #A*AB*B.

On a aussi

AB(AB)" > ABB"A" > {BABLA" D (70 BBAA

et en suivant le méme raisonnement avec A et B sont normaux, on obtient
AB(AB)* = AA*BB* = A*AB*B
D’ott AB est normal ssi || = 1. O

Corollaire 3.1.5. Soient A et B deux opérateurs normaux avec B borné. si BA C AAB
avec A € C et |A\| =1, alors
BA = )\AB

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent AB est normal et par conséquent N\AB
est aussi normal. Comme D(BA) = D(A), BA est a domaine dense. On a

BACMB = B*AC %AB*

1
— B*A* C KA*B* (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam)
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Puisque les opérateurs vérifient les mémes conditions du théoréme précédent avec |%] =
1, alors A*B* sera normal. C’est-a-dire (BA)* = A*B* est normal, donc (BA)* = BA
est normal. De plus

BA C BA C MAB,

et puisque les opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux, alors
BA = \AB.
O]

Proposition 3.1.5. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints avec B est borné. Si
BA C MAB ou A € C, alors AB est normal.

Démonstration. 11 est clair que AB est fermé. A est auto-adjoint nous donne AA normal,

de plus

BA C AMAB = BA* C (M)*B (d’apreés le théoréme de Fuglede-Putnam)
— BA C MAB.

En effet

1 1
AB)*AB > BAAB, > ~BAB A D> —B*A?
( ) > \,./D A =~ 2 |)\|2
1

et comme WBQ, A? sont auto-adjoints par cet ordre et par passage aux adjoints, on
obtient
1
(AB)*AB Cc — A’B?

A2
et d’aprés le théoréme de Devinatz, on aura
1
AB)*AB = — A’B?

et d’autre part .
AB(AB)* D AB,BA D XBABA,

en suivant le méme raisonnement, on obtient

1
AB(AB)* = W,@B?.

D’ou AB est normal. O]
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Voici quelques théorémes sur "double maximalité".

Théoréme 3.1.21. Soient S, T deux opérateurs non-bornés définies respectivement sur

leurs domaines denses D(S) et D(T). On suppose que

T C S*S
T C SS*.

Soit D C (D(T))(C D(S*S) N D(SS*)) est dense.

(1) On suppose que D est le coeur de S*S (par exemple). Si S est fermé, alors S est

normal.

(2) Si S n'est pas fermé, alors S est normal si D est le coeur de S*S.

Démonstration. (1) On a SS* et S*S sont auto-adjoints sur leurs domaines D(SS*) et

D(S*S) respectivement. Il est clair que
Opry =T —-T CS*S - S5",
par conséquent
S*S — 88" C (S*S —S55%)" C (Opr))" = Og.
On pose S*Sp = S*S|p (la restiction de S*S a D). Alors
S*Sp C S*S =S85+ 85" C 0y + 55" =955
Puisque D est le coeur de S*S, on obtient
S*S = S*Sp
en passant a la fermeture dans I'inclusion précédente, on obtient
S*S = S*Sp C S5,
et comme es opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux, alors
S*S = 855",
D’ou S est normal.
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(2) On a S*S et SS* sont auto-adjoints sur leurs domaines, de plus
Opqy=T—T C S*S— 89" C §*5— 55

done
S*S — 8S* ¢ (S*S — 85" = <0D(T))* =0y

et en suivant le méme raisonnement de la preuve précédente, on obtient la normalité
de S.
Remarque 3.1.4. le théoréeme précédent est, généralement fauz, si D n’est pas le coeur

de S*S, i.e. la condition du ceeur est nécessaire. En voici un exemple.

Exemple 3.1.3. Soit S un opérateur défini par
Sf(x)=—f'(x) sur D(S)={fe€L*0,1): f € L*(0,1)}.
Alors S est a domaine dense et il est fermé. En effet

S*f(x) =—f(z) sur D(S*)={f€L*0,1): f € L*0,1)f(0) = f(1) = 0}

de plus
SS*f(x) = §°Sf(x) = —f"(x)
D(SS*) ={f € L*(0,1) : f" € L*(0,1), f(0) = f(1) = 0}
et

D(S*S) = {f € L*(0,1) : f" € L*(0,1), f'(0) = f'(1) = 0}
puisque D(SS*) # D(S*S), alors S n’est pas normal. Soit T un opérateur défini par
Tf(x)=—f"(x) sur D(T)={feL*0,1): f" € L*0,1),£(0) = f(1) = 0= f(0) = f'(1) = 0}.

1l est clair que
TcCS*s
T CSS™.

et T, S a domaine dense. S est fermé, mais il n’est pas normal.
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Proposition 3.1.6. Soient S, T deux opérateurs non-bornés définies respectivement sur

leurs domaines denses D(S) et D(T). On suppose que S est fermé et
TCS*S
T CSS™.

Soit D C (D(T))(C D(5*S) N D(SS*)) est dense. On a

D est le ceeur de S*S <= S*Sp est essentiellement auto-adjoint.

Démonstration. On a déja prouvé I'implication ” = 7. Montrons maintenant 7 <= ".
On a

Si S*Sp est essentiellement auto-adjoint, alors

S*Sp = (S*Sp)* = (S*Sp)*

et aussi

S*Sp C §*S
mais

S*S = (5*S)" C (S*Sp)*

par conséquent

S*S C S*Sp
d’autre part

S*Sp C 8*S = S*S
D’ou
S*Sp =8*S  (i.e. D est le ceeur de S*95).

La preuve est achevée. O

Théoréme 3.1.22. (Mortad, [12]). Soit T un opérateur non-borné et auto-adjoint avec
son domaine D(T). Si N est un opérateur non-borné et normal tel que D(N) C D(T),
Alors

TN ¢ N*T = TN* C NT. (3.1)

Théoréme 3.1.23. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints tel que B est borné. On
suppose que A est positif et BA est normal. Alors BA et AB sont auto-adjoints. De plus
AB = BA.
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Démonstration. Puisque B est borné et auto adjoint, on peut écrire
A(BA) = (AB)A = (BA)*A
et comme D(BA) = D(A), alors d’aprés le théoréme 3.1.22, on obtient
A(BA)" = (BA)A

1.e.

A’B = BA?

Montrons maintenant que B et A? commutent (i.e. BA*> C A%B).

puisque BA et (BA)* sont normaux, alors

B(BA)" = (BA)B = B(BA) = (BA)*B (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam).
— B’A=AB*.

Cette derniére égalité indique que B?A, AB? sont auto-adjoints, de plus elle nous donne
B*A* = AB*A = A*B?

et aussi

B2A* = A*B2A*V B2,

Montrons que BA? est normal. On a

(BZA%) BA? = (BA%)"* (BA?)*

et d’aprés le théoréme de Devinatz, on obtient
(B2A?)*BA? = A*B?,
en suivant le méme raisonnement, on aura
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(B2A2)*BA? = BAY(B2A2)* = A'B?,

i.e. BA? est normal.

Donc (BA2)* = A%B est aussi normal. De plus on a :
(A’B)* > BA* > A’B
ce qui implique que A%B est symétrique, par conséquent A%2B est auto-adjoint. Ainsi
BA® C BA® = (A’B)* = A’B = (BA®)’

. Puisque A est positif et d’aprés le théoréme 10 (voir [3]), on obtient que A et B com-

mutent, i.e.

BA C AB = (BA)"

et comme BA, (BA)* sont normaux et aussi les opérateurs normaux sont normaux maxi-
maux, alors

BA = AB = (BA)* = (AB)".

D’ou BA et AB sont auto-adjoints. m

Corollaire 3.1.6. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints tel que B est borné. On
suppose que A est positif, AB est normal et BA est fermé. Alors AB et BA sont auto-
adjoints. De plus AB = BA.

Démonstration. Puisque B est borné et AB = (BA)* est normal, alors
(BA)* = BA = BA est normal.
D’apreés le théoréeme précédent BA est auto-adjoint, par conséquent
BA = (BA)"=AB
qui nous donne AB est auto-adjoint. O

Remarque 3.1.5. Il ne faut pas croire que la normalité de AB implique que BA est

fermé. En voici un exemple.
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Exemple 3.1.4. Soit A un opérateur non-borné, auto-adjoint, positive et inversible avec

son domaine D(A) qui n’est pas fermé dans Uespace H. Soit B linverse de A. Il est clair

que B est borné et auto-adjoint, de plus
BACI et AB=1,

tel que I est l'opérateur identité sur H. On a AB est normal, mais BA est un opérateur

borné qui n'est pas fermé car son domaine D(BA) = D(A) n’est pas fermé dans H.
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Chapitre 4

Maximalité des opérateurs linéaires

4.1 Quelques résultats sur la normalité

La normalité des produits non-bornés des opérateurs normaux a été étudiée récem-

ment. Voir par exemple [5] et ces références. Nous nous rappelons

Lemme 4.1.1 ([8], cf. [4]). Soient A, B deux opérateurs normauz avec B™' € B(H). Si
AB C BA, alors AB and BA sont normauz.

Théoréme 4.1.1. Soient A et B deuz opérateurs normauz avec B € B(H). St BA C AB,
alors AB et BA sont normauz et AB = BA.

Démonstration. Puisque BA C AB, AB est défini sur un domaine dense. Le théoréme de

Fuglede-Putnam nous donne
BA* C A*B et B*AC AB*
de plus . On a :
(AB)*AB D B*A* AB,D B*"A*BA D B*BA*A.

Puisque AB est fermé, (AB)*AB est auto-adjoint. Comme B*B est borné et auto-adjoint

de plus A*A est aussi auto-adjoint, alors

(AB)*AB C A*AB*B
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et d’aprés le théoréme précédent, on obtient
(AB)*AB = A*AB*B.

On a aussi AB fermé, nous donne (AB)* & domaine dense et AB(AB)* est auto-adjoint.
En effet
AB(AB)"* D AB,B*A* D BAB* A* D BB*AA

et de la méme maniére, on obtient
AB(AB)" = AA*BB*
et puisque A et B sont normaux, alors
AB(AB)" = (AB)"AB = A*AB"B.

Donc AB est normal.

Montrons maintenant que BA est normal.
On a

BA = (BA)™ = (A*B*)",

de plus

BA C AB= B*A" C A*B".
Il est clair que les opérateurs A* et B* son normaux avec B* € B(H), donc d’aprés la
question précédente, Popérateur A*B* devient normal et par conséquent (A*B*)* = BA

est normal.

On a aussi

BA Cc AB= BA C AB,

puisque les opérateurs normaux sont normaux maximaux, alors
BA=AB
O

Le résultat suivant est démontré par le théoréme spectral (voir [1]). On peut le consi-

dérer comme corollaire du théoréme précédent :
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Corollaire 4.1.1. Soient A, B deux opérateurs auto-adjoints tel que B € B(H). Si
BA C AB, alors AB et BA sont auto-adjoints.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, AB et BA sont normaux, de plus

AB = (BA) = AB = (BA)** = (AB)*

D’ott AB et BA sont auto-adjoints. O

4.2 Reésultats Principaux sur la Maximalité

La méme idée de la preuve de (théoréme 5.31, [17], discuté ci-dessus) peut mener au

résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Soient S un opérateur défini sur son domaine D(S) dense, tels que
SCcTeScCT* SiD(T)=D(T"), alors T est auto-adjoint.

Démonstration. Soient x € D(T) = D(T*) et y € D(S) C D(T) = D(T*).
En effet :

<Tx,y>=<ux,TYy >
=<,y >
=<ux,Ty >

=<Trx,y>.
Puisgue D(S) est un domaine dense, alors pour tout x € D(T) = D(T*)
Te="T".
D’ou T est auto-adjoint. O

Corollaire 4.2.1. Soit S un opérateur définie sur un domaine dense tels que S C T et

S cT* Si T est normal, Alors T est auto adjoint.

Démonstration. Puisque T est normal, D(T") = D(T*. D’aprés le théoréme précédent, on
obtient T'=T". Donc T' est auto-adjoint. O]
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Proposition 4.2.2. Soient A, B deux opérateurs linéaire sur un Hilbert H. On suppose
que B € B(H) et A posséde un domaine D(A) dense avec A C B.

1. A= B n’est pas nécessaire si A n’est pas fermé et son domaine dense.
2. A = B n’est pas nécessaire si A est fermé et son domaine n’est pas dense.

3. On suppose que A est fermé. Alors

A=B<= D(A)=H
et en particulier si C' est inversible

AC C B= AC = B.

Démonstration. 1. puisque le domaine de A dense, on peut parler de ’adjoint de A.

Ona:

ACB= B*CA"
= B*=A" (car D(B*) =H)
— B =A"=A.

Pour un contre-exemple, considérons l'opérateur A = B|D (la restriction de A a
D) ou D est dense dans H mais non fermé. Puisque D n’est pas fermé, A n’est pas
fermé malgré que est borné sur D. Donc impossible d’obtenir I'égalité A = B car B

est fermé et A n’est pas fermé.

2. Considérons l'opérateur A = 0 ('opérateur nul)) sur son domaine trivial D(A) =
{0}. Soit B un opérateur borné (B € B(H)). Puisque A(0) = B(0) = 0, alors

A C B. Tl est clair que A est fermé et D(A) # H, mais B # H.

3. L'implication A = B = D(A) = H est évidente. Montrons maintenant que
D(A) = H = A = B. Puisque A est fermé, alors D(A) est fermé dans H, i.e.

Donc A = B.

Pour le dernier résultat, on a C' est inversible nous done
AC Cc B= Ac BC™,
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et comme BC™! € B(H) et A est fermé avec un domaine dense, alors

A=BC'= AC = B.

D’aprés le théoréme précédent, on a :

Lemme 4.2.1. Soit S un opérateur fermé a domaine dense sur un Hilbert H, B un
opérateur borné (B € B(H) et auto-adjoint tel que SB C I. Alors B est injectif, M =
D(SB) est fermé et SB = I,.

Démonstration. Puisque S est fermé et B € B(H), alors SB est fermé et comme SB est
borné (car SB C I), alors son domaine M = D(SB) sera fermé. Montrons maintenant
que B est injectif.

Soit v € D(B) = H, on a :

Br=0=— SBr=Ir=0=—=2=0,
donc ker B = {0}, d’ou B est injectif. O

Proposition 4.2.3. Soient B € B(H) est injectif et auto-adjoint, avec B™' n’est pas
borné. Alors il existe un opérateur S fermé et a domaine dense et injectif tels que SB C 1

et le domaine de SB n’est pas dense.

Démonstration. Par 'hypothése A := B~! est non-borné et auto-adjoint, on reamrque que
D(A?) € D(A) (en appliquant le Lemme A.1 dans [14] avec R = | B|)). Maintenantt soit le
vecteur e € D(A)\ D(A?). Donc d’aprés le Lemme 3.2 dans [14], M := D(A)S4 < e > est
un vecteur du sous espace de D(A) qui est dense dans H, ou & est considéré la différence
orthogonale par rapport au graphique interne produit de A (voir [14]) et < e >= C - e.
Posons S = A|y. Comme M est un sous-espace vectoriel de D(A) avec la norme du
graphe de A, on voit clairemenr que 'opérateur S est fermé et injectif avec un domaine

dense. Alors
SB = (B*1|M) Bc B 'B=1

et, comme A est injective et D(A)S4 < e ># D(A), on obtient
D(SB) = B-{(D(S)) == A(D(A)4 < ¢ >) € A(D(A)) C I,

et finalement par le Lemme 4.2.1, D(SB) est fermé.
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Théoréme 4.2.1. Sient A, B, T des opérateurs non nécessairement bornés tels que A est
auto-adjoint, B est symétrique avec= B~ € B(H) (par conséquent B est auto-adjoint)
et T est symétriqgue. On suppose que AB C T. Alors :

1. AB C BA.

2. BA est normal.

3. T = (BA)*.

4. T est essentiellement auto-adjoint.

Si T est fermé, alors BA est auto-adjoint et
T=BA et T=AB.

Démonstration. 1. On a T est a domaine dense et ainsi pour AB. Comme A et B sont

auto-adjoints avec B est inversible, alors
T* C (AB)* = B*A* = BA.
De plus T est symétrique nous donne

ABcCT cT*cC BA.

2. D’apres le lemme 5.2.1, on obtient la normalité de BA.
3. Ona:
T* C BA= (BA"=T"* =T c (T)".

Puisque BA est normal, (BA)* est aussi normal, de plus les opérateurs normaux

sont symétriques maximaux. D’ou
(BA)*=T.

4. Puisque T est normal est symétrique, alors T est auto-adjoint (i.e. T' est essen-

tiellement auto-adjoint). Maintenant si T est fermé, alors T est auto-adjoint, de

plus

(BAY =T = (BA)* =T = T* = (BA)** = (BA) = BA

car BA est fermé.
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Corollaire 4.2.2. Soient A, B, T des opérateurs non nécessairement bornés tels que A
est auto-adjoint, B est symétrique avec B~* € B(H) (par conséquent B est auto-adjoint)
et T est symétrique. On suppose que AB C T. Alors A= BAB™!.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, on obtient AB C BA. En multipliant par

B! a droite et & gauche, on aura
B'Ac AB™
et d’aprés le corollaire 5.2.1, AB™! est auto-adjoint. De plus
AB C BA=> AC B(AB™),

le théoréme 5.1.3 nous donne
A= BAB™!.

La preuve est terminée. 0

Remarque 4.2.1. Généralement
BACT#= BA=T

pour les opérateurs T', A et B auto-adjoints. Pour un contre-exemple, prenons A un opé-
rateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C H tel que A=' = B € B(H) et T = Iy

('identité sur l’espace H ). 1l est clair que
BA=AT"A=IpunCIy=T
ot Ipcay est lidentité sur D(A).

Théoréme 4.2.2. Soient A, B et T trois opérateurs tel que B € B(H). St T* est symé-

trique, B est auto-adjoint et A est normal, alors
T C AB=T = AB.

En particulier, si on suppose que T est fermé, alors on obtient T = AB.

Démonstration. On a :
T CAB=T C AB,
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donc
TCAB= BA*C (AB)*CT*CT*=TCAB

et d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam, on aura
BA C A*B.
En suivant le méme raisonnement du théoréme 5.2.1, on obtient
(AB)*AB = AB(AB)* = AA*B?

i.e. AB est normal, par conséquent (AB)* est aussi normal. Comme les opérateurs nor-

maux sont normaux maximaux, alors
(AB)* T C AB= (AB)* =T = AB.
O

Corollaire 4.2.3. Soient A, B etT des opérateurs tel que B € B(H). Si T est symétrique,

B est auto-adjoint et A est normal, then
BACT =T = BA.
Démonstration. D’aprés les résultats précédents, on a :
BACT = BACTcC (T)*

et
BACT=— BACT CT"C A"B,

et
BA C A"B = BA* C AB (d’aprés Fugled-Putnam)

On obtient aussi

BA(BA)* = (BA)*BA = A*AB?

i.e. BA est normal et puisque les opérateurs normaux sont symétriques maximaux, alors

BA=T.
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D’apreés le théoréme précédent, on a :

Corollaire 4.2.4. Soient A, B et T trois opérateurs tel que B € B(H). Si T* est symé-

trique, B est auto-adjoint et A est normal, alors
T C AB= BA = A*B.
Démonstration. 1l est clair que

T CAB =T C AB (car AB est fermé).

TCAB= BA*CT"CcT"=TCAB
— BA C A*B (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam)
— BAC A*B (car A*B est fermé).

Montrons maintenant que BA est normal. En suivant le méme raisonnement du théo-

réme précédent, on obtient
BA(BA) — (BA)BA = A*AB?

i.e. que BA est normal.
Remarquons que A*B = (BA)* = (BA)*, et par conséquent (BA)* est aussi normal et

comme les opérateurs normaux sont symétriques maximaux, alors
BA — (BA) — A*B.
Ce résultat implique que BA est essentiellement auto-adjoint. O

Corollaire 4.2.5. Soient A, B, T des opérateurs non nécessairement bornés tels que A
est auto-adjoint, B est symétrique avec B~' € B(H) (i.e. B est auto-adjoint) et T est
normal. Alors

ABCT= A=TB".

Démonstration. On a :

ABCT—= AcCTB™'
— B'T*Cc ACTB!
= B 'T Cc T*B™" (d’aprés Fuglede-Putnam).
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Ces inclusions au dessus, nous aident & montrer que 7T'B~! est normal. Puisque A est

auto-adjoint avec A C T B~!, alors
A=TB"
La preuve est terminée. 0

Corollaire 4.2.6. Soient A, B, T trois opérateurs tels que A est normal, B est borné et

auto-adjoint et T est auto-adjoint. Alors
T CAB =T = AB.

Démonstration. Pour la preuve, on va suivre le méme raisonnement des preuves antécé-

dentes. Montrons que AB est normal. Tout d’abord AB est fermé de plus

T CAB= BA*"C (AB)"CT C AB
donc

BA C A*B  (d’aprés Fuglede-Putnam).
avec ces inclusions et en utilisant le théoréme 5.1.3, on obtient

(AB)*AB = AB(AB)* = B*AA*
i.e. AB est normal. Puisque T est auto-adjoint, alors
T CAB=—T = AB.

La démonstrtion est achevée. O

Théoréme 4.2.3. Soient A, B et T des opérateurs non nécessairement bornés. On sup-
pose que B est normal, A est symétrique et inversible (par conéquent A est auto-adjoint)
et T est auto-adjoint. Alors

TCAB=—T=AB

Démonstration. Montrons que AB est normal. Tout d’abord, on a AB est fermé car A

est inversible et B est fermé, de plus
T CAB= B*"ACT CAB
= A'B*AAT ' Cc T c A 'ABA™
— A7'B*C BA™!
= A'BC B*A™! (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam)
= BAC AB”"
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par conséquent
(AB)*AB D B*BA* = (AB)*AB C A*B*B

car A est inversible est auto adjoint et aussi B*B est auto-adjoint. Donc
(AB)*AB = A’B*B
. De la méme maniére, on obtient
AB(AB)* = (AB)*AB = A’B*B

i.e. AB est normal. D’ou
TCAB = T = AB.

La preuve est terminée. O]

Théoréme 4.2.4. Soient T', A et B trois opérateurs tels que T et B sont auto-adjoint
avec B € B(H) et A est normal. Si BAC T, alors BA=T.

Démonstration. On a :

BACT = BACTCA'B
— BA* C AB (d’aprés le théoréme de Fuglede-Putnam)

Il est clair que l'opérateur BA est fermable et posséde un domaine dense. Montrons
maintenant que BA est normal.
En effet

* o * k% Ax * * * 2 A%
(BABA = (BA)*(BA)™ = A"B(A"B)* > A*"BBA > B AB,A > B?A*A

et comme les opérateurs B2, A*A et (BA")BA sont auto-adjoints avec B2 € B(H), alors
(BA)BA C A*AB?
Donc d’apreés le théoréeme de Dévinatz, on obtient légalité

(BA) BA = A"AB?
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d’autre part

BA(BA)* = (BA)*(BA)* = (A*B)*A*B > BAA*B > BABA

et de la méme maniére, on aura

(BA)*BA = BA(BA") = A*AB*.

donc BA est normal. et comme les opérateurs normaux sont symétriques maximaux, alors

BA=T
[l

Corollaire 4.2.7. Soient T, B et A trois opérateurs tels que T est normal et B est
symétrique avec B~ € B(H) (i.e. B est auto-adjoint) et A est auto-adjoint. Si T C BA,
alors A= B~1T.

Démonstration. On a :
T Cc BA= B™'T c A.

Donc d’apreés le théoréme précédent, on obtient
A=BT
O

Théoréme 4.2.5. Soient T', B et A trois opérateurs tels que T est auto-adjoint et B est
symétrique avec B~' € B(H) (i.e. B est auto-adjoint) et A* est un opérateur symétrique.

Si AB C T, alors TB™' = B-1T = A.
Démonstration. On a :

ABCT = ACTB!
— B ' TCcA*CA*=ACTB1=TB!,

et d’apres le théoréme 4.1.1, on obtient TB~! et B~1T sont normaux, et par conséquent

TB™' =BT = A,
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Théoréme 4.2.6. Soient T, B et A trois opérateurs tels que T et B sont auto-adjoints
avec B € B(H) et inversible et A* est un opérateur symétrique. Si BA C T, alors
BA=AB=T

Démonstration. On a :

BACT= ACB™'T
—= TB'CcA*C A" =AC BT =BT,
= BT C BABCTB.
et d’aprés le théoréme 4.1.1, on obtient T'B et BT = BT sont normaux et par conséqent

TB = BT = BAB

d’ou

]

Théoréme 4.2.7. Soient T', A et B trois opérateurs tels que A et B sont normaux avec
B € B(H) et T est unitaire. Si BA C TAB et TA est normal, alors AB et BA sont

normaux. De plus si A et T commutent, alors TAB est normal.
Démonstration. On a :
BACTAB = B*A"T* C A*B*
= B"TA C AB* (d’aprés le théoréme de Fugled Putnam)
— BA* C A"T"B.
Il est clair que AB, est fermé et on a :
(AB)*"AB D B*A* AB D B"A'T*"BA D B*BA*A

et comme les opérateurs (AB)*AB, B*B et A*A sont auto-adjoints avec B*B € B(H),
alors

(AB)"AB C A*AB*B,
et d’aprés le théoréme de Devinatz, on obtient 1’égalité
(AB)*"AB = A*AB*B.
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D’autre part
AB(AB)* D AB,B*A* = AB*BA* D B'T AB A* D B*"TT*BAA* = B"BAA*
~~ <~ ~~
par conséquent
AB(AB)* = AA*B*B
et puisque A est normal, alors

(AB)*AB = AB(AB)* = A"AB*B,

D’ou AB est normal.

Montrons maintenant que BA est normal.

En effet
(BA)*BA=A"B*(A*B")* D A*"B*BA D B*A"T*"BA D B*BA*A,
1.e.
(BA)BA = A"AB'B
de plus

BA(BA)" D BAA*B* = BA*"AB* D BA*B*TA D BB*A"T"TA= BB*A*A
<~ —

par conséquent

BA(BA)* = A*ABB*

et comme B est normal, on obtient

(BA)'BA = BA(BA)* = A*"AB*B.

D’ott BA est normal.
Montrons maintenant que T AB est normal.
On a tout d’abord T AB est fermé car T est inversible et AB est fermé et A et T

commutent nous donnent :

TACAT = TA* C A*T (d’aprés le théoréeme de Fuglede-Putnam)
— T*A C AT* (par passage aux adjoints)

— T"A* C A*T* (d’apreés le théoréme de Fuglede-Putnam),
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en effet
(TAB)'TAB D B*A*T*TAB = B*A* AB, D B"A"T*"BA D B*BA*A
~~~ ~——
et d’aprés Devinatz, on obtient
(TAB)*'TAB = A*AB*B.
et aussi
TAB(TAB)* DT AB B*A*T* D TT*BAB*A*T* = BAB* A*T* D BB*TAA*T*
~—~ ~~ S~
TAB(TAB)" D BB*T AT* A* D BB*TT*AA* = BB*AA™,
et puisque A et B sont normaux, on obtient
(TAB)*'TAB =TAB(TAB)* = A"AB*B.
D’ou T AB est normal. O

Remarque 4.2.2. Dans le théoréeme précédent, I’hypotése A et T' commutent, nous donne

aussi la normalité de AB et BA, c’est grace au théoréme 4.1.1.

4.3 Conjecture

Malheureusement si nous échangeons les conditions imposées sur les opérateurs A et
B dans le corollaire 4.2.6, alors nous n’avons pas jusqu’ici trouver une réponse. En effet,
nous avons besoin d’une version du théoréme de Fuglede Putnam qui n’est Pas disponible
maintenant et a 'aide de la disposition de Fuglede lui-méme, nous avons choisi de ne
pas inclure la preuve dans ce travail. Suite & notre travail, on propose cette conjecture

suivante :

Conjecture 4.3.1. Soit A un opérateur (s’il est nécessaire qu’il soit fermé et son domaine
dense) et soit B € B(H) et normal. Alors

BA C AB* = B*A C AB.
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