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Abstract : In this article, by algebraic and geometrical techniques, I give
a proof to the famous conjecture of Ulam [10] on the (-1)-reconstruction of
the symmetric graphs with at least 3 elements conjectured in 1942, although
was published only in 1960.

Résumé : Dans cet article, par des techniques algébriques et géométriques, je
donne une preuve a la célébre conjecture d’Ulam [10] sur la (-1)-reconstruction
des graphes symétriques a au moins 3 éléments conjecturé en 1942, quoique
n’a été publié que en 1960 .
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Introduction

En 1977, Stockmeyer [9] a infirmé la conjecture Ulam-Kelly [10] et [4] sur
la (-1)-reconstruction des tournois. Toutefois la (-1)-reconstruction a été dé-
montré dans d’autre cas : citons par exemple la (-1)-reconstruction des arbres
démontré par PJ Kelly [4] et la (-1 )-reconstruction des tournois non forte-
ment connexes [3| démontré par F.Harary et E Palmer (voir aussi [6] et [7]).
D’autres travaux remarquables et plus récents ont introduit 1'algébre dans la
reconstruction des graphiques [5] (voir aussi [1] ). Parmi les auteurs qui ont
utilisé les outils algébriques, je cite M. Pouzet et N M. Thiéry [2].

Dans cette article, par des techniques algébriques et géométriques, je donne
une preuve a la célébre conjecture d’Ulam sur la (-1)-reconstruction des
graphes symétriques & au moins 3 éléments conjecturé en 1942, quoique n’a

été publié que en 1960 [10].
1 La preuve de la conjecture d’Ulam

Théoréme 1.1 (Conjecture d’Ulam [10]) Soient G et H deuz graphes
symétriques sur une méme base E de cardinal n au moins égal a 3.
Si G et H sont (-1)-hypomorphes (c’est & dire isomorphes sur toute partie a

n — 1 éléments), alors G et H sont isomorphes .

Proposition 1.1 5S¢ G et H sont deux Graphes symétriques sur une base E
de cardinal n > 3 et de matrices respectives M et N et (-1)-hypomorphes
alors il existe une matrice A telle que : N = AMA® et M = AINA si M et
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N sont dans un voinage V(I,,) de I, pour la norme ||X|| = sup{|x;;|,i # j}
st X = (x; ) sur My, (R)

Preuve :

Posons M = (m; ;) , N = (n;;), O, la matrice nulle, I,, la matrice identité,
la matrice M; est obtenue a partir de M en changeant m;; et m;; par 0 et
en multipliant my par 2=} si k # [ et {k,l} N {i} = 0 sinon on multiplie
My par 1 si k # 1.

L; est la matrice obtenue a partir de [, en changeant la colonne i par le
vecteur nul.

Si o est la matrice d’une permutation p; sur E\{e;} ou E = {ey,...,e,}, on
définit o la matrice de la permutation p prolongeant p; sur E. Et on pose
o =0

On définit I'opérateur A; par : A;M = O, Si M posséde une colonne nulle
C; avec j # 1, Sinon A;M = M

On définit Vopérateur A! par : MA! = O,, Si M posséde une ligne nulle L;
avec j # i, Sinon MAL = M

Dans la suite M et N sont les matrices réelles des graphes G et H .

1
R T

1
N:;(n—l)Ni
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1
N = L;N;L!
2 Gy LML

i

1
N = LiM;Lio?
2

Donc

<Z aiLZAi) (Z AL f) => .- i -oiLiM;Ljo§ = N

Z)j
i=j

Eton a:

(o)

De méme on a :

(o) v[gana) -

Posons :

Et

ZAZLZ i=B

Alors N = AMA M = BNB. B' = A B— A et (D) — AD
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Avec A et B sont deux opérateurs sur M, (R)
Or A et B sont linéaires au voisinage V(I,,) de I, pour la norme ||X| =
sup{lzi;l,i # j} si X = (z;5) sur M,,(R)

Donc ils sont solutions de I’équation différentielle :
DrU=U

Sa résolution montre qu’ il existe A et B de M, (R) telles que AX = AX et
BX = BX, VX € V(I,) N M,(R)
Et finalement on a : N = AMA" et M = A'NA; VM, N € V(I,,) N M, (R)

Proposition 1.2 Si M = BNB', N = AM A" avec det(N) # 0 et (AB)" =
AB alors AB = 1,.

Preuve :

Si M = BNB', N = AM A", alors par récurrence on a: N = (AB)"N((AB)")"
VreN

Posons X=AB.

Onaalors: N=X"NX", Vr e N

Mais comme det(N) # 0, alors det(X) # 0 . Et comme X est symétrique,
alors X = P'DP avec D diagonale et P orthogonale.

Donc N = P D"PNP!D"P, Vr € N

En posant N = (n;;), de I'égalité ci-dessus, on déduit que :

Nij = D ko Piik ks (M5 ARy ), V1 € N, avec pjjr k, € R* (les Ay, sont des

valeurs propres de la matrice D).
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On en déduit que Vk, Ay, = 1 et n;j = > 4 1 Dijik ke (A5, ARy ) VY € R, et par
suite : N = X"NX", Vr € R avec XN = NX et In(X)N = Nin(X)
Soit 1 Papplication définie par :
v i R = M, (R)

r = N—-X"NX"
Comme ¢(r) =0 Vr € Ret In(X)N = Nin(X) alors % = 2In(X)X"NX" =
—2Nin(X) = O,
Donc In(X) = O,, soit X = I, (o In(X) est le logarithme de X ).
Preuve du Théoréme 1.1 :
On peut choisir G et H de la fagon suivante : M = (m, ;) telle que m;; =1
et m;; =m;,; € {0,€e} ot € € R* pour que det(M) # 0.
N = (n;;) telle que n;; = 1 et n;; = n;; € {0,e} ot € € R* pour que
det(N) # 0.
Ceci est possible par continuité de I'application déterminant et du fait que
det(l,) #0 .
D’aprés la proposition 1.1 il existe une matrice A telle que : N = AMA! et
M = A'N A si € est petit (car M et N seront dans un voisinage V(I,,)NM,,(R)
de I,) , et de la proposition 1.2 on a AA* = I,,, il en résulte que G et H sont

isomorphes.

Conclusion

Pour parvenir a la preuve de cette célébre conjecture d’Ulam sur la (-1)-

reconstruction des graphes symétriques finis & au moins 3 éléments, conjec-
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turée en 1942, quoique n’a été publiée que en 1960, il m’a fallu utiliser de
I’algebre et de la géométrie différentielle. Pour le cas des graphes infinis, je

renvoie le lecteur & ma prépublication [8]
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