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"Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem" (Ockam,
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"Dios no juega a los dados con el Universo” (Einstein, Albert)
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Abstract

En este articulo se propone y demuestra una féormula exacta para la
funcion contadora de nimeros primos menores o iguales que un nimero
dado. Como corolarios de esta prueba, se establece una relaciéon con la
funciéon zeta de Riemann, y se demuestran varias conjeturas y teoremas
clasicos de la teoria de ntimeros.
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1 Principio de inclusién-exclusién aplicado a la
funcién contadora de primos 7(n)

Los niimeros compuestos menores o iguales que n pueden hallarse mediante la
aplicacién directa del principio de inclusién-exclusién de la siguiente forma:

e Si quisieramos hallar los compuestos menores o iguales que n, y ppy1 >
/T > pm, entonces todo compuesto menor o igual que n tiene un divisor
primo menor o igual que p,,. Por tanto, serd miltiplo de 2, miltiplo de
3,..., o multiplo finalmente de p,,.

e Consideramos entonces:

IN
8
IN

Ay = {Ndmeros compuestos miltiplos de 2} = {2z : 2 21, Por tanto,

[ Avf=[3] -1

IN
&
IN

Ay = {Ndmeros compuestos miltiplosde 3} = {3z : 3 21, Por tanto,

| Az |= | 5] - L

IN

Az = {Ndmeros compuestos miltiplosde5} = {53: 5 <z g} Por tanto,

| As |= 5] - 1.

A, = {Ndmeros compuestos miltiplos de py, } = {pmx Cpm < x < 1%} Por

tanto, | Ay, |= ;-] — 1.

El nimero de compuestos menores o iguales que n sera exactamente | Ay U Ay U
As...UA, |

El principio de inclusion-exclusion nos da una solucion exacta para obtener | AU
A3UA;5...UA, . |. En concreto,

Pm
|A1UA2UA3...UAP7” :Z|AZ|— Z |Ai1 ﬂAiz |+
=1 1<i1<i2<pm
o (—D)F 3 | Ay N NAsy |+ (D)™ AN 4NN A4, |

1<i1 <. <ik<pm

Empezando por el altimo término, es facil ver que, sustituyendo,

n
‘ 1 2 Pm ‘ I_Hl pmJ



Los dos términos inmediatamente anteriores son:

n
| A1 ﬂAQm...mApm71 ‘: LWJ
1 Pm
| AN Ay N Ay, |= | = |
e T

Si sumamos los términos,

| AiNAsnN..NA,, |+|AiNAsn.NA, | |+]4NAN.NA, |=

) L]+ L

H;ﬂ Pm 1 Pm H;n Pm

=1 ]

Es facil ver que, si tomamos HT Py como denominador comun,
|AiNAsN..NA, |+]AiNAn.NA4, | |+]|4AN4AnN.NA4, |=
[V pm
Sacando factor comin n,

|AiNAsN..NA,, |+]AiNAn.NA4, |+]4ANA3N..NA4, |=

[T} pm
Si hicieramos lo mismo para todos los términos | A1 N...NA, NA,42N...NA,, |

2 . m . L,
y los sumaramos a los anteriores tomando [[;" p, como denominador comun y
sacando factor comun n, tendriamos que:

| AiNAsN...NA, |+ | AiNAsn..NA, |+ | A1NNANA, 0N NA, | |=

_ <n<1+plnﬁ%+...+pm)> n<1+l_([72nj’1”pm)>
1 Pm 1 Pm

Es facil comprobar que si siguiéramos el mismo proceso para todos los términos
|Ain..NA, NAppsN...NA, | ylos sumaramos a los anteriores tomando
11" pm como denominador comun y sacando factor comtn n, tendriamos que:

| A NAyN Ny, |+ ANAyn . NA,, |+ ANAsn..NA,, |+..

e AN L NA N AN NA, [t | AN NA N A 3N NA,, |=

o (L ) + (5 Prpm1)
< I pm )




Por otro lado, si hacemos este proceso con los primeros términos » +7 | A4; |,

tenemos que:

Z|A|_<LJ—1) (H 1)+...+(L;nj—1>

Z\A =5 +L I+ +Lp | =7 (Vn)

m

Si tomamos [[}" pm como denominador comin, y sacando factor coman n, ten-
emos que:

Pm

SN S R

Operando del mismo modo con el resto de intersecciones >, ; - _; <, |

A, N...NA4;, |,y aplicando (—l)kJrl a cada término, obtenemos finalmente que:

| AJUAyUAs. UA, |=

()" (14 (7 ) + (5 1) o (T, T2
Hl Pm

DATREN

= Ln
Y por tanto,
m(n) =

(=)™ (14 (7 P) + (55 Prpnr) 4+ (S0, T2
I pm

= |n—n

) J#m (V) =1

Puede observarse que la expresion

(=)™ (14 (27 pr) + (S Propm1) + o+ (X T2 )
[\ pm :

In—n

=m(n) — 7 (vn) +1

No es otra que la conocida férmula de Legendre para la funcién contadora de pri-
mos, que puede expresarse como

mn)—m (Vo) +1=In]— Y [Z]+ > [ )-..

7 pipj
pi<yV/n pi<p;<Vn J




2 Foérmula exacta para la funcién contadora de
primos 7(n)
Seam = 7 (y/n). Entonces, puede establecerse que

m(n) =

() (80 (330 o (2 e

DEMOSTRACION.
La expresién propuesta también se puede reordenar del siguiente modo:

w(n) =

1 1/1 2/1 pm_2—1( 1 pm_1—1<1))))>
=n-n|{-+s(s+5(c+-+ + — +7 (vn)—1
I' (2 2 (3 3 (5 Pm—2 Pm—1 Pm—1 Pm J ( )

Empezando desde el altimo término, se puede ver que
s Go))-
Pm—-1 Pm—1 Pm

_ ( 1 +pm—1_1> :p77L+pm—1_1
Pm—1 Pm—1Pm Pm—1Pm

Acumulando el resultado con el término anterior, y desarrollando,
< 1 +pm—2_1 ( 1 +pm—1_1 (1)>>:
Pm—2 Pm—2 Pm—1 Pm—1 Pm

< 1 +pm—21<pm+pm—11)>_
Pm—2 Pm—2 Pm—1Pm

_ 1 + Pm—2Pm +pm72pm71 —Pm—-2 —Pm — Pm-1 +1 _
Pm—2 Pm—2Pm—1Pm

_ (pm—lpm +pm—2pm +pm—2pm—1 —Pm—-2 — Pm — Pm-1 + 1>
Pm—2Pm—1Pm



Acumulando el resultado con el término anterior, y desarrollando,
1 +pm73_1 < 1 +pm72_1 ( 1 _"_pﬂ%fl_1 (1))>:
Pm-3 Pm—3 Pm—2 Pm—2 Pm—1 Pm—1 DPm

1 Pm-3 — 1 (pm—lpm +pm—2pm +pm—2pm—1 —Pm—-2 —DPm — Pm-—1 + 1)

= +
Pm—3 Pm—3 Pm—2Pm—1Pm

_ Pm—2Pm—1Pm + Pm—3Pm—1Pm + Pm—3Pm—2Pm + Pm—3DPm—2Pm—1 — Pm—3Pm—2—
Pm—3Pm—2Pm—1Pm

—Pm—3Pm — Pm—3Pm—1 +pm—3 — Pm—1Pm — Pm—2Pm — Pm—2Pm—1 +pm—2 +pm +pm—1 -1

Pm—3Pm—2Pm—1Pm

Puede observarse que, siendo p,,_; el primer primo de la sucesién, todas las
combinaciones de primos distintos tales que el ntmero de factores sea de la
misma paridad que k se expresan sumando, mientras que las combinaciones de
paridad distinta a la de k restan. El elemento “1” se suma para k par, y se resta
para k impar.

Por tanto, continuando el desarrollo del mismo modo, podemos llegar a una
férmula general, que es:

w(n) =

()" (14 (7 p) + (5 Prpar) 4 (S0, T2
I} pm

)) J+7 (vVn)—1

= |n—n

Puede verse que la féormula obtenida a partir de la aplicacion del principio de
inclusion-exclusion es la misma que la obtenida a partir de la férmula propuesta.
Por tanto, la formula propuesta y la obtenida a partir de la aplicacién del princi-
pio de inclusién-exclusion son equivalentes, lo que que concluye la demostracion.



3 Relacién con el teorema de los niimeros primos

Puede verse que
1 1/1 2/1 pm2—1( 1 pm1—1<1>>>>)
—+=(z+z(=+...+ + — =
(2 2 (3 3 (5 Pm—2 Pm—1 Pm—1 Pm

eI

p<yv/n

Esta igualdad puede verse mas claramente con la siguiente transformacion:
1 1/1 2/1 pmz—l( 1 pm1—1< 1 >)>>)
stslstslot+ + + — =
(2 2 (3 3 (5 Pm—2 Pm—1 Pm—1 Pm
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=(=+[1-2)(z+(1-3)[z+-+[1- +(1- —
<2 < 2> <3 < 3> (5 ( pm—2> <pm—1 ( pm—1> (pm>)>)>

Por ejemplo, si tomamos m = 2, y desarrollamos el producto

1 1 1 1 11
1-2)(1-2)=1-2—-242Z
(1-3)(5) =153+

Y lo comparamos con

Vemos que

1 1 1 1 11
=1-(1-=)(1l-<2)==4+=—-==
2 3 2 3 23
Por tanto, podemos establecer que la formula exacta para la funciéon contadora
de primos es:

m(n) =
=n-n|1-]] (1—;) J+7(vn) -1
p<v



Por otro lado, el tercer teorema de Mertens establece que
lim log (n) H 1-— A e 7
n—oo p
p<n
También puede expresarse como
H (1 1) eV +o(l)
H5) ™ o)

En 1983, Guy Robin demostré que la diferencia

log (n) [ (1 - ;) —e 7

p<n

Cambia infinitas veces de signo. Asi pues,

11 (1_1) _eo(l) _ 27 Ho(l) _

e p log (v/n) log (n)
1 (2e77 —1=x0(1))
og(n) * log(n)
Y por tanto,
w(n) =
_ 1 (277 —=1+0(1)) B
- Ln—n(l— (10g(n) P2 ))J—Hr(\/ﬁ) 1=
R Ty
B n n(2e77 —1+o0(1))
“lem T g TV



4 Aplicaciones de la féormula obtenida

En las siguientes secciones se trabajara con la expresion obtenida para 7 (n) para
acotar el minimo valor de k que verifique que

an+k)—m(n)>1

4.1 Minimo valor de k para el caso p? <n<n-+k<p?

Puede observarse que, sip2, < n < n+k < p2,_,, entonces

m(n+k)=

1
=|(n+k)—(n+k) ((1—pgﬁ<1—p>))J+ﬂ(\/ﬁ)—l

Haciendo la diferencia con 7(n),

mn+k)—7(n)=

(ol

Cancelando términos, nos queda que:

mn+k)—7(n)=



Minimizando 7 (n+k) es claro que

((n+k) — (n+k) ((1— 11 (1—;>))j >
>(n+k)—(n+k) ((1—

Y maximizando 7 (n), es claro que

g

IN
B
N\
—
|
D=
N———
N———
N———
|
—

Por tanto, podemos afirmar que

mn+k)—m(n) >

el )
(b))

Cancelando términos, nos queda que:

m(n+k)—m(n) >

ol men)

Entonces, para acotar el minimo valor de k que verifique que

mn+k)—7(n)>1
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Podemos intentar establecer para qué valor de k se verifica que:

k—k 1—H<1—1> —1>1
P

p<V/n
Operando,
kok|[1- (1_1> =
p<v/n p
k(11— 11_[(11) > 2
p<v/n b
2
k>
1= (- Thewe (1-3)))
2
k>
Hpéﬁ(l_%)
Como

AN e 7+o(l) _ 2¢e 7 +o0(1)
pgﬁ <1 p) log (v/n) log (n)

Entonces, reemplazando,

2
k= 2e~710(1)

log(n)

log (n)
T e v+o(1)

Parece que podria afirmarse que, para todon € N

N log (n)

e~ +o0(l)

11



Sin embargo, no lo podemos asegurar, ya que no conocemos el valor exacto de
e~7 +0(1), que por definicién es variable. Este valor se puede acotar con otro
método; sabemos que

1
P
de k& minimo) tenemos que hallar el valor minimo de la expresion 7(n) —7 (v/n)+
1

Para hallar el valor maximo (1 = Hpé N (1 — )) (valor que maximiza el valor

Aplicando el Teorema de los Numeros Primos, y en concreto las cotas no asintoti-
cas establecidas por Pierre Dusart, puede establecerse que:

log (n) + 2 <mn) < log (n) — 4

Para n > 55. Por tanto, el valor minimo de la expresion m(n) — 7 (v/n) + 1 es

— T n " - \/E
m(n) = m (Vi) +1> e <log(x/ﬁ) —4> !

Y por tanto,

oonfi- 11 <1zl>> J>10g(§>+2(10g<¢@)_4>+1

12



Por tanto, para hallar el valor maximo de (1 — Hp<\/ﬁ (1 - %)) , debemos
asumir que

non 1‘p<Hﬁ<1‘;> > g3 (1og(ﬁ>4)+1

B

Vi 2y
log (vi) — 4~ log (n) —

Operando,

o N
1— (1 . 1) < n log(n)+2 + log(n)—8 1

n

1 1 2 1
1‘p<Hﬁ<1‘p> g2 Qg 8 va n

Reemplazando en la inecuacién que habiamos hallado para hallar el valor min-
imo de k, tenemos que

k> 2
1 2 1
L- (]‘ ~ Tog(n)+2 + (log(n)—8)v/n 5)
k 2 1 1 2 2
S S S E—
log(n)+2 n (log(n)—8)v/n

Se puede verificar que, para 72 < n < €8, y paran > 4634,

1 1 2

2
— — e — > [R—
log (n) + 2 T (log (n) —8)v/n = /n
Por tanto, reemplazando,
kE>/n

Y en consecuencia, para 72 < n < €8 y paran > 4634, si p?, <n <n+k <
2
pm+17

7(n++vn)—m(n) >1

13



De hecho, se verifica que

2

11 = log" (n)
log(n)+2 n (log(n)—8)v/n

Con

10g T T - P
7T ogmz T Goloa(ny) v

log (log (n))

E =

k > log® (n)
Y en consecuencia, paran > 55, si p2, <n < nt+k < pf,H_l,
m(n+log® (n)) —7w(n) > 1

Es interesante observar que € < 2 para 8 < n < 4110, y para n > 4601, y por
tanto para estos casos,

m(n+log? (n)) —m (n) > 1

14



4.2 Minimo valor de k para el caso p2, <n <p? ., <n+k

En este caso,

mn+ k)=

(48— (n+B) ((1 (Hf(ljg)) <1pml+l>))J 0

Haciendo la diferencia con mw(n),

= (L<n+k)—(n+k) ((1‘ (pgﬁ(l—p)
- (Ln—”((l_pgﬁ(l_P)) J”M)_1>

Cancelando términos, nos queda que:

mn+k)—7(n)=

wen-wen((1-(IL0-1)) (-2 )
~{(-me-5)-)

Minimizando 7w (n+k) es claro que

()2

A




Y maximizando 7 (n), es claro que

(e me -
{(m)

Por tanto, podemos afirmar que

m(n+k)—m(n) >

ool (me-2)-2))
F(Ene)

Cancelando términos, nos queda que:

mn+k)—m(n)>

(- () )+ () ()

Entonces, para acotar el minimo valor de k que verifique que

mn+k)—7m(n)>1

Podemos intentar establecer para qué valor de k se verifica que:

(o) e (D) 62)) -

Operando como en la subsecciéon anterior,

k> 1+n((npﬁx/ﬁ 1‘%)) (pmlﬂ))

0 [ (=3) (- 525))




Como

AN e 7+o(1) _ 2e 7 +0(1)
pis (1-3) = T e

Entonces, reemplazando y operando,

2e” "+o(1) 1
K e () (75)

>
- (26_’Yio(1)> (1_ 1 )
log(n) Pm41

n )

k> ! + (p”“
C [ ey
IOg(") Pm+1 Pm+1

1 <pm7,l+1>
>
k2 (26*'H:o(1)> (pm+1*1) * (pmﬂfl)
log(n) Pm+1 Pm+1

1

k= (2e—vio(1>) (pm+1—1) - ((pm::— 1))

log(n) Pmt1

Como
n

(Pmy1—1) <vn

Entonces podemos asumir que

k> !
— [ 2e~7+0(1) Pm+1—1
( log(n) ) ( Pm+1 )

log (n) (Pmy1)
2 @ to) =1 V"

+vn

Parece que podria afirmarse que, para todon € N

log (n) (Pm+1)
V1> 5o £ 0(1) (gt — 1)

Sin embargo, no lo podemos asegurar, ya que no conocemos el valor exacto

de 2e77 £ 0(1), que por definicién es variable. Este valor se puede acotar
recurriendo al mismo método empleado en la subseccién anterior.
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Cuanto mas pequenio sea el valor de la expresion ((Hpéx/ﬁ (1 - %)) (1 - )),

Pm+1
mayor serd el valor de k, por lo que tenemos que hallar el valor minimo de
esta expresion. Esta expresion se minimiza cuanto mas pequeno sea el valor

de la expresion [[ . = (1 - %) Este valor es minimo cuando la expresién

w(n) — m (v/n) + 1 es minima.

Conforme al desarrollo de la subsecciéon anterior,

non 1‘pgﬂﬁ<1‘;> >1og(2>+2—(10g<}/§)_4)+1

vnoo 2n
log (yn)—4 log(n)—8

Operando,

pl_\l/a (1 - ;zla) > 10g(:L) nohe ((IOg (n){ S)ﬁ) +%

Reemplazando en la inecuacién que habiamos hallado para hallar el valor min-
imo de k, tenemos que

kz Pm+1 +\/ﬁ
(s~ (i) ) O
Tog(n)+2 (log(n)=8)y/n ) " n ) \Wm+

Como se ha sefialado en la subseccién anterior, se puede verificar que, para 72 <
n < ed, y para n > 4634,

1 1 2
77—>

2
log (n) + 2 D (log (n) —8)v/n ~ /n
Por tanto, reemplazando,

Pm+1
e EATTRAG

k> (\/ﬁ)pm—&-l +\/ﬁ

~ 2(Pm+1 — 1)
Como

(\/ﬁ) Pm+1
2(pmy1 — 1) <vn

18



Podemos asumir que
k> 2vn

Y en consecuencia, para 72 < n < €%, y para n > 4634, si p2, < n < pan <
n+k,

m(n+2y) — 7 (n) > 1

Uniendo la demostraciéon de esta subsecciéon con la de la subseccién anterior,
quedan establecidos nuevos intervalos méximos de distancia entre nimeros pri-
mos, y como corolarios se pueden demostrar numerosas conjeturas y teoremas
sobre la distribucién de los nimeros primos.

En la ultima seccién se expone tnicamente a modo ejemplificativo la demostracion
de la conjetura de Oppermann, de la que posteriormente se deducen facilmente
como corolarios la demostracion de las conjeturas de Legendre, Brocard y An-
drica.
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5 Corolarios

5.1 Primer corolario: Demostraciéon de la conjetura de
Oppermann

La conjetura de Oppermann puede enunciarse como:

Vn > 1€ N,3P,,P,/n* —n< P, <n?> < P, <n’+4n

Puede comprobarse facilmente que la conjetura se cumple para n < 72 y para
e® < n < 4634.

Es claro que si p?, < n?, entonces necesariamente p2, < n? +n < pan. Por
tanto, en este caso p2, < n? <n?+n < pfnﬂ, y podemos establecer que existe
un primo entre n?2 y n? 4+ n, y por tanto queda demostrada la conjetura de
Oppermann para el caso n? + n.

En cambio, en el segundo caso puede suceder tanto que p?, < n? —n < n? <

2 2 2 2 _ 2
Diy1, COMO que py, | < n* —n < pp =n°.

En el primer subcaso, como sucede con n? + n, podemos afirmar que existe
un primo entre n2 — n y n?, y por tanto queda demostrada la conjetura de
Oppermann para este subcaso concreto.

En el segundo subcaso, es claro que si p2, = n?, entonces existe un primo entre
n?*—nyn?—n+(vn2—n),yaquep?,_; <n’—n<n®—n+(vn2—n) <p.
Asi pues, podemos establecer que existe un primo entre n®—n y n2, y por tanto
queda demostrada la conjetura de Oppermann para este subcaso concreto.

En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Oppermann en su totalidad.

5.2 Segundo corolario: Demostracién de la conjetura de
Legendre

La conjetura de Legnedre establece que, para cada ntumero natural, existe al
menos un nimero primo tal que n? < p < (n + 1)%.

Como (n+1)% = n?+2n+1, y conforme a la conjetura de Opperman demostrada
como primer corolario,

n? < P,<n?®+n<P,<(n+l)?

20



En consecuencia,
n? < P, < Py < (n+1)?

Asi pues, queda demostrada la conjetura de Legendre.

5.3 Tercer corolario: demostracién de la conjetura de Bro-
card

La conjetura de Brocard sugiere que, si p, ¥ pn+1 son dos nimeros primos
consecutivos mayores que dos, entonces entre p2 and p2 41 existen al menos
cuatro nimeros primos.

Conforme al enunciado de la conjetura,

2 < pp < Pnt1

Como la distancia minima entre nimeros primos impares es de dos, podemos
establecer que:
Pn < M < Pn+1

Donde M es un ntimero natural entre p,, and p,+1. En consecuencia,
pa < M? < piﬂ
Como M > p, + 1, y conforme a la conjetura de Oppermann demostrada,
pr < Py <p?:+p, <Py <M

De igual modo, como p, 11 > M + 1, y conforme a la conjetura de Oppermann
demostrada,
M*<P.<M*+M<Py<pi,,

Por tanto,
P2 <P, <P, <P.<Py<pr,,

En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Brocard.

5.4 Cuarto corolario: Demostraciéon de la conjetura de
Andrica

La conjetura de Andrica establece que, para cada par de primos consecutivos
prn, and py11, se verifica que /Dpyr1 — /P < 1
Conforme a la conjetura de Oppermann demostrada, la maxima distancia entre
Pn Y Pn+1 €8t

n4n+1<P,<(n+1?<ppi <n’+3n+1

Es facilmente verificable que, para Vn € N:

Vn2+3n+1—yn2+n+1<1
Como n2+3n+1an-s-hyPnZ”Q"i‘”"‘l: entonces \/]T-H_\/m< 1
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En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Andrica.
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