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Abstract

En este artículo se propone y demuestra una fórmula exacta para la

función contadora de números primos menores o iguales que un número

dado. Como corolarios de esta prueba, se establece una relación con la

función zeta de Riemann, y se demuestran varias conjeturas y teoremas

clásicos de la teoría de números.
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1 Principio de inclusión-exclusión aplicado a la

función contadora de primos π(n)

Los números compuestos menores o iguales que n pueden hallarse mediante la
aplicación directa del principio de inclusión-exclusión de la siguiente forma:

• Si quisieramos hallar los compuestos menores o iguales que n, y pm+1 ≥√
n ≥ pm, entonces todo compuesto menor o igual que n tiene un divisor

primo menor o igual que pm. Por tanto, será múltiplo de 2, múltiplo de
3,..., o múltiplo �nalmente de pm.

• Consideramos entonces:

A1 = {Números compuestosmúltiplos de 2} =
{

2x : 2 ≤ x ≤ n
2

}
. Por tanto,

| A1 |= bn2 c − 1.

A2 = {Números compuestosmúltiplos de 3} =
{

3x : 3 ≤ x ≤ n
3

}
. Por tanto,

| A2 |= bn3 c − 1.

A3 = {Números compuestosmúltiplos de 5} =
{

5x : 5 ≤ x ≤ n
5

}
. Por tanto,

| A3 |= bn5 c − 1. ...

Apm = {Números compuestosmúltiplos de pm} =
{
pmx : pm ≤ x ≤ n

pm

}
. Por

tanto, | Apm |= b npm c − 1.

El número de compuestos menores o iguales que n será exactamente | A1∪A2∪
A3... ∪Apm |.

El principio de inclusión-exclusión nos da una solución exacta para obtener | A1∪
A2∪A3...∪Apm |. En concreto,

| A1 ∪A2 ∪A3... ∪Apm |=
pm∑
i=1

| Ai | −
∑

1≤i1<i2≤pm

| Ai1 ∩Ai2 | +...

...+(−1)
k+1

∑
1≤i1<...<ik≤pm

| Ai1 ∩ ...∩Aik | +...+(−1)
m+1 | A1∩A2∩ ...∩Apm |

Empezando por el último término, es fácil ver que, sustituyendo,

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm |= b
n∏m
1 pm

c
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Los dos términos inmediatamente anteriores son:

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm−1 |= b
n∏m−1

1 pm
c

| A2 ∩A2 ∩ ... ∩Apm |= b
n∏m
2 pm

c

Si sumamos los términos,

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm | + | A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm−1
| + | A2 ∩A2 ∩ ... ∩Apm |=

= b n∏m
1 pm

c+ b n∏m−1
1 pm

c+ b n∏m
2 pm

c

Es fácil ver que, si tomamos
∏m

1 pm como denominador común,

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm | + | A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm−1 | + | A2 ∩A2 ∩ ... ∩Apm |=

=
n+ p1n+ pmn∏m

1 pm

Sacando factor común n,

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm | + | A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm−1 | + | A2 ∩A3 ∩ ... ∩Apm |=

=

(
n

(
1 + p1 + pm∏m

1 pm

))
Si hicieramos lo mismo para todos los términos | A1∩ ...∩An∩An+2∩ ...∩Apm |
y los sumáramos a los anteriores tomando

∏m
1 pm como denominador común y

sacando factor común n, tendríamos que:

| A1∩A2∩...∩Apm | + | A1∩A2∩...∩Apm−1
| +...+ | A1∩...∩An∩An+2∩...∩Apm |=

=

(
n

(
1 + p1 + p2 + ...+ pm∏m

1 pm

))
= n

(
1 + (

∑m
1 pm)∏m

1 pm

)
Es fácil comprobar que si siguiéramos el mismo proceso para todos los términos
| A1 ∩ ... ∩ An ∩ An+3 ∩ ... ∩ Apm | y los sumáramos a los anteriores tomando∏m

1 pm como denominador común y sacando factor común n, tendríamos que:

| A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm | + | A1 ∩A2 ∩ ... ∩Apm−1 | + | A2 ∩A3 ∩ ... ∩Apm | +...

...+ | A1 ∩ ...∩An ∩An+2 ∩ ...∩Apm | +...+ | A1 ∩ ...∩An ∩An+3 ∩ ...∩Apm |=

= n

(
1 + (

∑m
1 pm) + (

∑m
2 pmpm−1)∏m

1 pm

)
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Por otro lado, si hacemos este proceso con los primeros términos
∑pm
i=1 | Ai |,

tenemos que:

pm∑
i=1

| Ai |=
(
bn

2
c − 1

)
+
(
bn

3
c − 1

)
+ ...+

(
b n
pm
c − 1

)
pm∑
i=1

| Ai |= b
n

2
c+ bn

3
c+ ...+ b n

pm
c − π

(√
n
)

Si tomamos
∏m

1 pm como denominador común, y sacando factor común n, ten-
emos que:

pm∑
i=1

| Ai |= n

(
m∑
i=1

∏m
1 pm
pi

)
− π

(√
n
)

Operando del mismo modo con el resto de intersecciones
∑

1≤i1<...<ik≤pm |
Ai1 ∩ ...∩Aik |, y aplicando (−1)

k+1
a cada término, obtenemos �nalmente que:

| A1 ∪A2 ∪A3... ∪Apm |=

= bn

 (−1)
m+1

(
1 + (

∑m
1 pm) + (

∑m
2 pmpm−1) + ...+

(∑m
i=1

∏m
1 pm
pi

))
∏m

1 pm

c−π (√n)
Y por tanto,

π(n) =

= bn−n

 (−1)
m+1

(
1 + (

∑m
1 pm) + (

∑m
2 pmpm−1) + ...+

(∑m
i=1

∏m
1 pm
pi

))
∏m

1 pm

c+π (√n)−1

Puede observarse que la expresión

bn−n

 (−1)
m+1

(
1 + (

∑m
1 pm) + (

∑m
2 pmpm−1) + ...+

(∑m
i=1

∏m
1 pm
pi

))
∏m

1 pm

c =

= π(n)− π
(√
n
)

+ 1

No es otra que la conocida fórmula de Legendre para la función contadora de pri-
mos, que puede expresarse como

π(n)− π
(√
n
)

+ 1 = bnc −
∑

pi≤
√
n

b n
pi
c+

∑
pi<pj≤

√
n

b n

pipj
c − ...
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2 Fórmula exacta para la función contadora de

primos π(n)

Seam = π (
√
n). Entonces, puede establecerse que

π(n) =

= bn−n
((

1

2

)
+

(
1

2

1

3

)
+

(
1

2

2

3

1

5

)
+ ...+

(
1

2

2

3

4

5

6

7
...
pm−1 − 1

pm−1

1

pm

))
c+π

(√
n
)
−1

DEMOSTRACIÓN.

La expresión propuesta también se puede reordenar del siguiente modo:

π(n) =

= bn−n
(

1

2
+

1

2

(
1

3
+

2

3

(
1

5
+ ...+

pm−2 − 1

pm−2

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

)))))
c+π

(√
n
)
−1

Empezando desde el último término, se puede ver que(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

))
=

=

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1pm

)
=
pm + pm−1 − 1

pm−1pm

Acumulando el resultado con el término anterior, y desarrollando,(
1

pm−2
+
pm−2 − 1

pm−2

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

)))
=

=

(
1

pm−2
+
pm−2 − 1

pm−2

(
pm + pm−1 − 1

pm−1pm

))
=

=
1

pm−2
+
pm−2pm + pm−2pm−1 − pm−2 − pm − pm−1 + 1

pm−2pm−1pm
=

=

(
pm−1pm + pm−2pm + pm−2pm−1 − pm−2 − pm − pm−1 + 1

pm−2pm−1pm

)
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Acumulando el resultado con el término anterior, y desarrollando,

1

pm−3
+
pm−3 − 1

pm−3

(
1

pm−2
+
pm−2 − 1

pm−2

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

)))
=

=
1

pm−3
+
pm−3 − 1

pm−3

(
pm−1pm + pm−2pm + pm−2pm−1 − pm−2 − pm − pm−1 + 1

pm−2pm−1pm

)
=

=
pm−2pm−1pm + pm−3pm−1pm + pm−3pm−2pm + pm−3pm−2pm−1 − pm−3pm−2−

pm−3pm−2pm−1pm

−pm−3pm − pm−3pm−1 + pm−3 − pm−1pm − pm−2pm − pm−2pm−1 + pm−2 + pm + pm−1 − 1

pm−3pm−2pm−1pm

Puede observarse que, siendo pm−k el primer primo de la sucesión, todas las
combinaciones de primos distintos tales que el número de factores sea de la
misma paridad que k se expresan sumando, mientras que las combinaciones de
paridad distinta a la de k restan. El elemento �1� se suma para k par, y se resta
para k impar.

Por tanto, continuando el desarrollo del mismo modo, podemos llegar a una
fórmula general, que es:

π(n) =

= bn−n

 (−1)
m+1

(
1 + (

∑m
1 pm) + (

∑m
2 pmpm−1) + ...+

(∑m
i=1

∏m
1 pm
pi

))
∏m

1 pm

c+π (√n)−1

Puede verse que la fórmula obtenida a partir de la aplicación del principio de
inclusión-exclusión es la misma que la obtenida a partir de la fórmula propuesta.
Por tanto, la fórmula propuesta y la obtenida a partir de la aplicación del princi-
pio de inclusión-exclusión son equivalentes, lo que que concluye la demostración.
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3 Relación con el teorema de los números primos

Puede verse que(
1

2
+

1

2

(
1

3
+

2

3

(
1

5
+ ...+

pm−2 − 1

pm−2

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

)))))
=

= 1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)

Esta igualdad puede verse más claramente con la siguiente transformación:

(
1

2
+

1

2

(
1

3
+

2

3

(
1

5
+ ...+

pm−2 − 1

pm−2

(
1

pm−1
+
pm−1 − 1

pm−1

(
1

pm

)))))
=

=

(
1

2
+

(
1− 1

2

)(
1

3
+

(
1− 1

3

)(
1

5
+ ...+

(
1− 1

pm−2

)(
1

pm−1
+

(
1− 1

pm−1

)(
1

pm

)))))
Por ejemplo, si tomamosm = 2, y desarrollamos el producto(

1− 1

2

)(
1− 1

3

)
= 1− 1

3
− 1

2
+

1

2

1

3

Y lo comparamos con

1

2
+

(
1− 1

2

)(
1

3

)
=

1

2
+

1

3
− 1

2

1

3

Vemos que

1

2
+

(
1− 1

2

)(
1

3

)
=

1

2
+

1

3
− 1

2

1

3
=

= 1−
(

1− 1

2

)(
1− 1

3

)
=

1

2
+

1

3
− 1

2

1

3

Por tanto, podemos establecer que la fórmula exacta para la función contadora
de primos es:

π(n) =

= bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c+ π
(√
n
)
− 1
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Por otro lado, el tercer teorema de Mertens establece que

lim
n→∞

log (n)
∏
p≤n

(
1− 1

p

)
= e−γ

También puede expresarse como∏
p≤n

(
1− 1

p

)
=
e−γ + o (1)

log (n)

En 1983, Guy Robin demostró que la diferencia

log (n)
∏
p≤n

(
1− 1

p

)
− e−γ

Cambia in�nitas veces de signo. Así pues,∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
=
e−γ ± o (1)

log (
√
n)

=
2e−γ ± o (1)

log (n)
=

=
1

log (n)
+

(2e−γ − 1± o (1))

log (n)

Y por tanto,

π(n) =

= bn− n
(

1−
(

1

log (n)
+

(2e−γ − 1± o (1))

log (n)

))
c+ π

(√
n
)
− 1 =

= bn− n+
n

log (n)
+
n (2e−γ − 1± o (1))

log (n)
c+ π

(√
n
)
− 1 =

= b n

log (n)
+
n (2e−γ − 1± o (1))

log (n)
c+ π

(√
n
)
− 1
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4 Aplicaciones de la fórmula obtenida

En las siguientes secciones se trabajará con la expresión obtenida para π (n) para
acotar el mínimo valor de k que veri�que que

π(n+ k)− π (n) ≥ 1

4.1 Mínimo valor de k para el caso p2m ≤ n < n+ k < p2m+1

Puede observarse que, si p2m ≤ n < n+k < p2m+1, entonces

π(n+ k) =

= b(n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c+ π
(√
n
)
− 1

Haciendo la diferencia con π(n),

π(n+ k)− π (n) =

=

b(n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c+ π
(√
n
)
− 1

−

−

bn− n
1−

∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c+ π
(√
n
)
− 1


Cancelando términos, nos queda que:

π(n+ k)− π (n) =

= b(n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c−

−bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c
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Minimizando π(n+k) es claro que

b(n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c >

> (n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1

Ymaximizando π (n), es claro que

bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c ≤

≤ n− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
Por tanto, podemos a�rmar que

π(n+ k)− π (n) >

>

(n+ k)− (n+ k)

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1

−

−

n− n
1−

∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
Cancelando términos, nos queda que:

π(n+ k)− π (n) >

> k − k

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1

Entonces, para acotar el mínimo valor de k que veri�que que

π(n+ k)− π (n) ≥ 1
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Podemos intentar establecer para qué valor de k se veri�ca que:

k − k

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1 ≥ 1

Operando,

k − k

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) ≥ 2

k

1−

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) ≥ 2

k ≥ 2

1−
((

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)))

k ≥ 2∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
Como ∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

)
=
e−γ ± o (1)

log (
√
n)

=
2e−γ ± o (1)

log (n)

Entonces, reemplazando,

k ≥ 2
2e−γ±o(1)

log(n)

k ≥ log (n)

e−γ ± o (1)

Parece que podría a�rmarse que, para todo n ∈ N

√
n >

log (n)

e−γ ± o (1)
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Sin embargo, no lo podemos asegurar, ya que no conocemos el valor exacto de
e−γ ± o (1), que por de�nición es variable. Este valor se puede acotar con otro
método; sabemos que

bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c =

= π(n)− π
(√
n
)

+ 1

Para hallar el valor máximo
(

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

))
(valor que maximiza el valor

de k mínimo) tenemos que hallar el valor mínimo de la expresión π(n)−π (
√
n)+

1

Aplicando el Teorema de los Números Primos, y en concreto las cotas no asintóti-
cas establecidas por Pierre Dusart, puede establecerse que:

n

log (n) + 2
< π(n) <

n

log (n)− 4

Para n ≥ 55. Por tanto, el valor mínimo de la expresión π(n) − π (
√
n) + 1 es

π(n)− π
(√
n
)

+ 1 >
n

log (n) + 2
−
( √

n

log (
√
n)− 4

)
+ 1

Y por tanto,

bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c > n

log (n) + 2
−
( √

n

log (
√
n)− 4

)
+ 1

La expresión
(

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

))
queda optimizada cuando

bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c =

= n− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
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Por tanto, para hallar el valor máximo de
(

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

))
, debemos

asumir que

n− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) >
n

log (n) + 2
−
( √

n

log (
√
n)− 4

)
+ 1

√
n

log (
√
n)− 4

=
2
√
n

log (n)− 8

Operando, 1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) <
n− n

log(n)+2 + 2
√
n

log(n)−8 − 1

n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) < 1− 1

log (n) + 2
+

2

(log (n)− 8)
√
n
− 1

n

Reemplazando en la inecuación que habíamos hallado para hallar el valor mín-
imo de k, tenemos que

k ≥ 2

1−
(

1− 1
log(n)+2 + 2

(log(n)−8)
√
n
− 1

n

)

k ≥ 2
1

log(n)+2 + 1
n −

2
(log(n)−8)

√
n

Se puede veri�car que, para 72 ≤ n ≤ e8, y para n ≥ 4634,

1

log (n) + 2
+

1

n
− 2

(log (n)− 8)
√
n
>

2√
n

Por tanto, reemplazando,

k ≥
√
n

Y en consecuencia, para 72 ≤ n ≤ e8, y para n ≥ 4634, si p2m ≤ n < n + k <
p2m+1,

π(n+
√
n)− π (n) ≥ 1
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De hecho, se veri�ca que

2
1

log(n)+2 + 1
n −

2
(log(n)−8)

√
n

= logε (n)

Con

ε =

log

(
2

1
n+ 1

log(n)+2
+ 2

(8−log(n))
√
n

)
log (log (n))

k ≥ logε (n)

Y en consecuencia, para n ≥ 55, si p2m ≤ n < n+k < p2m+1,

π(n+ logε (n))− π (n) ≥ 1

Es interesante observar que ε < 2 para 8 ≤ n ≤ 4110, y para n ≥ 4601, y por
tanto para estos casos,

π(n+ log2 (n))− π (n) > 1
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4.2 Mínimo valor de k para el caso p2m < n < p2m+1 ≤ n+ k

En este caso,

π(n+ k) =

= b(n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)c+ π
(√
n
)

Haciendo la diferencia con π(n),

π(n+ k)− π (n) =

=

b(n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)c+ π
(√
n
)−

−

bn− n
1−

∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c+ π
(√
n
)
− 1


Cancelando términos, nos queda que:

π(n+ k)− π (n) =

= b(n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)c−

−bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1

c
Minimizando π(n+k) es claro que

b(n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)c >

> (n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)− 1
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Ymaximizando π (n), es claro que

bn− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)c ≤

≤ n− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
Por tanto, podemos a�rmar que

π(n+ k)− π (n) >

>

(n+ k)− (n+ k)

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)− 1

−

−

n− n
1−

∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)− 1


Cancelando términos, nos queda que:

π(n+ k)− π (n) >

> k−k

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)−n
 ∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

)( 1

pm+1

)
Entonces, para acotar el mínimo valor de k que veri�que que

π(n+ k)− π (n) ≥ 1

Podemos intentar establecer para qué valor de k se veri�ca que:

k−k

1−

 ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)(1− 1

pm+1

)−n
 ∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

)( 1

pm+1

) ≥ 1

Operando como en la subsección anterior,

k ≥
1 + n

((∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

))(
1

pm+1

))
(

1−
(

1−
(∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

))(
1− 1

pm+1

)))

k ≥
1 + n

((∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

))(
1

pm+1

))
(∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

))(
1− 1

pm+1

)
16



Como ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
=
e−γ ± o (1)

log (
√
n)

=
2e−γ ± o (1)

log (n)

Entonces, reemplazando y operando,

k ≥
1 + n

(
2e−γ±o(1)

log(n)

)(
1

pm+1

)
(

2e−γ±o(1)
log(n)

)(
1− 1

pm+1

)

k ≥ 1(
2e−γ±o(1)

log(n)

)(
1− 1

pm+1

) +

(
n

pm+1

)
(

1− 1
pm+1

)

k ≥ 1(
2e−γ±o(1)

log(n)

)(
pm+1−1
pm+1

) +

(
n

pm+1

)
(
pm+1−1
pm+1

)

k ≥ 1(
2e−γ±o(1)

log(n)

)(
pm+1−1
pm+1

) +

(
n

(pm+1 − 1)

)

Como

n

(pm+1 − 1)
<
√
n

Entonces podemos asumir que

k ≥ 1(
2e−γ±o(1)

log(n)

)(
pm+1−1
pm+1

) +
√
n

k ≥ log (n) (pm+1)

(2e−γ ± o (1)) (pm+1 − 1)
+
√
n

Parece que podría a�rmarse que, para todo n ∈ N

√
n >

log (n) (pm+1)

(2e−γ ± o (1)) (pm+1 − 1)

Sin embargo, no lo podemos asegurar, ya que no conocemos el valor exacto
de 2e−γ ± o (1), que por de�nición es variable. Este valor se puede acotar
recurriendo al mismo método empleado en la subsección anterior.
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Cuanto más pequeño sea el valor de la expresión
((∏

p≤
√
n

(
1− 1

p

))(
1− 1

pm+1

))
,

mayor será el valor de k, por lo que tenemos que hallar el valor mínimo de
esta expresión. Esta expresión se minimiza cuanto más pequeño sea el valor

de la expresión
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
. Este valor es mínimo cuando la expresión

π(n)− π (
√
n) + 1 es mínima.

Conforme al desarrollo de la subsección anterior,

n− n

1−
∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

) >
n

log (n) + 2
−
( √

n

log (
√
n)− 4

)
+ 1

√
n

log (
√
n)− 4

=
2
√
n

log (n)− 8

Operando, ∏
p≤
√
n

(
1− 1

p

)
>

1

log (n) + 2
−
(

2

(log (n)− 8)
√
n

)
+

1

n

Reemplazando en la inecuación que habíamos hallado para hallar el valor mín-
imo de k, tenemos que

k ≥ pm+1(
1

log(n)+2 −
(

2
(log(n)−8)

√
n

)
+ 1

n

)
(pm+1 − 1)

+
√
n

Como se ha señalado en la subsección anterior, se puede veri�car que, para 72 ≤
n ≤ e8, y para n ≥ 4634,

1

log (n) + 2
+

1

n
− 2

(log (n)− 8)
√
n
>

2√
n

Por tanto, reemplazando,

k ≥ pm+1(
2√
n

)
(pm+1 − 1)

+
√
n

k ≥ (
√
n) pm+1

2 (pm+1 − 1)
+
√
n

Como

(
√
n) pm+1

2 (pm+1 − 1)
<
√
n
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Podemos asumir que

k ≥ 2
√
n

Y en consecuencia, para 72 ≤ n ≤ e8, y para n ≥ 4634, si p2m < n < p2m+1 ≤
n+ k,

π(n+ 2
√
n)− π (n) ≥ 1

Uniendo la demostración de esta subsección con la de la subsección anterior,
quedan establecidos nuevos intervalos máximos de distancia entre números pri-
mos, y como corolarios se pueden demostrar numerosas conjeturas y teoremas
sobre la distribución de los números primos.

En la última sección se expone únicamente a modo ejempli�cativo la demostración
de la conjetura de Oppermann, de la que posteriormente se deducen fácilmente
como corolarios la demostración de las conjeturas de Legendre, Brocard y An-
drica.
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5 Corolarios

5.1 Primer corolario: Demostración de la conjetura de

Oppermann

La conjetura de Oppermann puede enunciarse como:

∀n > 1∈ N,∃Pa, Pb/n2 − n < Pa < n2 < Pb < n2 + n

Puede comprobarse fácilmente que la conjetura se cumple para n ≤ 72 y para
e8 ≤ n ≤ 4634.

Es claro que si p2m ≤ n2, entonces necesariamente p2m < n2 + n < p2m+1. Por
tanto, en este caso p2m ≤ n2 < n2 + n < p2m+1, y podemos establecer que existe
un primo entre n2 y n2 + n, y por tanto queda demostrada la conjetura de
Oppermann para el caso n2 + n.

En cambio, en el segundo caso puede suceder tanto que p2m < n2 − n < n2 <
p2m+1, como que p2m−1 < n2 − n < p2m = n2.

En el primer subcaso, como sucede con n2 + n, podemos a�rmar que existe
un primo entre n2 − n y n2, y por tanto queda demostrada la conjetura de
Oppermann para este subcaso concreto.

En el segundo subcaso, es claro que si p2m = n2, entonces existe un primo entre
n2−n y n2−n+

(√
n2 − n

)
, ya que p2m−1 < n2−n < n2−n+

(√
n2 − n

)
< p2m.

Así pues, podemos establecer que existe un primo entre n2−n y n2, y por tanto
queda demostrada la conjetura de Oppermann para este subcaso concreto.

En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Oppermann en su totalidad.

5.2 Segundo corolario: Demostración de la conjetura de

Legendre

La conjetura de Legnedre establece que, para cada número natural, existe al
menos un número primo tal que n2 < p < (n+ 1)2.

Como (n+1)2 = n2+2n+1, y conforme a la conjetura de Opperman demostrada
como primer corolario,

n2 < Pa < n2 + n < Pb < (n+ 1)2
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En consecuencia,
n2 < Pa < Pb < (n+ 1)2

Así pues, queda demostrada la conjetura de Legendre.

5.3 Tercer corolario: demostración de la conjetura de Bro-

card

La conjetura de Brocard sugiere que, si pn y pn+1 son dos números primos
consecutivos mayores que dos, entonces entre p2n and p2n+1 existen al menos
cuatro números primos.

Conforme al enunciado de la conjetura,

2 < pn < pn+1

Como la distancia mínima entre números primos impares es de dos, podemos
establecer que:

pn < M < pn+1

Donde M es un número natural entre pn and pn+1. En consecuencia,

p2n < M2 < p2n+1

Como M ≥ pn + 1, y conforme a la conjetura de Oppermann demostrada,

p2n < Pa < p2n + pn < Pb < M2

De igual modo, como pn+1 ≥M + 1, y conforme a la conjetura de Oppermann
demostrada,

M2 < Pc < M2 +M < Pd < p2n+1

Por tanto,
p2n < Pa < Pb < Pc < Pd < p2n+1

En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Brocard.

5.4 Cuarto corolario: Demostración de la conjetura de

Andrica

La conjetura de Andrica establece que, para cada par de primos consecutivos
pn and pn+1, se veri�ca que

√
pn+1 −

√
pn < 1

Conforme a la conjetura de Oppermann demostrada, la máxima distancia entre
pn y pn+1 es:

n2 + n+ 1 ≤ Pn < (n+ 1)2 < pn+1 ≤ n2 + 3n+ 1

Es fácilmente veri�cable que, para ∀n ∈ N:√
n2 + 3n+ 1−

√
n2 + n+ 1 < 1

Como n2 + 3n+ 1 ≥pn+1, y Pn ≥ n2 + n+ 1, entonces
√
pn+1 −

√
pn < 1
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En consecuencia, queda demostrada la conjetura de Andrica.
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