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Résumé

La formule du bindme, établie par Isaac Newton, est d’une importance incontes-
table et trouve son usage dans de trés nombreux domaines. Cette étude présente
des formulations alternatives & la formule de Newton.



Chapitre 1

Une autre facon d’exprimer la
formule du binéme de
Newton.

1.1 Objet du chapitre.

La formule du binéme peut étre réécrite. Cette nouvelle formulation permet
a son tour de procéder & d’autres calculs qui mettent en évidence certaines
propriétés que la formule originale ne permet pas de dégager.

1.2 Une autre formule.
Soit un entier naturel n donné, x et y étant deux nombres réels non nuls.

Dans tout ce qui suit, cet entier naturel n est supposé supérieur ou égal a 3.
Nous pouvons écrire

(x"’_y —z" ix+yn1]sz(x+y)n_xn

(z+y) —z Yy
et de méme
-1 n
(3:+y - K yr-1-i i (e+y)" -y
o =Y (z+y) y = "
7=0
Sommons ces deux quantités
T+ 77‘71-774 z+ n_ . n n—1 L ) _
( Y) +( y; Y :Z(I+y)nlj(x]+y])
Y =0
et nous obtenons la formule
n—1
(z+y)" " = (@ 4yt =y Z (z+y)" 7 (27 + o)
§=0



que par commodité nous écrivons

n—2

@+y)" =@ +y") =2y _ (z+y)" 7 (7 +1) (1.1)
=0

La formule de Newton, que nous rappelons ici
(x4 y)" Z Cign=iy (1.2)

ou |
» n!
“ 1
permet donc d’établir 1’égalité

2
<x+y)n—2]m3+y ZC] 71]1

3
|

<.
I
o

soit finalement

n—2 n—2
(x+ y)n_z_J (xj + yj) = Z CItlgn=2=0yi
j=0 §=0

1.3 Etude de la nouvelle formule.

Posons

1
[V

Ay () =Y (e +y)" 27 (a7 +y7) (1.4)

<.
I
=)

Remarquons tout d’abord que

2
(@+9)" " (@ +y7) =

n

<.
I
=)
i
o

(z+y)" 77 (27 +4)

<
Il
o

i
N

+ (z+y)n—2—j (xj erj)

avec p € N* et p < n, soit encore

2
(@+y)" "7 (@7 +y) =

n

<.
Il
=)
|
N

p
(x +y)(n*p)+(p*2ﬂ) (xj + yj)

<.
I
o

n—2
+ Y (@ gy U@y (xj,(,,,mp,l+yj,(p,1)+p,1>
Jj=p—1



et

2
(@+y)" "7 (@7 +y) =

n

=0
p—2 _
@+y)" ") (@+y)? 7 (27 +y)
=0
n—2—(p—1)
+ (z + y)n*2*(3+p*1) (xj+p—1 + y1+p—1)
j=0
et
n—2 )
(@+y)" "7 (@7 +y) =
j=0
p—2
@+)" P (@+y)P 7 (a7 +y)
=0
n—2—(p—1) o _
+ (.T +y)n—p—1—] (x]+p—l _|_yj+p—l)
j=0
et enfin

Ap (z,y) = (@ +y)" " Ap (2,y)
n—2—(p—1) o _
D () T @ )
=0

Considérons maintenant le cas ot m = p + 1, alors
O .
Apir (z,y) = (@ +y) Ap (z,y) + D (w+y) 7 (277 4yt
j=0

soit encore
Apir (z,y) = (2 +y) Ay (z,y) + (2P +y771)

mais
2Py = (et )T = 2y Ay (2,y)

et donc

Apri(@y) = (@ +y) 4y (2,9) + (@ + )" —aydpi(wy) (L)



Concentrons nous maintenant plus particuliérement sur A,, (z,y) et développons
cette quantité a partir de la formule 1.4 en page 2. Il vient

n—4
Ap(z,y) =3(@+y)" 7+ > (@+y)" 7 (27T +47?)
=0
4 n—>5 ] ) .
=3@+y)" 2+ @2+ Z (z+y)" 07 (273 4 73
=0
n—>5 )
=3(@+y)" P+ @ty P2y @+y)" T+ (@4y)" T (@)
=0
n—>5 ]
=4z +y)" P =2y (z+y)" "+ Z (z+y)" 07 (273 4 73
=0

En poursuivant les calculs de cette maniére, nous obtenons
An (z,y) =5 (@ +y)"
n—=6

—bay (x+y)" "+ Z (z+y)" 077 (a7 7t
=0

Ap (z,y) =6 (x+y)" > = 9zy (x + )" "+ 2272 (x +y)"~

+Z +yn 7— J(xj+5+yj+5)

Ay (2,y) =T (@ +y)" 7 = May (@ +y)" "+ 7222 (@ +y)"

Jrz +y n 8— ](I]+6+y]+6)

Ay (z,y) =8 (z+y)" *—20zy (z + y)"74+16x2 2z +y)" 02038 (w4 y)"

_|_Z +y " 9— ](mJ+7+yJ+7)

Ay (z,y) =9 (x +y)" " —2Tay (x +y)" 1430272 (x + y)" =923y (v + y)"~
n—10
S v
=0

A (,y) = 10 (2 + )" =35zy (z + )"~ +502%y* (z + )" =252 (x + )"

+ 22ty (2 +y)"
n—11 )
+ 3 @ y) T (29 47 19)
=0



Ay (z,y) =11 (x4 y)" 2 —4day (z + y)" +772%2 (x + )" " =552%y% (z + v)

+ 11y (z + y)nilo
n—12 ]
+ Z (x + y)n—12—j (ijrlO + yj+10)
=0

Il est bien sur possible de pousser ces calculs aussi loin que nous le désirons. En
donnant & n les valeurs 3, 4, 5, 6,..., nous en déduisons les nouveaux développe-
ments respectifs de As (x,y), A4 (z,y), 45 (z,y), As (z,y), etc...

Supposons a présent les formules suivantes respectivement vraies jusqu’aux
rangs 2k et 2k + 1, avec k € N*

k—
A () Z zy) (x+y)* D) (1.6)
7=0
k .
Aspsr (2,y) = (z + ) Z S (F1 (@y) @+ )" )
=0

Les coefficients ng et D;k 41 sont, si possible, a expliciter (et le seront en effet
par la suite).

Reprenons "equation 1.5 en page 3 et réécrivons la sous la forme
2k
Aggy2 (2,y) = (v +y) Aopy1 (2, y) + (v +y)™ — 2yAak (z,y)
Explicitons maintenant cette relation

k—

Asiya (2,9) Z Jier (Z1) (ay)’ (a4 y)? )
7=0

+(:c+y)

—ay ) D (1) (ay) (= + y)2 D

—
k .
Asgiyo (z,y) = (z +y) Z Jen (=1 (y)’ (@ +y)? )
=0
+ (z+ )™
+ZD D (@) ()P

n—=_8



Poursuivons nos calculs. Nous obtenons de facon équivalente

k—1

Agira (2,y) = Y Dy (-1 (a)’ (2 +9)** 7
§=0
+ (z + y)%
i ZD J+1 )]+1 (z + y)Q(k—l—j)
<~
RS G 2(h—j)
Agira (m,y) = Y Dy (1) (xy) (z +)
j=0
+ (z+ y)%

k
+2 D4 (1 () (4 )

—
k=1

- , , i

Aokyo (z,Y) Z ( 2%+l T+ Dj 1) (=1 (zy)’ (x + y)2( 7)
Jj=1

)2k

+ DYy (x+y)* + (x4 y)*" + D5 ()"

et nous pouvons écrire

k
, o
Asjya (2y) = 3 Dy (1) (a) (2 + y)* 7
j=0
avec
ng+2 = ng+1 +1
Diyyo = D5
et

(Vj € N) (1 < < k= 1) (Dyrs = Dy + Dii")
De la méme maniére, nous avons

Aogys (2,y) = (z 4+ y) Aokq2 (2,y) + (2 + y)% — xyAogy1 (2,y)

Explicitons
k
, o s
Askgs (2,y) = (@ + 1) > Dhyry (—1) (xy) (z+1)** 7
§=0
+(z+y)
k—1
. . .
—ay(@+y) Y Dy (=1) (ay)’ (@ +y)*
j=0



d’ou

k
2(k—j)+1
Askrs (2,9) = > Dy ( T (wy) (w+y)"
=0
(a4 )P
k-1
j j+1 j+1 2(k—1—j)+1
D Dl (I () ()
i=0

ce qui équivaut a

Agpeys (2,y) = (x + ) >

k
+3 D, (1) (ay) (a4 y)2F D
j=0
k—1
+Y DI (1Y (ay) (x4 )t
j=1

et aussi
Agiys (2,y) = (D3 + 1) (z + y)*
k
, . , ‘ o(h a1
+3° (Dis + D) (F1) (@) (a4 )9
=1

et nous pouvons enfin écrire

k
. - .
Agpis (@,9) = (@ + 1) D Dy (-1 (ay) (@ +9)* "7
j=0
avec
DYy g =Dy +1
et

(vj € N) (1 <§ < k) (Dluys = Ddys + Dl )

Ceci termine notre raisonnement par récurrence et nous pouvons écrire en guise
de conclusion

(Vk € N*) | A = 3 Dy (—1) (ay) (x +y)** 719 (1.8)
avec
et
Dyt =D5 % = =Dj=2 (1.10)



et

(vj €N)(1<j <k —1)(Djy = Dy + D) (1.11)
et de méme
k) . .
(Vk eEN) | Aogr1=(z+y Z 2k+1 )J (5’3 + 9)2(]%17]) (1-12)
j=0
avec
DSy =DY +1+= Dy =2k+1 (1.13)
et
(vj € N) (1 <j <) (Dlyyy = Dy + D)) (1.14)

1.4 Valeurs prises par les coefficients D} ot (h € N)
t (h>3)
Nous avons, ainsi que nous venons de 1’établir
(Vh € N) (h > 3) (D)) = h)
Prenons a présent 7 = 1. Nous avons
Dj, = Dj,_y + Dj_,
Nous pouvons donc écrire
Dj, =Dy, + Dj_,
Dj 1 =Dy o+ Dj 4
h—5

:>Dh—ZDh 2- 3+D4
7=0

Dj = Dj + D3

or

D2—2—j =h—-2-j
et, d’apres la relation 1.10 établie en page 7

D} =2
d’ou il vient
h—5
DL=> (h=2-4)+2=((h—=2)+(h=3)+(h—4)+---+3)+2
7=0

et donc
2D} = h(h +3)

et finalement

(Vh € N*) (h > 3) <D,1l = h<h2_3)) (1.15)



Clairement
(Vh € N*) (h > 3) (D}, € N)

Par des calculs analogues, nous trouvons pour tout entier naturel h > 3

D2 — h(h74é (h—5) (L.16)
Dzzh(h—{i)(hM—G)(h—?) 117

La également
(Vh € N*) (h > 3) (Dj, € N)

(Vh € N*) (h > 3) (D} € N)

Nous remarquons alors que les relations 1.11 et 1.14 établies en page 8 ainsi que
celles (voir relations 1.15, 1.16 et 1.17) établies en pages 8 et 9 nous permettent
d’affirmer

(Yh € N*) (h > 3) <we {0,1,-.. }‘2_4}> (DgeN)

Supposons maintenant, h étant choisi pair et pour tout j € {O, 1., %} la
formule L (h oW
G+D(h=2G+1))!
vraie jusqu’au rang h, pour tout entier naturel pair inférieur ou égal a h.
Supposons aussi vraie pour tout j € {0, 1,--- %}, jusqu’au rang h — 1, pour
tout entier naturel impair inférieur ou égal a h — 1, la formule
; h=—1)((h—1)—(5+2))!
pi (DD - (+2) (L19)

G+ DN =1) =20 +1)!

alors
pit o (h=D(h-1-G+1) (A1) (h—(+2)!)
h=1 " gl (h—1—25)! — jl(h—1-2j)!




La relation 1.11 établie en page 8 nous permet d’écrire

D h(h—(j+2))! (h=1)(h— (5 +2))!
ML G+ D) (h—2(j+1))! jl(h—1—2j)!
<~
i _ (h=(+2)) h (h—1)
Dhyr = J! ((j+1)(h—2(j+1))!+(h—1—2j)!>
<
i (h=G+2)! (h(h=1-2j)+(h-1)(F+1)
Dhgr = J! ( (h=1-=25)!(j+1) )
e
D{H—l = G —l—(}ll)'(gjf)—);])' (h(h—1)=2jh+(h—1)j+ (h—1))
<
j (h—(j+2))!

R sy sy A U )

et enfin )
i __ (h=(G+2)
PTG D) (h— 1= 27)!
Nous pouvons donc écrire

(h+1)(h—1-17)

i _ (D) (= +1))
P = G+DI(h+1—-2(G+ 1) (1.20)

Nous meénerions les calculs de la méme maniére en supposant h impair.

Nous vérifions que
(Vh € N*) (h > 3) (D} = h)
et, en notant 2N ’ensemble des entiers naturels pairs
(Vh =2k € 2N*) (h > 4) (D5 = 2)

Nous avons donc établi au terme de ce raisonnement par récurrence

(Vk e N*) (Vj €{0,1,2,--- ,k—1})

<Dj _ @+ @2k— G+ D) >
LT G (Rk+1—2(j+ 1))
i 2+ @2(*k+1)-1-(j+1))
(Dz(k+1)_ (j+1)!(2(k+1)—2(j+1))1> (1.21)

Remarquons que pour tout entier naturel h
h=20+D)+0+1)=h-(G+1)
Nous pouvons donc écrire

h(h—(j+1)!
(h=G+D)G+ D=2 +1))

Dl =

et aussi h
J o Jj+1

Dy, = h—(j+1) h=G+D

10



1.5 Etude sur les coefficients be

Pour les entiers naturels h = 2k 4 1 impairs qui suivent, nous vérifions par
le calcul les relations

k=1 h=2k+1=3
Dj = 3CY

k=2<—=h=2k+1=5
DY =5C)

D} =501

k=3« h=2k+1=7

DY =709
DY =7C;
D2 =703

k=4<=h=2k+1=9

DY =907
D§ = 9C3
D3 =903 + 3C)
D§ =9C3

k=5<=>h=2k+1=11
DY, =110Y
Di, = 11C;
D3 =11(C+CY)
D} = 11(C} +Cf)
D}, =11C}

k=6<=h=2k+1=13
DYy =13C7
Di, =130}
D3y =13 (CZ +2C9)
D33 =13 (C3 +2C3)
Diy =13 (C§ +2C3)
Diy = 13C%

11



k=T+=h=2k+1=15
DYy = 15CY
Di. = 15C}
D} =15 (Cg +3C19)
D35 =15 (C§ + 3C3)
Di; =15 (C¢ +3C3 + 3C))
D35 =15 (Cg + 3C3)
D% = 15C¢

k=8«=h=2k+1=17
DY, = 17070
Di; = 17C%
D}, = 17(C2 + 5CY)
D}, =17 (C% + 5Cy)
Di, =17(C7 + 5C; + Cf)
D}, =17(C3 + 5C3 + Cf)
DY, =17 (C¢ + 5C%)
DI, =17C

k=9«=h=2k+1=19
DYy = 1907
Diy = 19Cs
D}y =19 (C3 +7C?)

D3y =19 (C3 +7C3)

Diy =19 (C§ + 7C2 + 3C3)
Dy =19 (CE + 7C3 + 3C3)
D}y =19 (C§ +7C5 +2C3)

Dy =19 (Cg +7C3)
D}y = 19C%

12



k=10 h=2k+1=21
DY, =21Cy
D), =21C;
D3, =21(C§ + 19Cg)
D3, =21(C§ +19C4)
D3, =21 (Cy + 19CF + 14CY)
D3, =21 (Cg +19C§ + 14C3)
DS, =21 (C§ + 19C¢ + 14C5 + 3CY)
D}, =21 (C§ + 19C§ + 14C3)
DS, =21 (C§ +19C%)
Dy, =21Cy

Nous sommes amenés a supposer que pour tout entier naturel impair 2k + 1,
supérieur ou égal & 3, chaque coefficient D], 41 beut s’exprimer comme suit

L5)

j j—21
D%kﬂ = Z F2lk+1cljc—1—31 (1.22)
1=0

avec
0<k—-1-3I<k-1 (1.23)

et nous poserons par convention

(V) (j — 2 < 0) (Cg‘jl_gl - 0) (1.24)

Pour démontrer la validité de cette formule pour tout entier naturel k£ non nul,
nous allons chercher & expliciter, dans la mesure du possible, le coefficients FQlk 11
en fonction de k et de (.

Pour une entier naturel £ quelconque, nous vérifions les relations
Dyyiy = (2k+1) Gy
Dipyr = 2k +1) Gy
Nous pouvons toujours écrire avec k > 4
D3 = 2k +1)Ci_y + (D3 — 2k + 1) CFy) Gy
Mais, en accord avec les relations 1.3 et 1.21 établies en pages 2 et 10

— 3\l R
Diers = 2k +1) Cey = (26 +1) (3! (gckJr 131. 6) 2'(]6« —1;)!>

et de la méme maniére

D§k+1(2k+1)0§_1(2k+1)( (2k—-3)! (k1) )

31(2k —5)! 20 (k—3)!

13



et

D%\ — (2k+1)C2_, = (2k+1) ((% - 3>3§2k —4) (k- 1)2'(16 — 2))

et

D3y — (2k+1)CEy = (2k+1) ((% - 3;("? —2) _ (k- 1)2(k - 2))

soit encore

D§k+1(2k+1)C,§_1(2k+1)<2(2k3)(k‘2)3(k1)(k2)>

6

et enfin

(2k+1)(k—2)(k—3)
6

D3 — 2k +1)CP_, =
Nous posons

2k +1) (k—2) (k—3)

Fopp1 = D3y — 2k + 1) Cf_y = 3]

De la méme facon, nous trouverions
Dy = 2k +1) (Ci_y + Fajy1Cia)

et
Dy = (2k+1) (Ci_q + Foj 1 Ch_y + F51 1 CR_7)

ce qui nous donne
Foir = (D31 — Rk +1) Ciy) — (D340 — 2k + 1) C_y) Ci_y)

Par des calculs similaires aux précédents, les coefficients D%k 4 et C,i_ j étant
explicités, nous trouvons

9 (2k+1)(k—3)(k—4)(k—5)(k—06)
F2k+1 = 51

Nous sommes alors amenés a supposer vraie, pour tout entier naturel k& > 1,
légalité

o k1) (E—1-1)!

2R+ D) (k—1 = 30)!

avec I’entier naturel [ tel que

(1.25)

0§1§L§J

Nous effectuons maintenant la différence des coefficents FZIk 41 et lekq
2k+1)(k—1-1! 2k—1)(k—2-1)

F2lk+1 _F2lk—1 = -
2+ 1) (k—1-30)! (2 +1)!(k—2—3l)

Il vient

O (k—2-1) @k +1) (k=1 —1) — (2k—1) (k — 1 — 30)
P =Foes = o i —2 — 301 < (e —1—30) )

14



et

k—2—1)
Fl _Fl _ (
Al T2l T ol - Dk —1 - 31)

(26 +1) (k—1—1) — (2k — 1) (k — 1 - 31))

soit encore

k—2-1)
Fl _Fl _ (
2Rl T2R=1 T ol ) (k—1—31)

(2204 1) (k- 1))

et finalement
2(k=1)(k—2-1)!

2! (k—1-30)!
Notre hypothése 1.22 émise en page 13 nous conduit maintenant & montrer par
récurrence l'existence de la relation

Py — Fypy = (1.26)

%]
(VEEN) (k>1)(VjeN)(0<j<k—1) (D= Fhp Gty
=0

ou chaque coefficient F2lk 41 s’exprime par la formule 1.25 établie en page 14.

Supposons vraie jusqu’au rang 2k — 1, pour tout entier naturel j < k — 2,
la relation

Rl
Dy = Z lek—1c;i:§l_3[ (1.27)
1=0
(2% — 1) (k —2 — 1))
2+ (k—2-30)!

avec

l —
F2k71 -

Nous effectuons a présent

ngq - D%Eig = D%k72
soit encore
L55t] 1552
ng—Q = Z FQlk—lclz:gl_gl - Z lek_gc]z:gl_igll (128)
1=0 1=0

Deux cas se présentent alors.

1.5.1 Cas1: [®1]=[%2]=m

Nous avons o1
L%J:m@k—1:3m+p>3m

Les seules valeurs que p peut prendre a priori sont 0, 1 et 2.

1.5.1.1 p=0

p=0=k—-1=3m
<— k—-2=3m—-1<3m

15



1.5.1.2 p=1

p=1=—=k—-1=3m+1
<~ k—2=3m

1.5.1.3 p=2

p=2=k—-1=3m+2
= k—-2=3m+1

Clairement, p ne peut pas étre égal & 0. Nous remarquons également que dans
ce Cas 1

2k+1#0 (3) (1.29)

Rappelons que

j—2l  _ ~j—21—1 j—21 j—21—-1 _ ~j—21 j—21
(Ck—2—3l =Ci 53T Ci53) = (Ci 325 =Cilao_gy — Cisy

(1.30)
Nous avons alors (voir la relation 1.28 établie en page 15)
Dy =Y (BhoaCIz3 e — FosCiTit) (131)
1=0

ce qui équivaut a

J _ l j—21 l J—21 j—21
D2k72 - Z <F2k—lck7273l - F2k—3 (Ck7273l - Ck73721)>

m
=0

et

m
j ! ! 21 ! i—21
Dyy_p = Z ((FZkfl — Fys) Cl 5 5 + F2k73cljc—3—2l)
1=0

avec m = [kgzj = L%, |. En particulier, parmi les entiers naturels 2k + 1, ou
k satisfait cette propriété, nous trouvons tous les entiers premiers strictement
supérieurs a 3.

1.5.2 Cas2: %] =52 +1=m

Nous avons E1
L%J:m@k71:3m+p

Comme précédemment,

1.5.2.1 p=0

p=0=k—-1=3m
<— k—2=3m-—-1

16



1.5.22 p=1

p=1—=k—-1=3m+1
<~ k—2=3m

1.5.2.3 p=2

p=2=—=k—-1=3m+2
<— k—2=3m+1

Et dans ce cas, p ne peut qu’étre égal a 0. Nous remarquons egalement

2k+1=0<=k=1 (3)
<~ k—-1=0 (3)

Nous avons alors (voir la relation 1.28 établie en page 15)

m m—1
J _ l j—21 l j—2l—1
Dyy_y = E Fop Gy o g — E For—3Ci_3 3
1=0 1=0
m—1 m—1
_ m Jj—2(m+1) l j—21 l Jj—2l—1
= Fo 10y 5 30myny T E For 1G5 g1 — §  Foe—sClZ3
1=0 =0

m—1
m j—2(m+1 j—21 j—21
= FQk—lcjjc_Q(_g(m:J) + Z ((FQZk—l - F2lk—3) O]‘ZZ*Q*?)Z + FQZk—?)Cljcfo?)l)
=0

avec m = [521] et m — 1= [552].
Revenons au Cas 1 et reprenons notre hypothése 1.27 émise en page 15
m
l j—21 j
ZFQk—3Cch—3—3l = Dji_s
1=0
alors, en accord avec la relation 1.31 posée en page 16
. . -
Dy = Dz = D34
et finalement nous obtenons 1’égalité
1552)
j—1 ! j—21
Dy y = Z FoaCiT5 (1.32)
1=0

avec, en accord avec la relation 1.26 établie en page 15

l _ il l
F2k74 - F2Ic71 - F2k73
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Il nous reste a établir la validité de I’égalité 1.32 en page 17 lorsque k > 4 décrit
N. Nous nous assurons d’abord par un calcul simple qu’elle est en effet vérifiée
lorsque k prend successivement les valeurs 4, 5 et 6---, alors que j décrit son
intervalle de définition.

Nous supposons alors que cette égalité est vérifiée jusqu’au rang 2k, pour tout
j < (k—1), soit

L5

Dl = 3" Fhop

1=0
Nous pouvons remarquer que les calculs faits pour aboutir a la formule donnant
th% en fonction des coefficients FY, et des coefficients du binome C’iﬁ}ﬂ 2t
sont généralisables & une valeur quelconque de h dans N. Il nous suffit d’établir
la relation de récurrence sur les coefficients d’indices h impairs pour obtenir un
résultat valable quelque soit la parité de cet indice h.

En reprenant ’hypothése de départ (voir notre hypotheése 1.27 émise en page 15),
portant sur les coefficients d’indices impairs, et en utilisant ce que nous venons
d’établir, nous vérifions

D2k+1 = D2k + D2k 1

avec
i j+1—21
Dy, = ZFQka 3l
et
1551
Jj—1 _ l j—21
I Z o 1Ciazy
1=0
D’aprés les calculs que nous venons d’effectuer pages 16 et 17, nous avons

L5]=m
!
Dj, = Z Fy 0= 3l+F2k o 31

1=0
[5)=m
j i—21 .Y
= Dy, = Z (Fops1 — Fop1) CLi_ gy + Fopo L5y
1=0
L& ]=m [&]=m

21 l j—21—1
2k - Z F2k+1C/zr 1-31 Z F2k—1C/Jg—1—3l
=0
j—1
< D}, = D2k+1 — Dy 2y
Ce résulat est bien en accord avec 1’égalité 1.14 établie en page 8.

Connaissant lekf2 et F2lk71> exprimés en fonction de [ et de k, nous pouvons
calculer F}, ;, en allant en sens inverse du calcul nous ayant donné F},_, puis
Fl._,. Nous trouvons donc

L5)

J — 2 l j—2l
D2k+1 - F2k+10k7173l
=0
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avec

o kD (k1D
LT 214 1) (k-1 - 30)!

La relation de récurrence est donc établie pour tous les coefficients D, d’indice
h pair ou impair.

Récapitulons maintenant ’ensemble des résultats obtenus au cours des pages
précédentes (voir les équations 1.8 et 1.12 page 7 et 8)

n—2
(VneN)(n>3) | (@"+y") =a"+y" +ay Y _ Ay (2,y)
j=1
avec pour n = 2k (voir I’équation 1.8 en page 7)
k . .
Ag ( Z zy) (z +y)** 17
§=0
et
5
(k€N (k>1) (G EN)(j <k —1) | D} = > FyClly™
1=0
et

L 2k (k—1-1)
2k 2! (k — 31)!

et pour n = 2k + 1 (voir I’équation 1.12 en page 8)

k—
A2k+1 (,T y LL’ + y Z 2k+1 )J (x + y)2(k717])
7=0

(VEeN")(VjeN)(j<k-— Dy = ZF%HC’,J?I 3l

° l @k+1) (k=11

Bovnr = i e — 1= 30!

1.6 Etude de Ay, 1 (x,y) ou k € N

Nous allons voir dans ce paragraphe qu’il est possible de poursuivre la fac-
torisation de la quantité Asgi1 (z,y). En utilisant les derniers résultats, nous
pouvons écrire

k—113]

Az @) = @+1) D> P Gl (<1 (@) (49"
=0

ol

<.
Il
o
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Nous avons alors, pour chaque k, et pour tout j et tout [

j—21 j j 2(k—1—j

Fhon O (—1) (zy) (¢ 4 9)* )
j—21 j—21+21 j—21+-21 2(k—1-31+3l—(j—21)—21
= F2lk+lci—173l (-1y * (zy)’ (x+y) ( (G-20)-20)

j—21 j—21 j—21 2(k—1—31—(j—21 21 21 21
= (Bl O3y (-1 ()™ (w4 ) 20720 (1) () (24 )
Asg41 (z.y) peut donc s’écrire de la fagon suivante

Asky1 (z,y)
=(z+y)

,7
ol
i

21 21
Fir (1) (z+y)

[}

1=
k—1

j—21 j—21 1 —21 2(k—1-31—(5-21
O (—1 7 () ™ (@ + )™ U=20)
=0

<

Si j varie de 0 & k—1, alors j —2[ varie de 0 & k—1—2I, et comme nécessairement
j—201<k—-1-3l

nous obtenons

Aot (x,y)
L] k—1—3I
21 21 j j j 2(k—1—3l—j
=@+ Fho CD* @+ )™ Y Oy (-1 (ay) (@ +y)* Y
=0 j=0
mais
k—1-31 ) ) ) )
SOl (<1) (ay) (@ y)? D
j=0
9 k—1-31
= ((ﬂc +y)" — fcy)

et finalement
%]

Agpy1 (2,y) = (v +y) Z F2lk+1 (_1)2l (z+ y)2l (xQ + xy + y2)
=0

k—1-31

Si de plus, nous supposons que 2k + 1 est un entier naturel impair strictement
supérieur & 3 et non multiple de 3, alors (voir I’égalité 1.29 en page 16)

k—12£0 (3)

et donc k—1—3! ne s’annule pour aucune valeur de [. Par conséquent Agi11 (2,y)
est toujours divisible par (ﬂc2 +zy + y2) et nous pouvons écrire pour tout entier
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naturel n =2k +1 >3

Agpyr (7,y) =
%]

(@+y) (2 +ay+y°) > Fhy (D (@ +9)* (2* + 2y + 4
=0

) (1.33)

1.7 Différentes expressions de la formule du bi-
nome.

Nous arrivons & la fin de cette étude, dont le but était de reformuler la
formule du bindme. Ainsi que présenté (voir équation 1.2 en page 2) et établi
(voir ’équation 1.1 en page 2), nous avons

(x+y)" ZC’J n=iy

n—1
=2 +y" + Z CI "Iyl
j=1
n—2
=a"+y" +ay Z Ciatlgn=2=dyi
j=0
n—2 )
=a"+y" +ay Z (z+ y)niz*j (xj + yj)
j=0
De plus, selon que I’entier naturel n est pair ou impair, la formule du binéme
peut également étre explicitée comme suit

n = 2k pair
k—1
2k j j j 2(k—1—j
(z+9)" =2 492 + :cyZDék (—1) (zy)’ (z + ) (k=1=4)
=0
avec

L 2%k(2k—1—(+1))

OGNk -2+ D))
ainsi qu’établi plus haut (voir ’équation 1.8 en page 7).

n = 2k + 1 impair

k—
(x+y)2k+1 = g2k 2L 4 (34 y) Z T ( ) (z +v) 2(k—1—)
j=0
avec ]
j 2k+1)(2k—(+1)!

D =
LT G2k +1-2(+ 1))
ainsi qu’établi plus haut (voir ’équation 1.12 en page 8).
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n=2k+1>3etn#0 (3)

(x4+y)" =" +y"+

L%
k—2-31
vy (@+y) (@ +ay+9°) Y P (D) (@ + )™ (27 + a2y +17)
=0
(1.34)
avec
2k +1)(k—1-1)!
Fl, = ( 1.
2L 204+ 1) (B —1 = 31)! (1.35)

=0 (n=2k+1)
ainsi qu’établi plus haut (voir I’équation 1.33 en page 21).

Remarquons que l'ensemble de ces entiers naturels n contient tous les entiers
premiers impairs distincts de 3.

L’exposé de ces résultats termine cette étude.
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