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WSTEP

Fizycy to poeci nauki tworzgcy jej awangarde.

Szczegdlna Teoria Wzglednosci przeznaczona jest dla studentéw wszystkich uczelni, na kto-
rych wyktadana jest fizyka. Moze by¢ przydatna dla nauczycieli fizyki w szkotach srednich.
Mam nadzieje, ze zostanie wykorzystana rowniez przez zawodowych relatywistow.

Szczegdlna Teoria Wzglednosci jest pierwsza czescia tryptyku, pozostate dwie to:
* Ogolna Teoria Wzglednosci
» Tworcy Teorii Wzglednosci

Szczegbtowe informacje bibliograficzne, biograficzne oraz ikonograficzne zostaty zamiesz-
czone w trzeciej czegsci tryptyku.

Naleze do pokolenia fizykéw, dla ktérych idolami byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz
Landau i Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie potega swej intuicji. Landaua podzi-
wiam za rzetelnos¢, precyzje, elegancje i prostote wywoddw, oraz instynktowne wyczuwanie
istoty zagadnienia. Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji i subtelnym poczuciem humoru.
Praca nad tryptykiem zajeta mi szes¢ lat.

Zbigniew Osiak

Wroctaw, wrzesien 2004
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MECHANIKA
RELATYWISTYCZNA

1 POSTULATY EINSTEINA

e Postulaty Einsteina

e Definicje wielkosci fizycznych oraz prawa fizyki mozna tak sformutowac, aby ich
0gdlne postacie byty niezalezne od wyboru inercjalnego uktadu odniesienia.

e Wartos¢ predkosci fal elektromagnetycznych (swiatta) w prozni jest we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia taka sama.

Postulaty Einsteina sa rownowazne zatozeniu, ze wszystkie rownania fizyki w inercjal-
nych uktadach odniesienia powinny by¢ kowariantne (wspétzmiennicze) wzgledem transfor-
macji (przeksztatcen) Lorentza.

A —t = ‘A
X' X -Vt y to =1ty =0 y
T o Xo=Xn=0
LV 0= %0 — \/ = (V,0,0)
C2 y0=y0
y'=y Zo =12
2'=12 X X'
> . >
[ x 0 0
=
2
LV
c Z z'

e Kowariantnosé (wspdlzmienniczos¢) rownan wzgledem transformacji Lorentza

Roéwnania sa wspotzmiennicze (kowariantne) wzgledem transformacji Lorentza, jezeli
poddane tej transformacji nie zmieniaja swojej postaci. Rdwnanie zapisane w postaci kowa-
riantnej wzglgdem transformacji Lorentza ma jednakowa posta¢ we wszystkich inercjalnych
uktadach odniesienia pomimo, ze wartosci danej wielkosci fizycznej moga by¢ rézne w roz-
nych uktadach odniesienia.

Niezmiennikiem (inwariantem) transformacji Lorentza nazywamy funkcje skalarng zacho-
WUjaca t¢ samag wartos¢, gdy w miejsce starych zmiennych podstawimy nowe zmienne.
e Inwariantnosé predkosci swiatta w prozni wzgledem transformacji Lorentza

Statos¢ wartosci predkosci swiatta w prozni oznacza istnienie granicznej (nieprzekraczal-
nej) wartosci predkosci rozchodzenia sie sygnatow.

Czoto fali elektromagnetycznej w prdzni opisywane jest w uktadzie nieprimowanym i pri-
mowanym odpowiednio réwnaniami:

X*+y?+z° =c’t® oraz X?+y’?+z%=c*"”

12




MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

2 TRANSFORMACJE LORENTZA

e Szczegolne transformacje Lorentza o dwdch zmiennych
Statos¢ wartosci predkosci swiatta w prézni w dwaéch inercjalnych uktadach odniesienia
primowanym i nieprimowanym oznacza, ze:

X?+y?+7% —c? =x* +y* + 2% —c*t?

X=X, Y=X,, Z=X5 Ict=X,

X'=x;, Y=X,, Z'=Xx;, ict'=X]
X2+ X724+ X+ X7 =x2 + X2+ X5 +X%;
Znajdziemy transformacjg liniowa gwarantujaca prawdziwos¢ powyzszego réwnania.
Xp =Xy +a;pX, 83X +aX,
X2 = a‘21)(1 +3.22X2 +3.23X3 +a24x4

X3 = a31Xl + a32X2 + a33x3 + a34)(4

X, =X 8,,X, +8,5X; +a,X,

!

Xy =X,

X5 =X
Xy =apX; +aX,
X'2 =X, Qup, =813 =8y =8y =8y, =8y =8y, =8y =8y =8, =0
X3 =X, 8y =85 =1

Xy =a,uX; ta,X,

Wyznaczymy teraz wspoétczynniki a,,, a,,, a,,, &,, badanej transformacji.
2 2

X2+ XY+ X+ X :(allxl +a14x4) + X2+ X2 +(a41xl +a44x4)

r2 12 r2 12 __ 2 2 2 2 2 2 2 2
X;%+ XYy + X5+ X _(a11+a41)x1 +x2+x3+(a44+a14)x4+2(a11a14+a41a44)x1x4

2, .2 2 2 2 2
aj+ay =1 a, =y, =1-a;=1-a;, a11:a44:—1
a;, +a;, =1 a,,=—a, =iBa 1-B*
4418y = 14 = A4 = 1Dy -
I
88y, + 8484, =0 a,;>0, a,>0 Ay ="y = 1_B?

X2+ X2+ X7+ X7 =x2+ X2+ X5+ X%
Znaleziona transformacja nazywana jest szczeg6lna transformacja Lorentza.

X, = 1 X, + iB X, X; = const dx; _ 1 dxl+ B dx,
1-B? 1-B? v o dt  J1-B? dt 1-pB? dt
X, =X, ) Codt 0= 1 V4 iB ic
X, =X, i =—1 J1-B?  1-B?
X, :ixl+#x4 \%
Vi-B?  J1-B? ~=B
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Przestrzen Minkowskiego

X, =X, X, =Y, X,=2, X, =ict  sa wspotrzgdnymi Kartezjanskimi punktu (zdarzenia)
w czterowymiarowej przestrzeni Minkowskiego (czasoprzestrzeni), w ktorej kwadrat rdz-
niczki urojonej odlegtosci migdzy dwoma dowolnie bliskimi punktami dany jest przez

(ds)2 = (dx,)? + (dx,)? + (dx)? +(dx,)? = 3 (dx, ) = 33 g, dx dx..

pn=l p=l v=1

~ O O

0
0
0
00 1

g, jesttensorem metrycznym przestrzeni Minkowskiego o sktadowych:

011792, =033=04 =
0127921079137 931 7014794109235 035, =024 =042 =03, =043 =

o

e Przeksztalcenia Lorentza nie zmieniaja metryki czasoprzestrzeni

x; =T(x, +iBx,) x, =T( x| —iBx})
Xy =X, Xy =X}
X3 =X; X3 = X3
X, =T(x, —iBx,) X, =T(x, +iBx})

1 df
re(1-vec?)z, BIZve?
V = (V, 0, O) = predkos¢ uktadu primowanego wzgledem uktadu nieprimowanego
X, =X, X, =Y, X;=2, X, =ict
Xp=X', X, =y, xz=2, x|, =ict’
—Wt =iicc "Mt =ive *(ict)=iVe 'x, =iBx,, ii=-1

Kwadrat urojonej odlegtosci miedzy dwoma punktami (zdarzeniami) w czterowymiarowej
przestrzeni Minkowskiego jest niezmiennikiem transformacji Lorentza

(1) =3 (46, = 373 g, ax, 8%, = 35 gl axax, = (4%, ) =(89)°

n=1 p=lv=1 p=lv=1 p=1

H H H 191 H HS !
Transformacje Lorentza nie zmieniaja metryki czasoprzestrzeni: g,,=g,.

DOWOD

4
axt = T(ax, < Bax,) | (AF =2 (ax F = (axp + (a5 f + (ax3) + (a6, =
AX), = AX,
AXg = AX,
AX,, =T( Ax, —iBAX,)

+(AX, ) +T%( Ax, —iBAX, ) =
(12 =12B%)+ (Ax, ) + (Ax, F + (Ax, (1? - 1°B?) =

AX,PT2(1-B? )+ (Ax, ) + (Ax, ) +(Ax, FT?(1-B?)=

r?(1-B?)=1

p=1
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Wiasnosci znakowe kwadratu odleglosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen
AS? = AXZ + AX5 + AXZ + AXG = AX? + AX5 + AXE —C°At®,  x, =ict, i=+/-1

As® = kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen (forma metryczna)
AX? + AXZ + AxZ = kwadrat odlegtosci przestrzennej dwoch zdarzen

c’At®> = kwadrat odlegtosci czasowej dwoch zdarzen

Dwa zdarzenia moga pozostawac¢ w zwigzku przyczynowo skutkowym wtedy i tylko wte-
dy, gdy odlegtos¢ przestrzenna miedzy nimi jest nie wigksza od ich odlegtosci czasowe;j.

Kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen jest ujemny, jezeli kwadrat odlegtosci

przestrzennej tych zdarzen jest mniejszy od kwadratu ich odlegtosci czasowe;j. Jezeli As* <0,
to miedzy dwoma zdarzeniami magt nastapic¢ zwigzek przyczynowo skutkowy, czyli w czasie
At $wiatto zdazyto przebyc¢ odlegtos¢ przestrzenng miedzy tymi zdarzeniami.

UWAGA

Jezeli As® <0, 10 As jest urojone.
As® =0

Kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwdch zdarzen jest zerem, jezeli kwadrat odlegtosci

przestrzennej tych zdarzen jest rowny kwadratowi ich odlegtosci czasowej. Jezeli As* =0, to
miedzy dwoma zdarzeniami mogt nastapi¢ zwiazek przyczynowo skutkowy, czyli w czasie dt
Swiatto zdazyto jeszcze przebyc¢ odlegtosc przestrzenng miedzy tymi zdarzeniami.

UWAGA

Przypadek As* =0 opisuje rozchodzenie sie $wiatta.

Kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen jest dodatni, jezeli kwadrat odlegtosci

przestrzennej tych zdarzen jest wiekszy od kwadratu ich odlegtosci czasowej. Jezeli As® >0,
to miedzy dwoma zdarzeniami nie mogt nastgpi¢ zwigzek przyczynowo skutkowy, czyli
w czasie At $wiatto nie zdazyto przeby¢ odlegtosci przestrzennej miedzy tymi zdarzeniami.
UWAGA

Jezeli As® >0, 10 As jest rzeczywiste.

UWAGA
U rdéznych autorow spotykamy rozne definicje rézniczkowej formy kwadratowej.

ds® =dx? +dx; +dx; +dx3, x,=ict, ds®<0
ds® =dx? +dx; +dx; —dx2, x,=ct, ds’<0

ds® =—dx? —dx; —dxZ +dxZ, x,=ct, ds*>0
My wybralismy pierwsza z nich.
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3 MACIERZ TRANSFORMACJI LORENTZA

e Macierz transformacji Lorentza

X7 =a8,,X; +8,X, +8,5X5 +8;,X, X; =TX; +0x, +0x, +iBT'X,
X, =8, X, +8,,X, +8,5X5 +8,,X, X, =0x, +1x, + 0x, + 0x,
X3 = 85X, +85,X, +835X; +85,X, X3 =0x, +0x, +1x,; + 0x,
Xl =8,,X; +8,,X, +8,5X5 +38,4,X, X}, =—iBI'x, +0x, + 0x, +I'X,
'
X, = iawxv : a,, = X, : Fi(l—vzc‘z)_%, BEvVc !
vl oX,
r 0 0 iBT
0 10 O
"0 01 o0
—-iBC 0 0 T

TWIERDZENIE
Transformacje Lorentza sa transformacjami ortogonalnymi.

DOWOD
Transformacje ortogonalne

4
X, =>a.xX, (r=1234)
v=1

spetniaja nastgpujace warunki (warunki ortogonalnosci)

4
Zaaﬁaax = Sﬁx ,
a=1

4
o, =1= Zaalaal =a;,8y; +85185; + 83083 + 84584,
a=1
4
822 =1= Zaazaaz =ay,ay, + 85,8, 83,83, T 84,8, ,

a=1

4
0y =1= Zaasaas =585+ Q38,3 T A35853 T 8439,
a=1

4
0, =1= zamam = 84804 T 8p48,, + 83485, T 84,84,
a=1
Suma kwadratoéw elementow kazdej kolumny réwna si¢ 1.
Ten warunek ortogonalnosci macierz transformacji Lorentza spetnia, poniewaz

% 40%+0% +(—iBFY =T? - BI? =T?(1-B?)=TT? =1,
0°+1°+0°+0° =1,

0°+0°+1°+0° =1,

(iIBUY +0%+0%+T2 =(1-B?)=TT2 =1,
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4
812 = 821 =0= Zaalaaz =8548y, T 8y8,, +8385,18,84;
a=1
4
0;3=05,=0= Zaalaafi =8;,8)3+ 85853 + 8318331841843

a=1

4
814 = 841 =0= Zaalaom =848y, T Ap8y, +8385,T84844

a=1

4
0,3 =04, =0= Zaazaas = 855815 1 Apy853 + 3p83518,58,3
a=1

4
824 = 842 =0= Zaazaa4 =830 T 85,8y, +83,85,13,,84,

a=1

4
03, =0,,=0= ZaaSaa4 =384 T 3p38,4 T 8338341838, -

a=1
Suma iloczynéw odpowiednich elementéw dwaoch kolumn réwna si¢ zeru.
Te warunki ortogonalnosci macierz transformacji Lorentza rowniez spetnia, co bardzo fatwo
sprawdzic.
-0+0-1+0-0+(~iBI)-0=0

TWIERDZENIE
Wyznacznik macierzy przeksztatcen Lorentza jest rowny jednosci.

DOWOD
r 0 0 iBr
L o 100 0 10
deta,, = 0 1 =(-1"ro 1 o/+(-1"iBrj 0 0 1/=T?-BT?*=1
_ 00T -Bl 0 0
-iBrL 0 0 T

Transformacje ortogonalne, ktérych wyznacznik jest rowny 1, oznaczajg obroty uktadu.
Szczegolna transformacja Lorentza opisuje obroty w ptaszczyznie X X, .

e Macierz odwrotnego przeksztalcenia Lorentza

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rowna macierzy przestawione;j.

4 4
xi=>4a,x, (n=1234) X, =>c. X, (n=1234)
v=1 v=1
r 0 0 iBI r o 0 -iBr
0 1 0 O 0O 10 0
a, = Coy =
H 0 01 O : 0O 01 0
—-iBIC 0 0 T iBlC 0 O r
df Ox’ T df OX T
pv: axu ' ap.v: Cvu = va HV: 6th ! CHV :aVH :aHV
X, ox, c OX, ox,
X, ox), X! ox,
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4 PODSTAWOWE WNIOSKI WYNIKAJACE Z TRANSFORMACJI LORENTZA

¢ ROwnoczesnos¢ zdarzen i hastepstwo czasowe

X" =T(x—Wt)
y'=y
7=z t, -t =I|(t,—t,)-Ve2(x, —x,)
t'=I(t-Vc?x) -t )
r=(1-v?)®
WNIOSEK |
t, =t, .
t) =t
Xlzxz} = 1 2

Dwa zdarzenia 1 i 2 réwnoczesne w uktadzie nieprimowanym (t, =t,) beda réwnoczesne
réwniez w uktadzie primowanym (t; =t/,) wtedy i tylko wtedy, gdy zaszty one w uktadzie
nieprimowanym w tym samym punkcie (xl = xz).

WNIOSEK 11
t, <t
Lo } =t/ <t}
X =X,
Nastepstwo czasowe dwach zdarzen 1 i 2 nie ulega zmianie (t, <t,,t] <t},) wtedy i tylko

wtedy, gdy zaszty one w uktadzie nieprimowanym w tym samym punkcie ( X, = xz).

WNIOSEK 111

t, <t,

rf(t, -t,)-Ve?(x, -x,)|]=0
U

C( L _tl): Vcil(xz _Xl)

=t =t

WNIOSEK IV
t, <t,
rf(t, -t,)-Ve?(x, -x,)|>0
U = t; <t}
C( L, _tl) > VCil( X2 _Xl)
V=c: coft,~t,)>(x,-x,)
Jezeli odlegtosé miedzy dwoma punktami (x, —x, ) w uktadzie nieprimowanym jest mniejsza
niz droga przebyta przez swiatto w przedziale czasu (t2 — tl) >0 w uktadzie nieprimowanym,
to w uktadzie primowanym (t’2 —ti) >0, co 0znacza, ze nie ulegto zmianie nastgpstwo czaso-
we (chwila pdzniejsza w ukladzie nieprimowanym jest réwniez poOzniejsza w uktadzie
primowanym).
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WNIOSEK V
t, <t,
F[( t2 - tl)—VC_Z( Xy — Xl)]< 0
U =t >t
C( t, - t1)< Vc_l( X, = Xl)
V=c: ct,—t)<(x,-x,)
Jezeli odlegtos¢ miedzy dwoma punktami (x2 —xl) w uktadzie nieprimowanym jest wieksza
niz droga przebyta przez swiatto w przedziale czasu ( t, —tl) >0 w uktadzie nieprimowanym,
to w uktadzie primowanym (t), —t;)<0, co oznacza, ze ulegto zmianie nastepstwo czasowe
(chwila p6zniejsza w uktadzie nieprimowanym jest chwila wczesniejsza w uktadzie primowa-
nym).

e Dylatacja czasu

X =T V) t,—t, =Tt =)+ Ve (=)

y=y

z=17 Zegar primowany spoczywa wzgledem uktadu primo-
t=r(t'+Vve2x) wanego ( x}, — x| =0) poruszajac sie z predkoscia V
= (1_ VZC—Z)‘% wzgledem uktadu nieprimowanego.

r>1

(t,—t)=(t, —t,1-V?%c?)? (t;—t)<(t,-t,)

t, —t; = przedziat czasu zmierzony zegarem spoczywajacym wzgledem uktadu primowa-
nego (x; =X} ), czyli przedziat czasu zmierzony w uktadzie wiasnym zegara
t, —t, = przedziat czasu zmierzony zegarami znajdujacymi si¢ w uktadzie laboratoryjnym

(nieprimowanym) w miejscach okreslonych przez wspoétrzedne przestrzenne roz-
wazanych zdarzen

Przedziat czasu, uptywajacego mi¢dzy dwoma zdarzeniami, zmierzony w uktadzie labora-
toryjnym w miejscach okreslonych przez wspétrzedne przestrzenne rozwazanych zdarzen jest
wiekszy niz przedziat czasu zmierzony w uktadzie wtasnym w miejscu zachodzenia tych zda-
rzen. Opisane zjawisko nazywane jest dylatacja czasu.

e Kontrakcja (skrécenie) diugosci

Pret rownolegty do osi x porusza si¢ z predkoscia V wzgledem uktadu nieprimowanego,
jednoczesnie spoczywajac wzgledem uktadu primowanego. Obserwator w uktadzie nieprimo-
wanym dokonuje pomiaru wspotrzednych koncow preta w tym samym czasie (t; = ty).

XIZF(X_Vt) X'2—X1=F[(X2—X1)—V(t2—tl)]
y'=y

=z t,=t,
t':F(t—Vc‘zx)

r=(1-v?)® X, =X, =( %, = x, (1= V2 ?)*
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X, —X; = dtugos¢ preta spoczywajacego wzgledem uktadu primowanego zmierzona przez
obserwatora spoczywajacego wzgledem tego uktadu

X, —X, = dtugos¢ preta poruszajacego si¢ wzgledem uktadu nieprimowanego zmierzona
przez obserwatora spoczywajacego wzgledem tego uktadu, pomiar wspotrzednych
koncow preta obserwator dokonat w tym samym czasie, t, =t,

(X, =x)>(x, =x,)

Diugosc preta poruszajacego sie¢ wzgledem obserwatora jest mniejsza od dtugosci preta
spoczywajacego wzgledem obserwatora. Zjawisko to nazywane jest kontrakcjg dtugosci.

e Podstawowy eksperyment szczegdlnej teorii wzglednosci

Ya Ya

>
W
<

Xfg————=—=—
>
X —————s
w

¥

VX

Zrodto $wiatta znajduje si¢ w punkcie A uktadu nieprimowanego. W chwili t, wystato
impuls $wietlny, ktory dotart do punktu B w chwili t,. Obserwator nieruchomy wzglgdem
uktadu nieprimowanego dokonat pomiaru wartosci predkosci swiatta jako
c=2e"Xa
tB - tA
Obserwator nieruchomy wzgledem uktadu primowanego rowniez zmierzyt wartos¢ pred-
kosci, korzystajac z analogicznego wzoru
¢ e TXa
ty —t,

Poréwnamy oba wyniki, wykorzystujac transformacje Lorentza.

' _X;3 _X:A _ XB_XA_V(tB_tA)

, X\— Vi,
Xa = - ' -2 -
th —th  ty—t, —Vc (x5 —x,)

A 1-vie?
XI _ XB_VtB

B /1—V2C72 _V(tB—tA)

c

¢ Cta—VX,C _Xs = Xa Xg =Xa _Xpg=Xa _
A vie: te—th Ve (Xg—Xa) tg-t,
_ tg -t
¢ = 1o —VXgC ? BT A
B 2.2
1-V2c .
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5 CZAS WLASNY

e (Czas wlasny

Czasem wiasnym nazywamy rézniczke lub odstep czasu, miedzy dwoma zdarzeniami za-
chodzacymi w tym samym miejscu w uktadzie primowanym (uktadzie wtasnym), zmierzonego
zegarem znajdujacym sie w tym miejscu.

4 4
ds? = deﬁ = de’f =ds’
pn=1 pn=l
dx; =dx, =dx; =0

4
12 _ 2
dx; = E dx,,
p=l

2

2 2 2
dx? = dxf{1+ dx; +dx; +dx3j
dx;

x,=ict, x|, =ict’, i*=-1
dx? +dx2 +dx3
c’dt?
2 _ Oxg +dX] +dx;
dt?

icidt’? = izczdtz(l
Vv

2
dt? = dtz(l—v—zj
C

df
dr=dt’ = dtv1-v®c™? dt =czaswtasny, dt=dt'<dt

Odstep czasu miedzy dwoma zdarzeniami jest krotszy w uktadzie wtasnym niz w uktadzie
laboratoryjnym: At' < At.

At =At" = przedziat czasu zmierzony zegarem w uktadzie wtasnym (primowanym)
At = przedziat czasu zmierzony zegarami w uktadzie laboratoryjnym (nieprimowanym),
znajdujacymi sie¢ w miejscach okreslonych przez wspotrzedne rozpatrywanych zdarzen

Relacje podane nizej przydadza si¢ w dalszych rozwazaniach.

4

ds? = dx2 =dx;* =i*c’dt’* = izczdtz(l—vzc‘2)=dxj(l—vzc‘z)z i‘c’dt?
=1
4

ds = /dei =dx/, =icdt' =icdtv1-v’c? =dx,v1-v’c? =icdt
p=l

— -, dt ds 1
dr =dt :|.—V2C_2 =—=—, Y=—F—
Yy IC NJ1-vic™?

KOMENTARZ

Wzory na tej stronie sa poprawne jezeli predkosé¢ v czastki wzglgdem uktadu laboratoryjnego
jest taka sama jak predkos¢ V uktadu primowanego wzgledem uktadu laboratoryjnego. Ma to
miejsce, gdy uktad primowany jest uktadem witasnym czastki.
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6 GRUPA LORENTZA

e Grupa Lorentza
Niepusty zbior G nieosobliwych przeksztatcen liniowych reprezentowanych przez ich ma-
cierze stanowi grupe, gdy

1. A (A-B)eG

A,BeG

A (A-B)-C=A-(B-C) H A~ = macierz odwrotna macierzy A
E

N

AB,CeG A :
1 1 = macierz jednostkowa
3. NV A-A - =A"-A=E

AcG AleG

AV AE=E-A=A

AcG EeG

&

TWIERDZENIE

Liniowe transformacje ortogonalne tworza grupeg.

TWIERDZENIE

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rowna macierzy transponowane;j.
TWIERDZENIE

Wyznaczniki macierzy ortogonalnych sa rowne +1.

TWIERDZENIE

det( A**-B**)=det A** - det B**

Poszukamy liniowych transformacji

4
=>a,x, +b,,
v=1

ktore nie zmieniajg metryki czasoprzestrzeni

4 2 4
> L3 o]
pn=l pn=1

4
=>a,0x, .
g dx’? =Z;B21“awauﬁdx dx,
dx;l = aHBdXB =P
de’2 iiia a, X, dx
popp
n=l a=1 p=1

4
Zaw s =0, (warunek ortogonalnosci)
p=l

Liniowe transformacje jednorodne (b,=0) nie zmieniajace metryki czasoprzestrzeni sa
transformacjami ortogonalnymi, tworza wiec grupe zwana grupa Lorentza. Naleza do nigj
migdzy innymi szczegolne transformacje Lorentza o dwoch zmiennych, obroty tréjwymiaro-
we, inwersje osi wspotrzednych przestrzennych, odwrocenie czasu, przeksztatcenie tozsamo-
sciowe oraz ich ztozenia, a takze transformacje odwrotne do wymienionych.

Grupa liniowych transformacji niejednorodnych (V' b, = 0) nazywana jest grupa Poincarégo.

8
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e Szczegolne transformacje Lorentza

X; =Tx, +iB, I X, I 0 0 iB,I;
X5y =X, 0 10 O

’ I—14 = det L14 =+1
X5 =X, 0 01 O
X, =-iB,I X, +T}X, -iB,I; 0 0 I
Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie X,, X,.
X; =X, [1 0 0o o0
x, =,x, +iB,I,X 0 I 0 iB,I

2 27%2 25274 oy = 2 22 detL24=+1
)('3 =X, 0 0 1 0
X, =-iB,I,X, +I,X, 0 -iB,I;, 0 T,
Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie x,, X, .
Xy =X, 1 0 0 0
X, =X 01 0 0

o Ly, = _ detL,, =+1
X, =X, +iB,I0X, 00 I, Byl
X, =-iB,I,Xx, +I,X, 10 0 —iB,I; I
Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie X,, X, .

1 v
D r .= (1— Bi) 2, B, =—%, V_ = predkos¢ skierowana wzdtuz osi X
C

e Obroty trojwymiarowe.
X; =€-8X; +€-8,X, +€]-€X, e;-e, e-e, e-e 0
X, =€,-e,X, +€,-e,X, +€,-€;X, R e’rz-el e%-e2 e:z-e3 0 detR = +1
Xy =€3-€,X; +€5-€,X, +€5-8,X, e;-e, €;-e, e;-e; O
X; —= X4 0 0 0 1

Transformacja ta opisuje obroty w przestrzeni tréjwymiarowej w dowolnej ptaszczyznie. Kaz-
dy z dziewigciu kosinuséw kierunkowych mozna jednoznacznie wyznaczy¢ przez co najwyzej
trzy katy Eulera.

X; =€-€X; +€]-8,X, cosaa sina 0 O
X, =€,-e;X, +€,-e,X, _ —sina cosa 0 O detR. . +1
X'3 = x, 12 0 0 10 12
X, =X, 0 0 01
Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie X, X,.
D o = kat zawarty miedzy wersorami e; i e,
Xp =€1-8X; +€; 85X, cosp 0 sinB O
'
X2 =% N detR = +1
Xy =€3-€,X; +€5-€,X, —sinfB 0 cosp O
X, =X, 0 0 0 1

Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie X, X,.
D B = kat zawarty migdzy wersorami e; i e,
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X; =X, 1 0 0 O

X, =el e X, +e, -e.X 0 cos siny 0

'2 '2 . '2 L 571 g —siny cosY 0 detR ;o= +1
X, =€,-6,X, +€}€,X, B Y

X; :X4 0 0 0 1

Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie X,, X, .
D y = kat zawarty migdzy wersorami €}, i e,
e Inwersje osi wspoOtrzednych przestrzennych

X1 :_X]_ -1 0 0 0
X, =—=X 0O -1 0 O
2 ? ls= detl, =-1
Xy =—X, 0 0 -10
X; :X4 0 0 0 1

Transformacja ta zmienia zwroty osi wspotrzednych przestrzennych.
e Odwrdcenie (inwersja) czasu

!

X; =X, 100 O
X, =X 010 O
z e I, = detl, =-1
Xy =X 0010
X, =-X, 0 00 -1

Transformacja ta zmienia kierunek uptywu czasu.
e Przeksztalcenie tozsamosciowe

X; =X, 1 000
X, =X 01 00O
2o E= detE =+1
X3 =X 0010
X;:X4 0 0 0 1

e Grupy Poincarégo i Lorentza jako grupy Liego

Grupa ciaglag nazywamy grupe, ktorej elementy zalezg w sposéb ciggty od parametrow.
Jezeli n jest minimalng liczba niezaleznych wzgledem siebie parametréw, od ktérych zaleza
w spos6b jednoznaczny elementy tworzace grupe, to méwimy, ze dana grupa jest n-parametro-
wa. Grupa Liego nazywamy ciagta grupe o skonczonej liczbie parametrow.

Niejednorodne liniowe przeksztatcenia ortogonalne nie zmieniajace metryki czasoprzes-
trzeni tworzg 10-parametrowg grupe Liego L(10), zwang grupa Poincarégo. Jednorodne liniowe
przeksztatcenia ortogonalne nie zmieniajace metryki czasoprzestrzeni tworza 6-parametrowg
grupe Liego L(6), zwana grupa Lorentza. Szczegdlne przeksztatcenia Lorentza stanowia jedno-
parametrowg grupe Liego L(1).

PRZYKLAD
Macierz ortogonalna

‘T
, : : 20, detL=+1
€8 ©€;-8, €38 €3¢,
’ ! ! !
e,-e €,-e, e,-e, e, -e,
opisuje obrét w dowolnej ptaszczyznie w przestrzeni czterowymiarowej, ktory jest ztozeniem
szesciu obrotow w ptaszczyznach X X,, X;Xs, X;X,, X,X3, X,X,, XgX,.

M @ @D
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W szczegolnosci macierz L,

r 0 0 iBI'| |e;-e; 0 0 e e, cosaa. 0 0 sina
Lo 0 1 0 O _ 0 10 0 _ 0 10 O
H 0 11 0 0 11 0 0 11 0
—-iBI' 0 0 T e,-e, 0 0 ¢e)-e, —sina 0 0 cosa

reprezentuje obrét w ptaszczyznie x,X, o Kat, ktorego tangens jest rowny

sino BT . .V X4

tgo =" =—=iB=i—. N
cosoo. I Cc , )
’ ’

e, -e, =cos(e],e, )=cosa

e,-e, =cos(e],e,)=cos(90" —a)=sina

(
e, =cos( &},e,)=cos( 90" +a)=—sina
-e, =cos(e,,e,)=cosa

!’
€,

(04
(04
> X,
PRZYKLAD

Zlozenie obrotu R, i szczegolnej transformacji Lorentza L,,

Rozpatrzmy trzy uktady wspotrzednych nieprimowany, primowany i podwojnie primowany.
W chwili t, =t =t; =0 poczatki wszystkich tych trzech uktadow oraz osi X,, X, i X; po-
krywaty sie. Uktad primowany spoczywat wzgledem uktadu nieprimowanego. Osi obu tych
uktadéw o wspolnym poczatku byty wzgledem siebie obrocone o kat o. Uktad podwojnie
primowany poruszat si¢ wzglgdem uktadu primowanego ze stata predkosciag V skierowana
wzdiuz osi X . Analogiczne osi uktadow primowanego i podwojnie primowanego byty row-
nolegte wzgledem siebie.

=Ry "_ X5 X"
"_ L14X’ X' = L14R12X 2 V 1
X, X
2 X2 [ 2 [N XIZ X2
X=>Yxe, = ol X =Y xe = . ,
H:l 3 P-:l 3 X2 Xi
X, X,
X;
14 = n.n Xg a
X :queu— X" Xl
p=1 3
X,
r 0 0 iBI'|| cosao. sina 0 O T'cosa T'sina 0 BT
LR - 0 1 0 0 ||-sina cosa O O B —-sina cosa 0O O
WwH2el 0 01 0 0 0 1 0| 0 0 1 0
—-iBC 0 0 T 0 0 0 1 —iBT'cosaa —iBT'sina 0 T
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PRZYKLAD
Zlozenie obrotu trojwymiarowego i trzech szczeg6lnych transformacji Lorentza
Rozpatrzmy pie¢ uktadow wspotrzednych, w tym jeden nie indeksowany i cztery indeksowa-

ne symbolami O, I, II, I11. W chwili t, =t3 =ty =t] =t;' =0 poczatki wszystkich tych ukia-
dow znajdowaty si¢ w tym samym punkcie. Uktad indeksowany przez 0 spoczywat wzglgdem
uktadu nie indeksowanego. Osie obu tych uktaddéw o wspdlnym poczatku byty wzgledem sie-
bie obrdcone (nie pokrywaty si¢). Uktad | poruszat si¢ wzglgdem uktadu O ze stata predkoscia

V, skierowang wzdtuz osi x, . Uktad 1l poruszat si¢ wzgledem uktadu | ze stata predkoscia
V, skierowang wzdtuz osi x} . Uktad 111 poruszat si¢ wzgledem uktadu II ze stata predkoscia

V, skierowang wzdtuz osi x}'. Analogiczne osie uktadéw O, I, 11i 111 byty wzgledem siebie
rownolegte.
x° = Rx
x' =L x° y
I | X7 =Lyl RX
X' =L,Xx
N L34X"
10 0 0 1 0 0 0 I 0 0 iB,I;
0 1 0 0 0 I, 0 iB,I, 0 10 0
L.l = . =
00 I, iB,I5 || 0 0 1 0 0 01 0
0 0 —iB,I; I, 0 -iB,I, O I, -iB,I; 0 0 T
I 0 0 iB,I;
B B,B,IT, I, 0 iB,II,
“|BB,II,I, BB, I, B
—-iB,I[ILI; —iB,ILI; —IB.I; | D IS
i hp Ny O PR P PP P
r, r, r. O L, | | |
iy Ny O 31 132 laz lag
0O 0 0 1 Ly 1 1 1,
L, =14, l,, =B,B,Iin, + Tory |5y = BiB, L1500, + BB LI, + [y,
|12 =T, Izz =B,B, 150, + 150, |32 =B,B,I 150, + B,B, LI, + 156,
|13 =TI, |23 =B,B, NI+ 150, |33 = B,B, I [I50 5 + BB, LG, + T,
l,, =iB,I} |, =1B,IT |5, =iB,IT I
1
l,, =B, ,0n0, — 1B, 1,150, —iB,Ihry, B =V I = (1_ 812 )fE
. . . 1= Va1
I42 = _!Blr1r2r3r12 _!Bzrzrsrzz _.lBsrarsz B, = Vchl T, = (1_ Bg)—%
3 =B, [\ 1,150, —iB, I, I5r,; —iB,Ihrs, B —V.ct 1
l,, =TT o Iy :(:l'_Brf)iE
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PRZYKLAD

Zlozenie dwoch szczegolnych transformacji Lorentza

Rozpatrzmy trzy uktady wspotrzednych nieprimowany, primowany i podwdjnie primowany.
W chwili t,=t;, =t; =0 analogiczne osie wspoétrzgdnych przestrzennych pokrywaty sie.
Uktad primowany poruszat si¢ ze stala predkoscia V, wzgledem uktadu nieprimowanego,
uktad podwadjnie primowany poruszat si¢ ze stata predkoscia V,, wzglgdem uktadu primowa-
nego i stata predkoscia V,, wzgledem uktadu nieprimowanego. Predkosci V,, V, i V,, byty
wzgledem siebie wzajemnie réwnolegte oraz rownolegte do osi wspétrzednych x, x" i x”.

x' =L x
" JI.I4 1 Xﬂ: LIJI-4LI14X
X" =L,X
X, X} X1
4 X 4 ' 4 "
=3 xe,=| Flox=Yxe =L =Y =
=1 3 p=l 3 p=l 3
X, X, X4
[T, 0 0 iB,T, I, 0 0 iBT
G| 0 100 0 10 0
N B 01 0 0 01 O
-iB,, 00 T, ||-BT, 00 T,
_F|F||(1+B|Bn) 00 iFIF”(B|+B”) Ly 00 ierm
i 0 10 0 o0 100 |,
M 0 01 0 0 o1 o | ™
__iFIFII(BI+BII) 00 F,F”(l-l-B,B") _iBIIIFIII 00 r|||
Ir,@1+BB )1r - BBy
= m =
Rl 1P ? mn 1+B|B"
Ir|F||(B| +B,, ):lerm
df df df
Blzﬁ' Bu:ﬁ' Bul:h
C C C V|+V||
df 1 df 1 df 1 V|||:—
I = ' F||:—/—21 1—‘mz—/—z 1+M
1_B| 1_B|| 1_B||| C2

Ztozenie dwoch szczegolnych transformacji Lorentza jest rowniez szczegolng transformacija
Lorentza wtedy i tylko wtedy, gdy ostatni wzor okresla prawo sktadania predkosci.

V, = predkos¢ uktadu primowanego wzglgdem uktadu nieprimowanego
V, = predkos¢ uktadu podwojnie primowanego wzgledem uktadu primowanego
V,, = predkos¢ uktadu potréjnie primowanego wzgledem uktadu nieprimowanego
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7 TRANSFORMACJE LORENTZA CZTEROWEKTORA

e Czterowewktory

~ &~ -~ -~ ~ ~
Czterowektorem A:ZAHeH:(Al,AZ,AS,AJ nazywamy zbior czterech wielkosci

p=l

Al,,&z,ﬁ\3,5\4, zwanych jego sktadowymi, ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych podda-

nych przeksztatceniu Lorentza

40X 2, OX - oX;,  oX
L= EX, = X, =) a, X, a,=—"=—"*
" Vz_i‘axv ' Z_“ax; ' VZ:;‘ T ok, ox))
transformuja si¢ wedtug wzoru
A, =Z;awAv.

e Transformacja Lorentza czterowektora

A=(ALA,AA,) > A=(ALA,A,A,)

~ 4 ~
’ —_—
AL =280 A,
v=1
~ 4 ~
i
Al = Zal\/Av =
v=1

= all,&l +a12,3\2 +a13,&3 +a14,&4 =a,,A, +a14,&4 = 1“,3\1 + iBF;&4 = F(Al + iB;&4)

~ 4 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
!
Az = Zaszv = a21A1 +a22A2 +azaA3 +az4A4 = azzAz = Az
=1

- 4 - - -
’
A3 = Zastv = a3lAl + a32A2 + a33A3 +a34A4 = a33A3 = A3
=1

~ 4 ~
'
A, = E a, A, =
v=1

=a,A, +a,,A, +3,,A, +a44,5\4 = a41,3\1 +a44;5\4 =— iBl“,z\1 +1";5\4 = F(Ar iB

e Kwadrat modulu czterowektora jako niezmiennik

A12+;&122+;&r32+;&;2 :FZ(A1+iB,&4)Z—I—/Z\g-}—/z\g-l-rz(lz\‘l—iB/&l)Z =
~A2(r?-r?B?)+ A2 + A2+ AZ(T? —T?B?)=A? + A + AZ + A’

A,)

Kwadrat modutu czterowektora czyli suma kwadratéw sktadowych czterowektora jest nie-

zmiennikiem transformacji Lorentza.
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e Odwrotna transformaCJa Lorentza czterowektora

A= (A’ A, A, A') > A=(ALA,A,A,)

~ 4 ) r 0 0 —-iBr
u ZCHVA
vléx 0 10 O
ox CHE 0 01 0
c = u
Y iBC 0 0 T
- 4 -
AlzzclvA’v:

v=1

= C11£\1 + Clz'z‘,z + Cl3;\; + C14IZ\; = Cll'z‘i + 014;5\21 ~TA - iBFA; = F( ,Z\i - iB,&;)
A, = iczw&i = Cpy AL +C AL +CypAL +Co A = CpA, = A
e _ 3 3 _ o
A; =Y Cy AL =CyyA| +Cy,A, +CypAL +Cy, A = CypA; = A
VZl 3
A= CuA, =

v=1

= CaAL +C A +C AL + A, = CuAL +C A, =IBIAL +TA, =T(A, +iBA))

r(A;-iBA,)

Il
—_—

Il
l

N

)>z )>z > j>z

>
A,
-r(A, +iBA;)

e lloczyn skalarny dwoch czterowektorow jako niezmiennik

§-Sah | ARAAA)
= B=(8,.8,.8,.B,)
~ 4 ~ ol
B, ->a,8, | A=(AAA A
L B'=(B; B,.B;,B)
Zauauﬁ afp ~"f4~"‘ . . A D
] A B_ZAHB iloczyn skalarny czterowektoréw A i B
p=l

A’-E’:ZA;E; iloczyn skalarny czterowektorow A’ i B’

- fH:l~ 4 4 - 4 -
A'-B _ZAuBu _zzawAa auBBB =
p=1 p=1l a=1 p=1
4 4 4 - - 4 4 - - 4 -
=22 2.a.8,A.B,=> > 8,AB,=>AB =AB
a=1 =1 p=1 a=1 =1 pn=1

lloczyn skalarny dwoch czterowektorow jest niezmiennikiem trans-
formacji Lorentza.
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8 TRANSFORMACJE LORENTZA CZTEROTENSORA DRUGIEGO RZEDU

e Czterotensory drugiego rzedu
Tensorem czterowymiarowym (czterotensorem) drugiego rzgdu nazywamy zbior 16 wiel-
kosci, zwanych jego sktadowymi, zestawionych w postaci macierzy

Tll T12 TlS Tl4
[Tuv]: T21 T22 T23 T24
T31 T32 T33 T34
T4l T42 T43 T44
ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych poddanych przeksztatceniu Lorentza

4 OX; 2, Ox 2 oX;,  ox
ro_ H _ v _ _ | v
XH_Za XV_Z@' XV_ZaHVXV’ aHV_a _a'
v=1 Xv v=l X“ v=l Xv Xu
transformuja si¢ wedtug wzoru
4 4 ox' ox! 4 4 ox X 4 4
T, =>> =T =>>—"2—LT =>%a a,T
B B vB Taf !
"R X, OXg v oo OX;, OX, TaET e
’
_ ox,, _ oX,,
po r !
oX, OX,
X!, OXg

A= —v =B
Poox, X

A%

e Transformacja Lorentza czterotensora drugiego rzedu

4 4
T=2.2 T

=1 B=1
4 4
T1’1 = ZzalaalBTa[} =
a=1p=1
=a,ay 0 +a@,l, +agdgh+aga,l, +
+a,8y,T5 +8,,8,,T5, + 83,8550 + 83,805, +
+a,38,T5; + 8,805, + 88,5055 +a,8,T5, +
+a Ayl +85,8,T + 88550 +a,a,l, =
= a0 +ay8,0, +aa,T, +8,8,,0, =
= a121T11+a11a14( T+ T41)+ a124T44=
=TT, +iBr*( T, +T,,)-BTT,,=
=1[ T, - BT, +iB(T,+T,,)]
4 4
T1’2 = ZzalaaZBTaB = alla22T12 + a14322T42 = F( T12 + iBTAZ)

o=l =1

4 4
T1’3 = ZzalaasﬁTaﬁ =8;,853113+8,853145 = 1—‘( T+ IBT43)
a=1 p=1
4 4 , ,
, .
T = Zzalaa4BTo.ﬁ =838, Ty +a38,, Ty, +a,8,, Ty +a5,8,, T, =T [T14 +B°T,, + IB(T44 - Tll)]

a=1 p=1
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4 4
T2'1 = ZzaZQalBTaB = a22a11T21 + a22a14T24 = F( TZl + |BT24)

o=l p=L
4 4
’
T = Zzazaazﬂxs = 8,851, =Ty,
a=1 p=1
4 4
’
Tos= zzaZaasﬁTap =8,,833153 = T53
a=1 p=1
4 4
4 -
Toa = 2.2 850845 Typ =508, Toy + 85584, Tp, = [( T —IBT,y)
a=1 p=1
4 4
' -
T, = Z“Z:amameB —a,,a,,T,, +aa, T, =I( T, + iBT,,)
o=l p1
4 4
’
T = ZzaE»aazBTaB =8338,,15, =15,
o=l p=L
4 4
’
Ty = ZzasaaSBTaﬁ = 833853135 = T3s
o=l p=L
4 4
4 -
Ty = ZZaSaaAﬁTaﬁ = a,,8,,T,, +a58,,T,, =( T, —iBT,,)
a=1 p=1
4 4 ) )
Ty = Zzamamls =848,y Ha,85, T, +8,,8 T, +a8,T, =T [T41 +B*T,+iB(T,, - Tn)]
o=l p=1
4 4
! -
T =2 > 84,85 Top =485, 1, +a4,8,,T,, =T( T, —iBT,)
o=l p-1
4 4
! -
Tis =D 84,85 T =485 15 +8,853 T4, =I(T,; —iBT,;)
o=l p=1
4 4 2 2
Th =D 80T =880 o+ A48 Tog +8080 o + 8484 Tag = T2 [Toy = B2, —iB(T,, + T, )]
o=1 p=1

T1'1 =1HZ[TM - BZT44‘*‘ iB( T+ T41)]
T, =I( T, +iBT,,)

T/, =T( T, +iBT,,)

T/, =T2[T, + BT, +iB(T,, -T,,)]
T;, =T( T, +iBT,,)

T2’2 = T221 Tz's = Tzs

T = F( To— iBT21)

T, =T(T,, +iBT,,)

Ty =Ty, Ti=Ts

T = F( Ty - iBT31)

TA;l = FZ[TM + BZT14+ iB( T44 - Tll)]
Ty = F( Ty — iBle)

Tis = F( Ty — iBT13)

T, =[T,, - B2T,—iB( T, +T,,)]
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e Odwrotna transformacja Lorentza czterotensora drugiego rzedu

4 4 ox 8XV ’ 4 4 ax:x ox' ' 4 4 '
o P _ox, r 00 -iBr
oox), ox, [c ]: 0 10 O
_ox, X P10 01 0
o T ox, iBE 0 0 T

I
M-

4

’ ! ’ ! !
T11 zclaClBTaB = C11C11T11 + C11014T14 + C14C11T41 + C14(3141-44 =
=1

Il
LN

o

r2T), —iBr?( T}, +T,,)=T2[ T/, - BT, —iB( T}, + T,,)]

1
Il

'5_|

Il
M- 1M 1M
Mb

Cl(xCZBT(;[} = C11(:221-1’2 + 014C22Tz{2 = 1—‘T1'2 - iBFTziz = F( Tllz - iBTziz)

M- 21

ClaC3BT<;B = C11C33T1’3 + C14(:331:;3 = FT1'3 - iBFT£3 = F( T1'3 - iBTis)

T
N

,_‘I
~
I

' ' i ' '
ClaC4BT0LB = C11C41T11 + C11(:44-|-l4 + C14C41T4l + C14C44T44 =

Q
Il
iR
T
JiN

=iBI'°T,, +I'*T,, + B’I'*T,, —-iBI'°T,, = FZ[T1’4 +B*T;, —iB(T,, —T{l)]

4 4
T, = ZZCZ(xClﬁT(;ﬁ = C22C11T2’1 + C22C14T2’4 = rTz'l - 'BFT£4 = F( T2'1 - 'BT£4)
o=1 p=1
4 4 4 4
! ’ ! ! ! !
T22 = zzczaCZﬁTuﬁ = C22C22T22 = T221 T23 = chzaCSﬁTaﬁ = C22(:33T23 = T23
a=1 p=1 o=1 p=1
4 4
! ! 14 H ! ! ! H !
T = ZZC2aC45TaB =CpCy T51 +CpCuy T,y =1BI'T, +I'T,, = F( Tou + 'BT21)
a=1 p=1
4 4
! ! ! ! H ! 14 H !
Ty = ZZCBQCM}T&B =C33Cy1 T31 +C33C14 T4, =1'T;; —IBI'T, = F( Ts - 'BT34)
o=1 p=1
4 4 4 4
! ! ! ! 14 14
Ty = ZZCSQCZBTOLB =Cyiloy 13, = T3y, Ty = chaaCSﬁTaB =Cyil33l33=Ts,
a=1 =1 a=1 B=1
4 4
! ! ’ H ! ’ / H !
T34 = zzc3ac4ﬁTa[3 = 033C41T31 + C33(:441-34 = IBFTSI + 1ﬂTazt = F( T34 + IBTSI)
o=l =1
4 4
! ! ! ! !
Ty = ch4aclﬁTaﬁ =Cy1Ciy T4y +C1CiuTiy +CyCii Ty +CuuCiyTgy =
a=1 p=1
—iBI2T), + B’T°T,, + °T), —iBI*T), =°[ T}, + B*T',—iB( T}, - T.,)]
4 4
T = ZZCMCZBT(;B = C41(-:221-1,2 + C44022Tz;2 = IBl—‘-rl’z + FTziz = F( Tziz + IBTl,Z)
a=1 p=1
4 4
! ! ! H ! ’ ’ H !
T43 = ZZCMLCSBT()L[?» = C410331_13 + C44033T43 = IBFT13 + 1ﬂT43 = F( T43 + 'BT13)
o=l =1

4 4
!’ ! ! !’ !
T44 = ZZCmCmTaB = C41C41T11 + C41(:44T14 + C44C41T41 + C44C44T44 =
a=1 p=1

= BT, +iBI( T, + T},)+ 2T, =I?[ T}, — BT, +iB( T, + T,,)]
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Ty =F2[T1,1 - BZT,44_ iB( T, + Tt{l)]
T, = F( T, - iBT;z)

T = F( T - iBT£3)

T14 = Fz[T1'4 + BZT'41_ iB( Tz;4 _Tlll)]
T = F( To - iBTz’4)

T =T Tu=T,

Ty = 1—‘( To+ iBT2’1)

Ty = F( Ty - iBT3’4)

Ty =Ty, Ti=Ts

Ty = F( Ty + iBTsl'l)

Tyu= FZ[Til + BZT'14_ iB( Tou— Tlll)]
T = F( T+ iBTl'Z)

Ty = F( Tt iBT1'3)

Tyu= FZ[TL{A - BZT'11+ iB( T, + Té;l)]

e Slad tensora jako niezmiennik

TWIERDZENIE
Slad tensora drugiego rze¢du jest niezmiennikiem transformacji ortogonalnych, a w szczegdl-
nosci transformacji Lorentza.

4 4
z TP'HJ = z THH
p=1 p=l

' ’ ' '
Tll +T22 + T33 +T44 = + T22 +T33 +T44

DOWOD
T11 T12 T13 T14 a
T = T21 T22 T23 T24 Z—;le“ a HB B
" T31 T32 T33 T34 4 44 4
T41 T42 T43 T44 ZTLH - ZZ zamauﬁ-r
ii T p=1 p=1 a=1 p=1
T'v: a aav 3 4 A
4” e her :;;;a““a“ﬁT
a
HZ . HB :iisaBTaB:iTuu
a=1 p=1 u=1

e
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e Wyznacznik tensora jako niezmiennik

TWIERDZENIE
Wyznacznik utworzony ze wspoétrzednych tensora drugiego rzedu jest niezmiennikiem trans-
formacji ortogonalnych, a w szczegdlnosci transformacji Lorentza.

det[T;V] =det[THV]

DOWOD

=3 38,8, det| T, ] = det{[a, . ][a,, ][ .5 ]}=

a=1 p=1

[ J=1a. )2 T.] —det[a,, |det[a,, |det| T,,]=

det[a,,|=+1v-1 =det[ T, ]

det[avﬁ] =+1lv-1 det[T[W] :det[TW]

9 CZTEROGRADIENT, CZTERODYWERGENCJA | DALAMBERCJAN

e Czterogradient

Czterowymiarowy gradient (czterogradient) funkcji skalarnej

0 = Xy, X, X3, X, )= 09X}, X, X5, X)
definiujemy jak nastepuje

df _4
grad(pzza—q)e“ :(acp Op 09 6(9}
10X, OX, OX, OX; OX,
Przy zmianie ukladu odniesienia i poddaniu wspo6trzednych przeksztatceniu

4 Za 1234), a,=2w_ 0%
" 6x WX (1=1234) Moox,  ox
skladowe czterogradlentu transformUJq sie wedtug wzoru

4 4

S 00X, <, B
ox, Hox,ox, F"
Czterogradient jest wiec czterowektorem, ktory powstat z dziatania operatorem

v 0o [0 0 0 0
Sox, " (ox, ox, ox; ox,

na funkcje skalarng o .
Operator ten jest rowniez czterowektorem, gdyz jego sktadowe transformuja si¢ wedtug wzoru

0 < 0
—=>a,—.
oX,, OX,

!

v=1
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e Czterodywergencja

Czterowymiarowa dywergencja (czterodywergencja) czterowektora jest iloczynem skalar-
nym operatora

v 0o [0 0 0 0
Sox, " (ox, ox, ox; ox,

i czterowektora

e Czterodywergencja jako niezmiennik

oowx | A=(ALALAA,)
tEX A= (AL Ay AL A,)
:Z“:axv _ y S . 6Au
1 OX), iV _“Z;ﬁxu
4 _~
:Z:;auvxv diV/&’fiaA'“
1 OX,,
e oA, oA oA, & 0 &
8X' ) n X _ _ Kkl -
““_axtza:': X, Zax = Zl: v aXMZ;aMAa
A 4 A iia 2 — 4, A ZZa a A au(x
ro__ — + _
Au_;auaAa = a e nv 6XV
aaua 4 4 N 6A
=0 )
axv Z:;Z; o ax =Jd,, 8xv
Zaete | S5 i
n=1

Dywergencja czterowektora jest niezmiennikiem przeksztatcen
Lorentza.

e Dalambercjan

(p:(P(X’y’Lt):(P(Xl’XZ’X3’X4)
df 2 2 2 2 2 2 2 2 2
D(P:VZ(P_C_za ¢_09 00 00 .00 _0¢ 009 0¢ 00

81‘2 8X2 ayz 822 8t2_8X2 8y2 0z 6(ict)2
4 4.5 o¢

——=div =div grad
axf ox: ox: oxi; o ax — O, OX, Z Jade

Poniewaz grade jest czterowektorem, a dywergenCJa czterowektora jest niezmiennikiem trans-
formacji Lorentza, wigc dalambercjan funkcji skalarnej ¢ jest rdwniez niezmiennikiem tych
przeksztatcen.
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10 CZTEROWEKTORY POLOZENIA, PREDKOSCI, PRZYSPIESZENIA | PEDU

e Czterowektor potozenia

Iy A A A XN ~ df

é:(Aj,Af,Ai,Ai) R=(x%,,X,,X5,%,)=(X,y,z,ict)=(R,ict)

A= (ALALALAL) | R = (0,5, = (6,2, i0t) = (R ct)

AQZF(A1+iBA4) X'=F(X—V’[)

A; =A, y'=y

A, =A, z'=12

A, =r(A,-iBA,) t'=r(t-ve?x)

A, - F(A’l— iB;\’4) X =T(X' +Vt)

A, -A, y=y

A=A o

P - =1(t'+ Ve 2x')

A, =T(A"+ iBA")

r=(1-vic?)2

B=Wwc™

e Czterowektor predkosci

= B R s -

R =(X,,X,,X5,%X,)=(%,y,2z,ict)=(R,ict) V=d—R=Yd—R=(V1,\72,V3,V4)

dr=y'dt = czaswiasny _ G dt _ _
B v = czterowektor predkosci czastki

yz(l—Bz) 2, B=vc™ wzgledem uktadu laboratoryjnego

1

V=(v§+v§+vj)z ook dg

v o—v :d_X:% 1_E—YE—YE—YVX—YV1

O dt dt g oo _dx, dy o
dy _ dx, > TTar Tt T T

Vy :V2 ===
o o N S
dZ dX3 3_d’l: =Y dt _ydt_y 2 = VV3

V, =V, =— =2 :
dt  dt \7—dX4— dx, d'Ct—ic—v

v, =ic o T ar T
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AR o~ = (dx, dx, dx, dx4j ( dx, dx, dx, dx4j
V=—-=\V, aV 1V IV el e e e e T ’ ’ =
A (dr dr ot de ) Ut d T at Y

:d—Xd—y%E:(vvvic):(vv ic )
th,Ydt,Ydt’Y TVas TV YV, Y ALSNA TR A LT

e Kwadrat modulu czterowektora predkosci

Ve =(w, ) +('Yvy)2 +(yv, ) + (icy)? =y2(v)2( +v2 +v§)—y202 =
vi—c?
= y2y? _y2c? :yz(vz —CZ): v __¢?

¢ Relatywistyczna transformacja predkosci

k tY ' A
. >V = (V,0,0)

V= (Vx Wy ’Vz)

! ! ’ r
/ " . V=)
X
y4 z'

1 V=(V,,V,,V,,V,) 4-predkos¢ czastki w uktadzie K
V' =(V,V,,V,,V,) 4-predkosé czastki w uktadzie K'

= (Wi vy W, icy) v, =V
"= (v YV icy) V=V

V_dx dy = dz

X 4! Vyz_’ Vz__
dt dt dt ’Y’V; =ry( v, —V)
V= o’ V= a V',= dz YV, =y
Codtt Y odtt o r dt ) Y
YV, =7V,

F:(l—vzc-z)‘% icy’ =icy(1-Ve v, )

B=Wwc™
Y 1 _V1-V?ic?
i2 =1 voor(1-vety,) 1=V,
v, +V
V= —*—— , Y v, —V
1+Vv,c™? Vi ZF?(VX —V):m
i 2.2 X
B Vy\/1—V c y /1_V2C—2
y = 1+VV!C—2 V' :lv :y—
x Yoy 1w e
r 2.2
v, =% v oYy - v,yJ1-V?ic™?
1+VVXC z 'Y’ z l—VVXC_Z




MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

¢ Relatywistyczne skladanie predkosci rownoleglych

NERY Jezeli czastka porusza si¢ wzglgdem uktadu K po osi X z pred-
x =—1+§/v’ o2 koscia v a wzglgdem uktadu K’ po osi X' z predkoscia V', to

v, =Vv,V. =V ,v, =V, =v, =V, =0 oraz
X 1 X ! y y z z
v’y'\/l—Vzc’2

b 1+wic?

V' +V
_VN1-Vic? Ve————

= =2
, s 1+Wv'c
X

e Doswiadczenie Fizeau

Pomiary predkosci $wiatta w spoczywajacej i poruszajacej sie wodzie wskazywaty, ze kla-
syczny wzoér na sktadanie predkosci nie jest prawdziwy w przypadku swiatta.

W?z06r na klasyczne sktadanie predkosci prowadzi do wyniku

C
Vv=—+V.
n

Z doswiadczenia wynikato, ze

V:£+V(l—i2j W2z6r Fresnela
n n

V = predkos¢ wody wzgledem laboratorium

!

V' = L predkos¢ swiatta wzgledem spoczywajacej wody
n

v = predkosc swiatta w poruszajacej si¢ wodzie mierzona wzgledem laboratorium

Aby wyjasni¢ wynik doswiadczenia Fizeau, wykorzystamy wzor na relatywistyczne skta-
danie predkosci.

, C.v (°+vj(1—vj
_V'+V g _un cn

[ 2
WV v 1_(Vj
c cn on
2
C—2<<1
2
Vz(£+Vj(1—ljzg{l+ﬂ(l—izj—v—z}
n cn) n c n’) ¢
2
c_2<<1
v;E+V(1—i2J
n n

Otrzymalismy wzor zgadzajacy si¢ z w wynikiem doswiadczalnym.
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e Czterowektor przyspieszenia

1
Y= (1—v2c‘2 )75
B=vc™
dr =y 'dt

_dx
“odt
_dy
Yoot
_dz
foodt
1
v=(v§+v§+vf)2
V2 =Vi 4V + Vi

x 1%y
_dv,
< dt
dvy
Yt
dv,
a, =
dt
V1:'YVX
v2=YVy
v3_yvz
a,llv
a, lv
v-a=v-(a,+a,)=
_V.a”
dv? d(v-v)
dt dt
:2v-d—V:2v-a
dt

a= de? =d_t=(al’~2’53,54)
_ v, dv, dx
Tw T Ta e (728

2 Ve oy I

- W, — =v3 +yW. v =v%a, + W7
’y dt Y X dt y X ’Y X’Y y X y X’Y
-~ dv, dv, dy, dv, dy
a, = = = = — 4V, — | =
T Tt dat \Tae T
dv d _ . .
=% d_ty+ W, d_}t/ =y, W7 =7, VY
~ dv, dv, dyv, dv, dy
T Tar Cde U at Tt
dv dy : :
=y =24, L=y +yv,y=7%a, +W
’y dt y V4 dt Y z y ZY y Z Y ZY
~ dv, dv, dicy . dy
T Tde Tdt

~

2 85,3,) = (v2V+ v, icyy) = (y2a+yvi,icyy)

.:QJI
D

Obliczymy teraz wystepujacy w powyzszych wzorach czynnik .

V= % = %(1—V2C2 )% = —(1-vZc? )l%(l v =
=—y* %(1— vic™ )% =—y° %(1— vic™ )% (- 2vc?)- (jj_\t/ =
— 32y C(ij_\; =y ?v.v=y%c?v.-a=yc?v.a, = %ysc—z %
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e Relatywistyczna transformacja przyspieszenia

§1=Yzax+YVXY 5-:(51'52753’54) - 5’=(a{,5’2,ag,a;)
a4, =7"a, + 1,7 a=(a,a,2,) — a=(aja}a})
~ 2 .
a,=va, +vyVv
i v2al +yV,Y =T va, + 1,7 - Vi)
4=
al, =y [y (& +v, 7 - Vi) -7
ai :yrza; +Y’V,X:Y' 1241 (AR 2 .
= 12471 . Y ay"'YVyY :y ay+'YVy'Y

a,=vy""a, +yvy'
2 Y y y yy al =y172(y2a +W '.Y_'Y,V,;Y’)
y y y y

=y VL
a, =icy"y’ . _
4 yy ,YrZarZ+yrvrzyl:y2az+Wzy
ro_ 12 2 R
a =1(3, +iB3,) a, =y ?(v’a, + W, i -vVi7)
a,=a _ _ _ _
o |Cy’y’:1“(|cW—|Vc‘1y2ax—|Vc‘1yvxy)
a, =a,

7 = Fyy"l( 7-Vc?ya, — Vc‘zvxy)

B=Vc* " :ax(l—VZCZ2
(1-w c?f

B=vc™ a'y = [(1—vac‘2)ay +Vvyc‘zax]—1_vzc_22 3
y=(1-v’c?)? (11—_\\/;/;(:0_2 )
B'=vct a, =[(1-w,c?)a, +ch2ax]m

Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla transformacji

% 1i:/://j§_j odwrotnej, otrzymujemy:
1-W, c™? , ,
‘= : al(1-Vvic?)
y \/(1_V072X1_V2C72) aX - (1(+Vvy CZ)Z
1_V2C—2
VX —V a = 1 VV;C*Z al _VV/ C—Za;
v/, :W y [( + ) y y ](1+Vv'xc_2)3
2.2
’ 1—V2C*2 a = 1 VV! C72 al _Vvy sza, 1_V C
Y :vym e wie - X](1+Vv’xc‘2)3
, 1-Vv?ic™?
=V, —
© 11—
4 = dv, o = dv’,
“Todt " ¢ dt
B dVy L dv’y
Y a YT
dv av’

a'Z ! 4
dt dt’
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e Czteropredkosé i czteroprzyspieszenie w ukladzie wkasnym czastki

Uktadem wiasnym czastki nazywamy uktad, wzgledem ktorego czgstka spoczywa. Jezeli
czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem inercjalnego uktadu la-
boratoryjnego, to uktad wiasny jest uktadem inercjalnym. Jezeli czastka porusza sie ruchem
przyspieszonym wzgledem uktadu laboratoryjnego, to uktad witasny mozna traktowaé jako
inercjalny tylko w poszczegdlnych chwilach czasu.

dx; =dx, =dx}, =0 Vi =V, =V, =0
dx, =icdt’ V=0
dX! 'Y':l
ro_ B —
I R A
V2 =VE+ V74 vy V. =y dx%1 i
2.2\ dt

y’:(l—v' C ) 2
-, dx v'=(0,0,0,ic)
V, =y — ~

dt’ | V| =ic
a’ 4 dv(’X = = = =~
a, :VW aQ =a, =83 =4,
v'=(00,0,ic) a'=(0000)
v'=1

e Czterowektory predkosci i przyspieszenia czastki sa ortogonalne
Dwa czterowektory A i B nazywamy ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest row-
ny zeru A-B=0.W szczeg6lnosci wektor zerowy jest ortogonalny do samego siebie.

_ dR
V=—
dt
~ dv
a=—
dt
d(v'v):ZV-ﬂ
dt dt
V-V=-C
d(V-V):O
dt

<i
Y
I
<i
o
2|
N |~

<!
WY
I

o
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

Czterowektor pedu

=YV _Yd—x
dt
dy
=17V, _YE
=V, _Yd_z
dt
v, =icy

2 2 2 2
Vi =V VY,

1
y:(l—vzc_z)_E

1
,Yr — (1_ VrZC—Z )‘E
P =P, P 0,)
P’ = (P, D5 P5. P;)
o 2
B=

(1-vie)
Ve~

p-p
2 2 2
=V:+V2+Vi+Vi

<! <I 'CJI

2 __¢?

p*=p-p=myv’

p:mv:(mvl,mvz,mv3,mv4):( pl’pZ’pS’p4)
_ _ df
P, =mv, =myv, =p,
df
P, =MV, =myVv, =p,
_ N df
p; =MmMv; =myv,=p,
p, =mv, =imyc

p = (myv,,myv,, my,,imyc)=( myv,imyc)=

=(p,.py.p,.imyc)=(p,imyc)

Czterowektor pedu transformuje si¢ zgodnie z ponizszymi
wzorami.

51 :F( 51‘”854) 51:F( 5'_iBb':1)
5; = 52 52 = 5;
P; =P, Py =P
P, =T (P, -iBR,)| |B,=T(P, + iBP)

Wektor
df

p:m’YV :<px’py7pz):(myvx1myvy! m'}’VZ)
nazywamy trojwymiarowym pedem relatywistycznym.

Obliczymy jeszcze kwadrat modutu czterowekora pedu.
p2=p-p=(mv,) +(mv,) +(mv,)* +(mv,) =

= mz(vlz +V; +V; +\7§)= m?v? = -m?c®

P> =p-p=p-p-m¥’c’ =m’y*v? —m?y*c?

Mamy tez

“Lmer = 1myzc2 - 1myzv2
2m 2 2 2

Jak pokazemy dalej, powyzsza relacja ma nastepujaca
interpretacje:

Kwadrat modutu czterowektora pedu (nazywanego tez czte-
rowektorem pedu-energii) opatrzony znakiem minus i po-
dzielony przez podwojong masg czastki jest rowny energii
spoczynkowej czastki lub roznicy jej energii catkowitej

I energii kinetycznej.
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e Predkosé i przyspieszenie jako pochodne promienia wodzacego wzgledem diugosci
przedzialu czasoprzestrzennego
Na poczatku wyrazimy dtugos¢ przedziatu czasoprzestrzennego ds przez czynnik Lorentza vy.

ds? = dx, dx, +dx,dx, +dx,dx, +dx,dx,
X, =ict
2 2 2
V2= dx, N dx, N dx,
dt dt dt
V2
ds® = —c’dt’ 1——)

2
ds=icdtJ1—Z—2

Y= Czynnik Lorentza
v
C
ds =S dt
Y
a « ic—
" dt d

Wykorzystujac powyzsze odwzorowanie, zapiszemy w innej postaci wprowadzone wczesniej
definicje czterowektorow predkosci i przyspieszenia:

V. =y dx,, i dxq1 (@=1,2,3,4),
dt ds
~ dv, . dv,
a, =vy =ic :
dt ds
Mamy takze:
~ dv d dx _ 2%, dydx,
aoc =T 2 Ty !
"t dtl 't d? ' dt dt
~ dv, d(. dx, | ..,d’x,
a, =ic—*=ic—|ic—= |=ic"—=%,
ds ds{ ds ds
d>  dyd , , d?
2 uy u 202 —|
[Y a " 't dJ R
PRZYKLAD

Jako przyktad podamy rozne postacie wyrazenia na site¢ Minkowskiego, ktora zajmiemy sie
w nastepnym rozdziale.

- v iy 2 v 2
= _ dp, __dmy, dv (dea+ dydxj ic WV _ o2 0K

= =my—%=m o« — mj?c? —2
AT 4 d  'dt dt ds ds?

* dt dt dt
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

1 1 DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

Czterowymiarowe relatywistyczne réwnania ruchu, sita Minkowskiego

dr=y'dt E:@
Y= (1— vic™? )_% de
p=mv = _dp, _d(mv,)_ dp d(mv,) d(myv,) v, -
D :mv Fa = = :mau
Po =MV, g drdt | dt dt dt
Vo =MW, F =<F1, F,F.F ) = sita Minkowskiego
a=1234 - = v
i 1=v%=v (m%) _ vd(myvl)= %=mv%=m51
Va —('C ) dt dt dt dt dt
R=(%,,%,,X, = dp,  dmv,)  d(mw,) dp, _ dv, -
F = 2 = 2 = 2 = 2 = 2 =Mma
_dRrR 2= T dt L dt ?
dt (0P _ d(mV,)_ d(myv,)_ dp, _ oV, o
= = = =m =ma
v =(Vy,V,,Vs) * =gt ¢ ' dat  dt dt o
p=nmyv =~ dp, d(m¥,) d(my,) . d(myc) v, -
F o=yt — 4) — 4 = =my—*=ma
p=(p.P,Ps) T O ! :
p=(P.P, P, = (d(my) . d(myc)) ( dp . d(myc)
F=lv by =\ v
5 _ dv dt dt dt’ dt
=t ~ dp av -
F=y—=my—=ma
Ay av T T at
dt
e Czwarta skladowa czterowektora sity Minkowskiego
=~ d(mv,) =~ . d(myc)
=y—20’ F =1
o y dt 4 ’Y dt
a=1234 ~ dy
_ , =imcy—+-
v, =IyC dt
d F, =imcYy*(a-v
—Y=YC (a v) 4 _ _1Y4( )
dt , =ime™y*(a, - v)
_ dV . 1 2.2
Tt F4=ic-1d(2r;‘tyc)
_dR
a ”\?t Jak pokazemy dalej, wielkos¢ imy’c® =E jest catkowitg
! energia ciata 0 masie m poruszajacego si¢ z predkoscia v.
a, lv
a-v=
(a,+a,)-v
=a, VvV
dy 1dy
Tat T2t
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e Trojwymiarowe relatywistyczne réwnania ruchu Minkowskiego

E:[F,myd(iyc)j

dt
F = my 40V
dt
a,=allv
a =alv
a=a,+a,
il =vy’c?v-a
dt 1l
dv
a=—
dt
1
Y= (1—VZC_2) 2
V(V'au): va,

viei4+y?=1

Relatywistyczng sit¢ trojwymiarowa zapiszemy w postaci utatwiajacej
zbadanie pseudo-problemu dotyczacego zaleznosci masy od predkosci.

F= myM = de_y +my’ av_ my'c?v(v-a, )+ my*(a, +a,)=

dt dt dt
=my*c?Vva, + my’a, +my’a, = my“a”(vzc’2 + y’2)+ my’a, =

=my‘a, +my’a,

Relatywistyczna sita tréjwymiarowa F

4 2 . ; ; . dv
F=my‘a, +my’a, i nierelatywistyczne przyspieszenie m

my*
my’

nie sa w 0golnosci rownolegte.

relatywistyczna masa podtuzna
relatywistyczna masa poprzeczna

Masa nie zalezy od predkosci, postugiwanie si¢ pojeciem ,,masy relatywistycznej” prowadzi
tylko do zbednych nieporozumien.

PRZYKLAD

Flv = F:myzd—V
dt

Fllv = F:my“d—v
dt

e Trojwymiarowe ,relatywistyczne” réwnania ruchu Plancka

P =nyv

y=(1-vic2)

e 0P
dt
szd(m’YV)
dt
o dmvl) (10
“ dt w
FP — FP — d( myvx)
1 X dt
g d( myv, )
2 dt
FP — FP — d( myVZ)
3 z dt ( )
d( myv, ) dlmyv,) d(myv,)
F =(F,F.F)=(F . F° F)= xJ, v/ 2
(123)(Xy2)(dt dt dt

Stosowane w literaturze ,,relatywistyczne” rownanie ruchu Plancka jest
wedtug mnie niepoprawne, poniewaz skladowe sity Plancka F" nie sa

sktadowymi przestrzennymi czterowektora sity F.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Energia kinetyczna, catkowita i spoczynkowa w mechanice relatywistycznej

Niech czastka o masie m porusza si¢ (dla prostoty) po osi X z predkoscig v. Obliczymy
energi¢ Kinetyczng tej czastki, czyli prace jaka nalezy wykonaé¢ aby spoczywajaca czastke
rozpedzic¢ do predkosci v.

df v,
F=F,+F, E, = [F-dx
Fi= mY4al| ’
. 2
Fo=mya, . F-dx=F,-dx+F, -dx=my'a,-dx=my*a-dx =
_(1_v2~-2Y>
Y—(l ve )2 :my4d—v-vdt:my4vdv
a,-dx=a-dx dt
al ) dX = O \" \Y \Y d \' d
a4V Ek:'[my“vdv:mjy“vdv:mj%:mc“j%:
dt ; o v (e v
dx = vdt v
V-dv = vdv =mc* 21 - :lmyzcz—lmczzlmyzv2
I(Cz 2 -
. E, =1my’c® —imc? = 1 my’v?
2lc? - Vv?
imy’c® =E
ime? =E,
E, = energia kinetyczna ciata 0 masie m poruszajacego Si¢
z predkoscia v
E = catkowita energia cialta 0 masie m poruszajacego Si¢
z predkoscia v
E, = energia spoczynkowa ciata 0 masie m
Dla matych predkosci (v <<c) energia kinetyczna jest w przy-
2 2.2 Y1 . .,
Y :(1—v c ) blizeniu rowna

~ 1 2
E,=5mv

Tak wiec w przypadku nierelatywistycznym (v << c) energia catkowita wynosi

2 2

E=imc

1
5 +5Mmv

KOMENTARZ
Otrzymana przez nas wartos¢ dla energii spoczynkowej jest o potowg mniejsza od wartosci

wynikajacej z popularnej relacji E, = mc®. Roznica ta jest spowodowana przyjetym przez nas
zatozeniem o poprawnosci rownan ruchu Minkowskiego a nie réwnan ruchu Plancka.
Relacja E, =mc® jest powszechnie kojarzona z nazwiskiem Einsteina i teorig wzglednosci.

Wynika to ze spektakularnych jej zastosowan, wsrod ktorych nalezy wymieni¢ bomby atomo-
wa I termojadrows, energetyke jadrowa, zjawiska anihilacji i kreacji, zakrzywienie toru pro-
mieni swietlnych w polu grawitacyjnym oraz reakcje termojadrowe na Stoncu.
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Relatywistyczna transformacja sity

)

F=FRRER)
1

r=(1-vic?)?

B=Vc™

Y= (1—VZC_2)_%

Y = (1— v'?c? )_%

E_r(F +i8F)
F =F
F=F
F, =1(F,-iBF)
F=r(F-iBF)
Ez = :2'
F=F
F,=T(F+ iBF)

Skladowe czterowektora sity wyrazone przez skladowe trojwymiarowych wektorow

predkosci i przyspieszenia

F =mi
a=1,234
a 2 X d’Y
= VvV —
1 Y dt xY dt

. dy
Tt
dx
vV, =—
dt
dy
vV, =—2>
Yoot
dz
vV, =—
dt
dv,
ay=——=V,
dt
dv,
e
dv,
a,=—"==V,
dt

VE =V 4V + Vs
v=(v,v,,v,)

a=(ax,ay,az)
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= dv, d
F= mY2E+ mVde—l(

R =my?V, +mv,

F =my’a +mv, yy

)

= »d
F=mya, +v,y'c”

dt
F =my%a, +mv, y'c?(a-v)

~ dv d'y

F=my’—Y+mv,y—
2= T Y at

F = myz\'/y + mvyyy

|~:2 = myzay +mv, vy

F,= my’a, +v,y'c™? %(% mv2)

F=my’a, +mvy'c?(a-v)

~ dv, d
F3 = m'}’z E + mVZ’Yd—:,

Ry = my?v, +mv,ry

F, =my%a, + mv,yy
F,=my%a, +Vv,y'c? %(% mvz)

F,=my%a, + mv,y'c2(a- v)

~ . dy . ., d
F, =|mCyd—1(=|c 15(%my202)
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e Czterowektor pedu-energii

Vl = va
V, =7V,
V3 = 'YVZ
Vv, =iyC

e Kwadrat modulu czterowektora pedu-energii, zwigzek miedzy energig i pedem

df
p=mV =(p,,P,.Ps.P,)
- - df
pl = mvl = m'}/VX :px
df

p2 = mV2 = m’YVy :py

df
p3 = mV3 = mYVZ = pz
p, =mv, =imyc =2iy 'c'E

B =(my,imyc)=(p, 2iy'c*E)=p,.p,. P, 2iy'c'E)

p=myv = trojwymiarowy ped relatywistyczny
p=(p..p,.p, )= (my,,my,,my, )

I
3
|

N
Il
|
(@]
N

I
—_—
©
S
-<I
s
N
M
~—~—

N

m m M T Tl <! Tl
x
Il
Il [N I
3 ©
.<
(@]

p* =m?*V? = -m’c?
P*=P-P=pi+p,+p; -4 CE =p’ —4yCcE’
— mZCZ — p2 _4,Y—2C—2E2
2 2
2p_:%my2(;2_lmc2 lub 2p_= E, =lmy2v
m m

51 = px
b-Z = py
53 = pz
P, = 2iy 'c'E
P =P,
P, =P,
p;=Pp;
5:1 — 2iyr—lc—lEr
B=Vc*
1
r=(1-vi?)2
1
Y= (1— vic™? )_5
1
,Yr — (1_ V12C72 )_5

e Transformacja czterowektora pedu-energii

5{ :F( 51 +i854)
5; :ﬁz
5:;:53
52 :F( 54 —iBﬁl)

p. = F( p, — 2Vy‘lc‘2E)

p’y =Py

P, =P,

2(y)'E' =T(2y'E-Vp,)
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e Funkcja Lagrange’a punktu materialnego

TI’ijerlIaI’OWG rov!nanla ruchu Minkowskiego L= Zl mv V. —E (Xll xz,x3)
~ dp d( mv ) d( myv ) =2 P
F =y—*=y el = @, a=123
dt dt dt
Trojwymiarowe réwnania ruchu Lagrange’a bo
a_ dfa =By b0 Xe o)
oX, -7 dt| ov, E, = energia potencjalna
yz(l_vzc—z)—% L=L(V1,V2,V3,X1,X2,X3)
oL oE. ~
~ dx —=-——2=F,
V,=W,, V,=—* oX, oX,
dt

22 a2 g2 oL ~ -
VE=V] +V; + V3 ﬁ=mVQ=mYVa=Pa
L = funkcja Lagrange’a (lagranzjan) *

e Funkcja Hamiltona punktu materialnego

df 3

Hew by
a=1 8Va
L _ V. =myv_ =p L—iimvv -E —ilm ‘vv —E
ava a y o o’ 01212 oo p a:12 Y oo p

3

2 2 2 2
DV, = ViV Vs =V
a=1

H :%myzv2 +E, (X, %, ;)

e Kanoniczne réwnania ruchu Hamiltona
Aby méc postugiwa¢ si¢ kanonicznymi réwnaniami ruchu Hamiltona

dp, __oH dx, _ oH
Tt ox. ' !t ap,

a

wyrazimy hamiltonian czastki H przez pedy p, i wspotrzedne X,

oL - - 3
—=mV, =myv, = _ 1 e
ava a Wo =P H ZmEpa +Ep(Xl!X21X3)
3
2 \O=2
P ;pa H :H(pl’lepB’Xl’XZ’X3)
H=>my’v’ +E,
2

lmyzvz _p_

2m
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1 2 DIAGRAM CZASOPRZESTRZENNY

e Diagram czasoprzestrzenny

Czterowymiarowg czasoprzestrzen bedziemy obrazowali na tzw. diagramie czasoprzes-
trzennym, czyli w uktadzie wspotrzednych x,, X, .

Czastka spoczywajaca wzgledem uktadu nieprimowanego przedstawiana bedzie jako pros-
ta x, =const.

Czastke poruszajaca si¢ ze stata predkoscia v po osi X,

X, =vt
X X, = icx
t=_4 4 v 1
ic

bedziemy przedstawiali jako odpowiednio nachylona prosta.

Linia reprezentujaca ruch czastki nazywana bedzie linig $wiata czastki. Linie Swiata odpo-
wiadajace fotonom sg nachylone pod katami 45° i 135°.

Kazdemu zdarzeniu A mozna przypisa¢ na diagramie czasoprzestrzennym tzw. stozek
Swietlny, tworza go wszystkie zdarzenia mogace pozostawac¢ w zwigzku przyczynowo skutko-
wym ze zdarzeniem A.

Transformacje Lorentza
X; =I'x; +iBI'x, =cosa X, +sina X,

X, =—-1BI'x, +I'x, =—sina X, +cosa X,

opisuja obrot w ptaszczyznie X, , X, 0 Kat, ktdrego tangens wynosi

sinae .V
tgo=——=Ii—
cos o c

Sktadajac dwa szczeg6lne przeksztatcenia Lorentza wykorzystujemy fakt, ze kazde z nich
reprezentuje obrét w ptaszczyznie x,, X, o0 katy odpowiednio o, i ¢, .

Oy =@, +O
tgo, +199,
9oy =— — " —
! 1-tgo, -tgo,

oo =ii, tgo, :iﬁ, tgo,, ~ iV
c c c

V, +V,
+ VI VII
2
C

V||| =
1

Dwa przeksztatcenia Lorentza z predkosciami V, i V,, sa rbwnowazne jednemu przeksztatce-
niu Lorentza z predkoscia V,,, .
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Linia swiata spoczywajacej czastki

Linie $wiata fotonOw poruszajacych si¢
wzdtuz osi X, zgodnie z jej zwrotem

Linie $wiata fotonOw poruszajacych si¢
wzdiuz osi X, przeciwnie do jej zwrotu

o Transformacje Lorentza
> X, opisuja obrot

w plaszczyznie Xy, X,
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13 UWAGI KONCOWE

e Niefortunna nazwa

Teoria wzglednosci powinna mie¢ inng nazwe ze wzgledu na badane w jej ramach zagad-
nienia. Powinna nazywa¢ si¢ teoria inwariantdw i kowariantow (niezmiennikdéw i wspot-
zmiennikdw). Szczegoblna teoria wzglednosci bada niezmienniki i wspotzmienniki w ukta-
dach inercjalnych w nieobecnosci pola grawitacyjnego. Ogdlna teoria wzglednosci bada niez-
mienniki i wspotzmienniki w dowolnych uktadach odniesienia w obecnosci pola grawitacyj-
nego.

e Uklad inercjalny

Uktad inercjalny jest najbardziej kontrowersyjnym pojeciem w dziejach fizyki. Wprowa-
dzone przez Newtona spowodowato burzliwy rozwdj fizyki, a w szczegdlnosci mechaniki.
Ogolna teoria wzglednosci, detronizujac pojecie ukladu inercjalnego oraz pozbywajac si¢
pojecia sit grawitacyjnych, spowodowata kolejny wielki postgp w fizyce.

Przypomnijmy, uktadem inercjalnym nazywamy taki uktad odniesienia, w ktdérym spet-
niona jest Newtonowska zasada bezwtadnosci: ,,Czastka zachowuje stan spoczynku lub ruchu
jednostajnego prostoliniowego wtedy i tylko wtedy, gdy wypadkowa dziatajagcych na nig sit
zewnetrznych jest rowna zeru.”

e Transformacje Lorentza a transformacje Galileusza

Kladac c=o0 w przeksztatceniach Lorentza

, X — Vit , , t=Vxe™?

X=e—, Y=y, 7=z, Us"—muw—,
V1-V?3c? V1-V3c?

otrzymujemy przeksztatcenia Galileusza
X'=x-Mt, y=y, 7=z, t'=t.

Nazwy transformacje Lorentza i transformacje Galileusza wprowadzili odpowiednio Henri
Poincaré (1905) i Philipp Frank (1909).
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
SPOCZYWAJACYCH

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA WEKTOROW E, B,
D, H-ROWNANIA MAXWELLA

¢ RoOwnania Maxwella w postaci lokalnej (rézniczkowej)

Pole elektromagnetyczne w osrodku spoczywajacym wzgledem danego inercjalnego ukta-
du odniesienia, nie zawierajacym ferroelektrykow, ferromagnetykdw i magnesow statych,
opisywane jest przez rownania Maxwella.

E = natezenie pola elektrycznego

[OtE = _B D = indukcja elektryczna

ot H = natgzenie pola magnetycznego
divB =0 B = indukcja magnetyczna
D j=pVv = gestos¢ pradu
rotH = j+ — dq . .
ot p=y—=7vp, = gestos¢ objetosciowa tadunku

divD = p dv _ .

v = predkos¢ tadunku dg rozmieszczonego w objetosci dV

Osiem rownan Maxwella, w ktérych wystepuje szesnascie zmiennych:
EX! Eyl E21 BX1 By, BZv DX! Dy, D21 HX1 Hy, HZ! jX1 jy1 j21 p1
nalezy uzupetni¢ dla izotropowego osrodka dziewigecioma réwnaniami materiatowymi:

D=cE ¢ = przenikalnos¢ elektryczna osrodka
B=upH u = przenikalnos¢ magnetyczna osrodka
j=AE A = przewodnictwo elektryczne wiasciwe, konduktywnosé

ktore zawierajg trzy nowe zmienne: g, u, A.
Najczegsciej, zmienne jy, Jy, jz, P, € 1, A Sa zadane.
UWAGA

% _ —divj
ot

Rownanie ciggtosci (jak pokazemy dalej) jest zawarte w rownaniach Maxwella.
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Rownania Maxwella w postaci globalnej (catkowej)

rotE——@

ot
Twierdzenie Stokesa

jjrotA ds = {A dl

ﬂ— ds_—ﬂA ds

SEM_fE dl
|

©, =[[B-ds
S

divB =0
Twierdzenie Gaussa

IydivAdV=§A-dS

rotH :j+a—D
ot

Twierdzenie Stokesa
HrotA~dS =§A-d|
S

|=ﬂj-ds |
jj— ds_—jsjA-ds

®, =[[D-ds
S

divD=p
Twierdzenie Gaussa

I\I/J'divAdV=£fA-dS

Z jednej strony
[[rotE-ds ={E-dI,
S |

z druglej strony

jj )= ds_——jsjB-ds,

ostatecznle

fE-dI:—ggB-dS

lub
SEM = — 0Py )
ot

IjljdideV:th~dS=O

j’:fB.dS=o
S

Z jednej strony
[[rotH-ds = {H-dl,
S |

z drugiej strony

g[ﬁ_j o5 [[i-ds+ [[ 2 051+ f[os,

ostatecznie
{H-d|=|+3j D-dS
| at S

lub

fH-di = 9y
|

Z jednej strony
[[[divDdv ={[[pdv,

z\:jrugiej stronyv

[[[ divDdv =§fD-ds,
\Y S

ostatecznie

foD-dszjypdv .
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rotg = —a—B
ot

divB=0
rotH :j+a—D
ot

divD=p

0
ifE-dI:—aISJ‘B-dS

ﬁs-dszo

§H d|_|+—j D-dS

ﬁD ds = mpdv

Pelny uklad réwnan pola elektromagnetycznego we wspoélrzednych kartezjanskich

17 rownan
OE, _aEy _ 0B,
oy oz ot
oE, OE, __aBy
0z  OX ot
oE, _OE, 3B,
oxX oy ot
oB, 0B, 0B, 0
ox oy oz
oH, _aHy i _ D,
oy o0z ot
oH, ©oH, i _8Dy
oz ox 7 ot
oH, _OH, i _ D,
oX oy Lot
oD, oD, oD

+ + =p
ox oy oz
D, =¢E,
Dy =8Ey
D, =¢E,
B, =uH,
By = pHy
B, =uH,
J =AE,
ly =AE,
J, =AE,

19 zmiennych

(x y,Z, t)

<
—~~
X
<
N
—
~—

A =MXx Y.zt

55

19 warunkoéw

poczatkowych
E,(x,y,2t=0)=E,,
E,(x,y,2,t=0)=E,,
E,(x,y,z,t=0)=E,,
B, (x.y,z,t=0)=B,,
B,(x,y,z,t=0)=B,,
B,(x,y,z,t=0)=B,,
H,(x,y,2,t=0)=H,,
H,(x,y,z,t=0)=H,,
H,(x,y,z,t=0)=H,,
D,(xy,z,t=0)=D,,
D,(x,y,2,t=0)=D,,
D,(x,y,z,t=0)=D,,
p=p(xy.z,t=0)=p(0)
o=y zt=0)=,
iy =i, (xyzt=0)=]j,
. =i (x yz,t=0)=,
8=8(X,y,Z,t=0)=8(0)

u=n(xy.z,t=0)=p0)
A =2Ax y,z,t=0)=21(0)




POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

2 ROWNANIA MATERIALOWE

e Roéwnania materiatowe dla osrodkoéw izotropowych nie zawierajacych ferroelektry-
koéw, ferromagnetykow i magnesow statych

D—:E ¢ = przenikalnos¢ elektryczna osrodka
g = przenikalnos¢ elektryczna prozni = 8,85-10°F/m
£E=¢.¢ . L, i
o-r er = wzgledna przenikalnos¢ elektryczna osrodka
B=uH u = przenikalnoé¢é magnetyczna osrodka
H= Mgl Lo = przenikalnos¢ magnetyczna prézni = 4n-107"H/m
1 ur = wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna osrodka
Golto = 2 ¢ = wartos¢ predkosci swiatta w prozni
1 v = wartos$¢ predkosci $wiatta w danym osrodku
en=— n = wspotczynnik zatamania osrodka
v A = przewodnictwo elektryczne wiasciwe, konduktywnosé
n=C p = gestosé objetosciowa tadunku
v dV = objetos¢ w ktdrej rozmieszczony jest fadunek dq
e, =n’ j = gestosé pradu
j=AE u = predkosé tadunku dg
E = natezenie pola elektrycznego 1
J=pu D = indukcja elektryczna y=(1-u%c?)2
__dgq H = natezenie pola magnetycznego
P= dv B = indukcja magnetyczna

e Rodwnania materiatowe dla o§rodkow anizotropowych
W osrodkach anizotropowych g, u. oraz A sgtensorami.

Dx = gxxEx +8xyEy +8szz Eyx Sxy €4z
D, =¢,E, +&,E, +¢,E, € =| Eyx €y &y
DZ = 8ZXEX +8zyEy +SZZEZ 8ZX zy Y44
Bx =MxxHx +nyHy +MXZHZ My ny My,
By =nyHx+“yyHy+uysz l"tpq: ny Myy ,"l’yZ
Bz = szHx + uzyHy + uzsz “zx “zy Mzz
jx = kxxEx +}\‘xyEy + kszz Xxx )“xy }“xz
jy = kyxEx +knyy +7‘yzEz }\'Pq = }\'YX A'yy xyl
i, = A, Ey + A, E, +1,E, Ao Ay Ay

€, = tensor przenikalnosci elektrycznej osrodka

1, = tensor przenikalnosci magnetycznej osrodka

A,, = tensor przewodnictwa elektrycznego wiasciwego (konduktywnosci)
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3 WARUNKI GRANICZNE

divB=0 = B, =B,
dvD=p = D, ,=D,,+o

oB
rotE:—E = E,=E;

rotH:j+% = H, :Hlt+ipow

joaE = Jate

he M
0 .. ] ] 0o
Tl = =g

B2y 1 Bin = skitadowe wektora B w osrodku 2 i 1 prostopadte do powierzchni granicznej
Doy i Dy = skladowe wektora D w osrodku 2 i 1 prostopadte do powierzchni granicznej
Ex i Eir = sktadowe wektora E w osrodku 2 i 1 rdwnolegte do powierzchni granicznej
Hot i Hy = sktadowe wektora H w osrodku 2 i 1 rownolegte do powierzchni granicznej
jat 1 jit = skladowe wektora j w osrodku 2 i 1 réwnolegte do powierzchni granicznej

Jon 1 jin = sktadowe wektora j w osrodku 2 i 1 prostopadte do powierzchni granicznej

o = gestos¢ powierzchniowa swobodnych tadunkéw na powierzchni granicznej

Fhow = dl,/dl

I, = natgzenie powierzchniowego pradu przewodnictwa ptynacego po powierzchni gra-
nicznej prostopadle do dl

4 ROWNANIA RUCHU - SIEA LORENTZA

F“ = silaLorentza, q = tadunek
F" =y(qE +qvxB) E = natgzenie pola elektrycznego
dV = element objetosci w ktdrej rozmieszczony jest tadunek
dE dg o masie dm
v B = indukcja pola magnetycznego
] dg F= myM = trojwymiarowe rownania ruchu Minkowskiego
P :YW dt
mdm f= p{)“yM = objetosciowa gestos¢ sity
p = YW dt
p" =yp, = oObjetosciowa gestos¢ masy
f-=p'E+pivxB py = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy
f- = objetosciowa gestosé sity Lorentza
j=pv p? =yp; = objetosciowa gestos¢ tadunku
pa = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa tadunku
L -
fr=p'E+jxB j =plyv = gestosé pradu
1
Y= [l+ VZC’ZTE
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5 ROWNANIA BILANSU

¢ Lokalne rownanie bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

a ) 3 aJ . - s - - , .
da —o—div] Iub _a o Z_ﬁ I\!lerelatyW|st>/gzne_ trolrw_ymla'rov_ve royvr_1an|e _
ot = OXg bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej
a= v = gestos¢ objetosciowa bilansowanej wielkosci skalarnej A
c :ddi—f = zrddto bilansowanej wielkosci skalarnej = czton zrodtowy

divl = czton dywergencyjny

J= ZJe

Zav e, =av = tréjwymiarowy strumien wielkosci skalarnej
=1

dx
B
V=) Ve, V,=—00
Z:l: BB b gt
J,=av,, (B=123)
ia(avﬁ) N da s
b1 OXg ot
i@(avﬁ) 4 d(ica) _ s
= ox, a (ict)
x, =ict, v,=ic, J,=av,, (a=1,23,4)
ia(avﬁ)+ 0 aV4):
51 OXg OX,
Solav, ) lub ), Nierelatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
; X, -0 ;axa -° bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej
V¢ o V=, (a=1,2,3,4)
> =ayv, =av,, V. =yv,, Vv, = d;(t“ . X,=ict, v,=ic, (a=1,23,4)

J, = sktadowe czterowektora strumienia wielkosci skalarnej

dia ~ da
c=—— G=y——
dt dt
1
Y= []__Vzc‘z]_i
4
ayv _s 8J ~
1 o OX,,

Relatywistyczne rownanie bilansu
gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

Nierelatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

& - div) 75 av= [ oav- [[fanaov
5 av=5 120V 2 laov=[foav-ffa-as

A=L|.;fadv
I!/IdideV=§J.dS aa—?=j£jodv_£fj.ds

oA szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A w obszarze o obj¢tosci V ograni-

ot
czonym powierzchnia zamknieta o polu S

H odV = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwiazana z przebiegiem pro-
\%

cesOW wewnatrz obszaru V
ﬁ J-dS = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwigzana z przeptywami przez

powierzchnie zamknieta S

Strumien jest wektorem o kierunku i zwrocie pokrywajacym si¢ z kierunkiem i zwrotem

transportu danej wielkosci skalarnej A. Strumien i produkcja sg wielkosciami lokalnymi.

J >0, gdy dana wielkos¢ skalarna A wyptywa z objetosci V na zewnatrz

J <0, gdy dana wielkos¢ skalarna A wptywa z zewnatrz do objgtosci V

o >0, gdy wartos¢ danej wielkos¢ skalarnej A zwigksza si¢ w wyniku procesow przebie-
gajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

o <0, gdy wartos¢ danej wielkosci skalarnej A zmniejsza si¢ w wyniku procesow prze-
biegajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

Relatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

X, =ic, v, =ict 4a(yav -

Gzyi—a a—l

dt 3 ﬁ(yav ) 6(yav )
ia(yav) div yJ BZ_;‘ ax; 8x44
Bl&yaB %zg—diVy\]
-2 ffao | o

IﬂledeV ﬁyj ds fg%dvzwadv_wdi\,mv
myadv vmadv | gllmav=[[aav- ooy

a8 [lf5av-[ffaivsaav
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¢ Nierelatywistyczne lokalne rownanie bilansu wielkosci wektorowej

dB abx a‘] XX aJXY a‘] Xz
= — = =0. — — —
b=—C. b= (b,.b,,b,) b=b(xyzt) a % o w a
d_szx’ d_y:V, d_Z:VZ ab_y_c _a‘]yx_a‘]yy_a‘]yz
dt d 7 dt ot Y ax oy oz
T =DV dy =V, I =byy, ob, -6 0, _any _a,
Jpe=byv,, Jy, =byv,, J, =Dy, ot *oox oy oz
‘]zx = bzvx’ ‘]zy = bzvy’ ‘]zz L AS
) Ostatnie trzy rownania mozna zapisac¢

G =10x:0y,6; W zwartej postaci.

X
b,=b,, b,=b, b,=b, %m—dm,,
Vo=V, V=V, V, =V,
db, lub
6,=0;, ©6,=0,, 0,=03 O, = q
t ob, ZS:GJW (=129
_ _ _ =0, — ’ =4,z
‘]xx - ‘]11’ ny - ‘]12’ ‘]xz - ‘]13 ot o ~ 6Xv H
‘]yx ‘]21’ ‘]yy_‘]22’ ‘]yz :‘]23
I = s, ‘]zy =J3 J, =3
J.,= buvv, (u,v =1,.2,3)
divd,,
v O G = czion zrédtowy

. = gestos¢ powierzchniowa przeptywu wektora B (tensor drugiego rzedu)

] b = gestos¢ objetosciowa wielkosci bilansowanej B
J

e Nierelatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci wektorowej

2 - o-di. m@_bd\/= [[feav~[foma.av
IIJ—dV-—I{Ide —jjjbdv modv ggﬁJpvdSe

Twierdzenie Gaussa

mdqu dv = ZZﬁJst e %Bzwadv_iigjwdsvep

wlvel's u=1 v=1
B:mbdv
\Y

3
dS, =cos(n,x,)dS, dS, = sktadowa wektora dS=>"dSe,

v=1
dS = wektor przyporzadkowany elementowi powierzchni dS o wartosci dS skierowany
wzdtuz normalnej zewnetrznej do powierzchni dS
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6 ROWNANIE BILANSU EADUNKU — ROWNANIE CIAGLOSCI

e Rdwnanie bilansu tadunku w postaci lokalnej

divD=p P _,

0 0 a

P div = dIVE % _ 9 4ivD = div% = div(rotH — j) = div rotH — divj
D =rotH —j

o 5

div rotH =0 Ep = —divj

J=pV=rpeV

p=p'=vpy=7pg

¢ Rdwnanie bilansu tadunku w postaci globalnej

aat_p = —divj w%dvzw (—)divjdv
w%dV=§wpdV %j\j/fpdV:—j\jlfdivjdV

ﬂ/jdivjdV={:jj-dS

%J‘_\[/J‘pdV:—ﬁj-dS
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7 ROWNANIE BILANSU ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO, WEK-
TOR POYNTINGA

Rownanie bilansu energii w postaci lokalnej

|}

1 w_,
:E(E-D+B-H) ek
B =puH ot ot 2
Do ow__ D 8B 1,0 1,0
ot ot ot ot o2 ot 2 ot
B M _EorotH-j-E-H rotE-2E2 212 OB
— =—rotE " J 5" a2 ot
H - rotE —E - rotH = div(Ex H) %=—dIV(ExH) jE——EZaS 1,20
df 2 o 2 ot
P=ExH
zat: =0, ¥ -0 M _div(ExH)-j E-tg2 % Lk
a - a 2- o 2 ot
M _ _givP—j-E
ot

= gestosc objetosciowa energii pola elektromagnetycznego

= wektor Poyntinga

Rownanie bilansu energii w postaci globalnej

ow

=—div(ExH)-j-E
I\ﬂ%dvzgwwdv
[[] div(ExH)dV = §f (ExH)-ds

szwdv S

Ig%dvz—jgdiv(Ex H)dv_w(j.E)dV

%-WWdV:—ﬁ(Ex H)-ds—[[[ (i-E)dv

%:—Ep-ds{y(j E)dVv

W = energia pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym powierzchnig S

Interpretacje

sl

wdV = —m E D+B- H)dV = moc energii pola elektromagnetycznego

w obszarze V ograniczonym zamknigta powierzchniag S
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1 J
=—(E-D+B-H), W|=—+
] ) W)=
W = gestos¢ objetosciowa energii pola elektromagnetycznego

W=_mde=_m%(E-D+B~H)dV, [w]=1

W = energia pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym powierzchnig S

e iev=SigEore e [T]-dow

oW A : .
—— = szybkos$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ogra-

ot
niczonym zamknietg powierzchnig S

f}(ExH)-ds=§fP-ds, {ﬁ(ExH)-dS}z%zW

S S

ﬁ(Ex H)-dS = szybkosé¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze
S
V ograniczonym zamknieta powierzchnig S zwigzana z przeptywem energii przez te po-
wierzchnie = moc energii pola elektromagnetycznego przenikajacej przez powierzchnie S
df W
P=ExH, [P]= 3
P = wektor o wartosci réwnej gestosci powierzchniowej mocy energii pola elektromag-
netycznego przenikajacej przez powierzchnig¢ S

JFE=?
f =pE+p(vxB) f-v=pE-v+p(vxB)-v=j-E
p(VxB)-VzO
i=pv

. . W
j-E=f-v, [j-E]:F

f = gestosc objetosciowa sity Lorentza
j-E = gestos¢ objetosciowa mocy pracy wykonanej przez site Lorentza

[G-ev=[evev. | [j6-env|-2-

m j-E V = moc pracy wykonywanej przez sit¢ Lorentza =
\Y

= szybkos¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczo-
nym zamknigta powierzchnia S zwigzana z praca wykonywana przez site Lorentza

%:—g(ExH)-dS—J‘g(j-E)dV

Szybkos$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym
zamknieta powierzchnia S jest rowna sumie szybkosci zmian w czasie energii pola elektro-
magnetycznego zwigzanej z przeptywem energii przez zamknigta powierzchnie S ograni-
czajaca obszar V i szybkosci zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego zwigzanej
Z praca wykonywana przez site Lorentza.

63




POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

8 TENSOR NAPREZEN

e Definicja naprezenia
Naprezeniem o nazywamy wektor

62 I [o]= N
- ds’ "~ m?

gdzie dF jest sitg dziatajacg na element powierzchni dS o normalnej zewnetrznej n.
n = wersor normalnej zewnetrznej do elementu powierzchni dS.

Jezeli dF TN n, to naprezenie nazywamy cisnieniem.
Jezeli dF T1 n, to naprezenie nazywamy ciagnieniem.
Jezeli dF_Ln, to naprgzenie nazywamy naprgzeniem §cinajacym.

dF dF ©
ds ds /

cisnienie ciaggnienie naprezenie §cinajace

Znajomos¢ naprezen w kazdym punkcie powierzchni S pozwala na wyznaczenie wypadkowej
wszystkich sit zewnetrznych dziatajagcych na te powierzchnie (sit powierzchniowych).

F:J-é[odS

e Tensor naprezen

Zajmiemy si¢ teraz wektorami n, dS, ¢ i dF, aby wprowadzi¢ pojgcie tensora naprezen.
n = cos(n,x)i+cos(n,y)j+cos(n,z)k =n, i+n, j+n, k= (n,n,n,)=
3 3
= cos(n, x, )e, +cos(n, x, )e, +cos(n, x,)e; = > cosn,x, Je, =>'n, e,
p=l p=1
dS=dSn =
= dScos(n, x)i +dScos(n,y) j+dScos(n,z)k =dSn, i+dSn, j+dSn, k =
3 3
= dScos(n, x, Je, +dScos(n, x, )e, +dScos(n,x, e, = > dScos(n,x, Je, =>'dSn, e, =
pn=l p=l

—dS, i+dS, j+dS, k =(dS,,dS,,dS)=

3
=>'ds, e, =(dS,,dS,,dS,)
pn=1

64



POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

ds
dS, =dScos(n,x),  cos(n,x)= dSX ds, =dScos(n, x, ), cos(n,xl)zd_s;l
S
ds ds, =dS X)), X, )= 2
ds, = dScos(n, y), cos(n,y):d_sy lub 2 cos(n, x, ) cos(n, x; ) 5
ds ds, =dScos(n, x, ), cos(n,xs):di
dS, =dScos(n,z),  cos(n,z)=—2 dds
S
das, =dScos(n,xH), cos(n,xu): d;
dF s dF
sz—F:de+ y+dFZ:dF1+dF2+dF3:Z b
dS dS dS dS dS dS dS <= dS
dr,. dF, . dF,, dF, _ dF, dF, 3, dF,
=—Xi+—2Lj+ ——le +—le,+—2e, =Y —te =
ds ds ds ds ds ds = ds "

3
=6,+6,+6,=6,+6,+6,=) 0, =

p=l

3
=o,i+o,j+o,k=0. +0,6, +0,8; = Z:csueH =
p=1

= (Gx’cy’62)=(61’02103)

W danym uktadzie wspoétrzednych kartezjanskich przez dany punkt poprowadzmy trzy wzaje-
mnie prostopadite ptaszczyzny, z ktérych kazda jest prostopadta do odpowiedniej osi uktadu
wspotrzednych. Niech na element powierzchni kazdej ptaszczyzny zawierajacy dany punkt
dziala z zewnatrz dana sita. | tak, na element dS, ptaszczyzny prostopadiej do osi X niech

dziata z zewnatrz sitadF*, na element dS, ptaszczyzny prostopadtej do osi y niech dziata

z zewnatrz sitadF”, na element dS, ptaszczyzny prostopadiej do osi z niech dziata z zewnatrz

sita dF*. Katy miedzy sitami dF*,dFY,dF* a elementami powierzchni odpowiednio
ds,,dS,,dS, sa dowolne.

dF*  dFX dFS dF* dFf. dFS . dFS . .

= + + = i+ j+ k=0,i+0,j+0,K
ds, dS, dS, dS, dS, dS,” dS,
dF> _ dFy +dFyy +dFZy _IF i+dFyyj+dFZyk—c i+o,j+0,K
ds, dS, dS, dS, dS, dS,” dS, Y Y id
dF? dF? dF) dF? dF?. dF; . dF? . .

= + + = I+ j+ k=o0,,i+c,j+o,k
dS, dS, dS, dS, dS, dS,” dS,
lub

o, | dF

dF _dF; . dF; . dF;  dF .

3. _
€, + €3 =016, 1 0,€, +G3.€;

€3 =016, 10,6, + 03,65

€3 =018, T 0,€, + O3€;

=—1e +
ds, dS, ds, ds, ds, © dS, ° dS,
dF? dFl2 sz2 dF32 dFl2 sz2 dF32
= + + = e + e, +
ds, dS, ds, dS, dS ds, ds,
dF3 de sz3 dF33 de sz3 dF33
=—21 424 3-—"lgi+—2g +
ds, dS, dS, dS, dS; ds, ds,
Wielkosci o©..,0..,0,.,6..,6..,,0,,,0..,C

XX 2D yx1 P zxr P xy?

vy’

sktadowymi tensora naprezen.

zy?

Xz?

yz?

G, lub ©,;,6,,,04,0,5,05,,03,,013,0,3,033 S8
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Niech dF bedzie sitg dziatajaca z zewnatrz na dowolnie zorientowany element powierz-
chni dS zawierajacy dany punkt, i niech n bedzie wersorem normalnej zewnetrznej do dS.

dF =dF* +dF” +dF*

_dF _dF* ds, dF’ ds, dF° ds, dFX.dSXerFy_dSyJFdFZ.dSZ_
dS dS dS, dS dS dS dS ds, dS dS, dS dS, dS
) dF’ ‘

-cos(n, x)+ S -cos(n,y)+——-cos(n,z)=

X

y

z

= (o, i+ SN E o,.k)-cos(n, x)+ (cxyi +0,,0+ czyk)- cos(n, y)+(o,,i + Gy.d+ o,,k)-cos(n, z)

]|+

2)]j+
z)|k

6=|0,,cos(n,x)+o,cos(n,y)+o,,cos(n
+[ 5,,c0s(n, X)+o,,c0s(n, y)+c,,cos(n

+[o,.cos(n,x)+ 5,,c05(n,y)+o,,cos(n

Ostatnie réwnanie zapiszemy w kilku roznych rownowaznych postaciach.

N, +0,N, +6,N, )i+

G = (GXX X Xz' 'z
(nynx+($ n +Gyznz)j+

(csxn +0,N +Gzznz)k

X

—_—

,=0,, c0s(n, X)+ 5, cos(n,y)+o,,cos(n, z) = 5,,n, + G, N, +5,,N,

o,=0,,cos(n,x)+o,,cos(n,y)+c,,c08(n,z)=6,n, +o,Nn, +0,N,

,=0,,c0s(n,X)+c,, cos(n,y)+ o, cos(n, z)=c,n, +o, N, +0,N,

cYX cSXX ny cs)(Z nX
o, |=|o,x Oy, Ou,|lN, lub c=[6w] n
z cYZX c$Zy cYZZ nZ

Tensor [cw] nazywamy tensorem naprezen.

dFY dFY  dF? |

ds, ds, ds,

o] O O Om | LR dRY R
Swd =% O Ov 1T gs T 4 s,
Ox On %m] gpr Ry gR?

ds, ds, ds,
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Uzyskane wyniki przesledzimy jeszcze raz, uzywajac skréconej notacji.

3 3
n= Zcos(n,xu)eu =>ne,
u=l p=l

3
dS=dSn= ZdScos(n,xu)eH

pu=1
ds, = dscos(n,x, ), cos(n,xu):di
dS
3
ds = Z;dsH e,
dFV 3. dF) 3 dF)
s, ;ds Edsv e“
dF;
ow = s,
dl:V ZS:G”V e
v p=1
dF = zdpv
dF drF’ dS 3 dFY dSV B 3 dFY B 3 3
ds VZ; ds ds, _;dsv ds _VZ_;dSV COS(“XV)—VZ:; H:lcsw e,cos(n,x, )
3 3 3 3
=Y > c,c0s(nx,)e =>>c.n e,
p=l v=1 =1 v=1

3 3
dF, =5,dS=> o, cos(n,x,)dS=>"o,,dS
v=l v=1

3
dF,=>"c,,cos(n,x,)dSe,
v=1

dF, =[o,, cos(n,x, )+ o,, cos(n,x, )+ o, cos(n,x, ) dSe,
dF, =[o,, cos(n,x, )+ 5,, cos(n,x, )+ o, cos(n,x, )]dSe,
dF, = [o,, cos(n,x, )+ o, cos(n,x, ) + o, cos(n,x, )] dSe,

=1[ v=l

dF ZdF —ZdFe —Z[ic Vcos(n,xv)}dSe”
F, = [ ou85= [ o, coslnx, o

3
F=(F.F,.F,)=Fe, +Fe, +Fe, => F.e,
p=l
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y
A

dS = ndS

ds,
cos(n, X) = @S

dS

dF

dS=ndS = wektor elementu powierzchni dS skierowany wzdituz normalnej zewngtrznej
n do powierzchni dS i o wartosci rownej polu powierzchni dS
dS=(ds,,ds,,ds,)=(ds,,ds,,ds,)

ds, = dScos(n, x) = rzut powierzchni dS na ptaszczyzne prostopadia do osi x
ds, = dScos(n, y) = rzut powierzchni dS na ptaszczyzne prostopadta do osi y

ds, = dScos(n,z) = rzut powierzchni dS na ptaszczyzne prostopadia do osi z

cos(n,x) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi x

cos(n,y) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi y

cos(n,z) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi z

o, =0,,0s(n,x)+0,,cos(n,y)+o,,cos(n,z)

o, =0,,c0s(n,x)+o,,cos(n,y)+o,,cos(n,z)

o, =6,, c0s(n,x)+c,, cos(n,y)+o,, cos(n, z)

o= dF, o :OIi o,= dF, sktadowe naprezenia (sity dziatajacej z zewnatrz na ele-
“ds’ Y ds’ * ds
ment powierzchni dS o kierunku normalnej zewnetrznej n) odpowiednio w kierunku osi
X,Y,Z
dF .y
oy = a5 = sktadowe tensora naprezen
k

3 3
dF, =6,dS=Y o, cos(n, x, )dS=> "o, dS,
k=1 k=1

dF, = i-ta sktadowa sity dziatajacej na element powierzchni dS
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9 WARUNKI GWARANTUJACE ROWNOWAZNOSC SIL. OBJETOSCIOWYCH
| POWIERZCHNIOWYCH

e Sily objetosciowe
Sitami objetosciowymi nazywamy sity przytozone w kazdym punkcie danego obszaru.

dF _ Y e e, .
sz’ dF =fdV, szgfdv D f = gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych

e Sily powierzchniowe
Sitami powierzchniowymi nazywamy sity przytozone do kazdego punktu danej powierz-
chni.

c= 3—2 dF =odS, F= ﬁcds H 6 = naprezenie = gestos¢ powierzchniowa sit
S

powierzchniowych

e Twierdzenie Gaussa-Greena

If i% dv = {f icwcos(n,xv)ds ={f So.dS,  (1=123)

v v=l v S v= S v=1
Catke po objetosci V z wektora bedacego dywergencja pewnego tensora drugiego rzedu
mozna przeksztatci¢c w catke po powierzchni zamknigtej S ograniczajacej te objetosée
z sumy sktadowych tego tensora.

3
dS, =cos(n,x, )dS = sktadowa wektora dS=>"dS e,
v=1
dS = wektor przyporzadkowany elementowi powierzchni dS o wartosci dS skierowany
wzdtuz normalnej zewnetrznej do powierzchni dS

e ROwnowaznosé sit objetosciowych i powierzchniowych dzialajacych w polu elektro-
magnetycznym na tadunki, prady, dielektryki i magnetyki
W polu elekromagnetycznym dziatajg na tadunki, prady, dielektryki i magnetyki sity
objetosciowe

F =mde’ f = pE+jxB-1E’grade—iH’gradp =f" —1E’grade — L H*grad .
\YJ
f' = pE+jxB = gestosé¢ objetosciowa sity Lorentza

—1E*grade = gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na dielektryk
—1H%gradp = gestosé objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na magnetyk
W wielu zagadnieniach wygodnie bytoby zastapi¢ sity objetosciowe dziatajace na pewien

obszar osrodka réwnowaznymi im sitami powierzchniowymi dziatajacymi na powierzchnig
ograniczajaca ten obszar F = ﬁods.
S
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e Warunki rownowaznosci sit objetosciowych i powierzchniowych
Sity objetosciowe i powierzchniowe sg rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy wypadko-
we tych sit oraz ich momenty sa odpowiednio rowne.

Wypadkowa sit objetosciowych (oraz moment tych sit) w obszarze V osrodka ograniczo-
nego zamknieta powierzchnia S sa rowne odpowiednio wypadkowej sit naprgzen powierz-
chniowych dziatajacych z zewnatrz na zamknieta powierzchnie¢ (oraz momentowi tych sit)
wtedy i tylko wtedy, gdy

1. gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych jest dywergencja tensora naprezen,

2. tensor naprgzen jest tensorem symetrycznym.

fdVv = dS 3 O
g | g

jjj(rxf)dvzﬁ(rxc)ds 5 —o

v v

v

e Warunki gwarantujace rownos¢ sit objetosciowych i powierzchniowych

I} fudviﬁ c,dS,,  (u=123)

3 0c
f“:zaxu

v=1 v

v =[3 P gv

3.0 3
2 av=ff>o,ds,
v v=l v s v=1

[[Tf.8v=§ >0, ds,

s v=l

3

Z:cswdSV =0,

v=1

[[[ f.dv=ffo,.ds,

\% S

Wypadkowa sit objetosciowych w obszarze V osrodka ograniczonego powierzchnig zamk-
nigta S jest rowna wypadkowej sit naprgzen powierzchniowych dziatajacych z zewnatrz na
zamknigta powierzchnig wtedy i tylko wtedy, gdy gestosé sit objetosciowych jest dywergen-
Cja tensora naprezen.

3 0o

w.fudV=£fcpdSV s f=> W

v=1 ax v
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e Warunki gwarantujace rownos¢ momentdéw sit objetosciowych i sit naprezen po-
wierzchniowych

J;U("Xf)x dV;ﬁ rxe),
.U/I (yfz —zf, dV:ﬁ(ygz —ch)dS

r = promien wodzacy poprowadzony z punktu, wzgledem ktoérego okreslamy moment
sit, do elementu dV lub ds

jﬂ (vf, - 2f, )dv =

f, = 00 + 0,y + 96, f, = 00 x + 0o, + oy,
OX oy 0z OX oy oz

[ [aczx aGZy acyzz J (aGyX any aGyZ J
y + + A + +

v oX oy 0z OX oy 0z
oy _oz _ 1 oy oz _oz @

oy oz | ox ox oy oz

= '[\[j {% (ycsZX — Zny)+ %(ycszy - chy)+ %(yczz - chz)} dVv + LU (Gzy - Gyz)dV =

Twierdzenie Gaussa - Greena
G, =0,, < m. (Gzy - Gyz)dV =0
\Y

(yo,. 25, Jeos(n, x)+(ys,, —za,, )eos(n,y)+ (yo,, — 25, Jcos(n,z)|dS =

o8 wimn

ylo . cos(n, x)+ o, cos(n,y)+o,, cos(n, z)]ds +

+§f 2[o, c0s(n,x)+a,, cos(n,y)+ o, cos(n, z)]dS =
S

, =0, c0s(n,x)+o,, cos(n,y)+c,, cos(n,z)
o, =, cos(n,x)+o,, cos(n,y)+oc,, cos(n, z)

mrxf ), dV = Erxc) ds o {ozymﬂ f“=ia;:v
Ogolnle
G, =0,
w(rxf)dvz{;f(rxc)ds o f=iiac“veu
p=lv=l 8Xv
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10 rownANIA BILANSU PEDU POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO, TEN-
SOR NAPREZEN MAXWELLA

¢ RoOwnania bilansu pedu pola elektromagnetycznego w postaci lokalnej

g=DxB 8_g_7
B ot
=—rotE
N _%pxB)-Dx L+ L, g_pxB_ g, L _
b —— ot ot o ot ot o
J =-DxrotE-BxrotH-jxB
D=¢E
B=pH D x rotE + B x rotH =
=g, 33, 0
& :_ZZQ[SEaEB"'“HaHﬁ_%Saﬁ(?’Ez”'“Hz)]ea+
= Mok, asl p1 OXp
divD =p +EdivD+HdivB—%Ezgrads—%Hzgradp:
divB=0
—Zz Tof’[;ea+pE—%EZgrads—%H2gradu

f- =pE+jxB st pa O
dIV[TaB = gdzie

3 3

0

= —~TM

;;ax a S T =¢E,E, +uH,H, —15_(E?+puH?)

jest tensorem naprezen M axwella

3 3
e ZZ 6 Tz e, —PE—jxB+1E’grade + 3 H’gradp
OL—lBla ]
- dIV[T ] f ag_“:iﬂ_f ((1:123)
81: Blaxﬁ o 149

g = gestos¢ objetosciowa pedu pola elektromagnetycznego

f = pE+jxB—-1E’grade—iH’gradp =f" — i E*grade —1 H’grad p

f- = gestos¢ objetosciowa sity Lorentza

—1E*grade = gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na dielektryk
—1H?gradp = gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na magnetyk
T = ¢E,E, +pH,H, — 18 (eE? +pH?)

T(jg = tensor napn;zeﬁ Maxwella pola elektromagnetycznego

diV[TB] ZZ Tap €

alBl

div[TaB] = dywergenCJatensora naprezen (wektor)
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e Tensor naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego

T =¢E,E, +uH H, 15 (B +puH?)=
=E,Dy+H,B,-15 (E-D+H-B)

6E2 +uH? —1(eE2 +uH?) 6E,E, +uH H, ¢E,E, +uH,H,
TO':%= eE E, +uH H, 8E5+MH§—%(8E2+;,LH2) eE E, +uH H,
¢E,E, +pH H, ¢E,E, +uH,H, 6E? + pH? — 1(eE? + uH?)
WEASNOSC 1

Tensor naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego jest tensorem symetrycznym.

M M
Top = To

WEASNOSC 2
Slad tensora naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego jest rébwny gestosci (objetoscio-
wej) energii ze znakiem minus.

TV +T) + T =—w

DOWOD

T + T +Tgs = 6B + uH; _%(SEZ +MH2)+8E5 +].1Hf, —%((C;E2 +MH2)+
+&E2 +puH? —%(gE2 "‘MHZ):

= 6(E2 + E2 + E2)+ p(H? + H? + H? ) 2(¢E? + pH? )=

=gE? +],LH2 —%SEZ —%“Hz =

= —1(eE? +uH?)=—

e Rodwnanie bilansu pedu pola elektromagnetycznego w postaci globalnej

9 _givfra] - f wg—fd\/ = [[favriJov- [[frav

magdv__wgdv .
m. dlv[Tj"B]dv - Em- gdv = EZZTQQ cos(n,xﬁ)eads_J'_\Uf qv

- Eiiﬂg cos(n, x, Je,ds ﬁw g.dV = EiTM Cos(nixﬁ)ds_[\[jfadv

p=1
LT =123
W25, -
3
zifz;ﬂgcos(n,xﬁ)ds % ﬁiiﬂgcos(nx Je dS—F
G = mgdv F= jﬂfdv e
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G:jggdv
F :jgfdv

netyki znajdujqce sie¢ w obszarze V

wypadkowy ped pola elektromagnetycznego w obszarze V

wypadkowa sita dziatajaca na tadunki i prady oraz na dielektryki i mag-

ﬁZZTM cos n, X )eadS = wypadkowa sita naprezen Maxwella dziatajacych na zam-

s o=l p=1
knieta powierzchnie S ograniczajaca obszar V
ds
B
cos(n,x, )= —=
( B) ds
cos(n,x,) = kosinus kata zawartego migdzy kierunkiem normalnej do elementu po-

wierzchni dS a kierunkiem osi X,

dS, = PB-sktadowa wektora dS

TM cos(n,x, )dSe, =TMdS,e, =

= sktadowa sity dF, prostopadta do sktadowej dS, wektora dS

e Interpretacje

%jﬂgdv giin cos n, X, dSe —H fdv

a=1 =1

E ﬁiin cos n, X )dSe -F
S

a=1 =1

Szybkos¢ zmian w czasie pedu zmiennego pola elektromagnetycznego w obszarze V
ograniczonym powierzchnig zamknieta S jest rowna réznicy miedzy sitami naprezen
dziatajacych na powierzchni¢ S obszaru V a sitami dziatajagcymi na tadunki i prady
oraz na dielektryki i magnetyki znajdujace sie w tym obszarze.

Poréwnujac przedostatnie rownanie

——mgdv —ﬁZZTM cos(n, X, )dse, +mf dv

s a=1p=1
z 0gblng postacia rownania bilansu dla Wle|kOSCI wektorowej

_m'bdv —ﬁZZchos n,x,)dSe +quv

S p=lv=l

widzimy, ze bardziej Ioglcznle bytoby zdefiniowa¢ ped pola elektromagnetycznego z innym
znakiem niz to powszechnie uczyniono.

WNIOSEK
W stacjonarnych polach elektrycznych i magnetycznych wypadkowa sit objetosciowych
dziatajacych na tadunki i prady oraz na dielektryki i magnetyki znajdujace si¢ w obszarze V

moze by¢ formalnie zastapiona przez sume sit powierzchniowych dziatajacych na powierz-
chnie S ograniczajacg ten obszar.
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11 NAPREZENIA DZIALAJACE W POLU ELEKTRYCZNYM

e Stacjonarne pole elektryczne
W przypadku stacjonarnego pola elektrycznego:
E =const, D=const, B=0, H =0,
f& =pE—1E’grad €.
Tensor naprezen Maxwella dla stacjonarnego pola elektrycznego upraszcza si¢ do
[ T%]=[o5,|=¢E E, - 1cE%,,

eE2-1E?)  ¢E,E, ¢E E,
[o5,]=| €E,E,  e[E2-1E?)  EE,
¢E.E, eEE,  eE2-1E?)

Gestos¢ objetosciowa pedu stacjonarnego pola elektrycznego jest rowna zeru.
g =DxB=0
Gestosc¢ sit objetosciowych jest dywergencja tensora naprezen Maxwella.
3 E
“div[or,], =Y (a-123)
52 OXp
Wypadkowa sit objetosciowych jest rowna wypadkowej sit naprezen powierzchniowych.

jﬂfE dVv = j‘:ch ds, ¢°= iioﬁﬁcos(n,xﬁ)e&
\Y S

a=1 p=1

e Naprezenie o dzialajace w stacjonarnym polu elektrycznym na element powierzchni
dS o kierunku normalnej zewnetrznej n

c* :(65,65,65):05i+05j+05k

of = oy, c0s(n, X )+ 6§, cos(n, y)+ o, cos(n, z) =

— ¢(E? - 1E?)cos(n, x) + ¢E, E, cos(n y)+ eE,E, cos(n,z)=
:sEX[EXcos (n,x)+E, cos(n,y)+E, cos(n,z)|- LeE? cos(n,x)
of = o, cos(n,x)+ ot cos(n,y)+ ot cos(n, z) =

=¢E E cos(n X)+ s(E2 1E2)cos(n, y)+ aEyEzcos(n z)
=¢E [E cos(n,x)+ E, cos(n,y)+E, cos(n, z)|- 1eE* cos(n, y)
of = oy, cos(n, X )+ of, cos(n,y) + oF, cos(n,z)

= ¢E,E, cos(n, x)+ ¢E,E, cos(n,y)+ e(E2 - 1E?)cos(n,z) =

= ¢E, [E, cos(n,x)+ E, cos(n,y)+E, cos(n, z)|- 1eE? cos(n, 2)

=¢(E-n)E-1e(E-E)n

E=E,i+E j+EK
n = cos(n, x)i+cos(n,y)j+cos(n,z)k
E-n=E,cos(n,x)+E, cos(n,y)+E, cos(n, z)
E-E=E’
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c® =¢(E-nE-1e(E-E)n

1

E™n lub ETMN n, natezenie pola elektrycznego jest rownolegte do normalnej zewnetrz-
nej, czyli prostopadte do elementu powierzchni dS.
E-n=E, E=En,

o =¢E’n-1eEn=1¢E"n

of=1eEn < [EMn v ENn)

Jezeli natezenie pola elektrycznego E jest prostopadie do elementu powierzchni dS, to na-
prezenie redukuje si¢ do ciagnienia.

2.

E_Ln , natezenie pola elektrycznego jest prostopadte do normalnej zewnetrznej, czyli rbwno-
legte do elementu powierzchni dS.

E-n=0

cf=-1eEn < Eln

Jezeli natezenie pola elektrycznego E jest rownolegte do elementu powierzchni dS, to napre-
zenie redukuje si¢ do ujemnego ciaggnienia, czyli cisnienia.

12 NAPREZENIA DZIALAJACE W POLU MAGNETYCZNYM

e Stacjonarne pole magnetyczne
W przypadku stacjonarnego pola magnetycznego:
B =const, H=const, D=0, E=0,

f" =jxB—1H%grad p.
Tensor naprezen Maxwella dla stacjonarnego pola magnetycznego redukuje si¢ do

[To':/lls]: [G;'B]: uHH, _%“HZSGB ’

n(HZ —1H?)  pHH, pH,H,
[GSB]: “Hny H(Hi_%Hz) tuHZ
MHsz quHy “(Hi_%HZ)

Gestos¢ objetosciowa pedu stacjonarnego pola magnetycznego jest rowna zeru.
g"=DxB=0
Gestos¢ sit powierzchniowych jest dywergencja tensora naprezen Maxwella.
H
f—div[s"], = i ©up (0=123)
i OXg
Wypadkowa sit objetosciowych jest rowna wypadkowej sit naprezen powierzchniowych.

ijH dVv = ﬁc” ds, ¢"= iioyﬁcos(n,xﬁ)ea
\% S

a=1 B=1
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o Naprezenie ¢ dzialajace w stacjonarnym polu magnetycznym na element powierz-
chni dS o kierunku normalnej zewnetrznej n

c" =(6?,Gy,GZH):G)'ji +o)j+ork

ol =oh,cos(n, x)+ olcos(n,y)+ okcos(n,z)=

= u(H2 = LH?)cos(n, x)+ uH,H, cos(n,y)+ uH,H,cos(n, z) =
= uH, [H,cos(n,x)+ H,cos(n,y)+ H,cos(n, z)]- L puHzcos(n, x)
off =cahcos(n, x)+ohcos(n,y)+clcos(n,z) =

— uH,H, cos(n, x)+ u(H2 — LH?)cos(n, y)+ uH,H,cos(n, z) =
= tu[chos(n, x)+ H,cos(n,y)+ H,cos(n, z)]- LuHcos(n, y)
of = ohcos(n,x)+achcos(n,y)+ ohcos(n,z) =

= uH,H,cos(n,x)+uH,H,cos(n,y)+ u(H2 = 1H2kos(n,z) =

= uH, [H, cos(n, x)+ H,cos(n,y)+ H,cos(n,z)]— £ pHcos(n, )

o" =p(H-n)H-Fu(H-H)n

H=H,i+H j+HKk

n = cos(n,x)i+cos(n,y)j+cos(n,z)k
H-n=H,cos(n,x)+H, cos(n,y)+H, cos(n, z)
H-H=H?

1

HTTn lub HT n , natezenie pola magnetycznego jest rownolegte do normalnej
zewngetrznej, czyli prostopadte do elementu powierzchni dS.
H-n=H, H=Hn

o" =uH’n—1puH’n = 1pHn

o"=iuHn < (H™Mn v HNn)

Jezeli natezenie pola magnetycznego H jest prostopadte do elementu powierzchni dS, to
naprezenie redukuje si¢ do ciagnienia.

2.

HLn , natezenie pola magnetycznego jest prostopadte do normalnej zewnetrznej, czyli
rownolegte do elementu powierzchni dS.

Hxn=0

c"=-ipyHn < Hln

Jezeli natezenie pola magnetycznego H jest rownolegte do elementu powierzchni dS, to
naprezenie redukuje si¢ do ujemnego ciggnienia, czyli cisnienia.
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13 ROWNANIE BILANSU MOMENTU PEDU POLA ELEKTROMAGNETYCZ-

NEGO

¢ RoOwnanie bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego w postaci lokalnej

k=rxg
g=DxB
or
X 0
(atj .
69 dIV[TM] f
3
r:Zxaea
a=1
. M 3 3
dIV[TaB=
:1[3: B
TM =¢E E, +uH H, -
(8E2+u )
Ta“g:T;g
f=pE+jxB-
—1E%grad e — {H%grad p
ax“:zs _ lep=yv
oX, o l0ouzy

%:rxdiV[To':’é] —rxf

k = gestos¢ objetosciowa momentu pedu pola
elektromagnetycznego

g = gestos¢ objetosciowa pedu pola
elektromagnetycznego

r = promien wodzacy poprowadzony z punktu obserwacji

[To?fg] = tensor naprezen Maxwella
f = gestosé objetosciowa sity

rxf = gestosc¢ objetosciowa momentu sity

ok _,

ot

ok a(rxg)_gxnga_g:
o ot ot ot

=rx %—rx(dIV[T ] f)

= rxdiv] TV |- rxf

%_erN[T ]

a=1 p=1
_ _%(XZT;; —X3T2“f)+%(X2T3'\g —XSTZ'\Q)+%(XZT3'\§ _x,TM )} e, +
+ a%(xs-rlhf o X1T3'\f )4‘%()(3-'-1'\2/I B XlTshg )"‘ i(Xs-l-ll\éI B Xl-rs'\éI )} €, +
L1 2 3
+ aa (X Tzl\f X Tll\f) ( Tzl\g _X2T1’\2A)+i(X1T2’\g _Xlehél )} €; =
Xy 2 3
3 3 3 & & &
=3 e =div[K ]=Za X; Xy X
T~ d|V[ Kuv]
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e Tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego drugiego rzedu
Tensor

(Xszl\f B X3T2'\f ) (Xz-l_s'\;I - Xstl\g ) (Xz-rs'\éI B Xstl\g )
[ va] =K., = (Xa-rl'\{I - X1T3'\f ) (Xs-l_ll\;I - Xl-rs'\;I ) (XaTll\él - XlTahg )
(X1T2’\f - Xlel\f ) (Xszl\g - Xle'\zA ) (Xszhg - Xlehél )
nazwiemy tensorem momentu pedu pola elektromagnetycznego drugiego rzedu.

1 0 0 « «
_ _ |72 3| _ M M
Klv =% X, X3 |= -I-M -I-M —X2T3v _X3T2v
TM TM TM 2B 3B
1v 2v 3v
0 1 0
X X
1 3 M M
Ky =X X, X :_TM ™ = X531, =X, Ty,
TM TM TM 1v 3v
1v 2v 3v
0 0 1
X X
1 2 M M
Koy =X Xy Xg|= ™ M =X Ty =X, Ty,
TM TM TM 1v 2v
1v 2v 3v

e Rownanie bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego w postaci globalnej

%=diVK,,—rxf jﬂ%dV:mdivK,,dv—”j(rxf)dv
Iy%dV=§wkdv

[[] divk...dv =

- ﬁii vacos(n,xv)euds %w kdV = ggngcos(n,xv)eudS—Jy (rxf)dv

K= % J.J.J.k dV = wypadkowy moment pegdu pola elektromagnetycznego w obszarze V

\%
M = I”(r xf)dV = wypadkowy moment sit Lorentza dziatajacych na tadunki i prady
\Y

znajdujace sie w obszarze V

3 3
ﬁzz chos(n, X, )eudS = wypadkowy moment sit naprezen Maxwella dzialajacych

s p=l v=1

na powierzchnie S ograniczajaca obszar V
e Interpretacje.

aK 3 3
= ﬁzz K., cos(n, xv)epdS— M

at s p=l v=1
Szybkos$¢ zmian w czasie momentu pedu pola elektromagnetycznego w obszarze V ogra-
niczonym zamknietg powierzchnig S jest rowna réznicy miedzy momentem sit naprezen
Maxwella dziatajacych na powierzchni¢ S i momentem sit Lorentza dziatajacych na fadun-
ki oraz prady znajdujace sie w obszarze V.
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e Tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego trzeciego rzedu
Czton dywergencyjny w rownaniu bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego
przedstawimy teraz w innej postaci.

M
rxdiv[TO':’é] [Zx e jxiim—
A=l a=1 =1
3 3 3 aT;V'
S35, T (e, e, )=
=1 a=1 =1 Xg
& & oty Ty
_;;;(Xk aXB _ch %J(ekxea)_
op X, Tm 6XB 0 bo 8XB 85, 6XB 813’ T, T,
ot

3 3 Iy X, Ty X,
IS " +To o X, o, - T4 ox, (e x e )

Zs:i olx,T) alx, Ty )J(ex xe, )=

e pal  OXg OX,,
3. & 3 [alx, TN —x T4
=33y ( * gx W)J(exxea)=
A=l o> B=1 B
Koo =X, Tos —X, Ty = tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego
3 3 3 oK
=33y axw (eX xea)=
A=1 a>h B=1 B
e, xe,=6;, € xe;=-€,, €,xXe;=¢€
K
iiiaaxm (e ea) =divk
A=l a>A B=1 B

rx d|v[ ﬁ] divk,.,

Tensor

M M
KMB = xxTaﬁ —xaTm

bedziemy nazywali tensorem momentu pedu pola elektromagnetycznego trzeciego rzedu. Po-
siada on w przestrzeni tréjwymiarowej dwadziescia siedem sktadowych.

Poniewaz
K, wop = XaTx} —meo':’l'3 0, ng = _KOO\B ,
z posrdd osiemnastu niezerowych sktadowych tensora K., tylko dziewiec jest niezaleznych.
K111 = K112 = K113 = K221 = Kzzz = K223 = K331 = K332 = K333 =0
K231 = _K321' K232 = _K322’ K233 = _K323
K131 = _K311’ K132 = _K312’ K133 = _K313

K121 = _K211’ K122 = _K212’ K123 = _K213
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14 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W OSRODKACH JED-
NORODNYCH DLA POTENCJALOW SKALARNEGO | WEKTOROWEGO

e Potencjat skalarny i wektorowy

Rozwiagzaniami rownan Maxwella
divB=0

rotE+@:O
ot

sg potencjaty wektorowy A i skalarny ¢ , okreslone odpowiednio jako

df

A B =rotA

df

OA
: E=—gado——
¢ grad ¢ ot

Powyzsze definicje uzupetnia tzw. dodatkowy warunek Lorenza.

) Fol0)
divA = —gu —
H ot
BirotA divB =divrotA=0
o oA oB 8Aj 0
= - rotE+—=rot| —gradgo—— |+—rotA =
E=-gade=7 ot (g P ) a
divrotA =0 =—rot grad ¢ —rot 6_A+gmtA =
rotgradp =0 ot ot
grotA:rot% =—r0t%+rot%:0
ot ot ot ot

e divD=p — DOep=-1ip

divD =p divD=p — Ogp=-1p
D=c¢E divD = div €E = edivE + Egrade = edivE =
div eE = edivE + Egrad e  edivl — arad N div orad o divaA—
zal.: grade=0 —E gade——p |7 sV gade—eivor=
O0A 2
divgrade = V2o
. OA 0 ,. 2
dIVEZEdIVA VZ(P_SHZT(sz_%p lub Oe=-1p
¢
Op=Vp—egu—-
¢ ¢ “6'[2
2 2 2
viea=2 4 0,0

+ +
x> oy* oz’
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o rotH=j+% - OA=—j

. oD . ob 7 .
rotH = j+ — rotH=j+— —> OA=-
J P J P nJ
B=uH
D=cE rot1B=ji OE
1. 1 1 ’ a
rot=B ==rotB + (grad —j x B Z jednej strony:
H 12 u 1 1 1
df rot—=B=—rotB+| grad — [xB =
B =rotA u 7] u
1 1
grad 1_ —izgrad m =~ rot rotA — —(grad p)x rotA =
Hooop H H
zal: grad p=0 _ 1 otrota =
rot rotA = grad divA — V2A H
1 . 1
09 =—grad divA - =V°A =

o

_ op 09 = —lgrad sua—(P EECYN.
grad eu i eu grad E+Egrad e N & n

grad su =egrad p+pgrad € =—sgrad2—(tp—lgradsp—1V2A=
u u

zat.: grad p=0 op 1 1,
sal: grad £ =0 :—sgradE—E(agradwpgrads)—avA=
0
zat: =0 =—agrada—(P—lV2A,
ot ot u
o oA z drugiej strony:
E=—grad ¢ — —
FEO™ 5 . 0¢E . OE _ds
5 2 I ey TR
—grad (p:grad—(p
ot ot . ok . 0 OA
22A =j+SE=j+Sa grad (p+5 =
OA=V*A-gu— ,
a —j—sggrad —eaA—
o P o
) op O°A
=j—egrad —— ,
1mEI S T e
mamy wiec:

2
—ggrad a—(P—EVZA:j—agrad 6_(p_88 'ZA‘
a n ot ot

2

VZA—suaat'zA =—pj lub OA=—pj
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e Po co to wszystko?

Z pieciu rownan

. op
divA = —gu —,
B
0’ 1
Vch—auat—ip? P,

mozna wyznaczy¢ ¢ i A, znajac €, W, p oraz j.
Z szesciu rownan

B =rotA,

E:—gradcp—%

mozna wyznaczy¢ B i E znajac ¢ i A.
Na koniec zapiszemy wszystkie te rownania w rozwinigtej postaci.

oA, OA, 0A, 3l0)
+—Lp—L=—gu—"
ox oy | ez ot

o’p 0% 0 0
0:99,20 520
ox* oy* oz ot
O°A, O°A,  O°A 0°A
+ +

X X —

x o a2 P T W
aZAy+aZAy+asz IA,
ox:  oy? oz Mo TTHY
O°A, . O°A, . O°A, . A, j
o’ oy o2 o e
g _0A, A
oy oz
oA, OA,
B, =" -
V4 OX
B — OA, BA,
oox oy
_ 0o O0A,
“oox ot
£ __0o_ OA
y ay at
_d9 0A,
ooz ot
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15 ROWNANIE FALOWE (OGOLNA POSTAC)

OB Z czterech wektorowych réwnan Maxwella i trzech wektoro-
rotE = "y wych réwnan materiatowych po uciazliwych przeksztatceniach
divB =0 mozna otrzyma¢ dwa rownania wektorowe, ktorych lewe strony

bedg miaty posta¢ rownania falowego.
. oD
rotH =+ — i .
ot Rownanie falowe dla wektora E
divD=p
2
B = uH t
J=AE = pk+2p@+sa—u &
1 ot ot) ot
gy =— 2
V2 @ a_u + %@ a_f +
ot ot ot ot ot

+ 1grad p— %grad £— 1grad (E-grad &)+ %(E -grad e)grad & +
€ S S €
oH ou
rad — rad — [xH
+(grad w)x—=+ (g po jx

Rownanie falowe dla wektora H

O°H

7 =

ouw  0Oeg\oH
=l uA+2e—+pu— |[—+
(“ “at ”atjat

2
+(Xa—“+a—“@+sa—“JH +

V’H —pne

ot ot ot ot?
—Egrad (H-grad )+ iz(H -grad p)grad p+
i i

og

—(grad €)x %E - (grad Ej x E —(grad A)x E

Réwnanie falowe dla wektora E uzyskalismy, obliczajac rotacje obu stron réwnania

roté = —@.
ot
Réwnanie falowe dla wektora H uzyskalismy, obliczajac rotacje¢ obu stron réwnania
. oD
rotH = j+—.
ot

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ uproszczonymi postaciami rownan falowych.
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16 ROWNANIE FALOWE POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA PROZNI

| OSRODKOW JEDNORODNYCH, NIE POCHLANIAJACYCH | NIEPRZEWO-
DZACYCH

rot = L rotk = _%B
ot ot
divB=0 divB=0
. oD oE
rotH = j+ — rotB = gu —
" ot
divD=p divE=0
D=¢E . :
¢ Z jednej strony
B=uH
j=AE 2
éaloienia rot rotgE = —rot% = —% rotB = —gu %t—lzz ,
grad e=0
gad n=0 z drugiej strony
grad p=0 .
S P rot rotE = grad divE — V’E = -V°E,
—=0
8t2 ostatecznie mamy
0°e
o 0°E 1 0%E
o, VZEZS;J.atZ lub V* iz =0
ot
A=0 Analogicznie:
p=0 ,
rot rotB = —rot eu & _ —gu 2rotE =—eu 0 ?
oA O ot ot ot
rot— = —rotA
ot ot ) ) )
rot rotA — rot rotB = grad divB-V°B=-V°B
=grad divA — VA 2B 1 5°B
= oL rotA + (grad o )x A
Rownanie falowe zapiszemy na koniec w super
, 18 zwartej postaci, wykorzystujac operator d’Alam-
O=v o berta (dalambercjan).
2 2 2
V22A282+82+82 DE:O
oxX® oy® oz OB =0
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

17 FALA PLASKA SPOLARYZOWANA LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE
IMPULSU FALOWEGO JAKO JEDNO Z ROZWIAZAN ROWNANIA FALOWEGO

e Fala plaska

W odpowiedniej odlegtosci od punktowego izotropowego zrodita (czyli zrodta emitujace-
go réwnomiernie we wszystkich kierunkach) fal¢ sferyczng mozna w dostatecznie matym ob-
szarze traktowac jako falg¢ ptaska, czyli taka, ktora we wszystkich punktach w danej ptasz-
czyznie prostopadtej do kierunku rozchodzenia si¢ fali w danej chwili czasu charakteryzuje
si¢ takg samg wartoscig fazy drgan wektorow E i B.

e Fala spolaryzowana liniowo
Fala jest spolaryzowana liniowo, jezeli wektor natezenia pola elektrycznego E ma caty

czas staty kierunek.

¢ RoOwnanie fali plaskiej spolaryzowanej liniowo

E(r,t)=E f(n-r—vt)=E,f(&)=E,fe)i+E,f()i+E,f(E)k =E,i+E,j+E,k
B(r,t)=B,f(n-r—vt)=B,f(&)=B,f(&)i+B,f(¢)i+B,f(Ek =B,i+B,j+B,k

wersor kierunku rozchodzenia sig fali

promien wodzacy poprowadzony ze zrddta fali do punktu obserwacji

predkos¢ rozchodzenia sig fali

f = dowolna funkcja argumentu (n-r —vt) dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem czasu
i wspotrzednych przestrzennych

E=n-r-vt=n,x+ny+n,z—vt

< = >
1 mnoq

E,,B, = state wektory

EX = EOXf (E-’)
E, =E,f(¢)
EZ = EOZf (a)
Jednym z rozwigzan rownan falowych
2
v° ot
2
v
1
v

jest fala ptaska spolaryzowana liniowo o dowolnym ksztatcie impulsu

Eof(E)i+E,f(E)i+E,f(Ek=E,i+E j+Ek
Boxf(a)i + Boyf (&J)J + Bozf(a)k = Bxl + By.l + sz

E(r,t)=E f(n-r—vt)=E_f(&)
B(r,t)=B,f(n-r—vt)=B_f(2)

co dalej wykazemy.
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0°E, O0°E, O°E,’ 1 0°E,

+ + ==
ox*  oy* oz VP oot
o’E, O°E, O°E,’ 1 O’E,
2 T a2 VT2 T a2
oX oy 0z v° ot
0°E, ©0°E, O0°E,’ 1 0°E,

+ + =
ox>  oy* o0z VP ot?

O%E, _ 0 OB, _ 0 OB,f(e)_ o of()_

X

ox:  Ox Ox  Ox  ox ox % ox

g g 0@ 0aE)_ ) & _g 2016

[0)8 Xax aé oxX" "X 8& 8X [0)8 Xaé oX" ' X aaz

o oe_op o) _
ox
@)
ag d
0°E, 0 0E, 0 O0E,fE) 0 )aE ofg)og _ o . of(E)
5 -
(
g

HoE ax  ox X 8

X X 00X (
= = =—E,, -
o> oy oy oy oy oy oy “og oy oy U e
—onny 0 8f(&)_onnyii(F’):onn i—) _onny ( )
oy & og oy 2l oy 0’

OB, _ 0B, _0OE,f(E)_o. of(§)_ o, of)og_o .  ofg)

6z oz oz oz oz oz Moz oz ok ez oz Kt o
Q0fE)_p 0E) _ 0 (&) g 2 OfE)

0X Zaz 8& 0X Za& az 0X Za& & 00X 'z 6&2

00, _00E,f(E)_o. ofle)_o. oflgee_ o | ofE)_
o> ot ot ot ot ot ot ot og ot ot o
_ g OO g 0AE)_ 0 AEE . 0%(E)

0oX 8t 6&_} 0X ai at 0oXx a& a(: at [0)8 a& 2

N—"

e 2 0TE) o L) o L)L . 0%(E)
ox' ' X az ox' 'y aaz ox' 'z a&-’z V2 ox 62

2 2 2
g ? f(za):on 0 f(zg)

o0& o0&
Analogiczne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych dwdch réwnan.
W powyzszym uzasadnieniu wykorzystalisSmy nastepujace relacje:

g g o
Ny ==, ny:_’ n,=—.
oX oy 0z
ny+n,+n; =1
% (n-r—wt)
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

18 PROSTOPADLOSC WEKTOROW NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO

I INDUKCJI MAGNETYCZNERJ DO KIERUNKU ROZCHODZENIA SIE PLAS-
KIEJ FALI SPOLARYZOWANEJ LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE IMPUL-

SuU

E(r,t)=E,f(g)
E=n-r—vt=

=N, X+ny+n,z-vt
&,

OX

%&_,

0z

divD=p

D=¢cE

Zatozenia
p=0
grad =0

dlvE(r t):dlv (&)=
( ) oy (a)_i_ anzf(&) —
ax oy 0z
ofE), g o) _
0x OX oy ay 0z oz
ofg)og o ofg)ae , o of(g)ag _
* o ox Y 0 oy oE oz
e ae), e

ox''x 8& oy'ly aa 0zl2 E_,
_of(g) ()
a(i(En+En+En) (E, -n)

Poniewaz divE = 0 (dngE:adlvE+Egrads):
E,-n=0,

E,f(§)-n=0,

E-n=0 < Eln.

Wektor natezenia pola elektrycznego E jest prostopadty do kierunku rozchodzenia sie fali.

B(r,t)=B,f(¢)

E=n-r-vt=

=N, X+ny+n,z-vt
% _n

OX

&,

0z

divB=0

ofE)og o ofE)ag o of(E)ag _
> o ox Y oE oy *ooE oz

:Boxnxaf(é)+Bon 6f(§)+Bon i(a):
g  Tee T

= af(i) (BOXnX + B n + BOZnZ) af(a)(BO .n)
o€, g

Poniewaz divB = 0:

B,-n=0,

B,f(¢)-n=0,

B-n=0 < Bln.

Wektor indukcji magnetycznej B jest prostopadty do kierunku rozchodzenia sie fali.
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19 PROSTOPADLOSC WEKTORA INDUKCJI MAGNETYCZNEJ DO WEKTO-

RA NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO PLASKIEJ FALI ELEKTROMAGNE-
TYCZNEJ SPOLARYZOWANEJ LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE IMPUL-

SuU

Il
S
x
X
+
S
<
<
+
=
N
|
<
>

anzf (F:) _ anyf (&) — aBoxf (&)

9% 0z ot
anxf(é) _ anzf(é) — aBoyf (é)

0z OX ot
O, f(E) 0E,f(8) _0B,,f(2)

X oy ot

- A o o) k)
ok ay Y o8 Az X 6E at

AR, A, wE)x

ox 8& E 0z 8& ox oy 6& ot
e ) . ofE)og _p ofE)aE
oy a& ax ox a& ay 0z a& at
nE,,—n,E, =VvB,
anox _anoz = VBoy
nXEOY _nyEOX = VBoz

nxE, =vB,

nxEf(¢)=VB,f(¢)
nxE=vB = BlE

Wektor indukcji magnetycznej B jest prostopadty do wektora natezenia pola elektrycznego E.

Zbierzmy uzyskane wyniki:

nxE=vB = {

E-n=0 < Eln
B-n=0 < Bln

BLE

B-E=0

= 4

B

W kazdym punkcie przestrzeni wektor natezenia pola elektrycznego jest prostopadty do wek-
tora indukcji pola magnetycznego i oba sg prostopadte do kierunku rozchodzenia si¢ fali.
Wektory n, E i B tworzg prostokatny uktad prawoskretny.
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PRZYKLAD
Fala plaska spolaryzowana liniowo harmoniczna i monochromatyczna (biegnaca) roz-
chodzaca sie wzdluz osi X

yop L O e, 1 1 O,
Ve ot ox?  v® oot?
VZB:%GZI? 0°B,” 1 0°B,
Ve ot x> v? ot?
1
F:m 2 2
En—0 o Eln d EoycosI:(x—vt);izé Eoycos!<(x—vt)
Bn=0 < Bln ox v o
0°B,, cosk(x —vt)? 1 8°B,, cosk(x —vt)
B_LE 2 = 2
nNxE=vB = OX % ot
{B-E:O
n=1 0° cosk(x—vt)? 1 8% cosk(x —vt)
n,=0 ox* v? ot?
n,=0 0% cosk(x—vt)? 1 9% cosk(x —vt)
E, =0 ox? V2 ot?
E, =E,, cosk(x—vt)
E -0 & dcosk(x—vt)? 1 & acosk(x —vt)
z— A, AL T T AT A
B =0 OX OX v© ot ot
B, =0 0 . 1 0 .
—|—ksink(x —vt)|=—-—[kvsink(x — vt
B, =B,, cosk(x — vt) 8x[ ( ) v? 8t[ ( )
k = liczba falowa
ki% —%[sin k(x_vt)]%%[sink(x_vt)]
m‘fZ_n ’1
T —kcosk(x — vt)==[-kvcosk(x - vt)]
df 1 \
foo
T cos k(x —vt) = cosk(x — vt)
A
v=—=Af
T
(2t _2n_2n
v Tv A

Wykorzystanie liczb zespolonych

E, = E,, cosk(x - vt)=E,, cos(kx — ot) = E,, cos(%x _ %t} ~ ReE, gl

B, =B,, cosk(x —vt)=B,, cos(kx —wt)= B, cos(% X — % tj _ReB,_ gt
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20 ROZCHODZENIE SIE FAL ELEKTROMAGNETYCZNYCH W JEDNOROD-
NYM OSRODKU PRZEWODZACYM, ROWNANIE TELEGRAFISTOW (TELE-

GRAFICZNE)

rotk = _%B
ot

divB=0

rotH:j+@
ot

divD=p
D=¢E
B=uH
j=AE
1

g =—
V2

Zatozenia:
grad e=0
grad u=0
grad p=0
% _g

ot

M _g

ot
9 _yq
ot
Tozsamosci:

I’Ot% = g rotA
ot ot

rot rotA =

= grad divA —V°A
rotaA =

= oL rotA +(grad o )x A
grad af =

=B grad o+ B grad o

grad L = —izgrad o
o o

rotg = —@
ot

divB =0

oE
rotB = uyAE + ey —
u U ot

dive = 2
e

Z jednej strony
oB 0 oE

rot rotE = —rot— = ——rotB = —pA— —
o o Hn gu

ot
z drugiej strony

rot rotE = grad divE — V2E = grad P — v2E =
e

ostatecznie mamy
oE 0’E )
—uh—-gu— =-V°E,
W o

2
CE_

VE_g 0
o ot

Analogicznie:
rot rotB =

8°E
ot

-V’E,

oB 0°B

= rotuxE+rotsu%:ukrotE+su§rotE:—pk——su

rot rotB = grad divB — V°B = -V°B
oB 0B

WG T TV e
0°B oB
VB - =UA—
e o [ ot
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
PORUSZAJACYCH SIE

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W PROZNI DLA CZTERO-
WEKTORA POTENCJALU

e Czterowektor potencjatu

= (6 & & &\ O =T(D, +iBD
q):(®1!®2|®3 (D) (A A AZ,C(p) ~l ~( 1 4)
D, =0,
- D) = D,
A = potencjat wektorowy & :F(cf) B )
¢@ = potencjat skalarny 4 4 1
df A df
B, WoA, OA, EX=_6_(p_6AX
oy oz ox ot
df aA
B LO0A_OA, Ey:_a_‘P_
Y ez ox oy ot
df df
B :8Ay _GAX E - op OA,
Toox oy oz ot

e Czterowektor gestosci pradu

3 =1(3,+iB7,)
jé = 32
] 3'3 = j3

3 =PV =PV, =poYy,  (k=1234) 3, =r(3,-i873,)
p=7p, = Objetosciowa gestos¢ tadunku
p, = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa tadunku

3-(3.3,3.3) 2 iy hsicp)

dx, -~ : ~ .
Vy=—%, V,=7W,, V,=ic, V,=yic

i=pv="_JxJ,.J,) = gestosc pradu
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e Dodatkowy warunek Lorenza dla czterowektora potencjatu

O0A
diva = 2Bx Py | OA
X oy 0z
®=(0,,0,0,0,)=
=(A..A,A, io)
R=(X1,X2,X3,X4)=(X,y,Z,iCt)
1 dp _ 1 dico Oole
¢’ ot c? oict  dict
~ & o
divd = K
;axk

P

dva+ 2% _0 5 divd=0
c” ot

10
=2

an GAy a'A\z a%(p
= + + + ===
c-ot ox oy oz oict

_ 0D, +6d>2 +a<1>3 +6d>4 :Z“:a
OX, OX, OX; OX, i 0%,

divA +

div® =0

il
Il
—_— —_—N -

c2 ot c?
_ ¢ ¢
alictf  ox;
I p .
——F —uic
Ce Holtp

OA =—p,j

? 4 52D, -
1 - : :_Mo‘]i’
Op=——p kzll O

A, A,
ox*  oy*  ozF ¢ ot
O’°A, O°A, O°A, 1 0°A ,
+ + T :_uoj
ox*  oy*  oz* ¢ ot? Y
0°A, O°A, 0°A, 1 0°A

2 T 2 2 2 a2
OX oy 0z c® ot

2D, 0D, 0D,
2 + 2 + 2 + 2

OX; OX, OX3 OX,

3’0, 9’0, 0’0, 00 ~

P 22 + 22 + 22 + 22 =y,
X1 OX5 OX3 OX,

9’0, 0D, 0D,

o ad el
1 2 3 4

d’p 0%¢ d¢ 10% 1
PN LN Ry R He

ox° oy® o0z° ¢ ot

ol 971 !
P O c®

€
’le °le  ip
2 2 s YT L T
oX oy oz alict) Ce,
o’v, o*o,
oxZ  ox;  oxi  oxd

4 A2 - ~ ~
O3 (i=1.234) lub O®=—p J
Z Ko J; Ko
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e RoOwnanie cigglosci

= (7% % ) .
00 | e b g
=(JX’Jy’Jz’ICp) ot k:18Xk
R =(X,,X,,X.,X, )= _
(1 2.3 4) ajx ajy 8]2 8iCp
. . oXx oy o0z oict
ago0e D | % T
ox oy oz Ly 24, 347740
ap _ dicp oX, OX, OX; OX,
ot adict L
Zaizo lub divi=0
divJ = Z & ox,
k=1 Xk

e Po co to wszystko?
Zbierzmy uzyskane wyniki.

b= (8,8,,8,8,)-(A,A,.A, o)
3-(3.3,.3, 3) (i, ,Jy,Jz,ncp)
R =(X,,X,,X4,X,)= (X y,z,ict)

Czterowektor jest wspdtzmiennikiem, a jego modut niezmiennikiem przeksztatcen Lorentza.
Dywergencja czerowektora jest niezmiennikiem przeksztatcen Lorentza.

Delambercjan czterowektora jest czerowektorem.

4 o~ —~
divA+i26—(p= N Zaq)k: lub div® =0
C k=1 OXy
.
d|v1+6—= — ﬂ—0 lub div] =0
ot pay

Lewe strony réwnan pola elektromagnetycznego dla czterowektorow potencjatu D i gestosci

pradu J jako dywergencje czterowektora sa relatywistycznie niezmiennicze, prawe strony
tych rownan bedace zerami sa rOwniez relatywistycznie niezmiennicze.

DA:_Moj 82&) ~ ~

4
1 3, (i=1234) lub O®=-yJ
O=-L5 kZ;, v 1o, ( ) m

Obie strony tych rownan sa relatywistycznie wspotzmiennicze. Lewe strony stanowia dalam-
bercjan czterowektora potencjatu @ a prawe czterowektor gestosci pradu J .
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2 ROWNANIA MAXWELLA W POSTACI TENSOROWEJ

e Jednorodne réwnania Maxwella w postaci tensorowej

Jednorodne réwnania Maxwella HIE ocB 0
W postaci tréjwymiarowej roti it
B divcB=0
rote =—— _
_ ot oiE, OE, o&cB,
divB=0 oy oz oict
X:XI aIE)( _aiEZ _aC-By =0
.
Z=X, y—IX—C_Z:O
ict = x, OX 88):3 oict
c
E;,=0 a(;BX + Y+ a;BZ =0
E,, =iE, x
12 = ~IEy 00 aE, Al-iE,) a(-cB,)
— _cB —+ + +—— =
14 X ox oy 0z oict
2 = —IE, 8(—iEZ) 00 OIE, 3(— CBy)
-0 -2 — 4 +—— =
227 oX oy oz oict
22 = IE, OiE, o(-iE,) o0 &(-cB,)
- _B + +—+ =

N
N
<

X oy oz dict

ocB, dacB, 4cB, a0
+ + +——=0

OX oy oz  Jict

<

w
N
[
L.
i

w W
= W
i
| o
(@]
w x

N

rnrnrnrnrnrnrnwrnrnrnrnrnrnrn
[
I
ﬁ.l

=B, o, n oE,, n OE,; n oE,, -0
B OX; OX, OX; OX,
42 — y
—cB 8E21+5E22 +8E23 +6E24 -0
43 z 0X, 0X, OX; OX,
=0
& OEy , %y  OEy 0B, _ o
0 iE, -iE, -cB, oX;  O0X, OX; OX,
[E ] —IiE, 0 iE, —CBy OE 4 + OE,, + OE 4 + oE,, =0
wvl™ iEy —iE, 0 —¢B, oX, OX, OX, OX,
cB, ¢B, ¢B, 0
4 OE
£, = E, > TE0 (1-1239)
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¢ Niejednorodne réwnania Maxwella w postaci tensorowej

Niejednorodne réwnania Maxwella oicD

W postaci trojwymiarowej otH =7 =
divicD =icp
. oD
rotH = j+ —

_ ot oH, JdH, dicD, .
divD=p &y oz ot
L =0 aHx_aHZ_GIC_Dy i

_ oz ox ot
12 — H

N

X

OH, oH, aicD, .

ox oy  oict J:
gicD, dicD, gicD, .
+ + =

<

n

| |

o I
O

x

H
H
H
H
Hy =-H, =Icp
OX 0z
H,, =0 v
Hy=H, 00 oH, ol-H,) o(-icD,) .
H,, =-icD ~ Tt + + - =],
24 y oxX oy 0z oict
Hy, = H, o-H,) o0 oH, oliD,) .
+—+ +— =],
Hy, =-H, OX oy oz oict
H,,=0 oH — —i
=0 y  OH,) a0 o {CDZ):jZ
Hy, =-IcD, ox oy oz dict
H, =icD, dicD, 0dicD, dicD, a0 .
. + + +——=icp
H,, =1cD, ox oy oz aict
H,,=icD,
H44:0 6H11+8H12 +8H13+8H14 :‘]1
OX, OX, 0OX; OX,
I, =3 8H21+5H224_8H23+aHz4 -]
i, =, X, OX, X, X,
i, =3, 6H31+6H32 +8H33+8H34 — ]
]
icp=1J, OX; OX, OX; OX,
6H41+6H42+8H43+8H44:J
. 4
0 H, -H, -icD, OX, OX, OX; OX,
~H, 0 H, -iD,
[H,.]= .
wITVH -H, 0 —icD,
D . 4 oH.
icD, icD, icD, 0 =], (n=1234)
= X, "
Huv:_Hvu
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH PORUSZAJACYCH SIE

e Rownania Maxwella i sita Lorentza wyrazone przez tensor F,,

Z tensora [Ew] mozna skonstruowac tensor [Fw]:

E., — F. )
i B 0 cB, -cB, -IE,
| C .

*E - *B [F ] —CBZ 0 CBX —IEy F F
_I _C = . , = —
. - N wIZl B —eB, 0 -iE, w = "
C | . . .

- = iE, iE, iE, 0
—-cB,—> -—IE,

Przy pomocy tensora [FHV] jednorodne rownania Maxwella zapisywane sa takze jako
OFy3 + oF,, + oFy, -0
O0X, OX; OX,

8F34 + 8F41 + 6F13 — 0 aF aF aF

oB uy o vo
__ + + =0
rote il OX, OX; OX, lub |ox.  ox,  ox
. a|:42 aI:l4 aI:Zl '
dIVB:O ax + ax + aX =0 H,V,G:4,3,2:3,4,1:4,2,1:2,3,1
1 2 4

OF,, N ok, N R, _
OX, OX, OX,

0

Trojwymiarowa postac sity Lorentza

F- = my—d(dytv) =v(QE+qvxB)

mozna przy pomocy tensora F,, rozszerzy¢ do postaci czterowymiarowej

4
myM =qyct D ViR, 0=1234
B=1

dt

e Rownania Maxwella wyrazone przez tensor D,

Z tensor [HW] mozna skonstruowac tensor [DW]:

Hpv_)Duv - .

i 0 icD, -icD, —H,
H, —icD,, . .
“H_ s —icD [D ]_ —icD, 0 icD, -H, b -D
'D“ H * e icD, ~-icD, 0 o 5 P
ic
e 7 e H, H, H, 0
—-icD,, - —-H,,

Przy pomocy tensora [Dw] niejednorodne réwnania Maxwella zapisywana sa takze jako

0Dy; , 3Dy 3Dy _
x, Ox, X, D, D, D, |
D oD, n oDy, n Dy, _ 1, X,  OXx, 0X, e
rotH = j+— OX, OX; OX,
a1~ |, oD, D b, v.0,0=
divD =p By =], ~432,1=3412=
axl axz aXA 1y ey 1y Ty
0Dy, , 9Dy, Dy, _| =4,213=2314
X, OX, OX,
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Skladowe tensora F, wyrazone przez sktadowe czterowektora potencjatu

oo, 0D,
=C Y — ,v=1234
Y {6xu axV] ( )
O
Ry = Zq)l B - =0, Fpy = e - sk =CB, =-F;,
X, OX; OX,  OX,
F,=c ak _% =B, =-F,;, Fy,= s =-E, =-F,
OX, OX, oX, OX,
D D D
T e BUCAL P Y S e DG Y
OX;  OX, OX;  OX,4
F,=c ak _g =-E, =-F,;, F,=c i _& =—iE, =-F,;
oX, OX, OX;  OX,
£ 0% 0%, Eo_ 0% o)
2 ox, ox, ’ “o " ox,  ox,
e  Wyniki
0 iE, -iE, -cB,] h e
|-iE, 0 i, -cB, roth_% )= (L=1234)
" |iE, -iE, 0 -cB, e :}E Y .
= iVE,, =
cB, B, ¢B, 0 |
0 H, -H, —icD,] 4 6H,,
oo -H, O H, -icD, rotH:j+% VZ:;‘ ox, M
.Hy _Hx - 0 _ICDZ divD =p (M :1,2,3,4)-
icD, icD, icD, 0 | divH,, =J
0 B, -cB, -iE, B oF, OoF, oF, o
e —cB, 0 cB, -iE, rotE=—E OX ’ ox, OX, -
“ |cB, -cB, 0 -iE, S nv,o=432=341=
iE, iE, iE, 0 =4,21=231
0 icD, —icD, -H, D w 0Dy, . D, L
|-icb, 0 D, -—H, otH=j+—| ] o, %, %, e
= icD, —icD, 0 -H, divD = wv,o,0=4321=3412=
H, H, H, 0 P =4,213=2314
Tensory E.., H.., F.. i D,, nazywane sa tensorami pola elektromagnetycznego.
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e Rodwnania Maxwella dla prézni

Dla prozni,
e, =1 u, =1 D=¢E B=pH, H,=ceF,; D,=cekE;,
réwnania Maxwella
OB . oD
rotE = —— rotH = j+—
ot J ot
divB=0 divD=p

mozna zapisa¢ przy pomocy dwdch wektoréw pola

oB rotB =p, j+u,¢ e
rotE __Ye ”’0 H’O (o] at
o 1
divB=0 divE=—p
oH . oD
rotD = — - rotH =j+—
Moo — 5
divH =0 divD=p
lub jednego tensora pola
Z“:aE OE,, +5EG;3 +5Evc _ 1 ]
10X, ox, Ox, OX, Cgy
a=1234 B,v,o0,00=4,32,1=3,412=4213=2,3,14
50D, oD,, oD, oD
> — + +— =],
=l 6x[3 oX,  OX,  0Xg
a=1234 B,v,0,00=4,32,1=34,12=4213=231/4
oF,, OF 4. oF
B GB+6F\,0:0 Z wo_ T3
oX, OX, OX4 o1 OXy  Cg
B,v,6=432=341=421=23]1 a=1234
oH oH 4 oH
Bv + o +6HVG :O Z of — \]a
oX,  OX,  OXy i1 OXg
B,v,6=432=341=421=23]1 a=1234
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3 TRANSFORMACJA LORENTZA DLA WEKTOROW E, B, D, H POLA ELEK-
TROMAGNETYCZNEGO

e Transformacja Lorentza dla wektorow E, B, D i H

0 iE, -iE, -cB, 0 H, -H, -icD,
-iE, 0 iE, -cB ~-H, 0 H, -—icD
[El- ~iE, 0 —cBi ! [Heal- , —-H, o0 —ich
cB, ¢B, ¢cB, 0 icD, icD, icD, 0
L& OX), X, E.: E\,=E,,
:; lax ox, Top Z_;;a““ wla | g g
r 0 0 iBl E,: Ej=T(E;;+iBE,)
a]o| © L0 0 E, =T(E, -VB,)
P 0 01 O E,: E,=T(E,+iBE,,)
—iB 0 0 E, -T(E, +VB,)
a :%:ax_q B, : E14=FZ[E14+BZE41+iB(E44_E11)]’
oox,  ox B' =B,
r:(l_Bz)—; B=% B,: Ej =TI(E,,~iBE,,),
Tlll :FZ[Tll_BZT44+iB( Tl4+T41)] B; :r(By +CX2EZJ
T, =I(T, +iBT,,) B,: E., =TI(E,, —iBE,,)
T1’3 :F( T13 +iBT43) , V
Tl’4 = FZ[TM + BZT41 + IB( T44_T11)] BZ B F(BZ _C_ZEyj
T£1 = F( T+ iBT24)
Ty, =To D, : Hj,=I"?[H,, +B?H,, +iB(H,, —H,,)],
To =Ty D',=D,
T, =I(T,, —iBT T :
TZZF((Tj: +iBT3241)) o F(T,M o)
T, =T, D} =D, -z H.
Tés =T33 Dz : H’34 :F(H34 _iBH31)’
T2 :F( Ta _iBT3l) V
Téil :FZ[T41+BZT14 +IB( T44_Tll)] D'Z :F DZ +C_2Hy
TJZZF(TM_iBle) H, :H, =H,,,
Tz;3 :F( T43_iBT13) H; =H,
T¢;4 = 1—‘2[1-44 - BZT11 - iB( T14+T41)] Hy : His = F(H13 + iBH43),
ZZaw . H'y:F(Hy+VDZ)-
aml VAL H,: H, =T(H,, +iBH,,),
;;aw § H, =T(H,-VD,)
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e Odwrotna transformacja Lorentza dla wektorow E, B,D i H

0 iE, —iEy —cB, 0 H, —Hy —icD,
[ ]_ _iEz 0 |EX —CBy [H ]_ —HZ 0 Hx —iCDy
P iE, -iE, 0 —cB, |’ A1 H, -H, 0 —icD,
cB, c¢B, ¢B, 0 icD, icD, icD, 0
4 4 OX. OX 4.2 E,: E,;=Ej,
T = o VT' T
H ;;ax; X ;;C““CVB oP E,=E,
_ Ey E13 = F(Eis - iBE:ts)’
[Cpq]— 0 1o 0 Ez E12 F(Eiz iBE'42)’
0 01 0 e, —1(E,-ve)
Br 00 b Bx E14 =I [E14+B E:u B(E:M_E;l)]’
X, B, =B.
" o, B,: E, =T(E) +iBEj},),
o 5, i[5, Ve
r=(1-82)2, B=— , ,
c B, E. = (E34+'BE31)
T11 = rz[Tlll - BZT£4 - iB( T1’4 + Tzil)] F(B s j

T, = F( T, - iBTziz)

T = 1—‘( T iBTis)

T14 = 1ﬂZ[T1'4 + BZT£1 - iB( Tz{A - Tlll)]
Ty = F( Ty - iBTz'A) .
T, =Ty -
Ty =T

Ty = F( To+ iBTz’l)
Ty = F( Ty - iBT’s’4)

Dx : H14 :FZ[H£4 + BZH:u _iB(HZM - Hil)]’
D, =D
H,, = 1ﬂ(H'24 + iBH’Zl)'

F(D’ +X2H’ZJ

)

<
<

C
H34 = 1H(H’34 + iBH;l)'

Tu=T; ¢
33 33 ) HZ _ H,231

Ty = F( Ty + iBTél)
Ty = FZ[Til + BZT1'4 - iB( Ti _Tlll)]
Ty = F( Ty + iBT1'2)
Ty = F( T+ iBTl,S)
Ty = FZ[TL;4 - BZT1'1 + iB( T, + Tzil)]

z

IIIIIIT U U O
Il
L 3
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e  Wyniki
E, =E, E, =E,
E, -T(E,-VB,) E,=T(E,+VvB,)
E/ —F(E +VB,) E,-T(E,-VB))
' X BX:B;
\ Vo
:F(B +C—2 J By:F(By—C—ZEZj
Ve Ve
=F(B C—2 J BZ=F(BZ+C—2Eyj
:DX DX:D;(

’ V ! V !
Dy:r(Dy—C—szj Dy:F(DerC—ZHZj
. \Y e Vo
DZ:F(DZ+C—2Hy] DZ:F(DZ—C—ZHy]

H, =H H, =H!
H, =T (H, +VD,) H, =T (H, - VD))
H, =T(H,-VD,) H, =T (H; + VD))

PRZYKLAD

Rozpatrzmy fale ptaska o kierunku rozchodzenia sie wzdtuz osi X. Niech wektory E i B be-
da réwnolegte odpowiednio do osi Y i Z. Zrddto tej fali jest nieruchome wzgledem uktadu K.
Wtedy

E,=D,=B,=H,=E,=D,=B,=H, =0,

n,=+1, n,=n,=0,

E, =E,, cos®,

B, =B,,cos®,

d=o(cix-t)

Dla obserwatora zwigzanego z uktadem K’ poruszajacym si¢ z predkoscig V
E| =Eg, cos®’ :F( E, —VBZ) :F( Eoy —VBOZ)COSCD,

B, =B{,cos®' =T ( B, —Vc‘zEy) =T ( B., —Vc‘ZEOy)coscD,

@' =co'(c’lx’—t’) =0,

Wykorzystujac powyzsze rOwnania, otrzymujemy

E;, =T (Eo, —VB,,), Bj, =T(By, —Vc7E,, ).

Poniewaz B,, = c‘lEoy, mamy dla przypadku, gdy obserwator oddala sie¢ od zrodta

£ o_E 1-ve™ _E 1-vc™ B B 1-vc™ B 1-vc™
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH PORUSZAJACYCH SIE

e Przyklad pol elektrycznego i magnetycznego rownoleglych w obu ukladach wspoél-
rzednych

y Ay
K K’ y

—_— F b \/ = (V,0,0) = Vi
——> B

; >
z 7

E=(E00)=Ei, E,=E, E, =0, E,=0, B=(B00)=Bi, B,=B, B,=0,B,=0

ExB=(E,B, -E,B,)i+(E,B, -E,B,)j+(E,B, —E,B, )k =

=(0-0-0-0)i+(0-B-E-0)j+(E-0-0-B)k =0

E, =E,=E, E, =0, E, =0, E'=(E,0,0)=Ei

B, =B, =B, B, =0, B,=0, B'=(B,0,0)=Bi

E'xB'=(E,B, -E,B) )i +(E,B, —-E,B,)j+(E,B, —EB} )k =

=(0-0-0-0)i+(0-B-E-0)j+(E-0-0-B)k =0

Wektory E i B rownolegte wzgledem siebie (E>< B :O) w inercjalnym uktadzie odniesienia K

przeksztatcity sie w wektory E' i B' réwniez rownolegte wzgl¢dem siebie (E’xB’=0)

w uktadzie K'.

e Przyklad pol elektrycznego i magnetycznego rownoleglych w ukladzie K i nieréwno-
legtych w ukladzie K

y EB , AY
K K
‘ ‘ > \/ = (V,0,0) = Vi

> >
X

~

X

!

Z V4
E=(0,E0)=Ej, E,=0,E,=E, E,=0, B=(0,B0)=Bj, B,=0 B, =B, B,=0
ExB=(E,B, -E,B,)i+(E,B, ~E,B,)j+(E,B, —E,B, )k =
=(E-0-0-B)i+(0-0-0-0)j+(0-B-E-0)k =0
E, =0, E,=T'E, =TE, E,=I'VB,=I'VB, E'=(0,[E,I'VB)

B, =0, B, =TB, =T'B, B, =—TVc?E, =-TVc’E, B'=(0,B-TVcE)
E'xB'=(E|B, -E.B)i+(E,B, ~E,B,)j+(E,B, —-E,B )k =

= (~r?ve?E? ~1?VB?)i+(0-0-0-0)j+(0-0-0-0)k =—I'2V(c 2E? + B? )i =

= T2V(c?E? +B’V 20

Wektory E i B rownolegte wzgledem siebie (Ex B :0) w inercjalnym uktadzie odniesienia K
przeksztatcity si¢ w wektory E' i B' nierownolegte wzgledem siebie (E'xB’#0) w uktadzie
K'.
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4 skrEADOWE WEKTOROW E, B, D, H PROSTOPADLE | ROWNOLEGLE DO
WEKTORA PREDKOSCI V

E,=E. E,=E,i E,=E.i=E,i=E,
E' =Ej+EkK E, =E,j+EK E,=E,
B =Bl B, =B, ' '
B, =Bj+Bk B, =B,j+B,k B =Ej+Ek=
D =D'i D,=D,i =F(Ey—VBz)J+F(Ez+VBy)k=
D, =D,j+D)k D, =D j+Dxk =€, j+E.k)+ (- VB,j+VB,k)|-
H, =H.i H,=H,i =T[E, +(VxB)
H =H)j+Hk  H, =H j+HkK E, =IE, +(V=B)]
V =(V,0,0) B, =B.i=B,i=B,
By =B,
I, j, K = wektory jednostkowe (wersory)
wzdtuz osi X, y, z B, =B,j+Bk=
o -1(B, + Ve °E, )j+T(B, - Ve °E, )k =
VxE=|V :) 0|=-VE,j+VE k =1(B,i+B.k)-c (- VE,j+ VE k|-
E, E E =1[B. —c*(VxE)|

X y z

B, =I[B, ~c?(VxE)|
k - -
VxB=|V 0 0|=-VB,j+VBk | Di=Dd=Dd=D,
B Di =Dy

D), =D)j+Dk =

r(D, - Ve 2H, )j+T(D, + Ve 2H, )k =
rf(o yJ+D K)+c? (- VH,j+VH k)=
rp

k
VxD=V 0 0|=-VD,j+VDk

D, D, D, =
—1[D, +c2(VxH)|

| ) « ' I .
VXH= V O 0 :—VHZJ+VHyk HIIIZHXIZHXIZHH

H, Hy H, H,=H,
E=E,+E, E'=E|+E" _

' ZF(H +VDZ)J+1"(HZ_VD )k:

B=B,+B, B'=B,+B’ _F[(Hy- , k) ( o \;,D k)]_
D=D,+D, D'=D,+D/ yJ K==V, )+ VD K=
H=H,+H, H' =H+H' =I[H, - (VxD)]

H', =T[H, -(vVxD)]
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Wyniki

E|’| = En Eu = E|,|

E' =T[E, +(VxB)] E, =T[E, —(VxB')]
B|'| = Bu Bn = B|,|

B, =T[B, —c?(VxE)| B, =T[B, +c?(VxE)
D|’| = D|| Du = D|'|

D, =T[D, +c?(VxH)] D, =10}, —c?(VxH')
H|'|:H|| H||:H|'|

H, =T[H, —-(VxD)|

Vc?<<1l lub r=1

H =T[H +(VxD')

E'=E,+E, =E,+E, +(VxB)=E+(VxB)
B'=B/+B| =B,+B, —¢c*(VxE)=B-c?(VxE)
D'=D,+D, =D, +D, +¢*(VxH)=D+c?(VxH)
H'=H+H, =H,+H, —(VxD)=H-(VxD)
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5 NIEZMIENNIKI TRANSFORMACJI LORENTZA

¢ Niezmienniki transformacji Lorentza wektoréw E, B, D i H
Zbadamy pie¢ niezmiennikdw transformacji Lorentza.

Inv, =1, =E'-B'=E-B

Inv, =1,=D"-H'=D-H

Inv, =1, =c’B'* —E"* =c’B* - E?

Inv, =1, =H"* -¢?D"* = H* - ¢’D?
Invy=I;=H"-B'-D"-E'=H-B-D-E

E'.B'=E.B
E'-B'=E,B, +E,B, +E,B, =

—E,B, +T(E,~VB, I(B, +Vc?E, )+ T(E, + VB, Jr(B, - Ve °E )=
~E,B,+E,B,+E,B, =E B

D'-H'ZD-H

D'-H’=D,H, +D/H, + DH, =

—D,H, +T(D,-Ve 2H,)r(H, + VD, )+ T(D, + Ve 2H, Jr(H, - VD )=
~D,H,+D,H,+D,H, =D-H

C2B'? _E" ;CZBZ _E?

¢’B? —E"? =c?(B? + B + B )-(E? +E2 +E)=

= cZ[Bi +1(B, + Ve 2E, | +T2(B, —VC’ZEy)Z]—[Ei +T2(E, - VB, } +T2(E, + VB, f]=
= c’B? -2

H'Z—CZDQ;HZ—CZDZ

H2 —c?D’% = (H? + H? + H?)-c?(D)? + D) + DY) =

—HZ+T?(H, +VD,f +T2(H, VD, J —cz[Di +12(D, Ve ?H, f +T2(D, +Vc’2Hy)2]=
= H? —¢?D?

H'.B'~D'-E'=H.B-D-E

H'.B'-D'-E'=H/B +H!B, +H.,B, —D,E, ~D/E, —DE, =

—H,B, +T(H, +VD,)r(B, + V¢ ?E, )+ T(H, -vD, Jr(B, - V¢ E, )+

-D,E, -T(D, - Ve ?H,r(E, - VB, )-T(D, + Ve H, Jr(E, + VB, )=

~H-B-D-E

D r=@L-vi?)?
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e Whnioski wynikajace z transformacji Lorentza i jej niezmiennikow

WNIOSEK 1

EIB < E-B=0 < FE-B=0 < FEIB

DIH < D-H=0 < D-'H=0 << DlH

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia wektory E i B sg wzgledem siebie prostopa-
dte, to w kazdym innym uktadzie inercjalnym wektory te sa rowniez wzgledem siebie prosto-
padte.

Te sama wiasnos¢ posiadaja wektory D i H.

WNIOSEK 2

E=cB < E’=¢°B° & E’-c¢’B°=0 < E?-¢°B*=0 < FE'=cB
H=cD < H?*=c¢’D* & H*-¢’D*=0 < H?-c°D?=0 < H'=cD
Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia spetniona jest rownos¢ E =cB, to praw-
dziwa jest ona rowniez w kazdym innym uktadzie inercjalnym K’, E' =cB’.

To samo odnosi si¢ do relacji H=cD.

WNIOSEK 3

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E-«0, B=0,

Inv, =E-B=0, ELB,

Inv, =c’B*-E*>0, c°B*>E?,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'=0, B #0.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscig

V =B?(ExB).

DOWOD

E'=0
}3(Ef|=0/\ E' =0)

E'=E,+E',
El’,:O}
' :>E||:0
E,=E
E, =0
E=E,+E, = (E=E,, ELV)
E+0
E =
Y =E, —(VB)
E' =T[E, +(VxB)]
E=E,

E=—(VxB)=BxV
T L
E=BxV

ExB =(B><V)><B
ExB=B’V-(V-B)B
! (E1B, ELV)=(BLV)=(V-B=0)
ExB=B%
V=B?(ExB)

E1B E
:V:(—, 0, 0)
V=B‘2(E><B)} B
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WNIOSEK 4

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E+0, B=0,

Inv, =E-B=0, ELB,

Inv, =c’B* -E* <0, c’B®<E?,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktérym

E'#0, B'=0.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscig

V =c’E*(ExB).

DOWC)D
B' =0 A B =0
BIII Bl } 1] A 1 )

B,',_o
—B,=0
B, =B,

B,=0

B=B,+B, ;=(B=B,, BLV)
B=0

B',=0

B, =T[B, ~c2(VxE
B:BL_Z }:B:c‘z(VxE)

B, =c?*(VxE)

B=c?(VxE)

ExB=c?Ex(VxE)
ExB=c?[E?V-(E-V)E]

! (E1B, BLV)=(ELV)=(E-V=0)

ExB=c?E?V
V =c’E?(ExB)

ELB ¢’B
=>V=|-—,00
V =c’E*(ExB) E

WNIOSEK 5

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E=0, B=0,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'#0, B'#0,

E'LB'.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzglgdem uktadu K z pred-
koscig

V=-B2(E'xB).

)]} =B, =c?(VxE)
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DOWOD
E=0 —(E, =0 A E,=0)
E=E, +E, =S AR
EII_O} ’

' :>E||:0
Eu:Eu
E/ =0
E'=E,+E| = (E'=E, E'LV)
E'#0
E,=0

E' =(VxB'
e ey )
E'=E ,
=E =VxB'’

E' =(VxB')
E'=VxB’

E'xB'= (V>< B’)x B’
E'xB' =(V-B')B'-B*V
! (1B, E'1V)=(B'LV)=(V-B'=0)
E'xB' =-B*V
V =-B?*(E'xB’)

E' LB’ E’
=>V= [——, 0, Oj
V=-B"?(E'x B')} B’

WNIOSEK 6

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E«0, B=0,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'=0, B'#0,

E'1B'.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscia

V =-c’E'?(E'xB).

DOWOD
B=0

= (B, =0 A B,=0)
B=B,+B,
B, =0 } ,

L (= Bn =0

Bu = Bn
B, =0
B'=B/+B = (B'=B, B'LV)
B'#0
B,=0

B’ =—c?(VxE')=c?([ExV
Bfr[B;+c-2(V><E')]}:> L= (VxE) = (EXV)
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BI — BI

: =B’ =c?(E'xV)
B’ =c*(E'xV)
B'=c?(E'xV)

E'xB'=c?E'x(E'x V)
E'xB' =c?[[E-V)E' -E?V]
! (E'1B, B'LV)=(E'LV)=(E'-V=0)
E'xB’'=—cE"*V
V =-c’E'*(E'xB’)

E'LB’ B
:V= - 1 01 O
V :_C2E772(E!XBV) E
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6 POLE LADUNKU PORUSZAJACEGO SIE RUCHEM JEDNOSTAINYM PRO-
STOLINIOWYM

e Wektor natezenia pola elektrycznego poruszajacego sie ladunku

AY Uktad laboratoryjny K Uktad wiasny K'
(VAR Ax Y, 2)
o
z X -Vt

W chwili t = t'= 0 $rodki uktadéw K i K' pokrywaty si¢. Punkt obserwacyjny A jest nieru-
chomy wzgledem uktadu K. Ladunek g spoczywa wzgledem uktadu K', czyli porusza sie
z predkoscia V wzglgdem uktadu K. r i r' s3 promieniami wodzacymi poprowadzonymi od
fadunku do punktu obserwacji zmierzonymi (okreslonymi, badanymi) odpowiednio wzgle-
dem uktadow laboratoryjnego K i wtasnego K'.

V=(V,00) r? =(x—Wt) +y?+z?
r=(x-Vt)i+yj+zk (x=Vt)? =1? cos’ o
X~ Vt = reosa r? =r? cos? a+y +2°
cos’ a=1-sin’a V242 —rsin’ o
rr2 :X12+y;2+212 -
X' =(x - Vt) r=T?(x-Vt)’ +y?+2° =
y =y =T?r’cos’a+R*sin’a =
Z'=12 =F2r2(coszoc+1“’zsin2a):
t' =I(t— Ve 2x) =1?r?fi—sin® o+ (L- V2 ? Jsin® o) =
r-f-vec?): :Fzrz(l—vzc’zsinzoc)
1
E-(E,,E,E,) (' =Ir{l—V2c 2sin® o)
E' . 2 r_! 3
drer’s r I"3=F3r3(1—Vzc‘zsin2a)2
: q X
E. = 2 1
e ! " E :E'ZLM
e-_4 Y < dpe
Y dmer? v g Ty
P B ST e
Y o d4mer? v R
B!:(BI B! IZ) (O O 0) EZ :FEZ :4—TE8F
£=(E.E, £ c_ 0 Mx-Vti+yi+zk] _ g rr
E.=E 4me r ane Fsrs(l—vzc’zsinzoc)%
E =r(E +VB))
2,2
E,~T(E,-VB,) =4 1-V'c
dme r (1_V2C—23|n (X)
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e Skladowe réwnolegla i prostopadia wektora natezenia pola elektrycznego poruszaja-

cego sie fadunku

1-V3c™?

q
E= :
(L-V2c?sin?af

 4ne

r
r3

I = const

e Pole magnetyczne poruszajacego si¢ fadunku

B'=(B,,B,,B,)=(0,0,0)
V=(V,0,0)=Vi

L 1-VReR
r

P -V sin? o)

B, =0=c?(VxE),

B, =-TVc’E, =—?V,E, =c*(VxE),
B, =I'Vc’E}, =c?V,E, =c*(VxE),

B=c?(VxE)

5. 4 : c2(1-Vv3ic?) :
Armer (1—VZC_ZSin20L)Z

(er)

Wyobrazmy sobie kule otaczajaca poruszajacy sie tadunek o srodku w punkcie zajmowanym
przez tadunek. Najwigksza wartos¢ B (przy ustalonym r) pojawia si¢ na przekroju tej kuli
prostopadtym do V (osi x), lezacym w ptaszczyznie réwnolegtej do ptaszczyzny (y, z) i prze-

chodzacym przez tadunek.

vB
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e Prawo Biota-Savarta

Zatozenia: .4 r
Vic? <<l 4re, 1’
Osrodkiem jest proznia:
g =1 =1 e=¢g, u=u, .
L =1 0q3 (Vxr) | Prawo Biota-Savarta
C =g, 4mr

r = promien wodzacy poprowadzony od poruszajacego si¢ tadunku do punktu obserwacji
zmierzony wzgledem uktadu laboratoryjnego K

7 WZAJEMNE ODDZIALYWANIE DWOCH PORUSZAJACYCH SIE LADUNKOW

Uktad laboratoryjny K Uktad wiasny K’

\
3\ 4

0

<

e Rozpatrzmy dwa tadunki g; i g, odlegte od siebie o r, poruszajace sie wzgledem uktadu
laboratoryjnego kazdy z predkoscia V. Ladunek g, umiescimy w $rodku uktadu K'. Wzgledem
uktadu K' oba fadunki spoczywaja. W uktadzie laboratoryjnym tadunek q;, znajdujac si¢ w polu
elektrycznym i magnetycznym tadunku g, doznaje dziatania sity Lorentza F;.

F. = q1(1_ Vi )_% E,+ ql(l— Ve )_% (VxB,)

. q, 1-V?%c? S cfz(l—vzc’z) (Vxr)

2 3 ’ 2 = 3

4rer’ (1—Vzc‘2 sin? oc)E 4rer? (1—V2c‘2 sin’® oc)E
Vx(Vxr)=(V-r)V-V?r=(Vrcosa )V -V°r

a9, ([-Vvc?) AT e
e 4’; iz (1—(V2c2 sin2 oc)% [(1_ ve Z)F e Cosa)v}

Dlakata oo =3m

99, r
F.o—_142  °
2 Amer? r
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8 ROWNANIA MATERIALOWE DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

¢ RoOwnania materiatowe dla poruszajacych sie osrodkow, rownania Minkowskiego

Uktad laboratoryjny K Uktad K'stowarzyszony z osrodkiem

K Kk 4y
> \/ = (V,0,0)

/ X
z z'

Jednorodny izotropowy osrodek spoczywa wzgledem uktadu K', poruszajac sie z predkos-
cig V wzgledem uktadu K.

~

W uktadzie K' D =¢E|
D' =¢E'
B'=uH’ D, =¢E,
j! — }\’EV
Ei=E, D, =¢E,
£ =r[E, +(v<B) i, +c(vxH)lerle, + (vxB)]
B\ =B, 5
B =T[B,~ ¢ *(VxE)| D, =¢E, +&(VxB)-c?(VxH)
D' = D ’ ’
! " » By =uH,
D, =T[D, +¢?(VxH)|
Hi=H, By =uH,
H, =T[H, - (VxD)]
A=A +A, B’ =uH

F[BJ__ c?(Vx E)]: uI[H, —(VxD)]

B,=uH, —u(VxD)+c?(VxE)

W uktadzie K

D=¢E+&(VxB)-c?(VxH) | Réwnania
B=puH-u(VxD)+c?(VxE) | Minkowskiego
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Roéwnania materiatowe Minkowskiego w czterowymiarowej postaci tensorowej

W uktadzie laboratoryjnym K:
D=¢E+&(VxB)-c?(VxH)
B =puH-u(VxD)+c?(VxE)

W uktadzie stowarzyszonym z
osrodkiem, czyli w uktadzie K':

D' =¢F’
B'=uH’

Czterowektor predkosci
wzglgdem uktadu

V=V, v, V,

K:

)=

= (rVv,,TV,,TV,,Tic)=
=(I'V,0,0,Tic)

Czterowektor predkosci

vzzgle;ciemykiadg K"
S VAVAVAVAE
= (rv;, TV, TV, Tic) =

=(0,0,0,ic)

0

-icD
1 icD

H

icD

icD

-icD,
H

osrodka
osrodka
-H, ~-icD,
H, -icD,
0 -icD,
icD, 0
-cB, -iE,
cB, -IE,
0 -iE,
iE, 0
-iE, -cB,
IE, -cB,
0 -cB,
cB, 0
-icD, -H,
icb, -H,
0 -H,
H 0

Réwnanie

D+c?(VxH)=¢E+&(VxB)

rozpiszemy dla sktadowej x.

D, +¢c?(VxH), =¢E, +&(VxB),

D, +c2(V,H, - V,H, )=¢E, +¢(V,B, -V,B, )
1H,V, ~LH,V, —iD,ic = &(cB,V, —cB,V, —iE,ic)
OrV, ++H,I'V, —iH 'V, -iD,Tic =

—¢(0rv, +cB,Iv, —cB, IV, —iE,Tic)

%( Hi Vi +H,V, +HV; + H14V4)=

—e(F,V, +F,V, +FV, +F,V, )

Ogolnie:
4 . 4

I3 HV=e) RV, (a=1234)
p=1 p=1

Réwnanie

B—c?(VxE)=uH-p(VxD)

rozpiszemy rowniez dla sktadowej x.

B, —c?(VxE), =puH, —u(VxD),

B, —c(V,E,~V,E,)=pH, -u(V,D,-V,D,)
i0rV, —iE,T'V, +iE,T'V, +cB,Tic =

— cu(icOrV, —icD,T'V, +icD, TV, +H,Tic)
0TV, +iE,I'V, —iE TV, —cB,Tic =

— cu(icOrv, +icD,T'V, —icD, TV, — H, Tic)
E,Vi +ELV, +EV, +ELY, =

= C”(Dnvl +D,V, + DV + D14V4)
Ogolnie:

4

4 ~ ~
D EpVi=cu) DV, (a=1234)
B=1 B=1

Ostatnie rownanie zapisywane jest takze przy pomo-
cy tensoréw F, i H .

I:43\72 + F24\73 + F23\74 = CH(H 43\72 + H24\73 + H23\74)
I:34\71 + F41\73 + F13\74 = CH(H 34\71 + H41\73 + H13\74)
I:42\71 + F14\72 + F21\74 = CM(H 42\71 + H14\73 + H21\74)
I:23\71 + F31\72 + F12\73 = CH(H 23\71 + H31\72 + H12\73)
Og(:)Jnie: _
FV_+F_V

™v c VG T

+F,V, =cu(H, VY,

T,v,06=432=341=421=231

+ Hw\~/T + Hm\~/v)
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9 PRAWO OHMA DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

e Prawo Ohma dla poruszajacych sie¢ osrodkow

J— (31,32133’34) Niech w uktadzie stowarzyszonym K' ptynie prad przewodnictwa
~ ~ = 0 gestosci j' spetniajacej prawo Ohma.
3, =r(3;-ive3;) i —oE
J, =1, j =)\E i, =AE, Prawo Ohma
Jy=J; J; = ME,
J, = F(J; +iVc ’lJl’) V' = (0,0,0,ic)

3' = 3'13,’3'13’ =(J 1 jr 1 i, ,O
E':(E;,E;,E;) (l 2 3 4) (Jx Jy Jz )
E.=E, W uktadzie laboratoryjnym K :
E,=T(E,-VB,) V =(I'V,0,0,Tic)
E;:F(E2+VBy) ‘J=(‘]1"]2"]3"]4)=(jx’jy’jz’icp)

J =j, =T/ —ive ™, )=Tj, =TAE =TAE,
(VxB)-V=0 o _,(1 , )

J,=j,= i, =AE, =2r(E, - VB,)

33 :jz: J; = 7‘E,z = Mﬂ(Ez +VBy)

3, =icp=T(J; +ive ') =Tive 1j, =

=TiVc™AE, =TicAE,V =Tic E -V

j=TA[E+(VxB) | Prawo Ohma

j-V=TAE+(VxB)]-V=TAE-V+(VxB)-V]=TAE-V

J, =icj-Vv Czwarta sktadowa czterowektora gestosci pradu

e RoOzniczkowe (lokalne) prawo Ohma w czterowymiarowej postaci tensorowej

Réwnanie

j=TAE+(VxB)]

rozpiszemy dla sktadowej x.
j,=TAE, +TA(V,B,-V,B,)
j,=2c(cB,TV, B, IV, —iE,Tic)
31 = kcil(Flzvz + F13\73 + l:14\74)
Ogolnie:

~ 4 ~
J,=mFV, (¢=1234) | PrawoOhma
p=1
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10 WARUNKI GRANICZNE DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

e Przypadek granicy osrodkdw prostopadiej do predkosci

Uktad laboratoryjny K Uktad stowarzyszony K’ -
k 1V k1Y | =00
— V=00 — V= (V,0,0)
>
X i X'
, granica osrodkéw
z z
V = predkos¢ granicy osrodkéw wzgledem uktadu K
Dla osrodka spoczywaja- B, =B,
cego wzgledem uktadu K" B, =B,
B, =B B, =By
E’2t - Eit BZn = Bln
D%, =Dy,
H;_t = H;t E,2t = Eit
E,u = EL
n=(L0,0) IE,, +(VxB,,)|=T[E, +(VxB,,)]
V:(V’O’O) E, —E. :(VXBu)_(VXBu)
Bn = BII = (BX’O’O)
E.=E, =(0,E,.E,) E, —E,=Vx(B,-B,) | lub
V-E =0 = V1E,
VxE=VxE, nx(EZt_Elt):nx[VX(Blt_BZt)]:
B,=B, :(O, By,BZ) :n'(Blt _th)v_(n'v)(Blt _th):(n'v)(th _Blt)
1(B,—B
n ( 1t Zt) Dlzn :Din
n (Blt_BZt):o D/ _Dr
200 =
Dn = DII = (Dx 'O’O)
D-D —(OD D) D, =Dy,
t— 2L MMy Mz
V:-D =0 = V1D, D, =D,
VxD=VxD,
nJ—(th - Dlt) H’2t = H;t
n- (th_Dn): 0 H,ZJ_ = HL
F[HZL _(VX D,, )] = F[Hu _(VX Dy, )]

H,, —H,, :(VX DZL)_(VX Du)

Hy —Hy = VX(th - Dlt) lub

nX(HZt —Hlt)an[VX(DZt - 1t)]:
:n'(DZt _Dlt)v_(n'v)(DZt - 1t):_(n'v)(D2t _Dlt)
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e Przypadek ogdélny

Uktad laboratoryjny K
y

K G

Uktad stowarzyszony K'

!

b \/ = (V,0,0)

= sktadowa predkosci V

Vv

I

granica osrodkow

n = jednostkowy wektor (wersor) normalny do powierzchni granicznej
V = predko$¢ granicy osrodkow wzgledem uktadu K
nV = rzut predkosci V na kierunek n

prostopadta do powierzchni granicznej

Dla osrodka spoczywaja-
cego wzgledem uktadu K':

B2 =Bl
E’2t = Eill.t
D, =D,
Hy =Hy,

nxE=nx(E, +E,)=nxE,
nxH=nx(H, +H,)=nxH,

B}, =By,

n-B,, =n-Bj,

n-B, =n-B;

n'[Bz _Ciz(VXEz)]:n'[Bl_Ciz(VXEl)]
n-B,-c?n-(VxE,)=n-B,-c?n-(VxE,)
n-B,=n-B,+c?[n-(VxE,)-n-(VxE,)]
n-B,=n-B,+c?[-(nxE,) V+(nxE,) V]
n-B,=n-B,-c?V-[(nxE,)-(nxE,)]

n-B=n-(B, +B,)=n-B, n-B,=n-B,—c*V-[nx(E, ~E,)]

n-D=n-(D,+D,)=n-D, n-B,=n-B,-c?(Vxn)-(E,~E,)

DI vch dkosci. T ~1- n'(BZn_Bln):_cizv'[nx(EZt_Elt)]

mleh Dol TL | | (@, -B,,) =0 (Vxn)- (€, ~E)

B'=B-c?(VxE)

D'=D+c?(VxH)

H =H-(VxD)

PRZYKLADY

n=(1,0,0) n=(010) n=(0,01)

V =(V,0,0) V =(V,0,0) V =(V,0,0)
Vxn=0 Vxn=(00,V) Vxn=(0,-V,0)
V-n=V V-n=0 V-n=0

BZX = le BZy = B1y _Cizv(EZZ - Elz) BZZ = Blz +C72V(E2y - Ely)

BZn = Bln
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Dla osrodka spoczywajacego
wzgledem uktadu K':

B2 =B
EIZt = Eit

D5y =Dl
H’2t = Hit

nxE=nx(E, +E,)=nxE,
nxH=nx(H, +H,)=nxH,
n-B=n-(B,+B,)=n-B,
n-D=n-(D, +D,)=n-D,

Dla matych predkosci, I'~1:
E'=E+(VxB)
B'=B-c?(VxE)
D'=D+c?(VxH)
H'=H-(VxD)

Ey =EL

nxE, =nxE;,

NxE, =nxE;

nx|[E, +(VxB,)|=nx[E,+(VxB,)]
an2+nx(Vsz):an1+nx(VxBl)
(nxEz)—(nxEl):nx(VxBl)—nx(Vsz)
n><(E2 _Er):
=(n-B,V—-(n-V)B,-(n-B,V+(n-V)B, =
=V(n-B,-n-B,)+(n-V)B,-B,)

nx(E,~E,)=V[n-(B,~B,)|+(n-V)B,-B,)
nx (E2t - Elt): V[n '(Bln -B,, )]"'(n 'V)(Bz - Bl)

PRZYKLADY

n=(10,0)

V =(V,0,0)
Vxn=0
V.-n=V

D,, =D,

n n

=(0,1,0)

=(V,0,0)
Vxn=(0,0,V)
V-n=0

n=(0,01)
=(Vv,0,0)

Vxn =(0,-V,0)

V-n=0

D%, =D,

n-D,, =n-Dj,

n-D, =n-D;

D, +c?(VxH,)]=n:[D, +c?(VxH,)]
D, +¢?n-(VxH,)=n-D, +¢c?n-(VxH,)
D, =n-D,+c2[n-(VxH,)-n-(VxH,)]
D, =n-D,+c?[(nxH,)-V-(nxH,) V]
D, =n-D,+¢c 2V [(nxH,)-(nxH,)]

>3 35 S S O

¢?V-[nx(H,-H,)]

(
'(Dz 1) (Vxn) (H _Hl)
(
(

O
N
>
._‘

n) cV- [nx( 2t_H1t)]
(Vxn)(Hzt _Hlt)

5 35 S S

n><[H2 —(Vx DZ)]:nx[Hl—(VxDl)]
anZ—nx(VxDz):anl—nx(VxDl)
nNxH, -nxH, =n><(V><D2)—n><(V><D1)
nx(H,-H,)=(n-D,V—-(n-V)D, -
~(n-D,V+(n-V)D,
nX(Hz _Hl):V(n’Dz_n'Dl)_(n'V)(Dz _Dl)

nx(H,-H,)=[n-(D, )]V (n-V)D, -D,)
nx(H, —Hy)=[n(D,, -D;, )V - (n-V)D, -D,)
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11 TENSOR PEDU-ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prézni

Opierajac sie na rownaniach bilansu pedu i energii pola elektromagnetycznego, skonstru-
ujemy tensor pedu-energii i czterowektor gestosci sity w prozni oraz znajdziemy zwigzek mig-
dzy nimi.

f=pE+jxB f:div[_l_o,:g]_%:]
T™ —¢,E,E, +1H,Hy —18,,(6,E? + 1, H?) i B —divp-
g=DxB=¢g,u ExH=c?ExH=c?P "
o)

f=y e B (4 _123)
P=E><H=CZQ B=1 ax[?, ot

e P ow
W =4(E-D+B-H)=4(e,E* +1,H?) R4, T

fot = pE(x + (j X B)a ! ((X :1’2’3)

g, =(DxB), =c?(ExH),, (¢=1273)

3 OP ow
E=m Yo i
P, =(ExH),, (B=1,23) b1 OXp
“ =z ox,  olict) o
X, = ict i E_ia( Py) ow
_ ] & ox,  dlict)
f4:%j‘E
3, 0T,
Ty=—iP, (3=123) =X Ce (a-123)

f :(f1’f21f3’f4) s oT
=2 (=1234)
Tensor pedu-energii: = OX,
lub
Tll\f Tll\; Tll\:’/;l _icgl -
[T ]: T, T, T, —icg, f :diV[Tpv]
! Tsl\f Tsl\g Tsl\g _ngs ~
—ip —ip, —ip, w W prézni czterowektor gestosci sity f

jest czterowymiarowsg dywergencja

tensora pedu-energii [T,w]
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH PORUSZAJACYCH SIE

40T,
-3

v=1 Xv

, (W=1,2,34)

Trzy pierwsze sktadowe czterowektora gestosci sity stanowiag rownania bilansu gestosci
pedu pola elektromagnetycznego. Czwarta sktadowa czterowektora gestosci sity stanowi row-
nanie bilansu gestosci energii pola elektromagnetycznego.

e WIlasnosci tensora pedu-energii w prozni

Tll\f -|-1|\2/| Tll\él - ngl
[ T ] _ Tzl\ﬂ Tzl\g Tzl\g —icg 2
vl™ M M M :
T31 T32 T33 —1CQ,
- IE Pl - % Pz - IE Ps w

TLZ; :goEaEB +M0H(xHB _%SQB(SOEZ +M0H2) ! (O(”B :1’2’3)
T =T, (e.p=123)

WELASNOSC 1
Tensor [Tw] jest w prozni tensorem symetrycznym, T, =T,

vu "
DOWOD
Zawsze Ty =Ty . Dlaprozni (e=¢,, p=p,, g =1 p, =1 n=1)

g=DxB=g nu ExH=c?ExH=c?P, g, :izpk . (k=1.23),
C

co powoduje,ze T, =T,, T,,=T,, T, =T,..

WEASNOSC 2
Slad tensora [TQB] jest rowny zeru: T, + T, +T,;+T,,=0.

DOWOD

T11+T22+T33+T44;0

T +T,,+T+T, =

— £,E2 + 1o H2 — (g, E? +1 H? )+ 8,E% + i H2 — 1 (g, E? +p H? )+
+g,E2 +u H? —%(SOEZ +M0H2)+%(80E2 +H0H2)=

— &, (E? +E2 +E2)+ 1, (H? + H2 + H?)—g E2 —p H? =

=g,E* +p,H? —¢ E> —p ,H* =0
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e Transformacja Lorentza wybranych sktadowych tensora pedu-energii w prozni

T, =-ic'P, =—icg, =T,,
= _iC_1P1’ =—icg; =T,
T42 = _iC_lpz =—icg 2 = T24
T,, =—ic*'P, =—icg, =T},
Ty = _ic‘1P3 =-icg; =T,,
Tz;3 = _iC_lP3’ = _ng,3 = T3:4
T +Ty= _icgl - icgl =
=-2icg,

[7..]=
Tll\f Tll\z/l Tl'\él - ng 1
Tzl\ﬂ Tzl\g Tz'\g - icg 2
Tal\f Ts'\g Tsl\g —icg,
~ P, - ° P, —<Ps W

c

T.=T, (Wv=1234)

uv v

(o,p=1,2,3)

w =1 (gE? +uH?)

2
g, == (ExH),

()

T/, =—icg; =T* [T14 +BT, +iB(T,, - T, )]:
= —jcI? [g1(1+ Ve )— Ve (T44 - Tll)]

T, =—icg; = r [T41 + BZT14 + iB(T44 -T, )]:
= —icr?[g, L+ V2 ?)- Ve 2 (T, - Ty, )|

0; =I[0,(+ Ve ?)-ve * (T, - T,)

To0 =-1CQ; = r(T24 - iBTZ:L) = —iCF(gz + VC_ZTzl)

T, =-icg, =I(T,, ~iBT,,) = -icT(g, + Ve T,

g, = F(92 +Vc‘2T12)

T3,4 - —ng'3 - r(T34 - iBTsl) = —iCF(gs + V072T31)

Tis =—icg; = F(T43 - iBT13) = —iCF(gs + VC_2T13)

g; = F(gs +V072T13)

Tj=w'=T?[T, - BT, —iB(T,, + T,,)|=
= T2(w - V22T, +2Vg, )

w'=T? (w —V2c?T, + 2Vgl)
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH PORUSZAJACYCH SIE

e RoOwnanie laczace czterowektor gestosci sily, czterowektor gestosci pradu i jeden
z tensordw pola elektromagnetycznego

Czterowektor gestosci sity:

L =f, :pEX+ jxB), =pE, +p(vxB), = pE, +pl(v,B, —V,B, )=f*
1"y:pEy+(j><B)y=pEy+p(V><B)y=pEy+p(VZBX—VXBZ)=fyL
. =, =pE, +(jxB), = pE, +p(vxB), = pE, +p(v,B, —v,B,)=f"
.=1(j-E)=1i(pv-E)= (pv E +pVyEy+pVZEZ)
fL:(fXL,fyL,fZL):pEJr(JxB):pE+p(v><B)

Czterowektor gestosci pradu:

j (‘]1"]2"]3"]4):(jx!jy’jz'icp)Z(pvx’pvy’pvz’icp)
=iy de)=(pViopvy PV, )=pVv iy =pv, J, =pvy, , =pv

Tensor pola elektromagnetycznego:

0 B, -cB, -iE,

—-cB, 0 cB, -iE,

[Fal- B, -cB, 0 -iE,
iE, iE, iE, 0

Czterowektor gestosci sity f:(fl,fz,fg,f4) przedstawimy w postaci wygodnej do dalszej
obrobki.

[ 0+pv, -CB, +pV, ()CBy+iCP'(—)iEx]
[ —)cB, +0+pv, -cB, +icp-( )iEy]
:%[ v, -CB, +pv, -(-)cB, +0+icp-(-)iE, |
[ov,

E, +pv, -IE, +pv, -IE +0]

f %(J1F11+J2F12+‘]3F13+‘]4F14)
fz :%(J1F21+‘]2F22 +J5F3 +‘]4F24)
f,=4(
f, =4

‘]1F31 +J2F32 +J3F33 +J4F34)
‘]1F41 + J2F42 +‘]3F43 +‘]4F44)

. Przy pomocy tego rownania wyrazimy sktadowe
EZ plap (=1234) tensora T,, przez sktadowe tensoréw F i H

123
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o Skladowe tensora pedu-energii wyrazone przez sktadowe tensorow F, i H,,

0 B, -cB, -iE, 0 H, -H, -icD,
[ ] —CB 0 CBX —!Ey ’ [H ]= —HZ 0 Hx —!CDy
Fap -¢cB, 0 -iE, H, -H, 0 —icD,
|EX iE, IE, 0 icD, icD, icD, 0
iaH J f —liF J
1 OX " =
HBV ——Hvﬁ ’ 51 v OX,

B=1 v=1 v _1 = 0 _ Faﬁ
S aFvu fa 1 c;v=1|:axv (FaB BV) HBV 6XV :|
ZZZHBV OX
B=1 v=1 g
S, Ry [, Ry oF,,
OFup , F | R _ g ;Z; “ox, ZEE(H‘“ ox, T ox, j_
8xv aXa aXB 4 4 oF oF
=_1 ap Vo
oF,, OF,, ok, -
- 43 oF
OoX oX 8Xa — 1 af va |
D=¢ E 4 4 OF 4 4 oF
° - 1 R - 1 iad
D, =¢,E _BZ_;VZ_;ZHB“ ox, BZ_;VZ_;ZC8° ™ ox,
D =80E 4 4 a 4 4 a
D —¢E =;;%Ta(FﬁVCSOFﬁV)=§;%a(FﬁVHﬁV)
B=uH TaE o LS 0
B :“oH f(x - c;;axv (FaﬁHﬁV)—‘_llc;V_l 8Xa(FBVHBV)
B ol £, =132 S e H |eis, 2[R H
B MoH a _E;a [32—1: ap! 'pv *+ % av;[;; sn snj
45 4 4 4
3 aTav fa :Z_£%ZFuBHBv +4106avZZanHsnj
a:z P a oX, s=1 n-1
v=1 XV
4 4 1 : ShN
T =1
%chZlanHsn — av c; (xﬁ Bv 4c otv;;

4
Tow =& Z apFpy +700,8 ZZ
B=1

s=1 n=1
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e Macierz pedu-energii pola elektromagnetycznego w osrodku
Zaczniemy od problemdéw zwigzanych z konstrukcja tensora pgdu-energii po za proznia
w osrodku materialnym w oparciu o rownania bilansu pedu i energii pola elektromagnetycz-

nego.
f =pE+jxB—-1E°grad e~ 4 H?grad p
T™ = ¢E,E, +uH, H, —13,,(eE? + uH?)
g=DxB=guExH=¢ p e pnExH=
2 n2
df 1 2
&l n
h:j-E+%E2@+%H2@
ot ot
w=1(E-D+B-H)=1(eE? +puH?)
. oe ou
f =pE_ +(jxB), —~L1E* — —1H?
o p a (J )a 2 axa 2 axa
a=123
0. -(0xB),, (a=123)
P, =(ExH),, (B=1,23)
T, =-icg,, (a=1,23)
X, =ict
. (. Oe ou
f,=ih=1 jJ E+iE* —+1iH* = |=
e C(J 2Tt C atj
:%j.E+%EZH%+%H2H%:
o oe 0
=L E-E e
a(ict) a(ict)
LB
X4 OX,
T, =—1P,, (B=123)
T,=W
f :(f1'f21f3'f4)
Tll\f Tll\z/l Tll\s/,l _icgl
Tzl\f Tzl\g Tzl\g _icgz
[Tuv]: M M M .
T31 T32 T33 —|Cg3
—<P —cPy =3Py w

. og
f=divTv] -2
IV[ ap ot
h = —divp - 2
ot
f —im‘m Do (0=123)
Ceex, ot T
h 3 _ow
g OXy ot
3 M i
foy T A099,) (9
= ox,  olict)
3, P
th=—ty b1
5 OXp ot

3 M
f, =26T°“3 Mas (4=123)
2 OXg  OX,
f4 — ia-r_m_kﬁ
g1 OXy  OX,
4 0T
f = W (w=1,2,3,4
) le ox (n )
lub
f=div[T,]

Czterowektor gestosci sity f jest cztero-
wymiarowg dywergencja z macierzy [Tpv] :
Szkoda tylko, ze macierz ta nie jest tensorem.

Co mozna wykazac, transformujac na przyktad elementy T,, i T,, tej macierzy. Otrzymujemy
dwa réwnania: g}, :1"(g2 +Vc’2T21) oraz g} =F(92 +Vnzc’2T12), ktére dla n>1 nie moga

by¢ jednoczesnie prawdziwe (T,,=T,,).
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e Problemy zwigzane z konstrukcja tensora pedu-energii w osrodku
Po prostych przeksztatceniach bez zadnych dodatkowych zatozen rdwnanie bilansu

energii przepiszemy do innej postaci.

oW _ _give - j-E- lE288 %Ezﬁ
ot ot ot
2 2
a(n W):n28W+W8n :nzaw+2Wna_n
ot ot ot ot ot
div(n?P)=n?divP + P - grad(n?)= ndivP + 2nP - grad n
2
a(n W)z—div(nzP)+2nP-grad n+2w n@—nsz—%anZ%—%nzHZ%
ot ot ot ot

Ostatnie rownanie, po zapisaniu go w bardziej zwartej formie, wykorzystamy w dalszych roz-
wazaniach.

2
n’j-E+1 1n2g2 9% 41 nHza“ 2nP-grad n— 2wngrt] dr(;TW)—div(nzP)

df

q=n2j.E+%n2E2%+%n2H2%—2nP-grad n—2wnoh
ot ot ot

a(n—ztw)—div(nzP) n’=gu,
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e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w osrodku
Opierajac sie na rownaniach bilansu pedu i energii pola elektromagnetycznego w osrodku
skonstruujemy tensor pedu-energii i czterowektor gestosci sity.

f =pE+jxB—1E’grad e— 4 H?grad p f=diV[TM]__
TM = 6E,E, +uH H, —18,,( eE2 + uH?)
: a(n?w)
g:DxB—spExH—souosrurExH: q = —div(n?P)- .
n’ n’
—— ExH=—
C2 X C2 3 aTo’:/é ag
of 1 2 f,=> ~ = (a=123)
P=ExH=—g=—4¢ 1 OXg ot
R a3 0%) _alorw)
. c = — _
q:nZJ.E+%n2E2§+%n2HZE“— o ox, ot
o
_2nP-gradn—2nWEn . _i@Tﬁ’é_a(icgu) (0=122)
_5(E-D+BH)= 3(eE% 4 ) Tho, o) .
: e ou ; & aln’p, olnw
f =pE B —iE2 lH2 iqg=_1 _dic
o p 0L+(JX )(1 2 ax(x 8X Cq cﬁz_ll GXB cic at
a=123
g :(DXB)O(7 (a:1’2’3) f :ZS:anZ; 8(_Icgot) ( _123)
P, =(ExH),, (B=1,23) © Fox,  olict) -
T,=-cg,, (a=123) lqzzﬁ(—énzpﬁ)Jra(nzw)
X, =ict S a(ict)
f,=<q
T4 -in%P,, (B=1,23) 3 0T oT
p = f,=>—" (=123
T44 =N W p=1 6XB X4
f=(f.f,.f.f,) £, =3 o, Ol
T T g, O
T ™ T  -icg
T 1= 21 22 23 2 4 aTV
[ HV] Tsl\il Tsl\g Tsl\g -ng3 u_z axu, (“ 1234)
in2 in2 in2 2 v=l v
-en°P, -cn°P, -:n°P; n'w lub
nPoen, e ==, mi==, n=l
r“r’ ouo _Cz’ SM_Vgi _V F:diV[THV]

Czterowektor gestosci sity f jest cztero-wymiarowa dywergencja tensora pedu-energii

[T.]-
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e WiIasnosci tensora pedu-energii w osrodku

Tll\:l/.I Tll\él Tll\él _icgl

[T ]_ Tzl\f Tzlg T?_'\g —icg 2
pvl™ TM TM TM i

31 32 33 ICQ,

—in?p, —in?p, —ip?p, n’w

w=1(E-D+B-H)=1(gE? +pH?)

2

9., =(DxB), =au(ExH), =—(ExH),, (a=123)

o|:
N

P,=(ExH),, (x=123)

T,p=TM =6E,E, +uH H, —18,,(eE? + uH? )= ¢E E, +pH H, ~5,,w, (a,p=123)

T =Taw, (0,p=1,23)
T +Ty+Te =—w

WEASNOSC 1
Tensor pedu-energii [THV] w osrodku jest tensorem symetrycznym, T, =T, .
DOWOD

M M
T =T,

s (0,p=123) oraz T, =—icg, =—ic'n’P, =T, , (k=12,34).

WEASNOSC 2
Slad tensora pedu-energii [THV] w osrodku jest rowny iloczynowi gestosci (objetosciowej)

energii pola elektromagnetycznego przez réznice kwadratu wspotczynnika zatamania osrodka
I jedynki.

T+ o+ Tys+ T, =w(n?—1)

DOWOD
T+ T+ g+ Ty = T+ T+ T +T,, =—w+wn? =w(n® —1).

WNIOSEK

Gestosc (objetosciowa) energii pola elektromagnetycznego przemnozona przez réznice kwa-
dratu wspoétczynnika zatamania osrodka i jedynki jest niezmiennikiem transformacji Lo-
rentza.
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e Transformacja Lorentza wybranych sktadowych tensora pedu-energii w osrodku

?4 Z:Ilzzl T,,=—icg; = FZ[TM + BZT41 + iB(T44 - T11)]:
T —icg. — il g,(1+ V2 ?)- Ve 2(T,, - T,)]
T, =n’w
T.,=T . ) )
THV—EE1 E,+uH H,-9o_.w 91=F2[91(1+V20 2) —-Ve 2(T44_T11)]
af T o o B af
(o,p=12:3)
W= %(EEZ + HHZ) T;, =-icg, = [(T,, —iBT,,)= —icF(92 +VC_2T21)
n2
d. =C—2(E><H)a
v ) g, =g, + Ve ?T,,)
B=—=Vc"
o=V
1
r= : 182 =(1-vic?)e Ty, = —icgy = T(T,, —iBT,,) = —icT( g, + Ve T,

g, = F(g3 +Vc‘2T31)

T),=nw'=T?[T,, -B°T,, —iB(T,, + T, )]=
= Fz[nzw ~ V2T, + 2Vgl]

n'zw’:l"z[nzw ~ V2T, + 2Vgl]
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e Czterowektor gestosci sity w osrodku

F:(fl’lefsif )

oe 0 . oe 0

f_f _fL__EZ %Hza_i:pEx+(JXB)x_%Eza_x_%Hzaiz
oe ou
=pE, +p(vxB), —L1E* = - 1H*
PE p( X )x 25 5 2 o

f,=f _fL——Ezg;c’/ Hz%:pEy+(ij)y—%EZ%—%HZ%:
oe ou
:pEy‘i‘p(VXB)y—%Ez@—%HZE

f=f, —f-— Ezgi 1H2%—pE +(jxB), %Ezg—gw%z
oe ou
=pE, +p(vxB), -1E* — —iH*—
p z p( x )Z 2 82 2 az

f, :%j.EJr%EZ@+%H28—”=%j-E—%E2£—%H26—“
ot ot OX, oX,

f- =pE+(jxB)=pE+p(vxB)
Czterowektor gestosci sity f:(fl,fz,fg,f4) przedstawimy w postaci wygodnej do dalszej
obrobki.

73 Ok ou
=1 1p2 22 12 22
°BZ_: pFap 2 x, ° ox,

11
a

‘J (‘]1"]2"]3"]4):(jx!jy’jz'icp)Z(pvx’pvy'pvz’icp)
i= by b )= (PVaapVy PV )=V, iy =pVy, iy =Yy, b =pv
Ok 0
fl=%(J1F11+J2F12+J3F13+J4F14)—%E28—)(1—%H28—)Z=
= 1(0+pv,cB, —pv,cB, —icpiE )—%EZ@—%Hza—“z
‘ e § OX OX
Oe 0
B2 iz
OX
EZ 68 2HZG_M
OX OX

= p(Vsz -Vv,B, )+pE -3

p(VxB) +pE, -3

N

— —h
w

LEZE_;H28_”:
ox, ° ox,
)_LEzﬁ_LHZa_“:
27X, t 0 oox,

f, = 1(J,F, + J,F, +I5F, +J5F,, ) -
=%(pvxiEx+pvyiEy+pVZiEZ+0

= ip(v-B)- B g B i (jp) g g
8X4 6)(4 8X4 8X4
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12 CZESTOTLIWOSC | KIERUNEK ROZCHODZENIA SIE PLASKIEJ FALI

ELEKTROMAGNETYCZNEJ WZGLEDEM ROZNYCH OBSERWATOROW INER-
CJALNYCH

e Faza fali jako niezmiennik
Faze fali ® mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu skalarnego czterowektora falowego K
i czterowektora potozenia R.
®=k-R
= (k,ioc™) = (K, Ky, Ky ioc™), k=wc™n

=(rict)=(%, %, Xgict),  r=(x,,%,,%,)

D=k -r-—ot=Kk X, +K,x, +K;X; —ot

Faza fali jest niezmiennikiem przeksztalcen Lorentza, poniewaz jest iloczynem skalarnym
dwach czterowektorow.

k = wektor falowy
n = wersor Kierunku i zwrotu rozchodzenia sig fali

o Efekt Dopplera

Niech w uktadzie K bardzo daleko od jego poczatku spoczywa zrodio fal elektromagne-
tycznych o czestotliwosci v, ktére w poczatku uktadu moga by¢ traktowane jako fale ptaskie.
Obserwator znajduje si¢ w spoczynku wzgledem poruszajacego si¢ uktadu K'.

~

k; =r(k, +iBk, )
E; = Ez

E; = Ea

k, =1(k,-iBk, )

Z ostatniego rdwnania otrzymujemy

i 2 = [iﬁ—iBinj
C C

-1 , B:X, n,=co0se, o=2nv, o=21v
V? ¢
1_CT
V(l—VCOS(pj
, c
V= =
LV
c

¢ = kat zawarty miedzy promieniem wodzacym r Iaczacym zrodto swiatta z obserwato-

rem a predkoscig V obserwatora wzgledem uktadu K
v' = czestotliwos¢ $wiatta mierzona przez obserwatora
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¢=0 Podtuzny efekt Dopplera o¢=n

Obserwator Obserwator
oddala si¢ od zbliza si¢ do
zrodta: \Vj zrodta:
v[l—cos(pj
C

e Aberracja

~

k, =1(k, +iBk,)

- ' ~ ~ V
kj =2 cosg, k1=9005(P, k4='9’ B=—, E,: .
c c c ¢c' o T(1-Bcosg)
oS @ \4 cosg' Cos ¢ v
- dge=T——o— c
cos ¢’ = vV . ped Ctge' = ——F——=— /\C/Zz_tg((P,_goo)
1-—cos i
. [0) sing 1—C—2

PRZYKLAD
Poruszajacy sie z predkoscig V teleskop wzgledem zrddta swiatta docierajacego z zenitu

((p = 90”) nalezy odchyli¢ o kat o' =¢'—90°.

J—— \/ /)
| /1 /I // /1
| //~| /‘l' , 777
! ;o ,/ @ /IO(.'I
! / ! 7 | 7 [
! / ! / | Vi |
I / ! / I ’ I
, J [ r- | r 1 rcosa’ = ct
1 I / | / 1
1 / 1 / | / |
! // ! / 1 ! 1
1 [l \[ | // | // |
1 / I / \ ’ 1
| / 1 ’ | , |
1 L/ - — 1 L - — 4 e e e e —

V=0 V>0 o' =¢ =90 rsina’ = Vt, tga' =V/c
Vv 1
tgo' = —-
c \V&
1-—
C
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DODATEK

W 2008 zamiescitem w internecie pierwotnag wersje tej ksigzki. W lipcu 2010 dokonatem radykal-
nych zmian w szesciu rozdziatach wymienionych ponizej.

Mechanika relatywistyczna
11 Dynamika relatywistyczna

Pole elektromagnetyczne w osrodkach spoczywajacych

1 Réwnania pola elektromagnetycznego dla wektorow E, B, D, H —rdéwnania Maxwella
2 Rownania materiatowe

4 Rownania ruchu — sita Lorentza

5 Rownania bilansu

Pole elektromagnetyczne w osrodkach poruszajacych sie
7 Wzajemne oddziatywanie dwdch poruszajacych si¢ tadunkow

W Dodatku znajdujg si¢ pierwotne wersje tych rozdziatow.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

1 1 DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

e Czterowymiarowe relatywistyczne réwnania ruchu, sita Minkowskiego

dr=yd F_ dp
Y= (1 vic™ )l de
P, =MV, -~ dp, d(m¥y,) d(mv,) d(myv,)
~ F = * = ol = @l = e :1,2,3,4
v, =W, R S el )
o= %234 | F=(F.F.F,F) = sita Minkowskiego
R=(R,,R,,R
= d(myvl)_ d(myvx)_

R=(xy.2) A=y Y (dt )_YFX

dR ~ d myv d myv

(dt | =y (dt -y i
V=\V,,V,,V, ~ d( myv d( myv
p:mW F3:Y (d’ty 3):y (d’z/ Z):,YFZ
p:(px1py’pz) ~ d(m’YV4) . d(m'YC)

dp Fa = -
F=_I dt dt

dt
F=(F.F,.F .

(FoF.F) Fz(yd(mvv),iyd(mvc)jz(yd_p,in)z(yF,inj
v, =IiC dt dt dt dt dt

e Czwarta skladowa czterowektora sity Minkowskiego

4 ~2 4 _ )
V=Y V2 =—c? di:zZvadVa:_dL:o

=l d’t a=1 d’t dT
- dv 4 - d'\"/
Fa =m = \Vj o _ 0

d’C ; a d’t
a=1234 -
Vl = ’YVl ;Va Ha =0
V, =V, 4
v3=’yv3 ;VQF(X:O
Y4 =icy W, YR + W, F, +WoyR + iCyE4 =0
El =7h v2V-F +icyF, =0
F, =7k _
s =1F; F=irc*(F-v)
. d( myc)
F, =1y = 2
4 at iyc™ d(rgzc ) ive™(F-v)
2
=iyc” d( rgzc ) Relacja ta ma rewelacyjna interpretacje, wielkos¢
2
d( rEZC )= F-v | mc® =E jest catkowita energia ciata o0 masie m

poruszajacego si¢ z predkoscia v.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Trojwymiarowe relatywistyczne réwnania ruchu Plancka

p=nmv I:_d_p
_ 2 2\ ot
y_(l—vc )2 F_d(myv)
Tt
F, = d(m—WG) (@ =1,2,3)
dt
d( myv
Fop - i )
- _d(myvy)
20t
d( myv
F o - i )

d(myv,) dlm, ) o mvvz)]

F:(Fl’FZ’Fa‘):(FX’Fy'FZ):( dt 1 dt 1 dt

Przypomnijmy dla poréwnania czterowymiarowg posta¢ réwnan ruchu.

3y llv F =‘i—p =(R.R, R )= (1R, ¥R, 4F, ivc 'F V)
a, lv t
a=g,+a, Relatywistyczng site trojwymiarowa zapiszemy w postaci utatwiajgcej
dy =y%c?v-a, zbadanie pseudo-problemu dotyczacego zaleznosci masy od predkosci.
dt
a=a,+a, d( myv) dy dv 52
F= =mv—+my—=mvy°’c‘v-a,+myla, +a, )=
B d_V at at Y at Y I Y( I J_)
dt =my*v’ca, + mya, +mya, = mysa”(vzc‘2 + y‘2)+ mya, =
1

y = (1—V2C_2 )75 =my’a, +mya,
v(v-a,)=V4a, Relatywistyczna sita trojwymiarowa F

202 -2 _ 3 . . . . dv
vicT+y =1 F=my’a,+mya, i nierelatywistyczne przyspieszenie pm

nie sg w ogolnosci rownolegte.

my® = relatywistyczna masa podtuzna
my = relatywistyczna masa poprzeczna

Masa nie zalezy od predkosci, postugiwanie si¢ pojeciem ,,masy relatywistycznej” prowadzi
tylko do zbednych nieporozumien.

PRZYKLAD
Flv = F=my—
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Energia kinetyczna, calkowita i spoczynkowa w mechanice relatywistycznej

Niech czastka o masie m porusza si¢ (dla prostoty) po osi X z predkoscig v. Obliczymy
energi¢ Kinetyczng tej czastki, czyli prace jaka nalezy wykonaé¢ aby spoczywajaca czastke
rozpedzic¢ do predkosci v.

F=F+F df
o E, j F-dx
Fi=mya,
F, =mya,
(1 Ve _2)1 F-dx=F, -dx=my’a,-dx=my’a-dx =
2
a”-dx_a-dx =my3_v.vdt=1 s dv dt—imy dv?
dv dt 2 dt 2
_E v v v
dx = vdt 202
E . =|im 2=1m 1-vc =
dv_ldv* = famret=amfrar { ) }
dt 2 dt , 1
! = (1 vic )Z—mc =myc” —mc
v-dv =1dv?
IstVZ = E, =myc® —mc
= (1 vzc’z) 20v? myc? = E
_9p2(1 _\2n-2 N
=2C (1 vic )2_ me? = E,
= 2¢%y
E, = energia kinetyczna ciala 0 masie m poruszajacego si¢
z predkoscia v
E = catkowita energia ciala 0 masie m poruszajgcego Sie
z predkoscia v
E, = energia spoczynkowa ciata 0 masie m
Dla matych predkosci (v <<c) energia kinetyczna jest w przy-
1 blizeniu réwna
Y= (1—V2C_2) 2 =
=1+1vic? 4. E, =myc? —me? =mc?(y—1)=me?(1+1vie? +.-.—1)= 3 mv?

Tak wiec w przypadku nierelatywistycznym (v << c) energia catkowita wynosi

E=mc® +imv?

KOMENTARZ
Relacja E, =mc” jest powszechnie kojarzona z nazwiskiem Einsteina i teorig wzglednosci.

Whynika to ze spektakularnych zastosowan tej relacji, wsrod ktorych nalezy wymieni¢ bomby
atomowg i termojadrowa, energetyke jadrowa, zjawiska anihilacji i kreacji, zakrzywienie toru
promieni swietlnych w polu grawitacyjnym oraz reakcje termojadrowe na Stoncu.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Relatywistyczna transformacja sity

E_yF F=r(F +iBF)
F, =9F, F=F
ES = sz F:; - F3
F =i (F-v) F; =r(F, -i8F)
=, R - r 2 [FBe(Fov]
Py =1, S
-IEEI =v'F, F;/ ?Fy
Er — i rC—l F" ’
2 =1 ( V) E :l,Fz
Y
r=(1-vic?)? F.v' =T L[(F-v)-BcF,]
B=wc™ Y
y:(l—vzc 2) 2
,Yr :(1 Vr?_C—Z) 2 F;( — Fx _VC_Z( I_:Z' V)
v Vi ? 1-W,c
Y 1-W ¢ EF . 1-V?%c™
YooY 1w e
, V1-V?3c™?
F=F
1-W,c
, o _F-V-VF,
C1-W ¢

Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla transformacji odwrot-
nej, otrzymujemy:

e _FrVe(F V)
" 1+WV. c?
2.-2
F,=F —"1\/:
1+VVic
2.-2
F =FZ,.\/1 Vi :
1+Vv.c”
F'-V' +VF!
F.V:—JFQX
1+Vv.c
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Czterowektor pedu-energii

V. = v _df
-.1 T p=mV:(p1,p2,p3,p4)
V, =1V,
V, =V ~ ~ df
o P, =mv, =myv, =p,
V,=1IyC N N df
P, =mv, =myv, =p,
E = myc? - _ dof
p3=mV3:myVZ=pZ

p,=mv, =imyc=ic'E

B =(my,imyc)=(p.ic"E)=(p,.p,.p, ic 'E)

p=nmyv = tréjwymiarowy ped relatywistyczny
p=(p..p,.p,)=(myv,,my,,mv,)

o Kwadrat modulu czterowektora pedu-energii, zwigzek miedzy energia i pedem

p=mv p? =m?V? = —m?c?
Vi=c® P’ =p-p=p+p;+p;—c’E* =p’—C°E’
p=(picE) —m?c? =p? —c2E?
2 2 2 2
P =pPx+P, +P;
pz p2 2 2.2 2.4 2 p2 vese pz
~1 E-=p°c +m°c lub E=mc*, |1+ ~ Mmc+—
1+ m2c? +2mzc2 P V" m2c? 2m

P, =P,
pZ - py

53 = pz
p,=ic'E
P; =P}

p2 = py
p3 pz

p4 =
B=Vc*
r=(1-v

Transformacja czterowektora pedu-energii

5{ = F( 51 + iBf~)4)
5; = 52
5; = 53
5:1 = F( 54 - iBﬁl)

o, =T(p, —Vc?E)

p, =P,
p, =p,
E':F(E_Vpx)

Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla transformacji odwrotnej,
otrzymujemy:

p, = F( P, +Vc‘2E’)

Py =Py
P, =P,
E=T(E +Vp,)
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Funkcja Lagrange’a punktu materialnego

Réwnania ruchu Plancka

L =-mc?®y ™" +const
F_ d! myva) v
* dt
Réwnania ruchu Lagrange’a

S oL
o dt ava av_ = m'YVOL
2
Y
1_ LY
Y c
— dXOL
o dt
Vi =V VS + Vi
L = funkcja Lagrange’a

H= mycz( V—2+y‘2]—const
c

H = myc? + const’

e Kanoniczne réwnania ruchu Hamiltona
Aby méc postugiwa¢ si¢ kanonicznymi réwnaniami ruchu Hamiltona

o3

G, oH [ dx,_oH
d  ox, “ dt op,

wyrazimy hamiltonian czastki H przez pedy p,

df 1 p
=——=myv =1+
Po . YV, Y 2o

3
p>=>p?
=1

¢ 2
E =myc® H =mc?,[1+—b— + const’
- mc
2 ’ p
E=mc 1+mTC2

H = myc? + const’
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
SPOCZYWAJACYCH

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA WEKTOROW E, B,
D, H-ROWNANIA MAXWELLA

¢ RoOwnania Maxwella w postaci lokalnej (rézniczkowej)

Pole elektromagnetyczne w osrodku spoczywajacym wzgledem danego inercjalnego ukta-
du odniesienia, nie zawierajacym ferroelektrykow, ferromagnetykdw i magnesow statych,
opisywane jest przez rownania Maxwella.

E = natezenie pola elektrycznego

[OtE = _B D = indukcja elektryczna

ot H = natezenie pola magnetycznego
divB =0 B = indukcja magnetyczna
D j=pVv = gestos¢ pradu
rotH = j+ — dg . .
ot p=—- = gestos¢ objetosciowa tadunku

divD = p av _ o

v = predkos¢ tadunku dg rozmieszczonego w objetosci dV

Osiem rownan Maxwella, w ktérych wystepuje szesnascie zmiennych:
EX! Eyl E21 BX1 By, BZv DX! Dy, D21 HX1 Hy, HZ! jX1 jy1 j21 p1
nalezy uzupetni¢ dla izotropowego osrodka dziewigecioma réwnaniami materiatowymi:

D=cE ¢ = przenikalnos¢ elektryczna osrodka
B=upH u = przenikalnos¢ magnetyczna osrodka
j=AE A = przewodnictwo elektryczne wiasciwe, konduktywnosé¢

ktore zawierajg trzy nowe zmienne: g, u, A.
Najczegsciej, zmienne jy, jy, jz, P, € M1, A Sa zadane.
UWAGA

% _ —divj
ot

Rownanie ciagtosci (jak pokazemy dalej) jest zawarte w rownaniach Maxwella.
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

Rownania Maxwella w postaci globalnej (calkowej)

rotE——@

ot
Twierdzenie Stokesa

jjrotA ds = {A dl

ﬂ— ds_—ﬂA ds

SEM_fE dl
|

©, =[[B-ds
S

divB =0
Twierdzenie Gaussa

IydivAdV=§A-dS

rotH :j+a—D
ot

Twierdzenie Stokesa
HrotA~dS =§A-d|
S

|=ﬂj-ds |
jj— ds_—jsjA-ds

®, =[[D-ds
S

divD=p
Twierdzenie Gaussa

j{j divA dV = {gﬁA-ds
[[pav-q

Z jednej strony
[[rotE-ds ={E-dI ,
S |

z druglej strony

jj )= ds_——jsjs-ds ,

ostatecznle

__9im.
fE-dI - atjsjs ds
lub

SEM =—8(DB .

IjljdideV:th~dS=O

j’:fB.dS=o
S

Z jednej strony
[[rotH-dS ={H-dI,
S |

z drugiej strony

g[ﬁ_j o= J[i-ds+ [[ D051+ L f[ocs

ostatecznie
{H-d|=|+3j D-dS
| at S

lub

fH-di = 9y
|

Z jednej strony
[[]divDdv =§D-ds ,
z\arugiej stronyS
[[] pdv =q,

\Y%

ostatecznie

iEfD-dSzH/jpdeq .
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAIJACYCH

2 ROWNANIA MATERIALOWE

e Roéwnania materiatowe dla osrodkdw izotropowych nie zawierajacych
ferroelektrykdw, ferromagnetykow i magnesow statych

D =cE ¢ = przenikalnos¢ elektryczna osrodka
g = przenikalnos¢ elektryczna prozni = 8,85-10°F/m
€E=¢.¢ . ., ,
of er = wzgledna przenikalnos¢ elektryczna osrodka
B =uH u = przenikalno$¢ magnetyczna osrodka
H=Holt, Lo = przenikalnos¢ magnetyczna prozni = 4rn-107H/m
1 ur = wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna osrodka
Gollo = 2 ¢ = wartos¢ predkosci swiatta w prozni
1 v = warto$¢ predkosci $wiatta w danym osrodku
e =— n = wspotczynnik zatamania osrodka
v A = przewodnictwo elektryczne wiasciwe, konduktywnosé
n=C p = gestosé objetosciowa tadunku
v dV = objetos¢ w ktdrej rozmieszczony jest fadunek dq
g,n, =n’ j = gestosé pradu
j=AE u = predkos¢ tadunku dq
E = natezenie pola elektrycznego
J=pu D = indukcja elektryczna
dgq H = natezenie pola magnetycznego
p= dv B = indukcja magnetyczna

Roéwnania materiatowe dla osrodkow anizotropowych

W osrodkach anizotropowych g, u, oraz y sgtensorami.

Dx = 8><><E>< +8xyEy +8szz Eyx Sxy Eys
D, =¢,E, +&,E, +¢,E, € =|Eyx &y &y
Dz = 8szx +szyEy +822Ez €xx Szy €,
Bx =MxxHx +nyHy +MXZHZ Hyx uxy My,
By = Mnyx + “yyHy + “ysz l"lpq = Myx “’yy Myz
Bz = szHx + uzyHy + uzsz Moy uzy U
jx = }“xxEx +}\‘xyEy + }“szz XX )“xy Xz
jy = kyxEx +xnyy +7‘yzEz }\'Pq = xyx }\'W Xyl
i, = A, E, + A E, +1,E, Ao Ay Ay

g, = tensor przenikalnosci elektrycznej osrodka
1, = tensor przenikalnosci magnetycznej osrodka
A,, = tensor przewodnictwa elektrycznego wiasciwego (konduktywnosci)
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4 ROWNANIA RUCHU - SIEA LORENTZA

F-=gE+qvxB

_dF

Y

o - 99
dv

m_ dm

P TV

f

p

f-=p'E+pivxB

i=p'v

f- =p'E+jxB

F- = sitaLorentza, q = tadunek

E = natezenie pola elektrycznego

dV = element objetosci w ktdrej rozmieszczony jest tadunek
dg o masie dm

B = indukcja pola magnetycznego

F= m%tv) = tréjwymiarowe réwnania ruchu Plancka

f=p" % = objgtosciowa gestoscé sity

p" =vp, = objetosciowa gestos¢ masy

py = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy
f" = objetosciowa gestosé sity Lorentza

p? =ypg = objetosciowa gestos¢ tadunku

pa = spoczynkowa gestos¢ objgtosciowa tadunku
J =pgyv = gestosé pradu

y = [1+ vzc‘zﬁ
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5 ROWNANIA BILANSU

¢ Lokalne rownanie bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

oa

oJ

aa ) 3 . . 7. - p .
A __divl b PB_s_ Z_ﬁ Nierelatywistyczne tréjwymiarowe réwnanie
=1

a=—
dv

X

p

bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

= gestos¢ objetosciowa bilansowanej wielkosci skalarnej A

c :ddi—f = zrddto bilansowanej wielkosci skalarnej = czton zrodtowy

divl = czton dywergencyjny

J= ZJ e, Zav e, =av = trojwymiarowy strumien wielkosci skalarnej
=1

dx

_ _ 9%

V= E Ve€s, Vg =5
p=1

J,=av,, (B=123)

T OXg OX,

4 4
zaava — s lub zaJa s
a=1 o a=1 ax(x

(a=1,2,3,4)

Nierelatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

a — ya = relatywistyczna gestos¢ objetosciowa wielkosci skalarnej
a = spoczynkowa gestosc objetosciowa wielkosci skalarnej

dx

J, >, =yav, =aV,, V, =yv,, V,=—=2, x,=ict, v,=ic, (a=123,4)

dt

J, = sktadowe czterowektora strumienia wielkosci skalarnej

Relatywistyczne rdwnanie bilansu
gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej
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Nierelatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

& - div) 75 av= [ oav- [[fanaov
5 av=5 120V 2 laov=[foav-ffa-as

A=L|.;fadv
I!/IdideV=§J.dS aa—?=j£jodv_£fj.ds

oA szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A w obszarze o objgtosci V ograni-

ot
czonym powierzchnia zamknieta o polu S

H odV = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwiazana z przebiegiem pro-
\%

cesOw wewnatrz obszaru V
ﬁ J-dS = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwigzana z przeptywami przez

powierzchnie zamknieta S

Strumien jest wektorem o kierunku i zwrocie pokrywajacym si¢ z kierunkiem i zwrotem

transportu danej wielkosci skalarnej A. Strumien i produkcja sg wielkosciami lokalnymi.

J >0, gdy dana wielkos¢ skalarna A wyptywa z objetosci V na zewnatrz

J <0, gdy dana wielkos¢ skalarna A wptywa z zewnatrz do objetosci V

o >0, gdy wartos¢ danej wielkos¢ skalarnej A zwigksza si¢ w wyniku procesow przebie-
gajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

o <0, gdy wartos¢ danej wielkosci skalarnej A zmniejsza si¢ w wyniku procesow prze-
biegajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

Relatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

X, =ic, v, =ict 4a(yav -

8 = M a—l
o : ﬁ(vavﬁ) olyav,)
ga(ya: ) =divyJ BZ_;‘ OXg 8x44
oa _~ .
e I

md'VYJdV ﬁyJ .ds IJ/I%dV:fJ/J.GdV—JydiVdeV
jﬂyadv madv —A %IijyadvzjijadV—j\I/jdivyJdV

dV =vydV,

2 - [[f5av-[ffaivsaav
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7 WZAJEMNE ODDZIALYWANIE DWOCH PORUSZAJACYCH SIE LADUNKOW

Uktad laboratoryjny K Uktad wiasny K’

<V

Rozpatrzmy dwa tadunki g; i g2 odlegte od siebie o r, poruszajace si¢ wzgledem uktadu

laboratoryjnego kazdy z predkoscia V. Ladunek g, umiescimy w $rodku uktadu K’. Wzgledem

uktadu K oba tadunki spoczywaja. Ladunek qi, znajdujac si¢ w polu elektrycznym i magne-
tycznym tadunku ¢, doznaje dziatania sity Lorentza Fy;,

F.=0,E, +Q1(VX Bz)
a, 1-V?c?

E, = 3 3

Ame T (1- Ve ?sin’ o)

B % c2(1-vc?)

© dmer® (1—V2c’2 sin? oc)%

Vx(Vxr)=(V-r)V-V?r=(Vrcosa V-V°r

(er)

1-V3c? - -
F,.= 4?::'?2 (1_V2C_2:in2a ; [(1—Vzc 2)E+(Vc ZCOSOL)\/}

Dlakata oo =+m

N

4.9, 2 -2 r
F, =92 (_yec2)2 .k
2 4Tcsr2( ) r
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Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.
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