Opérateur de Dirac modifié

1 Quelques points d’algebre

L’algebre de Clifford est définie par générateurs, des vecteurs dans un espace
métrique fixé F et relations: soit T'(E) lespace libre

T(E)=Y_ E®"

on modifie les relations pour définir une algebre de Clifford modifiée. Les rela-
tions d’une algebre de Clifford sont

e f+ fRe=—2g(e, f)

La seule modification possible est d’introduire une symétrie orthogonale S.
§% = id, g(S(e), S(f)) = g(e, f)
Les relations modifiées sont
Sle)@ f+S5(f)®@e=—2g(e, [)
L’algebre de Clifford modifiée est le quotient de T'(E) par les relations modifiées:
Clif f(S) = T(E)/ ~

Les vecteurs de norme un de l'espace E forment le goupe Pin,(S) duquel on
définit le groupe Spin,, (S) qui agit sur 'espace par conjugaison.

pe(f) = efy(e) = [S(f)S(e) —29(S(e), f)le = S(f) — 2g(e, S(f))e

On a ainsi un homomorphisme dans O(n). p. = 7. 0 S, avec 7. la transposition
de vecteur e.

Pe O Pf = Te OTS(f)

On montre que Spin,(S) = Spin, car ce sont deux revétements universels de
SO(n). On peut donc définir le fibré des spineurs.



2 L’opérateur de Dirac-Formules de Lichnerow-

icz
In fine, on obtient un opérateur de Dirac avec une symétrie orthogonale S(D).
Théoreme:
D = Z eiVe
et
S(D) = Z S(ei)Ve,
On a

S(D)D = A +1r(S)/4

avec 1(S) un scalaire qui dépend de la courbure:
r(S) = S(e:)Ric(e;)

et de la symétrie S.

Démonstration:

S(D)DY — A =" S(e;) Ve, (e;Ve, )+

4,3
Z Ve,ivei/l/) + Z div(ei)veiw =
Z S(i)[(Veej)Ve, ¥ +€;Ve, Ve, Y]+
659
Z Vei ve,_w + Z dlv(el)ve7¢ =

Z g(veiejv ek)s(ei)ekvejw + Z S(ei)ejVEiv€_7¢+

W4,k i
> Ve Ve b+ Y div(e)Ve,1p =
Z Z 9(Ve,ej,ex)S(ei)exVe, v + Z S(ei)e;Ve, Ve, b+

Ji#k i#]

Z Z 9(Ve,ej,er)S(eilex Ve, = — Z div(e;)Ve, 1)
J

J i=k

car

par définition.

> 9(Veejen)Sleer = =Y glej, Veer)S(es)ex =
it ik



= 9(ej, Ve,ex — Ve,e5)S(es)ex =

i<k
> glej. len,ei)S(ei)en
i<k
On a donc
S(D)Dyp — Az = Z Zg(ej, lex, ei])S(ei)ex Ve, ¥+
j i<k
> S(e)ej(Ve, Ve, = Ve, Ve, ) =
i<j
Z S(ei)ej(veivej - vej vei - V[Ei,ej])'(/J =
i<j
1/2 Z S(ei)ejR(ei, e;) =—1/4 Z S(e;)Ric(e;)y
ij i
Théoreme:
D= Z eivei
et

S(D) = 3" S(e)V.,

S est parrallele selon la connexion spinorielle de Levi-Civita ie par le transport
parrallele les espaces propres de S sont conservés.

DS(D) = A+ r(S)/4

avec 1(S) un scalaire qui dépend de la courbure:

r(S) = Z e;Rics(e;)

Ricg(e) = ZS(ei)R(e, €i)
i
et de la symétrie S.

Démonstration:

DS(D)y — A= > " e;Ve, (S(e;) Ve, )+
2]

D oVe Ve + Y div(e) Vet =

> €il(S(Ve,ei))Ve, v + S(e)) Ve, Ve, ]+

2]



> Ve Ve + Y div(e)Ve, v
> 9(Ve.esien)eiS(er)Ve, b+ Y eiS(e;)Ve, Ve, 0+
1,7,k L,J

> Ve Ve + Y div(e)Ve,tp =

D> 9(Veies en)eiS(ex)Ve, o+ Y eiS(e;)Ve, Vet
j i#k i#j

ZZQ (Veej,ex)eiS(ex) Ve, v Zdw e))V

par déﬁnition.

> 9(Veej en)eiSler) = =Y glej, Ve,ex)eiS(er) =
i#£] i#£k

— " glej, Ve,ex — Ve ei)eiS(er) =
1<k

car

Zg(ej, [ek, ei])e:S(e)
i<k
On a donc

DS(D)y — A => "> " glej, [ex, ei])eiS(ex) Ve, b+

J i<k
Z eis(ej)(veivej - vej Vei)’(/} =
i<j
Z eiS(ej)(veiVEj - Vﬁj Vei, - v[ei,ej])d) =

i<j
1/22@1 e;) ez,ej)w——1/4Zelecs )Y

Les équations permettent de comprendre les vecteurs propres et les valeurs pro-
pres de 'opérateur de Dirac modifié car D et S(D) commutent.
Remarque: la premiere valeur propre est la masse de 1’électron.

3 Application en K-théorie

Introduire une symétrie sur les fibrés permet de donner une involution en K-
théorie. Il s’agit de prendre en compte la symétrie dans les outils mathématiques,
en particulier en K-théorie. On donne une graduation sur les fibrés, ce qui corre-
spond une symétrie des fibrés. On forme le groupe de K-théorie avec involution
en prenant le monoide des fibrés gradués et en quotientant par les fibrés triviaux.



4 Application aux équations de Seiberg-Witten

On peut faire usage de 'opérateur de Dirac dans les équations de Seiberg-Witten
en vue d’obtenir des invariants des variétés. On veut définir des équations de
Seiberg-Witten modifiées.

On rappelle que les équations de Seiberg-Witten sont donnés sur une variété de
dimension quatre avec Spin® structure par:

Dayp =0

Fi =q(¥) +ip

D 4 est Vopérateur de Dirac FX est la partie autoduale de la courbure et p est
une deux forme autoduale fixée. g est définie par la multiplication de Clifford.

La multiplication de Clifford s’étend au A? par
c(vAw) =1/2(cl(v)cl(w) — cl(w)cl(v))
par restriction on obtient une fleche
it AT ®C — End(Sy)

de sorte que

q() = el (Y @)

On propose de modifier ces équations par
S(D)a =0

Fi =qs(¥) + i

on modifie g en gg par la modification de ¢l en clg
cls(v ANw) =1/2(cl(S(v))cl(w) — cl(S(w))el(v))

qs(¥) = cli s(¥ @Y%)



