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Resumen

En este trabajo se desarrollan algoritmos numéricos que se pueden aplicar de
manera directa a ecuaciones diferenciales de la forma general f(¢,z,2") = 0,
sin necesidad de despejar z’. Mis métodos son algoritmos hibridos entre los
métodos estandar de solucién de ecuaciones diferenciales y métodos de solucion
de ecuaciones algebraicas, con los que se despeja numéricamente la variable z’.

La aplicacién de estos métodos va desde ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden uno, hasta el caso mas general de sistemas de m ecuaciones de orden
n. Dichos algoritmos se aplican a la solucién de diversas ecuaciones de la fisica-
matematica.

Por dltimo, se hace el andlisis numérico correspondiente de existencia, uni-
cidad, estabilidad, consistencia y convergencia, principalmente para el caso mas
sencillo de una sola ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.

Palabras clave Ecuaciones diferenciales, métodos numéricos no estandar,
funcién derivada implicita, mtodo de Euler-biseccién, consistencia, estabilidad,
convergencia, ecuaciones de estrella de bosones.

Non-standard general numerical methods for the
direct solution of differential equations not cleared
in canonical forms

Abstract

In this work I develop numerical algorithms that can be applied directly to
differential equations of the general form f(t,z,2") = 0, without the need to
cleared z’. My methods are hybrid algorithms between standard methods of
solving differential equations and methods of solving algebraic equations, with
which the variable z’ is numerically cleared.

The application of these methods ranges from the ordinary differential equa-
tions of order one, to the more general case of systems of m equations of order n.
These algorithms are applied to the solution of different physical-mathematical
equations.

Finally, the corresponding numerical analysis of existence, uniqueness, sta-
bility, consistency and convergence is made, mainly for the simplest case of a
single ordinary differential equation of the first order.

Keywords Differential equations, non-standard numerical methods, im-
plicit derivative function, Euler-bisection method, consistency, stability, con-
vergence, boson star equations.



1 Introduccién

En este trabajo se desarrollan algoritmos numéricos que se pueden aplicar de
manera directa a ecuaciones diferenciales de la forma general f(¢,z,z’) = 0, sin
necesidad de despejar algebraicamente x’ de la forma ' = f(¢,z) para poder
emplear los métodos ordinarios.

Los algoritmos desarrollados son modificaciones de métodos estandar para
resolver ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales, en particular el método
de Euler. La esencia de la modificacién consiste en desarrollar algoritmos
hibridos entre los métodos estandar de solucién de ecuaciones diferenciales
y métodos de solucidon de ecuaciones algebraicas, con los cuales se despejan
numéricamente la variable 1. Los métodos se desarrollan tanto para ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden uno, como para el caso mas general de sistemas
de m ecuaciones con m incégnitas de orden n.

La importancia de estos métodos radica en que en la practica muchas veces
es muy dificil hacer los despejes algebraicos de y' en las ecuaciones diferenciales,
si no es que imposible.

Dichos procedimientos directos los aplico a ecuaciones de la fisica-matematica,
entre ellas la ecuacién de caida libre con friccién y las ecuaciones de Einstein
para las estrellas de bosones.

Por ultimo, realizo el andlisis numérico correspondiente de existencia, uni-
cidad, estabilidad, consistencia y convergencia de las soluciones numéricas pro-
porcionadas por mis métodos, principalmente para el caso mas sencillo de una
sola ecuacion diferencial ordinaria de primer orden resuleta por mi método de
Euler modificado, dejando para trabajos posteriores el analisis correspondiente
de los demads casos.

2 Definiciones y teoremas previos

En esta seccién se enunciardn algunos teoremas ya establecidos que seran nece-
sarios para la elaboracién de este trabajo.

Teorema 2.1 Supdngase que el problema de valor inicial
' =g(t,z), to <t <ty x(ty) = o,

se aproxima por el método de diferencias de un paso de la forma
To =to, Tpy1 = Tn + hd(tn,Tn;h).

Considérese también que existe un nidmero hg > 0 y ¢(t,z;h) es continua y
satisface una condicion de Lipschitz en la variable x con constante de Lipschitz
L en el conjunto

F={(t,z,hlto <t <ty,—00 <z <00,0<h<ho}.

Entonces el método es estable.



Teorema 2.2 Si en la ecuacidn ' = g(t,xz), Og/0t y Og/dy existen, entonces

0= %) = B a0) = D it.at) + Diea0) - glt.xw). )

3 Método de Euler modificado o de Euler-Leal

En esta primera seccién, comenzando por los casos mas simples, se explican
tanto la elaboraciéon como el andlisis numérico para el método de Euler modifi-
cado, combinando el método de Euler con el método algebraico de biseccion.

3.1 Método de Euler-Bisecciéon

En este primer método, como punto de partida, se emplan los dos métodos més
simples, intuitivos y faciles de analizar, los cuales son el método de Euler, para
ecuaciones diferenciales, y el método de la biseccién.

3.1.1 Desarrollo del algoritmo

Asi pues, comenzaremos considerando la ecuacién general sin despejar

ft,z,z") =0, (2)

para la cual calcularemos los distintos valores aproximados de z’ en un intervalo
tg <t < ty, con un tamano de paso h y con la condicién inicial x(to) = xg; la
cual, al sustituirla en la funcién f, generara la expresion

f(t(),xmx') = 0 (3)

Entonces, dado que no tenemos despejada de manera explicita la variable z’,
para encontrar su valor, de manera aproximada, usaremos el método de la
biseccién, donde tomamos dos valores de arranque inamovibles a; v ag, a; < ay,
tales que

f(to, zo, ;) - f(to, xo, a) <0 (4)

Ademds la diferencia
Qg — O[i, (5)

debera ser convenientemente grande en lugar de ser convenientemente pequena
(lo cual se explicard mds adelante).
Luego de ello comenzamos las iteraciones del nticleo del algoritmo.

1. &, = Biseccion(to, Zo, o, 5,T)
2. para (n =0 hasta N — 1)
CL) tn+1 = tn + h

b) Tpi1=Tn+Th (6)
c¢) T=17(h)
d) I, = Biseccion(tyi1, Tnq1, 0, 3,7)

3. fin_para



donde en la ecuacién del inciso c)
T =1(h), (7)

T es la tolerancia o error para el método de la biseccién, de tal manera que
la subrutina de biseccién se detendrd cuando xzn +1), ~ x’(n ), < 7, para
alguna m-ésima iteracion del algoritmo anidado “Biseccion” dentro del nicleo
del algoritmo de Euler-biseccion en su iteracién n-ésima. El porqué se ha elegido
a la tolerancia 7 como funcién de h serd aclararado en la seccién del andlisis de
este método.

Por ahora diremos que la eleccién de la diferencia (5) debe ser suficiente-
mente amplia, pues si dicha diferencia es pequena, aunque el teorema del valor
intermedio nos garantiza que existe una raiz z’ para f dados ty y xg fijos y
cumpliéndose (4) (bajo el supuesto de que la funcién f es continua, lo que se
analizard mds adelante, en la subseccién de convergencia), como tal funcién
f ird variando sus valores t, y x, al entrar al nicleo recursivo (6), para esos
nuevos valores fijados (con n suficientemente grande) dicha funcién podria ya no
tener una raiz para 2’ dentro del intervalo pequenno [a;, cg]. Pero con un inter-
valo adecuadamente amplio y donde z(, esté més o menos centrada, disminuira
considerablemente el riesgo de que la raiz se localice fuera de dicho intervalo y
el método aborte ddndonos un mensaje de error (pues estd programado para
tolerar ese fallo).

3.1.2 Condiciones generales para un problema bien planteado

Ahora procederemos a hacer el correspondiente andlisis de unicidad y buen
planteamiento, del método numérico anterior, estableciendo los criterios bajo
los cuales se cumpliran ambos requisitos.

Observacion 3.1 En todos los andlisis de este articulo siempre tomaremos
como punto de partida algin espacio R™, para algin n € N y consideraremos una
métrica euclideana, es decir, partiremos de un espacio euclidiano n-dimenstonal.

Asi pues, emplearemos las condiciones de la seccién 3.1.1, con
to <t <tf, —oco<z<oo, —oo<z <oo, (8)

Ahora consideraremos las siguientes hipdtesis de esta subseccion que han de
cumplirse, y sus correspondientes tesis.

Definicién 3.1 Definiremos primeramente a F = [to,t¢] x R x R, lo cual sig-
nifica que F es el dominio de definicion de f.

Teorema 3.1 (Condiciones) 1. Si extendemos el conjunto F, eligiendo
G D F definido como

G = (B, Ba) x R?, (9)
de tal forma que B; <ty y Bq > ty, tendremos que G serd un subconjunto
abierto de R® que contendrd a F.



2. Por lo tanto, si ampliamos el dominio de definicion de f a G, es decir
f:(Bi,Ba) = R, y se cumple que
of of  of

ot oz Y ou (10)

existen y son continuas en el conjunto abierto convero G, entonces, por
el teorema de la continuidad de una funcion solamente si sus derivadas
parciales son continuas (Rudin, 1980, p. 236), tendremos que f € C'(G)
y por lo tanto f € C'(F) (definiendo las derivadas por derecha y por
izquierda en los respectivos extremos oy y o).

3. Si ademds, dados t =t € (B;,B4) vy x = 2 € R fijos, se cumple

of
ox’

tra, 7 0, (11)
para todo ¥’ € R, entonces podemos definir a la funcidn
Ut x, R — va/ = ut“wr(m/) = f(t’!') xrvxl)v (12)

stendo con ello la derivada

87f| _ utya,
ox' I T dy!

£0 (13)

continua en R, i.e., por el teorema del valor intermedio, claramente vy , (z') >
06 uy ., () <0 (pero no ambos) para todo x' € R. De lo anterior, us-
ando el teorema de la funcidn estrictamente mondtona (Lang, 1990, p.

60) se deduce que uy, 5, es estrictamente mondtona en R para todo par
(t,x) € H = (B4, B4) X R. En particular u;, 4, es estrictamente mondtona

en R para todo (t,x) € I = [to,tf] X R.

4. Y si también se cumple que para t = t. € (B;,84) y © = z. € R fijos
existen x; y xy , con

0o <z <@y <00, (14)

tales que
f(tr, zp, xgr)f(tmxmxiir) <0, (15)

es decir
U, i, (25, Uty 2, (25,) <0, (16)

entonces, usando una vez mas el teorema de valor intermedio, se puede

demostrar que existe un dnico x,., con x, < x, < x, , que satisface
N

Ut o (2).) = 0, 0 lo que es lo mismo f(t,,x,,x) = 0. En particular lo

anterior es cierto para t € [to,ty].

Ly



Teorema 3.2 (Funcién implicita) Cosiderando los puntos del teorem ante-
rior, y observando que la ecuacion f(t,x,z’) = 0 definida en G determina
implicitamente a ' = g(t,x) (que es la funcion que no podemos despejar),
entonces, de acuerdo al punto 4. de dicho teorema y utilizando el teorema de la
funcién implicita, se demuestra que para cada par (t.,x,) € H existe un x,. € R
que satisface f(t.,z,,x.) =0, de tal forma que para dicha triada (t.,z,,x.) se
cumple lo siguiente (es decir, en cada punto (t,,x,) del dominio H para g):

1. z,. = g(x,,y,) es funcién monovaluada.
2.zl = g(x,,yr) es continua y con primera derivada continua.

af‘

3 8g| _ _ 9z ltr,Tr
© Ox tr Ty — 8fl :
Bx! Itr Ty

Corolario 3.1 (Funcion implicita) En particular, el teorema anterior es cierto
para el dominio restringido I para g.

Teorema 3.3 (Condicién de Lipschitz) Utilizando el teorema de la derivada
parcial para la condicién de Lipschitz [1] y el punto 3. del teorema (3.2) resulta
evidente que si existe una constante L > 0 que satisface

dg of
5, =151 <L, (17)
8/

para toda (t,x) € I, entonces g satisface una condicion de Lipschitz sobre I en
la variable x y con constante de Lipschitz L.

Teorema 3.4 (Problema bien planteado) Ahora, haciendo uso del teorema
del problema de valor inicial bien planteado (Burden y Faires, 1996, p. 242), si
la funcion g definida implicitamente es continua en I y satisface una condicion
de Lipschitz en la variable x sobre I, entonces el problema de valor inicial

.’,E/:g(t,l’), tOStStfv I(to):I07 (18)

estd bien planteado.

3.1.3 Anadlisis del error del método de Euler-biseccion.

En esta subseccién se hard un andlisis particular para el error de Z respecto a
x, su orden y el error éptimo, para el método de Euler-biseccién, suponeindo
que se cumplen las hipétesis de la subseccion anterior.

Teorema 3.5 Dada la tolerancia T(h) definido en (7), asi como los extremos
to y ty, entonces es claro que la subrutina de biseccion se detendrd en cuanto
se cumpla que |¥' — 2| < g’;v%,f‘)’ <7, para algin N € Ny, donde N(h) no ha de
depender de t, x o x’' y por lo tanto siempre valdrd lo mismo para un h dado.
Por lo tanto podemos expresar a dicho error como

ty —to .

0< 1 — /| < L = 8(h) = 7(h) — e(h) < 7(h), com0<e<7/2, (19)




donde §(h) tampoco dependerd de t, x o x' y por lo tanto serd constante dado
un valor fijo para h.

En consecuencia tendremos que —6 < &' —x’ < §, o lo que es lo mismo,
g(t,z) —d <&’ < g(t,x) + 6. Por ello, al emplear el método de Fuler-biseccion
tendremos la expresion

Zo = o,
Tpi1 = Tp + h3!,

lo cual equivale a

To = x0 + (09 = 0),
Tpt1 = Tp + hg(tn, Zn) + (hoy := Ay), paran=0,1...N —1, (20)

cond=g+0, y0<|0,] < <7,y por ende
0 < |A,| = hlé,| < hd < hr = A. (21)

La anterior es una ecuacion en diferencias como la que corresponde al método
de Euler perturbado [1], con una perturbacion hé, = A,, paran=0,...,N —1.

Ahora deduciremos el siguiente teorema.

Teorema 3.6 Empleando la formula del teorema (2.2) y el teorema (3.2) pode-

mos expresar a " como
_Of _ of
"o ot ox
ox’

Ademds, si existe una constante M con la propiedad |x"| < M, para alguna
constate M >0 y t € [to,ty], entonces

o] = | P (23)

para todo t € [to, ty].

Observacién 3.2 (Informacidn fisica del sistema) En el teorema anterior,
en la expresion (23) aparece x'. Sin embargo, si dicha ' no se puede eliminar
de la expresion por simplificacion algebraica, entonces, una vez que ya se ha
demostrado la unicidad en la solucion de la ecuacion, si el sistema fisico nos da
informacidn extra respecto a un acotamiento para la velocidad (x'), entonces la
ecuacion modelo debe poseer el mismo acotamiento para x’, ya que la ecuacion
modelo y el sistema fisico se corresponden en sus valores siempre que la ecuacion
con condiciones iniciales sea Unica.

Ahora enunciaremos el teorema de la cota del error para &



Teorema 3.7 Usando el teorema del acotamiento del error global (Burden et
al., 1996, p. 248), la férmula (23), el teorema (3.5) y el teorema del error global
para el método de Euler perturbado (Burden et al., 1996, p. 251), podemos
obtener la siguiente cota para el error, en su iteracion n-ésima, de la solucion
numérica respecto a la exacta

- 1 /hM A 1 /(hM
|7 — Tp| < 5 T T

> * h) A +T<h>> (o) — 1),
(24)

donde L es la constante de Lipschitz para x' = g(t,x) Ademds, el valor dptimo

para h (el minimo error posible) se presenta para un h aproximado a h =
\2A/M, o, despejando a Delta, cuando A = %hz, es decir, cuando

M

tomando entonces la expresion (24) la forma

Mh
|2 — | < T(GL(tn_tO) —-1) (26)

Teorema 3.8 (Error de truncamiento local) Usando la definicion del er-

ror de truncamiento local (Burden et al., 1996, p. 254), el teorema (3.5) y

suponiendo que " < M para t € [to,tf], podemos observar que el error de trun-
Tn4+1—"Tn ~/

camiento local para el método de Euler-biseccion es eny1(h) = =5—" — 7], =

20— (b, ) — O = 22" (§) — 0y < %Mf(;n, por lo que al aplicar el valor
absoluto nos quedard |eny1(h)| = |22 (&) — 8,| < |22 (&) + [6n] < EM + 6 <
%M + 7. En conclusion, obtenemos el siguiente acotamiento para el error de
truncamiento local

h
0< ensa(h)| < GM 47, n=01,....N~1 (27)

donde vemos que dicho acotamiento no depende de la iteracion (n + 1)-ésima
en la que estemos, ni tampoco de t, x ni x’.

Teorema 3.9 (Error minimo) Del teorema anterior vemos que el método de
Euler-biseccion es de orden lineal o menor, dependiendo de como esté definida la
funcion T(h). Asi, si T es constante, el método es de orden cero, y ello significa
que el error e no cambia, sin importa que hagamos mds pequena a h. Por ello,
lo conveniente es definir a

T=C"h, (28)

de esa forma el método serd por lo menos lineal. Ademds, es fdcil ver que esta
definicidn para T es compatible con la dada en el teorema (3.7) para el error
minimo, donde C = M/2, i.e.

T= % (29)



es el valor éptimo para la tolerancia, el cual nos dard, usando la férmula (27),
un error minimo de

0< lensi(h)] < Mh, n=1,2,...,N —1 (30)

Observacién 3.3 Las férmulas (29) y (30) se corresponden bellamente con las
formulas (25) y (26), respectivamente, si desarrollamos la exponencial en su
serie de Maclaurin.

Observacion 3.4 Ahora ya se puede comenzar a dar respuesta a la pregunta
de la subseccion pirmera del por qué es conveniente definir a 7 = 7(h).

3.1.4 Anadlisis de estabilidad, consistencia y convergencia del método
de Euler-biseccion

Ahora se hard el andlisis de estabilidad, consistencia y convergencia para el
método de Euler-biseccién suponiendo que se cumplen todas las condiciones de
la subseccién anterior.

Teorema 3.10 (Counsistencia) Empleando la definicidn de consistencia de un
método de ecuacidon en diferencias (Burden et al., 1996, p. 312), la férmula
(27), la definicion de punto adherido o punto limite, el teorema de compresion
(Lang, 1990, p. 41) (teorema del emparedado) y definiendo a 7 como T = Ch,
de acuerdo a (28), concluimos que limy 0 |en+1(h)| =0, por lo que

lim max |e,(h)|=0, n=1,2,...,N, (31)
h=0 1<n<N

y en consecuencia el método es consistente.

Teorema 3.11 (Convergencia) Ahora, empleando la definicién de conver-
gencia para un método de ecuacion en diferencias [1], y la formula (26), ob-
tendremos, de manera andloga al teorema anterior, limp_o|Tn, — Tn| = 0, es
decir

lim max |z, —Z,| =0, n=1,2,..., N, (32)
h0 1<n<N

i.e. el método es convergente.

Teorema 3.12 Considerando ahora el teorema (2.1), la subrutina de biseccion
y el problema perturbado mostrado en (20), entonces es obvio que ¢(t,, Tn;h) =
biseccion(ty, Tn; h, a;, ag) = biseccion(ty, Tn;h) = g + 0, = T},

Teorema 3.13 Retomando el teorema anterior y empleando la condicion de
Lipschitz para g, asi como la formula (21), y la expresion (28), tendremos para
o(t, 3 h) que [(t,x,h) — ¢(t,y,h)| = [T — 7’| = |g(t, =) + 0(t,x,h) — g(t,y) —
5t y, M)l < lg(t,w) = g(t, y)| + 16(t, 2, h) = 6(t, y, h)| < Llw —y[ + [0(¢, 2, h)| +

10



|6(t,y, h)| < L|z —y| 4+ 27 = L|x — y| + 2Ch, donde hemos hecho la transicion

0n — 0 para el caso continuo, resultando la siguiente desigualdad
[¢(t, z,h) — ¢(t,y, h)| < Lz —y|+ 2Ch, (33)

donde, del lado derecho de la dltima ecuacion aparece el término 2Ch. Sin em-
bargo, debido a que ya se demostro que el problema estd bien planteado si cumple
el criterio dado en (3.4), ademds de la consistencia y convergencia, entonces
es de esperarse que para un h razonablemente pequeno, dicho término se puede
tomar como equivalente a pequenos errores de redondeo de computadora, y por
ende que el método se comporte como el de Euler ligeramente perturbado, siendo
entonces un método estable.

Observacion 3.5 Desafortunadamente, para este método no pude completar
la prueba final que demostrara que ¢ es una funcion que satisface la condicion
de Lipschitz para x, y con ello que el método es estable. No obstante di los
argumentos de que es un problema bien planteado para tratar de justificar esta
ultima prueba.

4 Analisis rapido de los demas métodos hibridos
para el caso de una ecuacién individual de or-
den uno

Ahora abordaremos de manera rapida y practica el problema de consistencia,
convergencia y estabilidad de las demés combinaciones de métodos hibridos.

Consideremos primeramente que el andlisis de la seccién 3.1.2, referente al
problema bien planteado se aplica de manera general para ecuaciones implicitas
de la forma f(¢,z, '), sin importar qué combinacién de métodos usemos.

En segundo lugar, en este articulo se omitira el analisis del error de los demés
métodos, dejandolo para futuros trabajos.

Y por tultimo, respecto al andlisis de estabilidad, consistencia y convergencia
de los otros métodos, solo argumentaré algo analogo a lo dicho en el teorema
(3.13) y en la observacién (3.5), en cuanto a que mis métodos hibridos se pueden
considerar como pequenas perturbaciones al problema de valor inicial (para h
suficientemente pequena) empleando los métodos convencionales de solucién de
ecuaciones diferenciales, como se observa en la férmula (20), (donde la pertur-
bacién es hd, = A) pues solo se calcula de manera aproximada el valor de
por métodos numéricos algebraicos, lo que nos va agregando un error extra en
cada iteracién. Mas como para todos esos métodos convencionales ya se han
hecho los respectivos andlisis, al tener un problema bien planteado significa que
las soluciones dadas por mis métodos tendran un pequeno error respecto a las
soluciones mostradas por tales métodos estandar y por lo tanto también un
pequeno error aceptable respecto a la solucién exacta si A es muy pequeno.

11



5 Analisis graficos del método de Euler-bisecciéon

Ahora se procedera a hacer el andlisis grafico para el método de Euler-biseccion,
tomando como modelo el problema de caida libre con friccén laminar (bajas
velocidades), por lo que la fuerza de friccién es proporcional a la velocidad y en
sentido opuesto [5].

Cabe senalar que aunque este modelo se puede resolver por métodos estandar
e incluso analiticamente, sera utilizado justamente para evaluar todo lo afirmado
en las secciones anteriores.

La ecuacién diferencial con condiciones iniciales ha de ser entonces

ft,v,0")=mv' +kv+mg=0
(34)

v(0) = wo,

donde v indica la velocidad del cuerpo, vy es su velocidad inicial, m su masa,

g = 9.8m/s? es la aceleracién de la gravedad en unidades S.I., k es la constante

de friccién y hemos reducido el orden de la ecuacién con el cambio de variable

v=ua.

Para este problema en particular elegimos vg =0, m =1,y k = .1.

Ademas, el tiempo ird de 0 < ¢ < 100. También tomaremos un tamano de
paso de h = .1.

Ahora, en aras de la brevedad solo diremos que todas las condiciones para
un problema bien planteado se cumplen (el lector interesado puede verificarlo),
siendo la constante de Lipschitz L = k/m (para v en g(t,v)).

Y en lo referente al andlisis del error, de acuerdo al sistema fisico que mode-
lamos la aceleracién maxima se da al inicio, cuando la velocidad inicial es cero y
por lo tanto la fuerza de friccién también es cero. Y dicha aceleraciéon méxima
ha de ser igual a |g| = 9.8.

Asf que de acuerdo a la férmula (23), podemo ver |v”| = (k/m)[v'| < .98 =
M, siendo por lo tanto el valor del error éptimo 7 = (M/2)h = .049 (segin
(25)).

Con ello ya se pueden hacer los andlisis respectivos de cotas del error y ver
que el método tiene una convergencia de orden lineal, de acuerdo a (26).

A continuacién se presentan los graficos correspondientes, donde se puede
observar que se cumple todo lo senalado.
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6 Sistemas de ecuaciones diferenciales de orden
n

6.1 Explicacion breve del algoritmo

En esta seccién se explicard rdpidamente cémo se desarrollan los métodos méas
generales de solucién de sistemas de m ecuaciones diferenciales con m funciones
incégnitas de n-ésimo orden. El respectivo andlisis numérico se dejara para
futuros trabajos.

LEl gréfico izquierdo es para la velocidad del cuerpo que cae, el derecho para su aceleracién.
El eje horizontal corresponde al tiempo. Se muestra en rojo la solucién analitica y en azul la
numérica; puede verse que practicamente se traslapan.

2En el gréfico izquierdo aparece la derivada de la aceleracién, es decir v/, en el derecho el
error global ¥ — v
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Primeramente habrd de senalarse que todo sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden n puede transformarse en un sistema equivalente de orden uno.
Una vez transformado, se aplican métodos semejantes a los del caso de una sola
ecuacién de orden uno, como se verd a continuacién.

Al considerar las condiciones iniciales, el sistema se transforma en un sistema
algebraico para las variables incégnitas derivadas, el cual se puede resolver me-
diante métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones algebraicas, tales como
punto fijo multivariable o Newton-Raphson multivariable. Una vez obtenidos los
valores aproximados para las funciones derivadas, se procede a aplicar cualquier
método estandar de solucién numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales,
pero con un pequeno error en el cdlculo de las funciones g para las derivadas
(problema perturbado). Una vez aplicados los métodos estdndar se obtiene el
valor aproximado de las variables dependientes en t;. Y el proceso se repite
hasta llegar al .

6.2 Graficos del método generalizado aplicado a las ecua-
ciones de campo relativistas de las estrellas de bosones

La métrica para una estrella de bosones sin dependencia temporal (objeto com-
pacto, esféricamente simétrico, estdtico) es [6]

ds? = —a(r)2dt? + a(r)?dr® + r2d6? + r? sin*(0)dy?, (35)

de la cual se deducen, usando el formalismo de la geometria diferencial, las
siguientes ecuaciones de Einstein [6]

- , k‘ 2,242 k‘
O Or ko awdy | ko
a o 2 o? 2

G0 (36)

a, O 1—a?

5

= %ra,z(ﬁng + %ma%é + (37)

a «

Ademis, elegimos un potencial de la forma V' = m?|¢|* + 2|o[* [7, 8], siendo
¢ = ¢o(r)e~™t. Por otro lado, la ecuacién de la conservacién de la energia
V., T}; se reduce a la ecuacién de Klein-Gordon (D - %) ¢ =0, de lo que se

obtiene la tercera ecuacién de Einstein

2 T T 2
Gowr + G0 [ =+ 20 20 ) 40200 —a2(m® 4 AR)do =0,  (38)
r a a?

(67

donde a,a vy ¢g dependen solamente del radio r.
La solucién numérica de este sistema usando mis métodos con las condiciones
iniciales a(0) = 1, ¢o(0) = .1 y a(0) = 0.908710, origina los siguientes graficos
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Figure 5: Gréfico para ¢o(r) vs r.

3

3Estos gréficos se corresponden muy bien con los obtenidos usando métodos numéricos
tradicionales, como se puede apreciar al compararlos con [9].
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7 Conclusiones y futuros trabajos

Los métodos numéricos alternativos para resolver ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales, desarrollados en este trabajo, son ttiles para los casos en
que no se puede despejar explicitamente a la funciones derivadas. Ademads, en
general pasaron todas las pruebas del andlisis numérico (solo con ciertos detalles
para la prueba de estabilidad) y se determinaron cotas del error, las cuales, los
ejemplos aqui expuestos las satisfacen muy bien. En particular me enfoqué en
el método de Euler-biseccion, pero en futuros trabajos se desarrollardn otras
combinaciones de métodos, asi como los correspondientes métodos numéricos
no estandar para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
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