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摘要: 压缩感知是(近似)稀疏信号处理的研究热点之一, 它突破了Nyquist/Shannon采

样率, 实现了信号的高效采集和鲁棒重构. 本文采用ℓ2/ℓ1极小化方法和Block D-RIP理

论研究了在冗余紧框架下的块稀疏信号, 所获结果表明, 当Block D-RIP常数δ2k|τ满

足0 < δ2k|τ < 0.2时, ℓ2/ℓ1极小化方法能够鲁棒重构原始信号, 同时改进了已有的重构

条件和误差上界. 基于离散傅里叶变换(DFT)字典, 我们执行了一系列仿真实验充分地

证实了理论结果.
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1 引引引言言言

压缩感知
[1–3]

(Compressed sensing)作为一种新的采样理论, 它利用信号的稀疏特性, 在远

小于Nyquist 采样率的条件下, 用随机采样获取信号的离散样本, 通过非线性重建算法完美的恢

复信号. 压缩感知理论一经提出, 就引起了学者广泛关注. 目前已在压缩成像
[4]
, 医学成像

[5]
, 模

式识别
[6]
, 图像处理

[7]
等领域得到了广泛应用.

在压缩感知中, 我们主要考虑以下模型:

y = Ax+ w,

其中, A ∈ Rm×n是测量矩阵, y ∈ Rm是已知的线性测量, x ∈ Rn是待重构的未知信号,

w ∈ Rn是噪声(∥w∥2 ≤ ε). 压缩感知的核心思想是依赖于信号是否是稀疏的或者近似稀

疏的, 即信号x的非零元素的个数是否远小于x的长度. 然而, 在现实中常见的自然信号不

一定都具有稀疏特性, 甚至这类信号在某些正交基上都不能够进行稀疏表示. 自然地, 上

∗基金项目:国家自然科学基金资助项目(NO. 61673015, 61273020),中央高校基本业务费专项(NO. XD-

JK2015A007), 科学计算与智能信息处理广西高校重点实验室(合同编号：GXSCIIP201702).
†作者简介: 张枫(1991–), 男, 博士生, 研究方向：压缩感知、矩阵修补和鲁棒主成分分析研究.
‡通信作者:王建军, 教授.
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述信号重构过程不能直接应用于自然信号的重构. 研究表明, 一些自然信号在某些紧框

架D ∈ Rn×N (n ≤ N,DD∗ = In)
[8, 9]

上能够稀疏表示, 即x = Dα, 其中α ∈ RN是(近似)稀疏的.

从数学的角度讲, 上述问题可以写成以下形式

min
x∈Rn

∥D∗x∥0 s.t. ∥Ax− y∥2 ≤ ε, (1)

其中D∗表示矩阵D的共轭转置, ∥D∗x∥0表示向量D∗x中非零元素的个数, 若∥D∗x∥0 ≤ k, 那么

就称向量D∗x为k-稀疏信号. 由于问题(1)是一个NP-hard问题, 即在多项式时间内, 计算机无法

有效求解. 所以一种更为实际的和易于处理的凸优化方法被提出

min
x∈Rn

∥D∗x∥1 s.t. ∥Ax− y∥2 ≤ ε, (2)

其中∥D∗x∥1 =
N∑
i=1

|(D∗x)i|. 为了保证信号的重构效果, Candès等人在文献
[10]

中提出了以

下D-限制性等容条件(D-Restricted Isometry Property, D-RIP):

定定定义义义1.1 (D-RIP) 对于任意k-稀疏信号v(∥v∥0 ≤ k), 若存在0 < δk < 1, 使得

(1− δk) ∥Dv∥22 ≤ ∥ADv∥22 ≤ (1 + δk) ∥Dv∥22 ,

那么称矩阵A满足k阶D-限制性等容性质(D-RIP), 最小的δk称为D-限制性等容常数(D-RIC).

进一步, 他们指出当测量矩阵A满足D-限制性等容性质且δ2k < 0.08时通过求解有约束优

化问题(2)可以实现信号的鲁棒重构. 之后, 2011年, Li等人
[11]

将上述条件作了进一步改善, 得

到δ2k < 0.4931. 我们知道, 问题(2)等价于以下转换为以下无约束优化问题

min
x∈Rn

λ∥D∗x∥1 +
1

2
∥Ax− y∥22 . (3)

2014年, Zhao Tan等人在文献
[8]
中提出, 若A满足D-限制性等容性质(D-RIP), D是一个紧框架,

当D-RIP常数δ2k < 0.1907并且∥D∗A∗w∥∞ ≤ λ
2时, 问题(3)的解x̂满足

∥x̂− x∥2 ≤ V1

√
kλ+ V2

∥D∗x− (D∗x)k∥1√
k

,

其中∥D∗x− (D∗x)k∥1是最佳k-项ℓ1逼近误差. C1, C2是两个数值型常数并且C1由D-RIP常数

和∥D∗D∥1,1 (∥D∗D∥1,1 := sup{∥D∗Dv∥1 : v ∈ RN , ∥v∥1 ≤ 1})共同量化, C2仅取决于D-RIP常

数.

然而现实世界中的自然信号其结构千变万化, 一种常见的结构方式是自然信号在某些冗余

字典下是块稀疏的, 即其非零元素以块的形式出现, 例如彩色图像处理
[7]
和DNA-微列阵

[12]
等.

从数学的角度看, 给定分块τ = {τ1, τ2, τ3, · · · , τd}, 对于任意向量α ∈ RN都可以被描述为

α = [α1, · · · , ατ1︸ ︷︷ ︸
α[1]

, ατ1+1, · · · , ατ1+τ2︸ ︷︷ ︸
α[2]

, · · · , αN−τd+1, · · · , αN︸ ︷︷ ︸
α[d]

]∗,
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其中α[i]表示向量α的第i个子块, 而αi则表示向量α的第i个分量元素. 如果向量α最多有k个非零

块, 即∥α∥2,0 ≤ k, 则称向量α为块k-稀疏信号. 特别地, 当d = 1 时, 等价于传统的带字典的压缩

感知问题. 相应地, 测量矩阵A ∈ Rm×n和冗余字典D ∈ Rn×N也可以分别被描述为

A = [A1, · · · , Aτ1︸ ︷︷ ︸
A[1]

, Aτ1+1, · · · , Aτ1+τ2︸ ︷︷ ︸
A[2]

, · · · , AN−τd+1, · · · , An︸ ︷︷ ︸
A[d]

],

D = [D1, · · · , Dτ1︸ ︷︷ ︸
D[1]

, Dτ1+1, · · · , Dτ1+τ2︸ ︷︷ ︸
D[2]

, · · · , DN−τd+1, · · · , DN︸ ︷︷ ︸
D[d]

].

其中A[i], D[i]分别表示矩阵A和D的第i个子块(矩阵), 而Ai, Di则分别表示矩阵A和D的第i个列

向量.

然而使用原始的ℓ1极小化方法来恢复此类块稀疏信号不能充分利用信号的结构性特征, 即

非零元素是以块的形式出现的这一特性. 为此, 一些学者对传统的压缩感知方法进行了针对性

的改进. 在文献
[13]

中, Wang等人提出并研究了如下的ℓ2/ℓ1问题

min
x∈Rn

∥D∗x∥2,1 s.t. ∥Ax− y∥2 ≤ ε, (4)

其中∥D∗x∥2,1 =
N∑
i=1

∥(D[i])∗x[i]∥2. 此外借鉴D-RIP概念, 他们引入了Block D-RIP, 定义如下:

定定定义义义1.2 (Block D-RIP) 对于任意块k-稀疏信号v(∥v∥2,0 ≤ k), 若存在0 < δk|τ < 1, 使得

(1− δk|τ ) ∥Dv∥22 ≤ ∥ADv∥22 ≤ (1 + δk|τ ) ∥Dv∥22 ,

那么称矩阵A满足k阶Block D-限制性等容性质(Block D-RIP), 最小的δk|τ称为Block D-限制性

等容常数(Block D-RIC).

在文献
[14]

中, Eldar和Mishaliz指出当测量矩阵A满足Block D-限制性等容性质(Block D-

RIP)且δ2k|τ < 0.4142时, 块稀疏信号能够通过求解有约束优化问题(4)进行鲁棒重构. 其后,

2013年, Lin等人
[15]

将上述条件作了进一步改善, 得到了δ2k|τ < 0.4931. 类似地, 问题(4)可以转

化为以下块无约束优化问题

min
x∈Rn

λ∥D∗x∥2,1 +
1

2
∥Ax− y∥22 . (5)

假设A满足Block D-限制性等容性质(Block D-RIP),D是一个紧框架,本文研究表明,当Block D-

RIP常数δ2k|τ < 0.2并且∥D∗A∗w∥2,∞ ≤ λ
2时, 问题(5)的解x̂满足

∥x̂− x∥2 ≤ C1

√
kλ+ C2

∥D∗x− (D∗x)k∥2,1√
k

,

其中C1, C2是两个数值型常数并且C1由D-RIP常数和∥D∗D∥(2,1),(2,1) (∥D∗D∥(2,1),(2,1) := sup{∥D∗Dv∥2,1 :
v ∈ RN , ∥v∥2,1 ≤ 1})共同量化, C2仅取决于D-RIP常数.
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2 预预预备备备知知知识识识

为了方便介绍后文,我们首先给出以下记号.

• 给定正整数d, 记索引集T ⊂ {1, 2, · · · , d}且|T | = k, T c表示T在{1, 2, · · · , d}中的补集.

• DT ∈ Rn×|T |表示从D中取出索引集T对应的列所组成的矩阵, 记D∗
T = (DT )

∗.

• 记T1为包含D∗
T ch的k个最大2范数块的索引集, T2为包含D∗

(T∪T1)
ch的k个最大2范数块的索

引集, 等.

接下来, 为了证明主要定理, 我们需要以下引理.

引引引理理理2.1 ∥D∗
T ch∥2 ≤

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
+

∥D∗
Tch∥2,1

2
√
k

.

Proof. 由Tj的构造, 我们有

∥∥∥D∗
Tj+1

[i]h[i]
∥∥∥
2
≤

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2,1

k
,

上式两边取2范数, 得

∥∥∥D∗
Tj+1

h
∥∥∥
2
≤

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2,1√

k
,

所以, 我们有

l∑
j≥2

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2
≤

l∑
j≥1

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2,1

√
k

=
∥D∗

T ch∥2,1√
k

. (6)

我们注意到
{∥∥∥D∗

Tj
h
∥∥∥
2

}l

j=1
是一个单调不增序列. 下面的不等式可以通过两边平方得证

∥D∗
T ch∥2 ≤

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
+ (

√
2− 1)

l∑
j=2

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2
. (7)

又因
√
2− 1 < 1

2 , 结合(6)式和(7)式, 引理得证.

引引引理理理2.2 令测量y = Ax+ w, h = x̂− x, 若∥D∗A∗w∥2,∞ ≤ λ
2 , 则问题(5)的解x̂满足

∥D∗A∗Ah∥2,∞ ≤ (
1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))λ.

Proof. 由实值凸的低阶半连续函数的次微分的定义和x̂是问题(5)的解可知, x̂满足问题(5)的子

梯度最优化条件, 即

A∗(Ax̂− y) + λDv = 0,
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其中v ∈ RN , 若∥D∗
i x∥2 ̸= 0, 则vi = sgn(∥D∗

i x∥2), 否则∥vi∥2 ≤ 1. 因此存在v ∈ RN使

得∥v∥2,∞ ≤ 1, 进一步, 我们有

∥D∗A∗(Ax̂− y)∥2,∞ = λ∥D∗Dv∥2,∞ ≤ λ∥D∗D∥(2,∞),(2,∞) = λ∥D∗D∥(2,1),(2,1).

于是

∥D∗A∗Ah∥2,∞ ≤ ∥D∗A∗(Ax̂− y)∥2,∞ + ∥D∗A∗(Ax− y)∥2,∞ ≤ (
1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))λ.

引理得证.

引引引理理理2.3 令D ∈ Rn×N为满足DD∗ = In的矩阵, A ∈ Rm×n为满足Block D-RIP(0 <

δ2k|τ < 1
2)条件的矩阵. 令索引集T ⊆ {1, 2, · · · , d}恰有k个块, 测量y = Ax + w, h = x̂ − x,

若∥D∗A∗w∥2,∞ ≤ λ
2 , 则问题(5)的解x̂满足

∥D∗
Th∥2 ≤ β1

√
kλ+ β2

∥D∗
T ch∥2,1√

k
, (8)

其中

β1 =
1 + 2∥D∗D∥(2,1),(2,1)

2− 4δ2k|τ
, β2 =

δ2k|τ

1− 2δ2k|τ
.

Proof. 令T0为包含D∗h的k个最大2范数块的索引集, 因为∥D∗
Th∥2 ≤

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
,
∥∥∥D∗

T c
0
h
∥∥∥
2,1

≤

∥D∗
T ch∥2,1, 所以我们取T = T0就能充分证明该引理.

因为A满足Block D-RIP(0 < δ2k|τ < 1
2)条件, 不失一般性, 我们假设存在u, v ∈

∑
k :=

{Dc : c ∈ RN , ∥c∥2,0 ≤ k}, 使得∥u∥2 = ∥c∥2 = 1, 因此我们有

⟨Au,Av⟩ = 1

4
(∥A(u+ v)∥22 − ∥A(u− v)∥22)

≥ 1

4
(1− δ2k|τ ) ∥u+ v∥22 −

1

4
(1 + δ2k|τ ) ∥u− v∥22

= ⟨u, v⟩ − δ2k|τ .

对任意的u, v ∈
∑

k, 我们有

⟨Au,Av⟩ ≥ ⟨u, v⟩ − δ2k|τ∥u∥2∥v∥2.

于是⟨
Ah,ADD∗

T0
h
⟩
=

⟨
ADD∗

T0
h,ADD∗

T0
h
⟩
+

l∑
j≥1

⟨
ADD∗

Tj
h,ADD∗

T0
h
⟩

≥ (1− δ2k|τ )
∥∥DD∗

T0
h
∥∥2
2
+

l∑
j≥1

⟨
DD∗

Tj
h,DD∗

T0
h
⟩
− δ2k|τ

∥∥DD∗
T0
h
∥∥
2

l∑
j≥1

∥∥∥DD∗
Tj
h
∥∥∥
2

= (1− δ2k|τ )
∥∥DD∗

T0
h
∥∥2
2
+

⟨
h−DD∗

T0
h,DD∗

T0
h
⟩
− δ2k|τ

∥∥DD∗
T0
h
∥∥
2

l∑
j≥1

∥∥∥DD∗
Tj
h
∥∥∥
2

= (1− δ2k|τ )
∥∥DD∗

T0
h
∥∥2
2
+

∥∥D∗
T0
h
∥∥2
2
−

∥∥DD∗
T0
h
∥∥2
2
− δ2k|τ

∥∥DD∗
T0
h
∥∥
2

l∑
j≥1

∥∥∥DD∗
Tj
h
∥∥∥
2
,
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我们注意到D是一个紧框架, 即DD∗ = In, 故∥∥DD∗
T0
h
∥∥
2
≤ ∥D∥2

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
≤

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
,

因此 ⟨
Ah,ADD∗

T0
h
⟩
≥ (1− δ2k|τ )

∥∥D∗
T0
h
∥∥2
2
− δ2k|τ

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2

l∑
j≥1

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2
. (9)

另一方面, 由引理2.2,
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2,1

≤
√
k
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2
, 我们有⟨

Ah,ADD∗
T0
h
⟩

=
⟨
D∗A∗Ah,D∗

T0
h
⟩

≤ ∥D∗A∗Ah∥2,∞
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2,1

≤ (
1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))λ

√
k
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2
. (10)

结合(6), (9), (10)式, 我们有

(1− δ2k|τ )
∥∥D∗

T0
h
∥∥2
2
≤ (

1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))

√
kλ

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
+ δ2k|τ

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2

l∑
j≥1

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2

=
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2
((
1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))

√
kλ+ δ2k|τ

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
+ δ2k|τ

l∑
j≥2

∥∥∥D∗
Tj
h
∥∥∥
2
)

≤
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2
((
1

2
+ ∥D∗D∥(2,1),(2,1))

√
kλ+ δ2k|τ

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
+ δ2k|τ

∥∥∥D∗
T c
0
h
∥∥∥
2,1√

k
).

当
∥∥D∗

T0
h
∥∥
2
= 0且T = T0, 引理2.3显然成立, 当

∥∥D∗
T0
h
∥∥
2
̸= 0时

∥D∗
Th∥2 ≤

1 + 2∥D∗D∥(2,1),(2,1)
2− 4δ2k|τ

√
kλ+

δ2k|τ

1− 2δ2k|τ

∥D∗
T cx∥2,1√

k
.

引理得证.

引引引理理理2.4 令D ∈ Rn×N为满足DD∗ = In的矩阵,测量y = Ax+w, h = x̂−x，若∥D∗A∗w∥2,∞ ≤
λ
2 , 则问题(5)的解x̂满足

∥D∗
T ch∥2,1 ≤ 3∥D∗

Th∥2,1 + 4∥D∗
T cx∥2,1. (11)

Proof. 由于x̂是问题(5)的解, 故

λ∥D∗x̂∥2,1 +
1

2
∥Ax̂− y∥22 ≤ λ∥D∗x∥2,1 +

1

2
∥Ax− y∥22 .

将h = x̂− x, y = Ax+ w代入上式, 由D是一个紧框架可知

λ∥D∗x̂∥2,1 +
1

2
∥Ah∥22 ≤ λ∥D∗x∥2,1 + ⟨Ah,w⟩

≤ λ∥D∗x∥2,1 + ⟨D∗h,D∗A∗w⟩

≤ λ∥D∗x∥2,1 + ∥D∗h∥2,1∥D
∗A∗w∥2,∞

≤ λ∥D∗x∥2,1 +
λ

2
∥D∗h∥2,1,
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于是

∥D∗x∥2,1 ≤ ∥D∗x∥2,1 +
1

2
∥D∗h∥2,1.

进一步, 我们有

∥D∗
Th+D∗

Tx∥2,1 + ∥D∗
T ch+D∗

T cx∥2,1 ≤ ∥D∗
Tx∥2,1 + ∥D∗

T cx∥2,1 +
1

2
∥D∗

Th∥2,1 +
1

2
∥D∗

T ch∥2,1,

由三角不等式, 易知

∥D∗
Tx∥2,1 − ∥D∗

Th∥2,1 + ∥D∗
T ch∥2,1 − ∥D∗

T cx∥2,1 ≤ ∥D∗
Tx∥2,1 + ∥D∗

T cx∥2,1 +
1

2
∥D∗

Th∥2,1 +
1

2
∥D∗

T ch∥2,1,

整理后得(11)式, 引理得证.

3 主主主要要要结结结果果果

定定定理理理3.1 令D ∈ Rn×N为满足DD∗ = In的矩阵, A ∈ Rm×n为满足Block D-RIP(0 < δ2k|τ <

0.2)条件的矩阵, (D∗x)k 为由D∗x的k个最大2范数块组成的向量, 测量y = Ax + w, h = x̂ − x,

若∥D∗A∗w∥2,∞ ≤ λ
2 , 则问题(5)的解x̂满足

∥x̂− x∥2 ≤ C1

√
kλ+ C2

∥D∗x− (D∗x)k∥2,1√
k

, (12)

其中

C1 =
(1 + 2∥D∗D∥(2,1),(2,1))(

7
4 − 3δ2k|τ )

(1− 2δ2k|τ )(1− 5δ2k|τ )
, C2 =

2− 4δ22k|τ

(1− 2δ2k|τ )(1− 5δ2k|τ )

Proof. 由引理2.1和引理2.4, 我们有

∥x̂− x∥2 = ∥h∥2 = ∥D∗h∥2
≤ ∥D∗

Th∥2 + ∥D∗
T ch∥2

≤ ∥D∗
Th∥2 +

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
+

∥D∗
T ch∥2,1
2
√
k

≤ ∥D∗
Th∥2 +

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
+

3∥D∗
Th∥2,1 + 4∥D∗

T cx∥2,1
2
√
k

≤ 5

2
∥D∗

Th∥2 +
∥∥D∗

T1
h
∥∥
2
+

2∥D∗
T cx∥2,1√
k

. (13)

下面我们分别估计∥D∗
Th∥2和

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2
, 由(8)式知

∥D∗
Th∥2 ≤ β1

√
kλ+ β2

∥D∗
T ch∥2,1√

k

≤ β1
√
kλ+ β2

3∥D∗
Th∥2,1 + 4∥D∗

T cx∥2,1√
k

≤ β1
√
kλ+ 3β2∥D∗

Th∥2 + 4β2
∥D∗

T cx∥2,1√
k

,

7



由于1− 3β2 > 0(0 < δ2k|τ < 0.2), 故

∥D∗
Th∥2 ≤

β1
1− 3β2

√
kλ+

4β2
1− 3β2

∥D∗
T cx∥2,1√

k
. (14)

由(8)式和(14)式, 我们有

∥∥D∗
T1
h
∥∥
2

≤ β1
√
kλ+ β2

∥∥∥D∗
T c
1
h
∥∥∥
2,1√

k

≤ β1
√
kλ+ β2

∥D∗
Th∥2,1 + ∥D∗

T ch∥2,1√
k

≤ β1
√
kλ+

β2√
k
∥D∗

Th∥2,1 +
3β2√
k
∥D∗

Th∥2,1 + 4β2
∥D∗

T cx∥2,1√
k

≤ β1
√
kλ+ 4β2∥D∗

Th∥2 + 4β2
∥D∗

T cx∥2,1√
k

≤ β1
√
kλ+ 4β2(

β1
1− 3β2

√
kλ+

4β2
1− 3β2

∥D∗
T cx∥2,1√

k
) + 4β2

∥D∗
T cx∥2,1√

k

=
β1 + β1β2
1− 3β2

√
kλ+

4β2 + 4β2
2

1− 3β2

∥D∗
T cx∥2,1√

k
. (15)

由(13), (14), (15)式知, (12)式成立.

4 数数数值值值实实实验验验

为了验证理论结果, 本文分别做了两组实验: (1)设计满足定理3.1条件的算法; (2)理论

误差上界对比实验. 实验在CPU为Inter (R)Core (TM)i3, 内存为2GB的台式电脑上进行, 运

行软件为MATLAB (R2014a). 实验中, 测量矩阵A ∈ R128×256服从标准高斯分布, 字典D ∈
R256×1024由傅里叶变换矩阵和单位阵合并而成, 并且满足DD∗ = In, 测量误差w ∈ R128服从正

态分布, 取正则化参数λ = 1e − 3, 从而满足∥D∗A∗w∥2,∞ ≤ λ
2 , 待重构的信号为x ∈ R256, 在字

典D下的块稀疏信号α ∈ R1024中的非零块位置随机产生. 为了克服实验结果的偶然性, 所有实

验将独立重复地进行100次.

在本文中, 我们将冗余字典和Block-IRLS算法
[16–18]

相结合提出D-Block-IRLS算法, 参见算

法1.

首先针对D-Block-IRLS算法, 我们采用两种分块形式, 均分256块和非均分256块. 图2分

别研究了均匀分块和非均匀分块的情况下通过D-Block-IRLS算法得到的误差∥x̂− x∥2 以及理

论误差上界C1

√
kλ + C2

∥D∗x−(D∗x)k∥2,1√
k

与块稀疏度k的关系. 由图可知, 无论是均匀分块还是

非均匀分块通过D-Block-IRLS算法得到的误差都远小于理论误差上界, 换言之, 利用D-Block-

IRLS算法来重构块稀疏信号可以满足实验设计的需要并且从侧面印证了我们理论分析的正确

性.

由文献
[8]
知, 当D ∈ Rn×N为满足DD∗ = In的矩阵,A ∈ Rm×n为满足D-RIP(0 < δ2k <

0.1907) 条件的矩阵, (D∗x)k为由D∗x的k个最大元素组成的向量, 测量y = Ax + w, h = x̂ − x,

8



算算算法法法 1 D-Block-IRLS算法

输输输入入入: 分块τ = {τ1, τ2, · · · , τd}, 测量矩阵A, 字典D, 观测信号Y , 块稀疏度估计k.

输输输出出出: 重构信号x.

1: 选择适当的惩罚参数λ(0 < λ < 1).

2: 初始化迭代向量α(0), 使其满足ADα(0) = y. 设置ϵ0 = 1.

3: 开始迭代j = 0.

4: 通过α(j)解决下面的线性问题(
(AD)TAD +Diag

[
λIτl

(ϵ2j + ∥α(j)[i]∥22)
1
2

]
1≤l≤d

)
α(j+1) = (AD)T y.

5: 当α(j)满足停机条件, 将Dα(j)作为输出赋值给x, 同时结束算法, 否则执行下一步.

6: 取定一个常数c(0 < c <
1

d
)并更新ϵj+1 = min {ϵj , c · r(α(j+1))k+1/d}. 其中, r(α)表示将向

量α的分块取ℓ2范数后, 再由大到小依次排列形成的向量. 而r(α)k+1表示向量r(α)的第k + 1

个分量值.

7: j = j + 1, 并返回到第4步继续执行.

1 5 9 13 17 21 25 29
-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

(a) 均匀分块

1 5 9 13 17 21 25 29
-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

(b) 非均匀分块

图 1: D-Block-IRLS算法误差与理论误差上界对比.
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若∥D∗A∗w∥∞ ≤ λ
2 , 则问题(3)的解x̂满足

∥x̂− x∥2 ≤ V1

√
kλ+ V2

∥D∗x− (D∗x)k∥1√
k

, (16)

其中

V1 =
4
√
2(12 + ∥D∗D∥1,1)

1− (1 + 3
√
2)δ2k

, V2 =
4((

√
2− 1)δ2k + 1)

1− (1 + 3
√
2)δ2k

现在分别用块和非块的方式来处理块稀疏信号α, 取∥D∗D∥(2,1),(2,1) = 1+
√
256

2 , ∥D∗D∥1,1 =
1+

√
1024
2 (参见文献[9]), 其他参数保持一致. 图3表明, 无论是均匀分块还是非均匀分块, 我们所

获理论误差上界都明显优于(16)式的误差上限.

0 0.05 0.1 0.15 0.2
δ2k|τ (δ2k)

2

3

4

5

6

7

8

9

10
Ours
[8, Theorem IV.2]

(a) 均匀分块

0 0.05 0.1 0.15 0.2
δ2k|τ (δ2k)

2

3

4

5

6

7

8

9

10
Ours
[8, Theorem IV.2]

(b) 非均匀分块

图 2: 理论误差上界对比.

5 小小小结结结

本文采用ℓ2/ℓ1极小化方法研究了基于冗余紧框架下的块稀疏信号的恢复, 获得了该方法

鲁棒重构原始信号的充分条件和误差上界估计, 所获结果表明, 误差上界可以通过正则化参

数λ,k-项逼近和块稀疏度来控制. 仿真实验证明了我们理论结果的准确性, 该结果对于推动压缩

感知的进一步发展具有一定的理论价值和借鉴作用.
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Block-sparse Compressed Sensing with Redundant Tight
Frames via ℓ2/ℓ1-Minimization

Zhang Feng, Wang Jianjun

(School of Mathematics and Statistic, Southwest University, Chongqing 400715, China)

Abstract: Compressed sensing is one of the hot research theories for (approximately)

sparse signal processing which breaks through Nyquist/Shannon sampling theory, and

makes it into reality that one can efficiently acquire and exactly reconstruct a signal.

This paper mainly investigated the signals which are block-sparse under redundant

tight frames based on ℓ2/ℓ1-minimization method and Block D-RIP theory. Under

the condition 0 < δ2k|τ < 0.2, the obtained results show that ℓ2/ℓ1-minimization

method can robustly reconstruct the original signal, meanwhile, improve the existing

reconstruction condition and error upper bound.Using the discrete Fourier transform

dictionary, we conducted a series of simulation experiments which sufficiently verified

the theoretical results.

Keywords: Compressed sensing; ℓ2/ℓ1-Minimization method; Block D-RIP; Redun-

dant tight frames; Block-sparse signals
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