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Préface

J’ai le grand plaisir de remettre le tome III de papiers sélectionnés parmi les documents et notes
techniques que j’ai rédigés au cours de mes années de travail a I’OTC, dont certains sont rela-
tifs aux cours suivis lors de mes années d’études d’ingénieurs a I’Ecole Nationale des Sciences
Géographiques de France.

Leurs parutions dans ce document ne suivent pas 1’ordre chronologique de leurs rédactions.
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Partie I
ELEMENTS DE GEODESIE ET D’ASTRONOMIE






CHAPITRE B3

LA METHODE DES MOINDRES CARRES ET LES
ESTIMATEURS ROBUSTES

Ce mémoire d’analyse numérique concerne la traduction de I’article ” The Least Squares and
the Robust Estimators” d’ Alain Morineau (1984).

Ce mémoire a été ridigé par I”auteur durant la deuxieme année (1985-1986) a I’Ecole Nationale
des Sciences Géographiques de 1'Institut Géographique National Francais pour 1’obtention du
diplome d’ingénieur Géographe Civil.

En plus de la traduction, I’auteur en a fait quelques développements des formules présentées
et a présenté quelques critiques.

53.1 INTRODUCTION

Lors de I'utilisation de la méthode des moindres carrés dans les calculs de compensation, des
observations erronées (dues aux mesures ou a la saisie des données) peuvent ne pas étre détec-
tées. Par suite, les résultats obtenus seront falsifiés.

On présente dans ce rapport des études sur d’autres méthodes de compensation qui permettent
de localiser et détecter les grosses erreurs dans les observations. On introduit la notion d’esti-
mateurs robustes.



53.2 ETUDE DE TORBEN KRARUP(INSTITUT DE GEODESIE DU
DANMARK)

53.2.1 La Méthode des moindres carrés

Elle minimise la somme des carrés des résidus :

min ) v} (53.1)
i

Des résultats compensés et des résidus v, il est souvent difficile de détecter et de localiser les
grosses erreurs. Les observations erronées ne sont pas celles qui ont des grands résidus. L’au-
teur présente un exemple numérique de calcul de I’orientation relative. Une grosse erreur de 40
Wm est introduite dans une coordonnée d’un cliché, le résidu correspondant avec la méthode
des moindres carrés est de -5.6 pm, alors qu’on trouve un résidu de 7.3 um pour une coordon-
née d’un autre cliché (tableau 1-2).

En photogrammétrie, les erreurs systématiques inconnues, par exemple la distorsion du film,
ont posé un probleme a la méthode des moindres carrés.

En I’appliquant aux mesures avec des erreurs systématiques, le résultat distribue approximati-
vement les résidus de maniere aléatoire.

* Pour le systtme 6 !AX =o'/ — o leavece € N(0,0),onav=(A(c'A)"lo ! — e *

En calcul pratique, des hypotheses sur les erreurs systématiques sont introduites dans la com-
pensation et des résultats on juge la validité des hypotheses. Cependant, I’évaluation est sou-
vent difficile due a la correction des parametres de I’estimation des erreurs systématiques et
aussi a la forte corrélation aux autres inconnues de la compensation.

53.2.2 Minimum de la Somme des Valeurs Absolues des Résidus

Une autre alternative a la méthode des moindres carrés est la méthode du minimum des valeurs
absolues des résidus proposée par Edgeworth(1887) :

min Z|v,»| (53.2)

La méthode présentait des difficultés lors de I’application numérique. Avec le développement
des algorithmes (les simplexes), la solution demande un temps de calcul équivalent a celui avec
la méthode des moindres carrés.



Dans la plupart des cas, les résidus donnent des indications sur les observations erronées. Seule-
ment en présence de plusieurs et défavorables grosses erreurs, la méthode devait mener a des
fausses conclusions. Un autre exemple numérique est donné au tableau 3.

La méthode définie par (53.2)) peut étre considérée comme un probleme de recherche des poids
de la solution des moindres carrés.

En effet, si on cherche des poids p; en fonction des résidus v; du type :

Pi ol e << |v (53.3)

- |v,'\ +&
avec min Z piv% (53.4)

La solution de (53.2)) est la limite quand € — 0 de (53.4). On résoud (53.4) avec p; = 1, puis
(1)

on calcule p; ’ par :

(1) 1
P, =
W te

ol vgl) sont les résidus obtenus de lb et on résoud :

min Y pi'hv? (53.5)

On démontre que la solution de (53.3)) converge vers celle de (53.2) sous des conditions peu
rigoureuses quand € — 0.

Cas d’une seule inconnue

soit le systeme :

IX=1—c (53.6)
avec IT = (1,1, ...,1,). La solution des moindres carrés de (53.6) est :
X _ Zi li
n
D’ol vgl) =X —; et soit p; = —5—"
[v;/|+e
La solution de min)’; pgl)v% est:
N pil:
%, = ZiPili (53.7)
Yipi

Appelons X la solution de min ¥, |v;| et étudions |X — X|, o



I I
i ) Y e Y o)
X = limg_,0Xe = limg_yo ! i = '1

Y e Y oy

(vV+e)

Appelons |v§,f)\ = min|v§1)| et |v§é>\ = Max|v§l>\, on a donc :

I; L—X Li—X
Zz ( ‘ . Zi |v(1) Zi ‘\vm\‘
X|= <

v % Vi i | i
X =X|= ):.7_ Ty Ty
) it i)
1 1 | n 1
or < < et <Y < d’ol :
TS S S S T S
X -X| < X
n|vm i
Si [vl| et [vi,| sont tels que v ‘l <lona|X—X|<Y;|l;—X|,or d’apres la définition de |X]|,

|v

ona Y, |l; — X| est minimum, par suite |X — X| est minimum pour X = X d’oi la convergence

de la solution X vers X.

53.3 LES ESTIMATEURS ROBUSTES

Autres méthodes sont les estimateurs robustes introduits par Kendall(1948). Un estimateur ro-
buste est un estimateur qui est relativement non sensible aux petites variations de la loi de

distribution des observables en présence de grosses erreurs et erreurs systématiques.

L’ estimateur robuste est déterminé a partir d’une fonction ¢ (v) des résidus par :

min Z o(vi)

On présente deux méthodes les plus connues des estimateurs robustes.

53.3.0.1 L’estimateur robuste de Huber
La fonction ¢(u) de Huber est définie par :

(i) = v si|vi| <20
PV=1 202pvi| - 26) si v > 20

(53.8)

(53.9)



o étant I’écart-type des mesures.

On peut transformer (53.8) en équation (53.4) avec :

pvi) = { L silvil <20 (53.10)
! \wlﬁ si|vi| > 20 :

La solution de (53.8) se fait par itération, en utilisant comme premiere solution celle des
moindes carrés.

53.3.0.2 L’Estimateur Robuste de Hampel

La fonction ¢(u) utilisée par Hampel a pour dérivée :

[vi] 10 <|vi| <a
asia<|vi| <b

9 .
—— = signe(v;) X il . 53.11
v '8 () CC_‘Z"a sib<|vi|<c ( )
0si|vi| >c¢
ol a,b et ¢ sont des constantes positives.
Dans les deux cas, le principe de compensation dépend de la grandeur des résidus v.
Un autre estimateur robuste est déterminé par :
min Z|v,~|” avecl <p<?2 (53.12)
i

Le cas le plus favorable est pour 1.2 < p < 1.5.

L’expérience a montré que 1'utilisation des estimateurs robustes est plus puissante que les
moindres carrés pour détecter et localiser les grosses erreurs. Un exemple numérique est donné
en annexe utilisant 1’estimateur robuste défini par (53.12). Cependant dans cet exemple parti-
culier, les résultats sont inférieurs que ceux du minimum de la somme des valeurs absolues des
résidus (Tableau 4).

53.3.1 La Méthode Danoise

Cette méthode était développée pour chercher les erreurs dans la compensation de grands ré-
seaux géodésiques a partir des idées de Krarup (1967). Le point de départ de la méthode est



la compensation classique des moindres carrés. Des résidus de la premiere compensation, on
calcule de nouveaux poids des équations d’oservations par la fonction des poids :

(i) = Lsi|vi| <20 (53.13)
PYVI= ket si v > 20 '

ou o étant I’écart-type des mesures, k,c des constantes positives.

Avec les nouveaux poids, une nouvelle compensation par moindres carrés est calculée et le
processus est repété jusqu’a la convergence. Usuellement c’est apres 5 a 10 itérations. La mé-
thode danoise a donné des résultats efficaces dans la détection des grosses erreurs. Dans la
méme application numérique, 1’erreur est détectée apres six itérations (Tableau 5).

La méthode danoise peut étre interprétée par la recherche du plus grand nombre d’observations
qui sont mutuellement compatibles(les résidus correspondants sont < 20) et les utiliser par la
méthode des moindres carrés pour chercher les inconnues X. Ce-ci s’écrit :

Trouver le nombre de v maximum C [vi,V2,..,Vj,..,Va|/|vk| < 20 et tel que :
Y vi(X) =ming | Y vi(¢) | ouTC[1,n] (53.14)
keJ kel
Le probleme défini par (53.14) est non linéaire, sa résolution est compliquée. La méthode da-
noise est une solution itérative au probleme (53.14).
Considérons par exemple le probléme a une inconnue a déterminer :

X=l—el" =(l1,b....0j.., 1)

, calculons les v(l) = X; —[; et soit I I’en-

1 3 z < A
La solution des moindres carrés donne X; = Lik :

n
semble d’indices C [1,n] tel que |v§1)| < 20 pour Vi € 1, la solution de ming (¥4 vi({)) est
@)

i

X = Lieli , il faut vérifier que les v;”’ = X, — I; pour i € I vérifient |v§-2)| < 20, s’il est ainsi

Card(I)
et si v5-2) =X, —; pour Vj ¢ I vérifient |v§2)| > 20 alors X; = C%fd’(ll") est la solution de (53.14

puisque I est ’intervalle maximum de [1,7] tel que |v, < 20 et ayant (53.14).

et si

Supposons maintenant, 3; ¢ I / |v§2)| < 20, soit L =IU j, on considere X3 = Czatrf;&)
®B) _

v;”) = X3 — [; vérifiant |v5~3)| <20 Vi€Let |v§3)| > 20 pour i ¢ L alors X3 est solution de

1

53.14). Si dans le cas de la solution X,, 3k € I/\v,(cz)| > 20 alors X, n’est plus solution de

53.14) et soit M = I — {k}, on considére X', = c):a'iredﬂ(lnz) et on itere le processus.

Pour obtenir de bons résultats en photogrammeétrie, 1’auteur a utilisé les poids suivants :

- 1ére itération, les moindres carrés avec poids : p(v;) = 1,

10



0.05
N N ., . . L . _(v\44
- 2eme et 3e¢me itération, les moindres carrés avec poids p(v;) = {e (z) } s

0.05
oz . . A . _(v)3.0
- les autres itérations, les moindres carrés avec poids p(v;) = {e () ] .

53.4 ETUDE D’ ALAIN MORINEAU

53.4.1 Introduction

L’auteur présente pourquoi on utilise les estimateurs robustes. Avant de les définir, il présente
des tests pour rejeter les observations erronées a partir de la méthode des moindres carrés.

53.4.2 La notion de robustesse

Dans les statistiques classiques, les estimations sont faites et les conclusions tirées a partir de
raisonnement sur des modeles supposés étre localement 1égitimes. On adopte souvent le rai-
sonnement suivant : si la procédure utilisée pour le modele est optimale, alors elle restera, par
continuité, presque optimale, si on s’éliogne peu des conditions du modele. Malheureusement,
ces solutions optimales sont souvent instables dans le voisinage du modele.

On dit qu’une procédure est robuste, sous certaines conditions, si, de petites variations de ces
conditions ont un effet minime ou négligeable sur les résultats. Un estimateur robuste reste
indifférent a la présence de grosses erreurs et des effets de chaque observation individuelle.
En utilisant I’estimation robuste, on peut protéger les résultats contre 1’effet des observations
erronées.

53.4.3 La Compensation par la Méthode des Moindres Carrés

Considérons le systeme linéaire :
wAppXi = li —n el (53.15)
avec n > p etrangA = p. Le vecteur e vérifie :

E(e)=0etE(ee’) =61 (53.16)

11



oll 62 considérée comme inconnue. On suppose que e € N(0,06) = [ € N(AX,2.I). La solu-
tion de (53.15) par moindres carrés est :

X =(ATA)'AT] (53.17)
Soit H = A(ATA)'AT (H est symétrique et nilpotente H> = H), alors :
[=AX =HI

D’ou :
o7 =HofH" =HG’IH" = 6’ H?et v=1[—1=(H—1)l
Soit :
6> =0*(1-H) (53.18)
La somme des carrés des résidus est SCR = vT'v et leur estimateur sans biais de o2 est donné
par :

SCR r
62 = -y (53.19)
n—p n—p

En notant g; le vecteur colonne qui représente la ligne i dans A et h; 1’élément diagonal &;; de
H, on montre facilement que :
hi=al (ATA) ' (53.20)

A T’aide de (53.18) et (53.19), on peut estimer la variance du résidu v; par I’élément de la
53.18).

diagonale de la matrice ( On estime 62 par 62 d’oi :
A2 _ A2
6, =67(1—h)

On définit le résidu normé i par :

Vi Vi
= 5321
"Te Tk 6, (53.21)

Appelons A_; la matrice (n — 1) x p obtenue en omettant la ligne i de A et [_; en omettant /; du
vecteur [

Soit X_; la solution de obtenue avec A_; et/ ;, ona:
X, =@AlA AT, (53.22)
Les composantes [; de ] peuvent étre prédictées a I’aide de aiT)?i, le résidu de prédiction est :
Vo= al-TXi —1;

SCR_; étant la somme des n — 1 carrés des résidus par (53.22)), I’estimation de o2 devient :

52 _ SCR;

—i

Cn—p-—1

12



N . X1 — . N
Revenons au systéme (53.15), la variable r; = % — = - suit la loi de Student a (n — p)
67, Vi

degrés de liberté (Voir Ch. 1.3.9.4. du Cours).
vi=al X —l;= o} =al cka;+ Gf or 62 =c2(ATA) ! et Gf d’ot 62 = 6% (al (ATA)'a;+

1) =0%(1+h)= 0,, = 6+/1+h; d’ott 6,;, = 6+/1 + h; (les variables /; et al-TX sont indépen-
dantes).

Appliquons le résultat a la compensation sans 1’observation i, on définit le résidu de prédiction

par :
v_i

6_i\/1+Hh,

avec h} = al (AT ,A_;)"'a;, alors r_; suit 1a loi de Student avec (n — p — 1) degrés de liberté.

(53.23)

r—i =

53.4.3.1 L’examen graphique des résidus

L’auteur attire sur I’interprétation des graphiques des résidus. Cependant certains graphiques
peuvent aider a révéler des situations anormales.

Soit le vecteur compensé [, on a alors la relation suivante :

n —_

Z =0 (53.24)
car [Tv = (AX)Tv =XTATy = X (ATv) or ATv = 0.

La relation ¥ I;vx = 0 permet de vérifier la précision des calculs, surtout quand les coefficients
de A ont une forte corrélation. Si on dessinait 7; en fonction des /; on obtiendrait le dessin ci-
dessous ol les r; sont disposés horizontalement (E(r;) =0 et Grz,- =1).

Il est intéressant d’examiner les relations entre les vecteurs / et a;. On définit le vecteur des
résidus partiels pour 1’indice k par ses composantes :

vilk) =Y aiiXe— i =Y aijXi+aiy — i — ay Xy
7k 7k
soit :
vi(k) =vi —ayXe aveck=1,2,....peti=1,2,...n (53.25)

La droite des moindres carrés passant par les points (v;(k),a;) pour k fixé eti = 1,2,..,n aura
pour pente X;. Le graphique obtenu montrera la relation entre les observables /; et les vecteurs
lignes a! de A. La dispersion des points autour de cette droite fournit une idée de la précision
de dépendance linéaire entre [ et les a;.

13



53.4.3.2 Indicateurs de probabilités associés aux résidus

Soit le résidu défini par (53.23) :
al-T)_L,- - l,‘
=

=
&\ /1+al (AT A1) "la,

r—; prenant des petites valeurs indique une relation satisfaisante entre /; et a;. Par contre r_;
prenant des grandes valeurs par rapport aux autres signale la présence de problémes avec les
données. Quand e € N(0,01),r_; suit la loi de Student & n — p — 1 degrés de liberté. On utilise
cette hypothése pour associer a chaque r_; sa P-probabilité définie par : Pr{X > |r_;|} ou X
est la loi de Student a n — p — 1 degrés de liberté. Les petites valeurs de probabilités corres-
pondent aux grandes valeurs de r_;.

L’auteur note que les r; sont équivalents aux r_; et par suite une seule compensation est suffi-
sante.
En utilisant la relation entre A et A_; :

AT A =ATA—qal (53.26)

et la relation ol u et v sont des vecteurs :

1

A-w) ="+ ——— A wTA™! 53.27
A—w") + [T ( )
On arrive a I’équation liant X et X_; :
X=X+ IL(ATA)’lai (53.28)
—u

Cherchons une liaison entre v_; et v; :

Vi

1—h

Vo= aiTX,,- -1, = alT(X+ (ATA)_la,‘) —li=vi+ Vi aiT(ATA)_lai =v;+

D’ou :

1%
1—h

2
i

SCR_; = SCR — (53.30)

ou encore en introduisant 62 et 631- :

(n—p—1)62,=(n—p)6* — (53.31)

14




D’ou :

2 v
r P—
- 62,(1+h)
or: TAV=1, T (AT g\—1
(ATA) a;a; (ATA)”
B = aT (AT A ) Vai = a(ATA) g+ GATA) 1“’“;1_( ) e
Soit : s
h: h
;= h; L= —
T T Tk
Ce qui donne :
e vVi(l—hm) v 262
- 6%, GE,'(I - hl) AE,’
et en tenant compte de (53.21) et (53.31), on a
r_j= n—p—lL
\/n—p—r?
En utilisant (53.30) et (53.21)), on obtient :
2

SCR_; = SCR—r?6* = SCR(1 — ——)

n—p

(53.32)

(53.33)

(53.34)

(53.34) montre que pour les |r;| grands, il y’a plus de perte pour SCR, les grandes valeurs de
|r;| peuvent constituer un critere pour détecter les grosses erreurs. En écrivant (53.34) sous la

forme :
SCR  n—p

SCR_; n—p—rl.2

le critere devient la recherche de Max { SSC%R - } .
.

53.4.3.3 Indicateurs de probabilités associés aux lignes de la matrice A

Le vecteur des observables compensées vérifie [ = HI d’ou :

l_j:

=

n
hl‘jli = Z /’lj,'l,'
i=1

ol les h;; sont fonctions de A (H = A(ATA)71AT). L’étude des h;; est importante pour voir

’effet d’une erreur sur /.

Supposons une grosse erreur A dans la composante /i, alors /; passe a :

15



[
J

hijli = Zhijli+hkj(lk+A) = l_j+/’lij
i=1 ik

(ngE

D’ou la somme des carrés des variations :

Y =0 =Y hA? =AY by = AP Y Iyjhjo = Ahg = A%y
7 7 7

J

Donc Deffet global est proportionnel a i = al (ATA)"'a; ce qui implique si une ligne a;
s’éloigne de la moyenne des lignes a; de A alors h; augmente. Comme H est nilpotente, on a
0<h;<letE(TrH) = p =nE(h;) d’ot E(h;) = p/n. En dehors des valeurs extrémes 0 et
1 des h; s’approchent plus ou moins de p/n et ces valeurs peuvent étre des indicateurs de la
sensibilité de /.

Pour étudier la dispersion des h;, Hoaglin a proposé la variable :

(n—p)(hi—1%)
(p—1)(1—h;)
fi suit la loi de Fisher avec p — 1 et n — p degrés de liberté quand les lines aiT sont des variables

aléatoires normaux. On associe a f; une probabilité notée P(h;) = Pr{X > f;}. une ligne a;
loin de la moyenne est exprimée pour des faibles valeurs de P(/;).

fi=

53.4.3.4 Un indicateur global de probabilité associé a chaque observation

On peut estimer 1’effet global de 1’observtion i en calculant /_; — I; entre les observables com-
pensées sans et avec 1’observation i. On utilise plutdt :

Li—L  a'Xi—a'X o' (Xi-Xi)

5 = — = 53.35
5Vii | &k N (3339
Comme of =0%h; = 6;, = 6/, en utilisant (53.28), (53.35) s’écrit :
vivhi
=— 53.36
C6(1-hy) ¢ )
et en introduisant r; par (53.21), on a :
h.
& =riy/ 1= 3 (53.37)
L’expression (53.37) montre que §; varie dans le méme sens que r; et i; ( ]f"h_ est une fonc-
tion croissante de /;). La aussi, on peut transformer (53.37) en une variable de probabilité,
’ob Thi i - i i - -
dou: 87 = syttt = b tinal (ATA) ot = {lihi.aiT(ATA) ‘} (ATA) [(ATA) l;.
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et en utilisant (53.28) X_; =X + = (AAT)a;, on obtient :

| R 1

&7 X =X)"(ATA) (X —X) = a2 —X)TATA)(X - %) (53.38)

l:g

(53.38)) représente une métrique entre X et X_; ((ATA) est définie positive). La formule (53.38)
suggere I’interprétation suivante : soit ¢ un vecteur a p lignes, si on voudrait tester ’hypothese

nulle X = ¢ cela revient a dire que : Ac =1 —e.

On utilise plutot la variable :

1. _
F= 57 X —c)T(ATA) (X —¢)

qui sous I’hypoyhese nulle suit la loi de Fisher a p et n — p degrés de liberté (F est de la forme

=p 2 2
Z):*LT,',,},(; 7). On associe la P-probabilité P(5;) = PrZ - %. Avec les hypotheses e € N(0, 1)
=1 Y

I'utilisation de P(§;) est impropre car X et X_; ne sont pas indépendants.

53.4.4 La méthode du minimum de la somme des valeurs absolues

La résolution de (53.15) AX = — e avec la méthode du minimum de la somme des valeurs
absolues (ou la norme L), c’est la recherche de la résolution de :

n p
Min(Xk) {Z Z a,-ka - li| } (5339)
=1

i=1 k
La solution est une extension du calcul de la médiane.
Considérons A = I, soit IX = —e, X est une solution de minY; |[X — ;| = Y/ signe(X —1;) =0.

Supposons qu’on a ordonné les /; tels que [} <[, < .. <1, alors X =lavecl=1l sin=2k+1
ouly <1 <lyq sin =2k, I estbien la médiane des /;.

La méthode du minimum de L; est plus robuste car un écart de la solution est exprimé par la
valeur absolue du résidu, est mieux sensible qu’avec le carré du résidu. Seulement, le calcul
est plus complexe et moins élégant que celui de la méthode des moindres carrés.

53.4.4.1 Algorithme des calculs

On note v, v

., v; les valeurs positives ou négatives de v; (I'un des deux est nul).

vi:vi+ sivi>0;v=—v;

siv; <0
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Le probleme (53.39) est exprimé par :

n p
min ¢ Y (v +v;) petv —vi =Y apXe—lvi > 0,07 >0

i=1 i=1

Pour gagner du temps de calcul, on peut opérer de la maniere suivante : on calcule une solution
X\, par la méthode des moindres carrés, en enlevant eventuellement les mauvaises observations,
avec les tests cités plus haut, puis on remplace le vecteur / par —v = [ — AX; dans . La
solution X, est ajoutée a X; pour donner le résultat final.

Avec des obseervations ou il peut y avoir des grosses erreurs, la variance avec la méthode de la
norme L; serait plus petite que celle des moindres carrés. Si 62 est I’estimateur de 62 par les
moindres carrés et m la médiane des résidus non nuls par L; :

n 2
a2 _ Li=1Vi

6 . m = médiane {vﬁ}Ll

n—p

et si m2 < 62, on calcule les intervalles de confiance par les procédures classiques en utilisant
comme estimateur de 6 m2. Dans ce cas, la variance de la médiane.

53.4.5 La Regression Robuste : Les M-Estimateurs

53.4.5.1 Introduction aux M-estimateurs de Huber

L’auteur traite ici une méthode introduite par Huber (1964) : une généralisation de la régle
Maximum de vraisemblance d’ou le nom de M-estimateur. Cette méthode ayant une justifi-
cation intuitive, un mode de calcul plus facile, son efficacité testée par I’expérience et des
propriétés asymptotiques.

Dans le cas d’estimation avec des distributions symétriques, les M-estimateurs sont construits
de fagon a donner un estimateur précis quand la loi de probabilité est de la forme :

F()=(1-m¢)+nH() 0<n <1 (53.40)

ol ¢(r) = N(m; ) et H une loi symétrique par exemple N(m; 6”) et de forte variance ¢’. Toute
observation sera retenue avec la probabilité (1 — 1) et non avec la probabilité 1. Ce modele est
utilisé pour I’étude des estimateurs robustes.

Soit f la fonction densité de probabilité de la variable aléatoire. Alors I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de parametre 6 est obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance
L(0) (Chapitre V. du cours) :
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LogL(G):iLogf(G—l,-):—&-zn:p(Q—li) (53.41)
i=1 i=1

avec p(t) = +Logf(t); la solution est obtenue par :

dLogL(0) & f[(0—Li
de _; f(6—1) _;

y(6 —1;) =0ety(r) =p'(t) (53.42)

Le M-estimateur de Huber est défini avec la fonction particuliere p(7) :

12/2 si |t| <k

pl)= {k|t|—k2/2 i |t > k (53.43)
La fonction p est convexe.k est une constante a déterminer. La fonction v = p’ sera :
—ksit<—k
y(t)=<tsi —k<t<k (53.44)
ksit>k
(On retrouve la définition donnée dans I’étude de Krarup avec v; = % etk = 26\5).
L’estimateur @ sera donné par :
n
Z W(é - ll) =0
i=1
On cherche plut6t une solution normée, soit la solution de :
L0
Y w( y =0 (53.45)

ou d est est un estimateur robuste convenable pour rendre 6 — /; normé. d est choisi comme la
médiane des écarts absolues par rapport a la médiane :

d = 5 =médiane; {]l; — médiane; (;)| }

0.6747 est choisi pour assurer la convergence de d vers ¢ avec un échantillon qui obéit a la
loi normale. Dans k = 1.5 garantit Iefficacité de I’estimateur avec une distribution de
la loi normale et d’avoir y(z) = f quand les observations vérifient |¢| < 1.5. La résolution de
(53.45) se fait par des procédés itératifs.

53.4.5.2 Application au modele linéaire AX =/ —e¢

La solution de (53.15)) est donnée par :
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n Ty _7J.
min ) p (“)ill) (53.46)
i=1

U(X.d) ZiP< TX—Z)

i=1

Soit :

Si on cherche X et d, on a les équations suivantes :

aU_”a,-j, alTX—l,' _"aij alTX—l,' -
8Xj.zdp<d ).Zd"’< J >°

i=1 i=1

" TX—l TxX 1,
oSamE- Tt =

Soit : . .
X — [
Zaijl//(az . )o j=12,....p (53.47)
i=1
Et: ,
n
T aXll-) (a,xz,>
a: X ( ! = l
; i d ; i d
qui s’écrit :
u —1; u u al’X —1; L alx —1;
ZZ“’J ””( ) ijzaiﬂl/(’d’) = Zlﬂl/(’d’)
i=1j= j=1 =1 i=1

Et en tenant compte de (53.47), ona:

! alX —1;
Ly (l’> =0
L™

Par suite, X et d sont solutions de :

.TX—I-
n a l’/ a; il =0
N ' (53.48)
Zz lllI,( d )ZO ]:1727"'717
ou encore solution de
4 alX —1; u alX —1;
Za,»jw( : l)ZOZ(aiTX—li)lV<'l)=0
i=1 d i=1 d
Le systeme (53.48) est non linéaire en X; — X, et 4, mais il est linéaire en X.
Supposons que les observations sont faites de fagon a avoir | ( ) | > k, 1’équation (53.41

devient %Zi 7 = LogL(X). On retrouve la méthode des moindres carrés.
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. . X . . .
Si toutes les observations sont telles que | (%) | > k, les équations (53.48) deviennent :

n n n
Za,-jk:O;j:I,Z,..,p:> Clij:O:> a;i=0
i=1 i=1 =1

1

1

c’est que les vecteurs lignes de A sont dépendants. Et :

n n
Z lik=0 = Z l; = 0 = les composantes de / sont dépendantes
i=1 i=1

o . . . I'x—1; .
Dans le cas ol il y a des observations telles que pouri € Nj on a | (%) | <k, etpouri€ N,

Tx_j
ona| (%l’) | > k ol Njet N, sont deux ensembles d’indices / N UN, = (1,n). Supposons

que les observations sont ordonnées de facon a avoir :

Ay I
A=|———et,i=|———| M =12,n;No=n +1,..n
Ar b

et Aj est une matrice (ny, p) et A une matrice (n — Ny, p), /1 un vecteur (nj, 1). La fonction a

minimiser (53.46) s’écrit :

1 alX—1;| k
UX,d)=—&X—1)" (A X —1)+k = -
€N
D’ou ( )
P 1 ATl & Apy+11 ---Anl g(n+1
—U:—(AITAI)Xf—I+f ..... =0
X d? a d
Qpy41p -eee Anp g(n)
ou &(j) = %1 pour j € Ny, on peut écrire :
(ATA)X + kdAY [E] = ATl avec|E] = [(})] pourj € N,
La deuxieme équation de (53.48) donne :
X -1
) h% + Y &(i)lik = Oou encore (A{1})"X +kdI] [E] = 1] I

iEN] iENy

Finalement, X et d sont donnés par la solution du systeme linéaire :

AJA; KAJIE]N (X _ (Al
((AlTll)T KEYE) ) \a)~ \1Tt (53.49)
Le systeme (53.49) montre comment les M-estimateurs different de la solution des moindres
carrés.
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La loi des M-estimateurs tend asymptotiquement vers la loi normale. La matrice variance de X
est approchée par :
1 2(Vi
n d2 n Zi v ( )

n—p Lyy24)

=

67 =(ATA)™!

=[x

(53.50)

53.4.5.3 L’Algorithme de Huber-Dutter
Lauteur présente I’algorithme de Dutter(1977) qui par calculs itératifs résoud la premiere
équation de (53.48) :

=1 T

X 1,
Zamychd l):szlﬂwwpmuFW:O (53.51)
n

Il présente 1’avantage de minimiser les calculs et nécessite seulement une fois I’inversion de la
matrice (ATA).

1.Initiation : m=0

Soit X(© et d les estimateurs initiaux de X et de & (on peut prendre ceux de la méthode des
moindres carrés ou de la méthode de la norme L1).

2.Etapes de I’itération

2.1

On calcule v§m+1> =al X" ;.

2.2.

Calcul de la variance : on a adopté la formule :

(m+1)

2 n 20Vi
d(m) i=1 v ( d(m) )

n—p (v?)

d(2m+ 1)

ol <1//2> est la moyenne de w?. Pour <l//2>, on a pris :

1 +oo W2 1 +k 2
E(y?) = \/TTT/— v (u)e” Tdu= —/ ure™ T du
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ll2
Sik=1.5alors E(y?) = -1 f_+11.'55 u?e” 7 du = 0.7785, donc

V21
42 n v(m+1)
2= (m) p2(d
() (n— p)E(?) ; ( d(m) :
2.3.
Calcul du vecteur ¥ :
Vi Alm)
Y= .. = d = (m) :d(m+1)lf’
A (m+1)
Soit :
v(.m+1)
—kd(m+1) S1 dl(m ” <
1 (m+1)
Al(m :d(m+l)llfi(m+ ) _ l(m—&-l) si | ,("IH)' <k
. (mﬁ»l)
kd(m+1) s1 d[(rrH»I) >
24.

Vecteur correction &), D’apres , on obtient la solution quand ATY = 0, le vecteur
8(m) = (ATA)~1AT A(™) représente Ieffet de A ou encore A" représente la variation du
vecteur observable quand on s’approche de la solution, soit le systtme AX = [ — e et X(m) /X =
X(m) +0X = A)?(m) +AIX =l—e= AdX = (I —AX(m)) —e=1'-e

2.5.
X mt1) — X(m) +¢8™ avec g un coefficient de poids pour la correction de § (m): g = min { 1,q, W }

N ke du
o @(k) = [, ar

Fin de I’itération

3.1

‘d(nH»l) _d(m)‘

Si n est le facteur de tolérance pour assurer la précision voulue : si on a Do)
m+

<n
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3.2.

|q3i(m)| < Nd(y11)+/@ii avec a;; terme de la diagonale de (A”A)~!. Remarque :

La fin de I’itération peut aussi étre la vérification de I’équation par le vecteur d(,,  1).A (m)
s0it : d(py41)-AT A" = 0 et en multipliant par (A7A)~! réguliere :(ATA)"'d(,1.1).ATAM™ = H
ol [[H| = nn? d’olt d(y1)-(ATA)TATAM™ = H soit 5 = d,1).(ATA)T'ATAM = H =
8" <.

53.4.5.4 Le role de l1a méthode du minimum de la somme des valeurs absolues des
résidus ( ou de la norme L)

La méthode de la norme L; semble jouer un rdle central dans la théorie des estimateurs ro-
bustes. On la trouve dans les M-estimateurs avec p(¢) = [¢|.

En plus Ley(1969) a démontré que la méthode est liée a une procédure de robustesse appelée :
les R-estimateurs, la procédure peut étre définie comme suit : soient v; les résidus associés a
une compensation et ordonnons les résidus par ordre de croissance par exemple, le rang r; du
résidu v; dépend de la solution X. Au lieu de chercher a2 minimiser Y; v on résoud le probleme
suivant :

Min,y) Zv,-c(r,-) ol les ¢(1),¢(2),...,c(n) sont des coefficients vérifiant
i
c()<c2)<..<c(r)yete(l)+c(2)+...4+c(n)=0  (53.52)

Pour la méthode de la médiane ou la norme L, on a:

n+1 . . n+1
;¢(i) =+1 pour i < 5

c(i)=—1 pour i >
Donc les ¢(i) = signe(v;).
SiU(X)=Y,vic(r;) = Y(al X —I;)c(r;) = minU donne le systeme :
Z?:l aijc(ri) =0j=12,..,p
c(1)<e(2)<...<e(r)
c()+c2)+...4+c(n) =0

La résolution de ce systéme est en général compliquée.
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53.5 CONCLUSIONS

D’apres Krarup, la méthode des estimateurs robustes est plus efficace que celle des moindres
carrés. Cependant il faut prendre des précautions dans I’analyse des résultats avec les estima-
teurs robustes et en pratique il est souhaitable d’utiliser a la fois 1a méthode des moindres carrés
et une méthode des estimateurs robustes, une différence des résultats indique la présence de
grosses erreurs.

Dans la méthode des estimateurs il y aussi le risque de rejeter plusieurs observations. Le pro-
bleme des équations d’observations non homogenes n’a pas été, par exemple dans une compen-
sation avec des mesures d’angles et de distances, comment faut-il choisir 20, dans 1’exemple
de Hubber(IL.3.1) et k dans celui de Morineau (ITI1.5.1). On n’a pas étudié statistiquement le
nombre des observations dans une compensation donnée telles que |v;| < 20 et |v;| > 20 et de
les comparer avec ceux de la méthode des moindres carrés. De point de vue calcul, on n’a pas
mentionné le nombre d’itérations pour résoudre AX = [ — e avec I’estimateur de Huber (I1.3.1)
ni avec I’algorithme de Huber-Dutter(I11.5.3).

Je reviens a I’estimateur robuste de Huber (I13.1. et II1.5.1), ¢ca revient a :

Min) ¢(v;) (53.53)
i
2 .
N Jvisijv| <20
avec @(vi) = { 26(2/vi| = 20) si ju| > 20 (53.54)
On peut écrire 20(2|v;| —206) sous la forme :
40 40
26(2vi| —20) =V —— =V —————
( | 1| ) i v[z l|Vi|(1_ﬁ)_l
‘Vi‘o'
Comme |v;| > 20 = G<@é6<|vi|éﬁ<lalors:
40 40
v sy <V
il (1= 17) il +o
Par suite, en sommanti=1an,ona:
=1si|vy| <20
Y oi(vi) <Y p(vi)vi avec p(v;) = { _ 4o vi| > 26
i i ‘Vl'|+0' =
En passant au minimum, on a :
Miny Y ¢;(vi) < Miny ¥ p(vi)v; (53.55)
i i

La robustesse de 1’estimateur de Huber par rapport a celle des moindres carrés est représentée
par I’équation (53.53). Si on suppose que pour les v;/|v;| > 20 on a |v;| > 30 alors,on a :
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Minz Qi(vi) < Minz:p(v,-)vi2 < MinZvi2
i i i
La solution par I’estimateur robuste de la méthode danoise (I11.4) vérifie :

— 1si|v| <20
= ke si [vi| > 20

Minz pv? avec p(v;) {
i
On a donc ):,,-pvl-2 <Yy, vi2 car p(v;) < 1sik < 1.En passant au minimum, on a :
Min}" p(vi)v; < Min Y v}
i i
La aussi on voit pourquoi la méthode danoise est plus efficace que celle des moindres carrés.

Avant de présenter les M-estimateurs, Morineau a présenté les 3 tests cités dans le tableau
ci-dessous :

Indicateur Statistique Loi de Diagnostic pour
utilisé utiliseé probabilité une faible probabilité
1133 np b Fisher Si la lignea; est loin
hi=al (ATA) 'a; d.l= (p—1,n— p) de la moyenne, Xest sensible a/;

._n—p_1I B .

111.3.2 T T r Student Différence entre/;
1= s dl=n—p-1 Il observé et calculé

= al-TX_,'
2
111.3.4 %" Fisher résultats obtenus avec
2
5% = lh’j,;’ dl=(p,n—p) combinaison des 2

facteurs ci-dessus

Tableau 53.1 Tableau des Tests

Ces tests peuvent étre utiles avant une compensation avec un estimateur robuste, cependant il
faut les manipuler avec attention car une faute détectée peut cacher une autre.

Le développement des algorithmes (les simplexes) permet I'utilisation de la méthode de
minY; |v;| dans les compensations. Dans 1’estimateur de Huber il peut étre considéré comme
solution appartenant a 1’intersection des solutions par moindres carrés sur un ensemble V; de

résidus et avec les solutions de min}; |v;| d’un autre ensemble V» /Card(V, UV;) = n. En effet,
ona:

minzn:(p(vi):min Xn: o(vi)+ Xn: o(v;) | <min i vZ + min an [vildo
i=1

vieV] vieV, vieV] Vi€V
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Le terme constant est omis.

On remarque aussi 1"analogie de la résolution de I’équation (33.51)) avec celle de (53.52)), dans
(53.52) on cherche donc des coefficients c(r;) vérifiant ATC = 0'si CT = (c(1),...,c(n)) en plus
des 2 autres conditions.

Autre chose qu’on ne trouve pas dans Morineau, quand on considere dans (53.46) d comme
inconnue on arrive aux équations (53.48)) dont :

i Xi—1;
Zziw(“lT) —0=1"P=0
c’est-a-dire que le vecteur ¥ € a I’espace orthogonal des observables.

La relation dans I’estimateur robuste de Huber est plus forte que celle des moindres carrés.

Je termine par dire que dans la méthode des M-estimateurs, il faut fixer a I’avance le critere
pour choisir les résidus, par exemple dans 1’estimateur de Huber, on a fixé k = 1.5. Si le nombre
des résidus tels que |v;| > k est trés petit, on tombe dans la méthode des moindres carrés en
éliminant les observations telles que |v;| > k.

Reste une question : est-ce que la méthode des estimateurs robustes éliminera-t-elle toutes les
erreurs dans une compensation ?
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cHAPITRE B4

HISTOIRE DE LA TOPOGRAPHIE EN TUNISIE :LES
COORDONNEES ORIGINES FUSEAUX

54.1 INTRODUCTION

Parmi les coordonnées qui étaient souvent utilisées lors des travaux topographiques au Service
Topographique Tunisien, avant la création de 1’Office de la Topographie et de la Cartographie,
figurent les coordonnées dites Origines Fuseaux. L’objet de cette communication est d’établir
les formules rigoureuses de ces coordonnées et de donner les coefficients connus P,Q et R de
ces coordonnées.

54.2 DEFINITIONS

La Tunisie est partagée en six fuseaux, d’une étendue chacun de 0,5 gr en longitude, subdivi-
sés chacun en onze quadrilateres curvilignes de 0,5 gr de c6té en latitude, soit un ensemble de
soixante six systemes de coordonnées.

Chacun systeme de coordonnées est défini par la donnée des coordonnées géographiques
(90, Ap) du centre du quadrilatere généralement par rapport a I’origine Voirol. Les coordonnées
rectangulaires sont obtenues en assimilant le quadrilateére curviligne de I’ellipsoide (Clarke
Frangais 1880) au plan tangent a I’ellipsoide au point (¢, Ao).
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54.3 CALCULS PRELIMINAIRES

54.3.1 Equation du plan tangent au point (¢,, )

Soit le point My (g, Ao) et P le plan tangent. La direction de la normale au point M est donnée

par le vecteur n dans le repére (OXYZ) a savoir :

cosPycosiy
n = cos@ysinioy
sinfg

Un point M(X,Y,Z) appartient au plan tangent P est tel que :

MoM.n=0
Soit :
(X —Xo)cospocoshy + (Y — Yo)cos@osinky + (Z — Zy)singy =0
avec :
X —Xo
MoM = |Y — Y,
Z—-2Zy

54.3.2 Equation de la normale en un point voisin de My(®o, o)

(54.1)

(54.2)

(54.3)

(54.4)

Soit M(¢p,A) un point de I’ellipsoide au voisinage de My(@g,Ap). La droite passant par M et

normale au plan P a pour équation paramétrique :

X1 =X +tcospycoshy
Y1 =Y +tcos@ysinig
Zy =Z+tsin@p

(54.5)

54.3.3 Détermination du point intersection de la normale et du plan tangent

P

Lintersection de la droite définie par (54.5) et du plan tangent P donné par (54.3) donne le

point M’ en déterminant le paramétre ¢ tel que :

(X — Xo)cos@ocoshy + (Y1 — Yo)cos@osindy + (Z1 — Zy)singy = 0
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A
M 0g A)
0 b
kAR
X
Fig. 54.1 La représentation Fuseau
soit :
t = —(X —Xo)cospocoshy — (Y — Yo)cos@osindy — (Z — Zy)sin@o (54.7)
Le vecteur OM’ a pour composantes :
X' = X +tcos@ycoshy
OM' |Y' =Y +tcos@ysindy (54.8)
7' = Z +tsingy
avec ¢ donnée par (54.7).
54.3.4 Développement du paramétre t au voisinage de My (g, Ao)
D’apres I’équation (54.7)), 1 est fonction de X — Xo, Y — Yy et Z—Zy On pose :
dp=¢— ¢ (54.9)
dA =1 -2 (54.10)

On peut écrire a I’ordre 2 :
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ox’ ax’
/7 — —_ E—
X0~ (5, ) g0+ (57) 2+
1[/d°x' ) °x’ 2°x’ )
! Kaw)ﬂ"’ +2(8M)0d¢d1+(w)oda} (54.11)

Mémes expressions pour ¥ — ¥y et Z — Zy en changeant respectivement X par Y et X par Z. Le
calcul donne :

1
t=5-p(Q)dep>+ %O.cos(pod/lz (54.12)
avec
p(g0) = a(1 —*)(1 — e sin*)~2 (54.13)
ro = Nocos@y = acos@y(1 — ezsinz(po)_% (54.14)

54.3.5 Expression du vecteur MyM' dans le plan tangent P

Soient U et V les vecteurs unitaires dans le plan P, formant une base telle que U est porté par
la tangente au méridien A = Ay au point My et dirigé vers le Nord et V porté par la tangente au
parallele ¢ = ¢y au méme point My et dirigé vers I’Ouest, on a alors :

MoM' = x.U +y.V (54.15)

x et y représentent les coordonnées rectangulaires Origines Fuseaux.

Exprimons les vecteurs MoM’, U et V dans le systeme (O,X,Y,Z), on obtient :

—singo sinAg X — Xo +tcos@ocoshy
U= |—singysindg ; V =|—cosky ; MoM' = |Y —Yy+tcos@ysinky (54.16)
cos@p 0 Z —Zy+tsin@y

54.4 ETABLISSEMENT DES COORDONNEES ORIGINES FUSEAUX

54.4.1 Calcul de I’abscisse x

x est donnée par :
x=UMyM' (54.17)

Soit :
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x = —sin@ycosiy(X — Xo +tcos@ocoshy)
—sin@osinAo(Y — Yo +tcos@osinioy) + cos@o(Z — Zo + t.singy)

(54.18)
par suite :
x=p(go)de + %O.sin(podlz + @mpz (54.19)
ol p’(@p) est la valeur de la dérivée de p(@) pour ¢ = @y.
54.4.2 Calcul de ordonnée y
De méme y est donnée par V.MoM’, soit :
y = sindo(X — Xo + tcos@ocoshy) — cosho(Y — Yo + tcos@osiniy)
ou encore :
y= (X —Xo).sinko — (Y —Yp).cosko (54.20)
En utilisant les expressions de (54.11)), on arrive a :
y=—rodA + p(@o)sin@od@d A
soit :
y = —Nocos@odA + p(@o)sin@od pdA (54.21)

54.4.3 Calcul de I’ordonnée Origines Fuseaux

Comme : )
cos@y = cos® — (Qo — @)sin@ — ((po%(p)cos(p +..
L’équation (54.21) devient :

(54.22)

V= —No(cos@ + sinpd @ — ?.mpz)dl + posingod 9d A
y = —Nocos@dA + (posingy — Nosin@)dpdA + o(d@*dA) (54.23)
Estimons numériquement les deux derniers termes de , on prendra : gy =40gret Ay =
40.25gr,do = dA = 0.25gr on trouve alors :

(posin@y — Nosin@)dpdA = —0.57m

(54.24)
o(d@?*dA) =0.29m (54.25)

ce qui donne :
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(posingy — Nosin@)d@dA + o(dp*dA) = —0.5740.29 = —0.28m

De (54.23), on peux écrire que :
y=y1+0y
avec :
y1 = —NocospdA
8y = (posingy — Nosin@)dpdA + o(d@>dA)

(54.26)

(54.27)

(54.28)
(54.29)

L’équation (54.28)) donne I’ordonnée obtenue par les coordonnées Origines Fuseaux utilisées

al’OTC. En effet,on a :

—(A —Ap)cosep

y1=—N(@o)(A —Ap)cosp = —No(A — Ag)cosp = R

avec (A — Ag) en dmgr(“) et :

_2x10°
- TNy

R

En comptant les longitudes positives a I’Ouest de Greenwich, on obtient la formule :

(A —2Ao)“cosp

yi= R

54.4.4 Calcul de Pabscisse Origines Fuseaux

x est donné par (54.19) :
!
x=podp+ %Osin(pod/'kz + %d(p2
ou encore : ,
N .
x = pode+ TR A2 ¢ %dqﬁ
Or d’apres (54.30) :
2
dlZ =— Y1 5
Nycos=¢
d’ou : ,
Nocos@osin®@y » Py , »
=pod9+——>—> —yit+-d
£ Pod® 2N3cos2 @ Al
ou: . .
cosQosingy », Py . o
=podP+ ——F— —d
X = pod® + 2N()COS2§0 n+ ) ¢
Comme :

34

(54.30)

(54.31)

(54.32)

(54.33)
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(54.35)



(@ —0)*

cos® = cos@y— (¢ — @o)singy — cos@p+ ... = cos@o(1 —tgod p — %.d(p2 +..)

2
(54.36)
soit : | : .
— = 1 — de?+..)2 4.
o5 wsz%( 1890d@ — 5do”+...) (54.37)
L expression (54.33) devient :
!/
X = pod + g(Poyl(1+2d(ptg(po+d(p) pod(pz (54.38)
soit :
x=x| +6x (54.39)
avec :
— podp+ g—"’“ (54.40)
G €% Vdo+ - de’ (po + my%) (54.41)
N() NO

Numériquement pour ¢y = 40.0gr,dA = d@ = 0.25gr, ¢ = 40.25 gr, on obtient dx = 0.61m.
L’équation (54.40) donne I’abscisse obtenue par les coordonnées Origines Fuseaux utilisées a
I’OTC comme suit :

8‘/’0
d 54.42
=Pod P+ = Ny ( )
soit : :
- t
o= @), 1w, (54.43)
— 2 Ny
p(9o)
En exprimant (¢ — ¢p) en dmgr(*) et en écrivant (54.43)) sous la forme :
(P—90)* Q@
M= o0 (54.44)
on obtient :
2 x 106 1t
p="2T0 - _8Pp (54.45)
TTPo 2 Np
soit :
106
- (54.46)
TtNopocorgPo
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54.5 APPLICATIONS

54.5.1 Calcul Direct

On donne I’origine du fuseau @y = 40.0gr, Ap = —9.0gr a 'Est du méridien de Paris et les
cordonnées géographiques dans le systéme Voirol ¢ = 39.8343606gr, AL = —9.2037 1635 gr
a Est de Paris. On veut calculer les coordonnées rectangulaires (x1,y;) dans le fuseau défini
ci-dessus.

Les équations (54.32) et (54.44) donnent x; et y; :
(p—¢o)* 0 2

XIZTJFFJ’

(A —=29)".cosp
N=T

Numériquement, on a :

(9 — @)= —1656.394dmgr
(A —2p)“=—2037.1635dmgr

On donne les parametres de 1’ellipsoide de Clarke Francais 1880 :

a=6378249.20m
e? =0.0068034877

Par suite, on a les valeurs des constantes P, Q, R :

P =0.10014065
0=6x10""
R =0.099693679

On obtient alors les coordonnées Fuseau (x1,y;) :

x1 = —16524.302m
y1 = —16531.641m

54.5.2 Calcul Inverse

On donne les coordonnées rectangulaires (x;,y;) d’un point M du fuseau (@y = 40.0gr, Ay =
—9.0gr). Soient :
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x1 = —16524.30m
y1 =—16531.64m

Calculons ses coordonnées géographiques (¢, A). De I’équation (54.44), on a :
(¢ = @0)* = Px; — Oyf = ¢ = 9o+ Px — O3]
Utilisant (54.32), on obtient :

Ry,
cosQ

A=A+
Ce qui donne numériquement :

(@ — @o)“ = —1656.394dmgr —> @ = 39.8343606 gr

(A —Ao)“=—-2037.1635dmgr = A = —9.203716365gr a1’Est du méridien de Paris.

54.6 ANNEXE : EXPRESSIONS DE (DX,DY,DZ) EN FONCTION DE d¢,dA

Soient 2 points M(p,A) et M'(¢',A') de coordonnées tridimensionnelles respectivement
(X.Y.Z)et (X',Y',Z'). On s’intéresse a I’expression de :

DX X' —-X
DY | =Y -Y
Dz VAR

en fonction de : ,
do\ _ (9" —¢
dA A=A
En s’arrétant aux termes du 2éme ordre ordre, on a pour la composante X :
ox’ ox’ 1[/d*’ %X’ %X’
Iy — L 2 2
X' -X (8(p>d(p+<8l>dl+2 Ka(p2>d(p +2(a(pal>d<pdl+<al2)d/l ]

D’ou:

X' —X = —pcosAsin@d® — Ncos@sinAdA +
% [—cosA(p'sing + pcos®)d* +2psin@sinAd pdA — Ncos(pcosldlz]
Y' —Y = —psinAsin@d@ + NcospcosAdA +

% [—sinA (p'sing + pcos®)d* —2psin@cosAd@d —Ncos(psinldlz]

Z'—7Z = pcospdo + %(p'cos(p — psing)d ?
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Avec :

N=N(p)=

- = 1 —eZsinZ@
a(l—é?)

=pP@)="—""""73

p=p() (l—ezsin2go)%

_dp

p = do
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CHAPITRE 55

CALCUL DES SOIREES DE HAUTEURS EGALES PAR LA
METHODE DES MOINDRES CARRES

Résumé Dans cet article, nous proposons d’écrire les équations de calculs de la latitude et
la longitude astronomiques par la méthode de hauteurs égales et les moindres carrés, et de les
résoudre.

Mots clés : Triangle sphérique, hauteurs égales, moindres carrés.

55.1 Relation différentielle fondamentale

Soit le triangle sphérique PES ou P est le pole nord, E 1’étoile et S la station astronomique, et
les éléments suivants :

- z la distance zénithale = 30°00°00",
- 6 la déclinaison de 1’étoile observée,
- ¢ la latitude de la station,

- AH I’angle horaire de I’étoile et A son azimut au moment de I’observation.

En appliquant la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique au triangle EPS de cotes
z, m/2—¢@, /2 —§, on obtient :
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Fig. 55.1 Le triangle sphérique

cosz = sin@sind + cos@PcosdcosAH (55.1)
En différentiant I’équation (55.1)), on obtient :

—sinzdz = (sindcos@ — sin@cosdcosAH)d @ + (singpcosd — cos@sindcosAH)dd
—cosQcosdsinAH .dAH (55.2)

or d’apres la formule en sinus cosinus :

sindcos@ — sin@cosdcosAH = sinzcosA

L’équation (55.2)) devient :
—sinzdz = sinzcosAd @ + (sin@cosd — cos@PsindcosAH)dd — cos@cosdsinAH.dAH (55.3)

La déclinaison & de I’étoile est connue avec précision au moment de 1’observation, par suite
dd = 0, la formule des sinus donne :

sin(—AH)  sinA

- = = sinzsinA = —cos&sinAH (55.4)
sing cosd

En remplagant dans (55.3) dd par O et cosdsinAH par —sinzsinA, on obtient :

—sinzdz = sinzcosAd @ + sinzsinAdAH (55.5)
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ou encore :
dz = —cosAd @ — sinAcosQdAH (55.6)

Or z ~30° donc sinz # 0, or AH est 1ié a la longitude A de la station par :

AH = HSGory +kTU + A — « (55.7)

N

ou :

- HSGory : ’heure sidérale de Greenwich & 0hTU le jour de I’observation,

- o : I’ascension droite de 1’étoile,

_366.2422

= 3652420 le coefficient pour transformer le temps moyen 7U en temps sidéral T'S.

Par suite :
dAH =dA (55.8)

en différentiant (55.7)), d’ou la relation différentielle fondamentale :
dz = —cosAd @ — sinAcos@d A (55.9)

avec A I’azimut de I’étoile calculé a partir de (55.4) par :

—cosOsinAH
sing

SinA =

55.2 Relations d’observations en moindres carrés

A T’aide des valeurs approchées Ay et ¢p, on détermine les coordonnées définitives ¢ et A par :

= d
(gomrae

ol d@,dA vont étre calculées a partir de I’équation (55.9) par la méthode des moindres carrés.

Dans 1I’équation (55.9), on a :
dz = Zobgervé ~ Zcalculé
OU encore :
dz = Zobgervé réellement ~ Zcalculé approché (35.11)

Introduisons dans (35.11)) :

21 = Zobs observé — 30°00'00” +C (55.12)
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ou C la somme des corrections des épaisseurs de contacts des niveaux et de la réfraction atmo-
sphérique, on obtient :

dz = Zobgervé réellement ~ Zlobservé approché T Zlobservé approché ~ Zcalculé approché
(55.13)

Posons :

P = Zobservé réellement — Zobservé approché (55.14)

p est une constante aux résidus pres au cours de I’observation de I’ensemble des étoiles d’une
soirée astronomique.

Soit :
dz; = (Zl observé approché ~ Zcalculé approché) étoile (535.15)
L’équation (55.13) devient :
dz; = p +dz; = —cosA;d @ — sinA;cos@.dA (55.16)
D’ou la relation d’observations par les moindres carrés :
cosAidQ + sinAicosdA +p +dz; =vi; i=1,2,...n (55.17)
ol v; est le résidu et n est le nombre des €étoiles observées de la soirée.
55.3 Résolution directe par les Moindres Carrés
Posons :
x=de; y=cosQdlL (55.18)
L’ équation s’écrit :
’xcosAi—&—ysinA,'—i—p—i—dzE:v,-; i=1,2,...,n (55.19)
On résout le systeme (55.19)) par la condition }; vl2 minimum, d’ou :
J >
dx zl" Vi
J 2
% Zvi =0 (55.20)
l
J 2
55 () o

La troisieme équation de (55.20) donne facilement p en fonction de x et de y a savoir :
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| chosAi+stinAi +Zdzi
p= 7Z’()ccosA,- +ysinA; +dz;) = —— !

1
1

(55.21)
n

On remplace p en fonction de x et de y dans les deux premiéres équations de (55.20), on obtient
un systéme linéaire aux inconnues x, y, soit :

{m+w=u

i (55.22)
avec

n n 2
2 (X cosAi)
— A.__AAAAAAAAA,
p= Zi:cos i .

q= icosAsinA» — (L7 sindi) (17 cosAi)

]
icosAi) (Xidzi) |
(X7 cosAi) (X dzi) — ZcosAidZi
n i
noi A nJg,. 1
(X sinA;) (X7 dzi) ZsinAidZi
" -

L
. 2
w Y2 sinA;
r= E sin®A; — (”
- n
1

A partir de x et y déterminés par (55.22)), on a donc :

dp=x _
¢ =qo+do
{dl—y {AZAWHM (55.24)
cosQ

n

(55.23)

L’inconnue auxiliaire p est calculée par (55.21). p représente le rayon, du cercle centré sur

(@, 1) et tangent au mieux aux droites de hauteurs par la détermination par la méthode gra-
phique.

55.4 Résolution Matricielle

On peut écrire également le systeme des équations sous forme matricielle :

BX+L=V (55.25)
ou:
cosAy sinA; 1 dz} V1
cosAj sinAy 1 X dz, V2
B= Cox=|y]; 2lov=| (55.26)
. ) . . p -/ .
cosA,, sinA, 1 dz,

Vn
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La résolution de I’équation (55.25) par la méthode des moindres carrés donne le résultat connu :
X=—B'B)'B'L (55.27)

ot BT désigne la matrice transposée de B. Appelons :
N=B"B (55.28)

C’est une matrice symétrique, inversible, dite matrice normale du systeme (55.23).

55.5 Calculs des écarts-types

55.5.1 Ecarts-types de chaque soirée

Une estimation du facteur de la variance unitaire 0'3 du systeme ((55.25)) est donnée par :

v Vi
o=t VIV (55.29)

n—r n—r

ol n est le nombre des étoiles observées et r le nombre des inconnues. On obtient I’écart-type

estimé par :
V7 vy
o0 = Livi _ (55.30)
n—3 n—73

Pour trouver les écarts-types de x,y et p, on utilise la matrice des variances de x,y et p donnée
par:

Var(x,y,p) = ogN ' = 63.(si}) (55.31)

ol (s;7) est 1'élément général de la matrice N, par suite :

2 __ A2 <2

O, = O, = O -S11
2 _~2 _ <2

Oy = Oy, = 0j.522 (55.32)
2 _~2 _ 2

Gp = Gpp = O -$33

Le calcul de N~! donne :

1
= — 1
S11 Z,-COSZA,'( +81)
1
_ 1 55.33
522 Y i Ai( + &) ( )
—1(1+£)
§33 = n 3
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ol €1, & et & sont des quantités négligeables. L’ écart-type de x est :

Oy =0p\/S11 = ——(1+¢ =——(14=-¢
' Y cos2A; ( ) Y, c0s2A,~( 2 )
L 1 .
En négligeant le terme 581, on obtient :
00

Oy =

V Yicos?A;

A %0
de méme: o, =

VY sin2A;

(55.34)

)
p— \/ﬁ

Comme x =d@ et y = cos@dA, on a les écarts-types de déterminations de la latitude ¢ et de

la longitude A par :

o % - il o, = 2 (55.35)
= 7; l = —; = — .
¢ Y, cos?A; cosQ\/Y; sin?A; PTn
55.5.2 Ecrts-types de I’ensemble des soirées
Pour I’ensemble des soirées astronomiques observées, on prendra :
Pagrrri = Yini@;
définitive Yo
(55.36)
P Y niki
définitive Y n:
ol n; le nombre des étoiles de la soirée i.
Pour I’ensemble des soirées, on utilise le théoréme suivant :
Variance totale=Moyenne des variances individuelles+Variance de la Moyenne.
On applique le théoréme par exemple a la premiére relation de (55.36)), on obtient :
1 [Xini(¢i— ¢a )2] (Z"Tfp')
2 i ef i iyi
(o] = +Var | ==—— 55.37
¢ def Yini [ Yini—1 i ( )
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or:

Zini(Pi> _ YinVar(g;)
V. > 5538
( Yo ) (Lom) (S 1) 43:39)
et:
o2 = mVar(®) (55.39)
! n; — 1

car qu,l_ est la variance estimée de ¢;. D ol :

Yini@; Yini(ni — )02
var (502 ) = St 5540

On obtient donc la variance estimée sur ¢ définitive par :

o2 Limlpi— Paer)” + Lini(ni —1)og,
pdes (Lini)(Limi—1)

Par suite, on a les écarts-types de ¢ et A définitifs pour 1’ensemble des soirées astronomiques :

(55.41)

N o)+ Yini(ni—1)c2

Opdef = \/Zn ~ Py )(Z,rfn(’)l )% (55.42)
Yini(Ai— le —l—Zln,(n,—l)G

O def \/ ter) o =T) A (55.43)

Littérature

1. Abdelmajid Ben Hadj Salem. 2013. Eléments de Géodésie pour les Ingénieurs. v1. 335p.
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Partie 11

ELEMENTS DE MECANIQUE CELESTE :SUR LE
MOUVEMENT DE N CORPS






CHAPITRE DO

LE MOUVEMENT DE n CORPS

Le Probleme des trois corps a une telle importance pour I’ Astronomie, et il est en méme temps si difficile,
que tous les efforts des géometres ont été depuis longtemps dirigés de ce coté. Une intégration complete
et rigoureuse étant manifestement impossible, c’est aux procédés d’approximation que I’on a dii faire

appel.

Henri Poincaré,[[] (1892)

Cette note présente un essai sur le mouvement de n corps ou n > 2.

56.1 Le Probleme de n corps

Considérons le mouvement de n corps Py(k = 1,2,...,n) dans I’espace euclidien R” avec n > 2.
Soient (xg, Yk, zx) les coordonnées de P, dans un repere cartésien fixe et ny sa masse (ny > 0).
Notons ry; la distance entre les points Py et P telle que :

’"I%l = (xg —X1)2 + (vk —y1)2 + (z —21)2 (k,1=1,2,...,n) (56.1)

1. Henri Poincaré (1854-1912) : Mathématicien francais, parmi les plus grands du vingtieéme siecle.

49



Les corps P, soumis a I’ attraction universelle dans le repére cartésien qu’on note Z(0, ey, ez, ¢€3).
Alors la fonction potentiel due a la gravitation est :

G.mkml G.mkml
u=Y = ) > > > = Y Uu (56.2)
k<t TW SV =) -2+ (@—a)? o

avec G la constante universelle de la gravitation et :

G.mkml

Y = V=32 + Ok —w)? + (zr—2)?

(56.3)

Notons par g et m respectivement 1’une des composantes et la masse d’un point quelconque P,
alors on peut écrire les équations du mouvement :

d’q U

9 _ - 56.4
" Ys dg (564)

Appliquons par exemple la formule précédente pour la composante x d’un point P, on obtient :

dzxk 8U 8 Gmkml
k _y %Y _ 9 56.5
My dr2 Xk oxy  dxi 7k Tk ( )
d’ou : 1
d*x Gmyany (x; — xi, o Gmgmy(x; — xi
M =) ) y¢ Gmemla - %) (56.6)
0z T 1=Ti%k T
56.2 Les Intégrales Premiéres des équations du mouvement
Si on somme les deux membres de 1’équation précédente, on obtient :
d? G —
Yol oy y G (56.7)
3 ! % 17k T
Ce qui donne :
y P g, Y iy 2 tant (56.8)
my—-j,sy = my——=a a = constante .
T Kar T ar ’

De méme, on obtient :
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d
Z k yk b, b= constante (56.9)

d
Z dztk ¢, c¢=constante (56.10)

En intégrant une deuxieme fois les équations (56.8}{56.9}56.10), on obtient :

’ Yimxg = at+ag, ag= constante ‘ (56.11)
’ Yimyr = bt +bo, by = constante ‘ (56.12)
’ Yimgzx =ct+co, co = constante ‘ (56.13)

A partir de (56.6), les équations du mouvement s’écrivent sous forme vectorielle comme suit :

my, = (56.14)

Multiplions vectoriellement les deux membres de 1’équation précédente par OPy, on obtient :

d*opP = G OP,—OP = G OP, \OP
40! kN OP, — Y mymy( ! i %) NOP = Y mymy( ! / %) (56.15)
dt I=1;l#k Tk I=1;l#k Tk

On somme sur I’indice &k, d’ou :

d? 0 = Gmymy (OP; A\ OP
ka Enor =Y mm(OP NOPy) _ o (56.16)
k I=Lil#k rkl
L’équation précédente s’écrit :
d dOPy,
= =0 56.17
dr < " ) G617
En intégrant, on trouve :
dOP
= w = vecteur constant (56.18)

k

C’est la conservation du moment cinétique. Soit en considérant les composantes du moment
cinétique :
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™=

my(Ykzx — Yiik) = O

~
Il
-

(ngE

my(ZxXy — 2iX) = B (56.19)

~
Il
-

™=

my (Gxyx — xiyk) =Y

T
I

dqx

en notant gy = -

d
A partir de 1’équation (56.4), on peut écrire en multipliant ses deux membres par d—f :

qu dg _dU dq

2
" dr T 0q dt (56.20)

En sommant sur toutes les composantes, on obtient :
n 3 2 3n
1 ( d qik ) U
=—dqy (56.21)
Ee(an(%))-L 5
En intégrant 1’équation précédente, on obtient :

n 3
Z Z ( ! (dq'k) > — U = constante (56.22)

k=1

or:

3 2
-y (d"”‘ ) (56.23)

Par suite, on écrit :

1 n
5 Z mkv,% —U =T —U = constante (56.24)
k=1

1 n
=5 Y mvi (56.25)
k=1

est I’énergie cinétique et U I’energie potentielle.

Les équations (56.81{56.9}{56.10) et (56.T1}j56.12}{56.13) et les 3 équations de (56.19) et (56.24)

constituent les 10 intégrales premires. Le systeme (56.4) est formé de 6n équations avec les
10 intégrales pour déterminer les 3n inconnues.
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CHAPITRE B7

NOTIONS SUR LE MOUVEMENT D’UN SATELLITE ARTIFICIEL
DE LA TERRE

Cette note présente le cas du mouvement d’un satellite artificiel autour de la Terre.

57.1 LE CHAMP DE PESANTEUR

Le phénomene fondamental qui régit la forme de la Terre est la pesanteur. Elle est le résultat
de I’attraction newtonienne du corps terrestre et de la force centrifuge due a la rotation de la
Terre autour de son axe. Voyons ce-ci en détail.

Soit le repere OXYZ tel que O soit le centre de gravité de la Terre et OZ son axe de rotation.
Le plan OXZ contient le méridien de Greenwich.

57.1.1 Le Champ du Potentiel

On appelle champ du potentiel la fonction scalaire V définie par :

G /
V= "Z’" =V (X.Y,Z) (57.1)
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M (m)

O (m’)

v

Fig. 57.1 Le Repere 3D

57.1.2 Gradient

On appelle gradient d’une fonction scalaire U(X,Y,Z) le vecteur noté gradU et de compo-

santes :
U
X

gradlU = | &

Exemple 1 : U =X?>+Y?+Z?, gradU est le vecteur de composantes :
2X
gradU = (2X,2v,27)" = | 2v
27

ol T désigne transposé.

Exemple 2 :

1

U=-

,

comme :
P =X>4+Y?>+ 7> ==>2rdr =2XdX +2YdY +2ZdZ
d’ou :
(XY -2 T
radU = | ——, —, —
g r3 ? r3 9 r3

Si on pose :
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r=0M=Xi+Yj+Zk (57.6)

Alors :

gradU = _r

. (57.7)

Calculons le gradient de la fonction scalaire donnée par 1’équation (57.1)) c¢’est-a-dire le champ
du potentiel. En utilisant I’exemple 2., on a :

Gmm!

1
gradV — grad ( ) — Gmm'grad <r) - —Gmm’r—l; (57.8)

Remarquons si on pose :
(57.9)

On a n est un vecteur unitaire porté par OM et dans la direction OM. L’expression de la force
F s’écrit :

/
F=—Fn=-"" (57.10)
I

comme : G ,

gradv = - """ n (57.11)
r
D’ou :

F = gradv (57.12)

On dit que la force F dérive du champ de potentiel V.

57.1.3 Le Champ Réel ou Champ du Potentiel de la Pesanteur

Un point M(X,Y,Z) de masse unité est soumis au potentiel V de gravitation et au potentiel &
de la force centrifuge due a la rotation de la terre.

" pop !
V:G/// dn (57.13)
J J JTerre ¥

Malheureusement, cette expression n’est pas calculable car nous ignorons la distribution des
masses a I’intérieur de la Terre. L’expression du potentiel ¢ de la force centrifuge est donnée
par:

L’expression de V est :

@ = (¥ +)?) @* (57.14)

| —

Ou @ est la vitesse de la rotation de la Terre.

Définition : On appelle Potentiel du champ réel W ou potentiel de la pesanteur la somme du
potentiel V et & :
W=V+o (57.15)
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dm M

Fig. 57.2 Le Potentiel

Définition : On appelle vecteur de gravité le vecteur g tel que :

g = gradW (57.16)

g = |lg|| mesure la gravité ou la pesanteur a la dimension d’une accélération et exprimée en
m/ s%(Unité Systeme International) ou en cm/ §2 (Iem/ s> = lgal en hommage a Galilée). g
mesure 978 gals a 1I’équateur et 983 gals aux poles.

Soit un repere OXYZ orthonormé direct centré au centre de gravité de la terre (de masse m')
et soit un point M(X,Y, Z) représentant le satellite artificiel de de masse ponctuelle m. Comme
m' >> m, on considere que la terre est représentée par une masse ponctuelle m’ au centre de la
terre.

Alors, le point M est soumis a une force F due a attraction de la masse m’ au point O. Le

module de cette force est :
Gmm'

2

F= =F(X,Y,Z) (57.17)

;
ou G est la constante universelle de gravitation et r est la distance OM.
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57.2 LES EQUATIONS DU MOUVEMENT

57.2.1 Introduction

Un cas simple du mouvement de deux corps est celui du mouvement d’un satellite artificiel
autour de la Terre. Dans ce mouvement, on néglige la masse du satellite et des effets des autres
planetes (essentiellement le soleil et la lune).

Considérons un satellite de masse m défini par le vecteur OS = r. La Terre est considérée
comme une masse ponctuelle de masse m’ située au point O centre de la Terre.

L’équation du mouvement est donnée par :

d*r mm’

avec F la force d’attraction gravitationnelle et G est la constante universelle de gravitation de
valeur égale 2 (66734 1) x 10~ 4m3s~2kg~!.

L’équation (57.18]) s’écrit aussi :

d’r
mﬁ =F =gradV (57.19)
On dit que F dérive du potentiel V avec :
/
ve:GmT (57.20)
Posons :
1= Gl = (3986005 £0.5) x 108’5 (57.21)
L’équation (57.18) s’écrit :
Fe—p (57.22)
r
Comme :
Xc
r=14 Y (57.23)
Zc

Alors I’équation vectorielle (57.22]) s’ écrit en trois équations différentielles du deuxiéme ordre
comme suit :

Xe+Exc=0 (57.24)
r

Vot %YC —0 (57.25)

Ze+Ez0=0 (57.26)
I
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Apres I'intégration de (57.24)-(57.26), nous obtenons six parametres des conditions initiales
qui définissent la forme et la position de I’orbite et une constante donnant la variation du

mouvement du satellite avec le temps.

Les équations (57.24)-(57.26) montrent que nous avons un mouvement d’un corps dans un

champ central.

57.2.2 La 2éme Loi de Kepler

1. Si nous appliquons le théoréeme du moment cinétique, nous avons :
do
by
dt

car :

o = 0S Nv = C = constante

En effet, dérivons (57.28)) par rapport au temps, on a alors :

d dos d
= T AV HOSA T =y AL OSAF=rAF
Or d’apres :
N
F=—3r
D’ou: J
d—c; = —%r/\rzo
On déduit donc (57.28) eton a:

C =||C|| = constante des aires

(57.27)

(57.28)

(57.29)

(57.30)

(57.31)

De (57.28)), le mouvement se fait dans un plan, en définissant OS =r = r(r,v), alors les com-
posantes de v vecteur vitesse sur le rayon vecteur r et de la direction perpendiculaire sont :

dr
dt
y =
dv
e
dt
On a alors : 4 d
v ,dV
C=rr—=r"—
rrdt " dt
et aussi :
o\ dxr -~ r2dv
Cdr 2dt

Avec X la surface balayée par le vecteur position.
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De (57.33) et (57.34), nous avons la 2éme loi de Kepler :

|
X = EC = constante (57.35)

Proposition 1 (Deuxiéme loi de Kepler, ou loi des aires). L’aire balayée par le vecteur posi-
tion r(t) varie linéairement avec le temps.

2. Si nous appliquons le théoréme de I’énergie cinétique sous forme différentielle, on a :

mv?) = F.vdt (57.36)

mrdr _ —umdr d ([,Lm)
Pdt 2 dt dr\ r
En remplacant (57.37) dans le second membre de et en intégrant, nous obtenons :

(57.37)

1
—m? — mm = constante (57.38)
2 r
Soit : |
imv2 _Hm_ H = constante (57.39)
r

ou H est la constante de [’énergie ou l’énergie.

Lemme 1 : Les fonctions H et C sont constantes le long des solutions : on dit que ce sont des
intégrales premieres du mouvement, c’est-a-dire que H et C sont des fonctions de la position r
et de la dérivée premiere de r par rapport au temps (t), constantes au cours du temps.

En effet, de (57.39) et de (57.31)), on a respectivement :

H = H(r,v) = constante

et

dv
C=C(nv)= FZE = constante

57.2.3 La Iere loi de Kepler

Multiplions vectoriellement a droite les membres de 1’équation par C =r Av, nous
obtenons :
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Comme C est constant, (57.40) s’écrit :

%(MC)—ui (7) =0

Apres intégration, nous obtenons :

r
7N\ C — - =1 = vecteur constant [y
r

ou : r
(WAC)—u-=1
r

On appelle I vecteur de Laplace. Multiplions par r, nous obtenons :

r.vAC) —ug =rl

Comme :
r.nAC)=v.(CAr)=C.(rAv)=C.C =C*
et
lr =lrcosv
devient :
C? = pur+Ircosv
En posant :
C2
p=—c¢et e=—
u
On déduit de (57.44) :
o 14
" 14ecosv

(57.40)

(57.41)

(57.42)

(57.43)

(57.44)

(57.45)

(57.46)

C’est I’équation d’une conique en coordonnées polaires (r,v). L’angle v comptée entre la di-
rection du vecteur de Laplace I ou OP (périgée) et le rayon vecteur r s’ appelle I’anomalie vraie.

Ona:

Porv=0=r = P c’est la périgée
1+e

Pourv=n=r= I P c’est I'apogée
—e

2p
1—e2

Dou: ri+rn=2a= — p=a(l—¢?)
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Par suite :

p a(l—eé%)
= = " = 1— 7.
n=1, 5o a(l—e) (57.50)
p a(l—eé%)
= = —— = 1 . 1
=1 — - a(l+e) (57.51)

57.2.4 La 3éme Loi de Kepler

D’apres la 2eme loi de Kepler donnée par :

Xy = d—z = g = constante
Cdt 2
d’ou :
C
dx = Edt (57.52)

En intégrant sur une période, nous obtenons :

| T :
5/ Cdt = /dE Y nab=rnd1—& (57.53)
0

Soit :

2
c=T2/1-& (57.54)

T
Comme C = ,/pit = \/a(1 —e?)u et T la période, nous avons finalement :

~_ = 'L; = constante (57.55)

~
N}

& |
™

C’est la 3eme loi de Kepler.

Proposition 2 (Troisieme loi de Kepler). Le carré de la période est proportionnel au cube du
demi grand axe.
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57.3 ELEMENTS DE L’ORBITE

Apres I'intégration des équations du mouvement du satellite artificiel, nous obtenons six pa-
rametres qui définissent la position du plan de I’orbite, ses dimensions, appelés les éléments
d’orbite et ce sont :

2c
A
S
P
v
@) > YC
w // !
v
o o
o
L//
Y \\ .~
X

Fig. 57.3 Le Repere Celeste

- a - le demi grand-axe,

- e - la premiere excentricité,

- i - ’angle d’inclinaison,

- Q - I’ascension droite du noeud ascendant,
- @ - ’argment,

- to - 'instant de passage au périgée.

64



57.3.1 Les Coordonnées

En conséquence de la 3eme loi de Kepler (57.55), nous pouvons écrire :

2 /U

n est appelé vitesse moyenne angulaire. A partir de (57.56)), on définit [’anomalie moyenne M
a l’instant ¢ par :

M=n(t—1) (57.57)

Exprimons les coordonnées du satellite dans le plan de 1’orbite a I’aide de la figure (Fig. :

Ak’n

Fig. 57.4 Plan de I’orbite

ol :

- O est la terre et aussi un foyer de I’ellipse,

- S la position du satellite,

- v I’anomalie vraie,

- E =I’angle PO'S’ est appelé I’anomalie excentrique.

- ’axe On est perpendiculaire a I'axe O& et I’axe T § est perpendiculaire au plan O&n.
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On sait que dans le repere OEn, ona:

| & =0Scosv = rcosv
0s = { N = OSsinv = rsinv (57.58)
avec r = _Pr (57.59)

1+ ecosv

Maintenant, d’apres la premiere loi de Kepler, 1’aire balayée par le vecteur position OS entre
les instants f( et ¢ vaut :

t 2 2
it Clt—ty) (t—1n)2ma*V1—e
) 2 2T
21— 2 2 2
t—1 1 M. 1
n( 0)612 e > ¢ (57.60)

Comme I’ellipse de parametres (a,b) est obtenue par affinité de rapport k = b/a = v/1 —e? du
cercle centré en O’ et de rayon a. Donc :

xz
k=— 57.61
ol ( )
o la surface o est celle du triangle curviligne OPS’, elle est égale 2 la différence du secteur
circulaire O'PS’ et du triangle O'OS’ soit :

2 2
. E
Ay = aire secteur O’PS’ = —a.E 4= (57.62)
2 2
et I'aire du triangle O'OS’ vaut :
O'0.HS
Ay = 222 (57.63)
2
Comme :
H !
sinE = — = HS =asinE, 0O0=a-ri=a—a(l—e)=a.e
a
d’ou:
Ol —A| Ay — a’E _0'0.HS _ a’E _ aeasinE a*(E — esinE) (57.64)

2 2 2 2 2
On peut écrire alors en utilisant (57.60)que :

T - koy —s Ma*\/1—e2 _ éa2(EfesinE) _
2 a 2

2 .
E — esinE
vpyw — E — esinE =M = n(t — 1)

L’équation :
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E —esinE =M =n(t —19) (57.65)

s’appelle I’équation de Kepler.

Cette relation est importante, puisqu’elle permet de calculer E en fonction du temps et par suite
de déterminer v = v(¢) voir I’équation (??) ci-dessous, et r = r(t).

Nous pouvons calculer la valeur de 1I’anomalie excentrique E par la méthode itérative. A la
premigre itération, nous prenons :

E|, =M +esinM

et
E, =E| +0E

Utilisons ona:
E\+6E —esin(E) +6E) =M (57.66)

En faisant un développement au premier degré, nous obtenons :
E|+0E — esinE|cosOE — esin0EcosEy =M (57.67)

Comme OF est petit, on a cosE =~ 1 et sindE ~ JE, nous obtenons :

M—E inE
SE — M — £y +esinky (57.68)
1 —ecosE;
Prenons maintenant
E\=E|+0E

et appliquons (57.68) et ainsi de suite jusqu’a ce que SE soit négligeable devant la précision
désirée.

Dans le repere OEN §, on peut écrire les coordonnées du satellite sous la forme :

& =0H=0H—-0'0 = acosE — ae = a(cosE — e) (57.69)
n=SH = (b/a)HS =\/1— e2asinE = a\/ | — e2sinE (57.70)
£=0 (57.71)

Ce qui donne :

V1 —e2sinE
g e (57.72)
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Or d’apres (57.58), ona:

{ §=rcosv 0 1 (57.73)
n = rsinv £
d’ou :
V1 —e%sinE
tgv = vi—esinbk (57.74)

cosE —e

Exprimons maintenant les coordonnées (Xc¢,Yc,Z¢) du satellite dans le référentiel céleste
XcYcZe alaide de la figure (Fig[57.3). Il est nécessaire de faire successivement :

1. une rotation de —® autour de I’axe O&,
2. une rotation de —i autour de I’axe O£2,
3. une rotation de —£2 autour de I’axe O'Zc.

Les matrices de rotations sont les suivantes :

cosQ —sinQ 0
R(—Q)= | sinQ cosQ 0 (57.75)
0 0 1
et:
10 O
R(—i) = | 0 cosi —sini (57.76)
0 sini cosi
et:
cos® —sinm 0
R(—w) = | sinw cosw 0 (57.77)
0 0 1
D’ou
Xe ¢
Yo | =R(—Q).R(—i).R(—w) | n (57.78)
Zc ¢
Ce qui donne apres calculs :
Xc cosQcos® — sin€2sinwcosi —cossin® — sinQcosWcosi sinQsin® &
Yo | = | sinQcosw+ cosQsinwcosi —sinQsin® + cosQ coswcosi —cosL2sini n
Zc sini.sin sini.cos® cosi 4
(57.79)
En posant :
Px = cosQcosw — sinQsinwcosi (57.80)
Py = —cosQsinw — sinQcoswcosi (57.81)
Ox = sinQcosw + cos2sinwWcosi (57.82)
Qy = —sinQsin® + cosQcoswcosi (57.83)

On obtient comme { =0 :
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Xe = Py + Py (57.84)
Ye=0x&+0yn (57.85)
Zc = Esini.sinw + nsini.cos® (57.86)

Si on veut calculer les coordonnées du satellite dans le référentiel terrestre (O, X7, Yr,Zr), on

Xr cosQ2 sinQ 0 Xc
Yr | = —sinQ cosQ 0] .| Ye (57.87)
Zr 0 0 1 Zc

ou £ est le temps sidéral de Greenwich au temps 7. Il vaut :
Q(en heures) = 1.002737909 x UT2 + HSGory (57.88)

avec UT?2 le Temps Universel corrigé (en heures) et HSGory 1’heure sidérale a Greenwich a
Oh TU(Temps Universel).

57.4 LES PERTURBATIONS DES ORBITES

Nous avons vu dans le chapitre précédent le mouvement d’un satellite artificiel autour de la
terre sous 1’action de la force gravitationnelle. Le mouvement réel du satellite est sous I’ef-
fet de la force centrale gravitationnelle et d’une force supplémentaire. On supposera que cette
force est petite par rapport a la force centrale. On 1’appelle force perturbatrice.

Cette force perturbatrice est la somme de forces d’origine gravitationnelle et d’autres non gra-
vitationnelles. Dans le cas général, une force perturbatrice f en un point est fonction de ses
coordonnées, de sa vitesse et du temps. On peut écrire alors :

fX = fX(XaY7Z7X7Y7Z7t)
fr=HXY,ZXY Z1) (57.89)
fZ = fz(X,Y,Z,X,Y,Z,t)

Les équations du mouvement en coordonnées rectangulaires obtenues en complétement les
équations du probleme de la fagon suivante :

um

mXc + 5 Ko = e (X, Yo, Ze, Xe, Yo, Ze,t) (57.90)
. m . . .

i+ E5¥e = fio (Xe Y. Ze Xe Ve, Ze.t) (57.91)
L um S

mZc+ =5 Zc = fz.(Xe, Yo, Ze, Xe, Yo, Ze, ) (57.92)

Comme une force perturbatrice est d’origine gravitationnelle, elle dérive d’un potentiel qu’on
note R soit :
f =gradR (57.93)
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Alors les équations précédentes s’écrivent :

um JdR

mXc + r—3XC = xe (57.94)
mie+ £ e = g—é (57.95)
mZe+ 557 = ;ZR; (57.96)
Faisons un changement de variables telque :
h(Xc,Ye,Ze, Xe, Yo, Zc) = gla,e,i, 2, w,M) (57.97)

Le systéme a devient un nouveau systeme différentiel d’ordre 2 de six incon-
nues de la forme :

= Dy(a,e,i,Q,0,M,1) (57.98)
=d,(a,e,i,Q,0,M,1) (57.99)

= Bi(a,e,i, 2, 0,M,1) (57.100)

= Dg(a,e,i, 2, 0,M,1) (57.101)
Dola,e,i,Q,0,M,t) (57.102)

M= ch(a e,i,Q,m,M,1) (57.103)

Ces six nouvelles variables sont appelées les éléments osculateurs ou instantanés.

La solution des équations du mouvement est possible par une méthode analytique ou numé-
rique. On peut dire que le satellite se mouve le long de 1’orbite keplérienne, mais les éléments
de I’orbite sont, dans ce cas, des fonctions du temps. On 1’appelle orbite osculateur.

Comme f a été supposée petite, la solution du systeme d’équations des éléments osculateurs se
présentera en général sous la forme :

a=ay+0a (57.104)
e=ep+ Oe (57.105)
i=io+Si (57.106)
Q=0Qy+6Q (57.107)
0=wmy+6w (57.108)
M =My+ M (57.109)

ol 8a,de,0i,60Q,0m,8M seront des petites quantités. Elles sont appelées les perturbations
des éléments de 1’orbite. Lintérét de 1’emploi des variables osculatrices est que la solution est
exprimée sous la forme d’un petit complément a des quantités fixes.
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CHAPITRE D8

LE MOUVEMENT DE 2 CORPS

58.1 Le probléme de deux corps

Soient deux corps X (m) et X2(my) soumis a ’attraction universelle dans un repere ortho-

normé Z(0, e}, ez,e3). Posons :

{OMl =X1(m1)
0M2 :Xz(mZ)

Les équations de mouvement des points M, M, sont :

d’oM, MM,
mlidtz = —Hm1m2m
d’oM, M>M,
Mg T TR

avec U la constante universelle de la gravitation. Or :

M M, =0M, —-0OM; =X, —X;

Donc (58.2)-(58.3)) s’écrivent :
d*X | (X2 —X1)
axn g, 2T
a2 K e — X0
d*X 5 (X; —X»)
= —um —-—--
T oS A

(58.1)

(58.2)

(58.3)

(58.4)

(58.5)
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Soit G le centre de gravité des deux corps Mi,M,,on a :
mGM; +myGM, =0

Ce qui donne :

Posons :

Ce qui donne :

0G = aOM, +(17(X)0M2 = aX; +(17(X)X2

Et en prenant la dérivée seconde, on obtient :

d*X, d*X»
a0———+(1—a)—= =0
dr? +( ) dr?
Soit :
d’X,  —a d’X,
2 1—a di?
Posons :
d’X |  d*Y,
Y :X —_— =
! 1-06= dr? dr?
’X, d*Y,
Yo=X;,—-0G= =
2 2 dr? dr?
Utilisant Iéquation (58.13), on obtient :
d2Y2 . d2X2 . - d2X1 . 0 d2Y1
2 di?  l—a d?  1—o df?
On a aussi :
X =Y,1+0G=Y +oX,+(1—a)X
(1 7(X>X1 =Y, Jr(l 7(X)X2 =X —X,=
L’équation (58.4) devient :
d*y 5 Y
=—uM(l—o
a7~ HMU O
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(58.8)
(58.9)

(58.10)

(58.11)

(58.12)

(58.13)

(58.14)

(58.15)

(58.16)

(58.17)

(58.18)



Or la solution de (58:18) est le mouvement képlérien vu précédemment. De 1’équation (58.16),

on a donc :
d’Y,  —a d°Y,
2 1—a d?

Il s’ensuit que le point M, se mouve suivant un mouvement képlérien.
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cHAPITRE D9

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT DE 3 CORPS

On considere maintenant le probleme général de trois corps soumis seulement a 1’attraction
universelle. Ce probléme n’est pas encore résolu en présentant une expression finie des coor-
données en fonction du temps car le systeéme est non intégrable. On essaie de donner dans ce
rapport un développement approché du probleme.

Soit un repére orthonormé % (0,i.j,k) inertiel et 3 corps Py, P, et P, de masse m;,i =0,1,2
considérés comme des masses ponctuelles.

59.1 EQUATIONS DU MOUVEMENT

Les équations du mouvement sont données par :

'dQOP,' - 2 miijjPi

m— = — Tt
Cdr? j=0, j£i ||PJ'Pi||3

(59.1)

ot G est la constante universelle de gravitation de valeur égale & (6673 =+ 1) x 10~ 4m?s2kg™!.

Faisons la somme des équations (59.1)), on obtient :
d*OP;
L 59.2

i
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En intégrant une premiere fois 1’équation précédente, on obtient :

dOoP;
ZmiTl = vecteur constant = Vj (59.3)

i

Par suite :
Y miOP; =t.vy+W, (59.4)

ol Wy est un vecteur constant déterminé avec V par les conditions initiales du mouvement.
L’équation (59.4) est dite une intégrale premiere des équations du mouvement (59.1).

En plus, on a aussi la conservation du moment cinétique :

dOP;
Y m; 7 ! AOP; = constante = C (59.5)
;

Soit G le centre de gravité ou barycentre des points P; (a ne pas confondre avec la constante de
la gravitation universelle), il est défini par :

moGPy + m GP{ +myGP, =0 (59.6)
Ce qui donne :

(mo+my; +my)0G = myOPy +m;OP; + mOP, (59.7)

Soit :
M.0G =Y mOP;=1.Vo+ W, (59.8)

i

avec :

M =my+my +mp (59.9)

Cela veut dire que le mouvement du centre de gravité G est muni d’un mouvement rectiligne
uniforme.

Ecrivons les équations (59.1) autrement :

d’0G ~ d*GP; 2 mj(GP;—GP;)
Bl et Rl Bl 7 (59.10)
dr? dr? j:(%#i |‘PinH3
Or: )
d*0G
— = 59.11
2 (59.11)

Considérons un repere ¢ d’origine le point G et en gardant la méme base que Z. Soient :

Fi= |y (59.12)



les coordonnées du point P; pour i = 0, 1,2 dans le repeére 4.

59.1.1 Les équations du mouvement du point P

Ecrivons les équations du point Py, on a :

dsz o Gm1 ()C() —xl) sz(X() —xz)
dr? [PoP |3 PP ||?
d’yo _ Gmi(yo—y1) Gma(yo—y2)
dr? [PoP1 | [PoP> |
d?z _ _ Gm, (z0—z1) _ Gmy(z0 — 22)
dr? [PoPy | [PoP, |
Oou encore .
dZ)C() mj ny Gm1x1 Gmng
5 = —Gxo 3t 3 3 3
dt [PoP1]]>  [|PoP2 || [PoP1[]>  [[PoPa||
@ — Gy < m__ L _m ) Gmyy; Gmays
dr? [PoP1[[*  [[PoP2|[* )~ ||PoP1| ~ |[PoP2]?
dZZO . ( mj + my ) Gmyz; i Gmazp
— =—-Gy
dr? [PoP[[*  [[PoP2|[* )~ ([PoP1| ~ [[PoP2]?
Comme :
[PoP2|* = ((x2 —x0)> + (y2 —y0)* + (22 — 20)*)*/*
= (F 4+ + B+ 13 +y3 + 23 —2GP,.GPy)*?
Posons :
A =x5+y5+ 7
AY =xi+yita
A3 =x5+Y3+72
(59.19) devient :

|PoP | = (A3 + A} —2GP,.GPy)*/?

En choisissant les points P; tels que :
GP, <GP, < GPy

On peut écrire :
A3 GPQ.GP0)3/ 2

IIPon|3=A3<1+ 25
5 A

77

(59.13)

(59.14)

(59.15)

(59.16)

(59.17)

(59.18)

(59.19)

(59.20)
(59.21)
(59.22)

(59.23)

(59.24)

(59.25)



Donc :

11 <1 A2 GPZ.GPO) e
[PoP2[* A3 A} A}
Au premier ordre, on peut écrire :
1 1 3A? _GP,.GP
(12188 66y
[PoP2|P A3 243 Al
Soit :
1 1 347  _GP,.GP
IPoP2|* A7 245 A
De méme :
1 1 3A} _GP\.GP,
IPoP1|> A7 245 A
D’ou :
m n ny _my +my 3m1A12+m2A22 +3(m1GP1—|—m2GP2).GP0
1PoP1[P " [IPoP2lP ~ A 245 45

Or par la définition du point G, on a;
myGPy + mGP| +myGP, =0

L’équation précédente devient :

my n my . my +my — 3myg B m1A12+m2A22
1PoP1 > [[PoPf? A3 243
d2
Considérons I’expression de dT);O :

d*x0 < m my ) Gmix Gmoxy
20— Gy + + +
dar? [PoP1[]* ~ [[PoP2|* )~ [[PoP1l]*  [[PoPa|?

Elle devient en tenant compte de (59.31)) :

d2X0

(ml +my—3my 3m1A12 +m2A22> Gmix Gmaxy

—a = *GXO
dr? A} 243 [PoP1 [ [[PoP2?

Calculons les deux derniers termes :

Gm1x1 szxz
[PoP1|[*  [[PoP2 |3

On a alors :
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(59.27)

(59.28)

(59.29)

(59.30)

(59.31)

(59.32)



Gm1x1 szxZ G 1 3A]2 3GP1.GPO +
= nmix —_—— e —
[PoPi[P PPy F TN AT 245 T 4]
1 3A? 3GP,.GP
Gmaxs A3 T 9As T T a5 )T
Ay 245 A3
G(mix1 +moxy) 3G(m1x1A12 +I’I12)C2A22) 3G(m1x1GPy + myx,GP,).GPy _
A3 - 203 * A3 a
0 0 0

Gmoxo 3G(m1x1A12 +m2sz22)

" 3G(m1leP1 +m2szP2).GP0

43

243

Alors I’équation (59.32) devient :

dsz o _GX()(M— 3m0)

A3

3G(m1(x0 —xl)Alz +m2(xo —XZ)AZZ)

dr?

De méme :

d2y0 - _Gyo(M— 3VI10>

45

203

+

3G(mIX]GP] +m2x2GP2).GP0

5
AO

3G(my(yo —y1)AL +ma(yo — y2)A3)

dr?

et:

d*z0 _ Gzo(M —3my)

3
AO

243

+

3G(m1y1GP1 + mZyszz).GP()

A3

3G(my (20— 21)A +ma(z0 — 22)A3)

a2

On pose :

3
AO

243

+

3G(miz1GP; +myzGP;).GPy

tio = G(M — 3my)

r():A()
ri =A1
r2:A2

Alors, les équations (59.34),(59.33) et (59.36) s’écrivent :

).C()—F&;)C():F
o

Xo(r()arhrz)

. Mo
Yo+ 30 = Fyy(ro,r1,r2)

0

Zo+ @Zo = F, (ro,r1,12)

3
o

79

5
AO

(59.33)

(59.34)

(59.35)

(59.36)

(59.37)
(59.38)
(59.39)
(59.40)

(59.41)

(59.42)

(59.43)



On retrouve les équations de mouvement de deux corps (57.90) a (57.92) avec la force pertur-
batrice F, avec ses composantes comme Suit :

3G(m1 (xo —xl)Alz +H12(XQ —)Q)A%)

Fy (ro,r1,r) = 243 +
P P,).GP
3G(m1x1G 1 +15112sz 2) GP, (59.44)
Ay
3G(mi(yo — y1)A} +ma(yo — y2)A3
FiJO(rO,rl,rQ): ( l(yO y1) 1 : z(yo y2) 2)+
243
3G GP GP;).GP
(m1y1GPy +§Vt2y2 2).GPy (59.45)
4y
3G —71)A? —2)A?
F (rouriors) = (mi(z0 —21)A7 i—mz(zo 2)A7) n
243
3G GP GP,).GP
(m121GP, +1511212 2).-GPy (59.46)
Ag
59.1.2 Les équations du mouvement du point P,
Ecrivons les équations du mouvement du point P;. De (59.10), on a :
d*GPi & m;(GPi—GP))
dr? j=0,j#i HPI'PJ'H3
ce qui donne vectoriellement :
d*GP; _ Gmg(GP, —GPy)  Gmy(GP\ —GP3) (59.47)
dr? |P1Po]|? |P1P |3 '
Pour les coordonnées x,y;, et zj,ona:
dle Gmo()q —X()) Gmg(xl —)CQ)
=— — 59.48)
N TV Y A TV A (
d*y Gmo(y1 —yo) Gma(y1 —y2)
=— - (59.49)
dr? IP1Po]|? |P1P, ]}
d’zy Gmo(z1 —20) Gma(z1 —22)
_ _ (59.50)
dr? |P1Pol|? PP
Ecrivons 1’équation en x; :
d*x; Gmyx; Gmyxy Gmg(x1 —xp)
__ n _ (59.51)
dr? [P1Po|PP [PiPo|P (PP

80



En gardant les termes du premier ordre de :

1
|P1P 3
ona:
dle _ _GI’I’lle 3Gm2x1A22 _ 3GI112X1GP1.GP2
dr? A} 247 A}
Gmoxo Gmy (xl _x0)
— (59.52)
IP\Po|* ([P Polf?
Posons :
= Gmy (59.53)
Les équations de mouvement de P; deviennent :
xi W
ar + ?XI =F, (ro,r1,r2) (59.54)
d*y1 |
ﬁ + %yl = Fyl (ro,rl,rz) (59.55)
d’zy 1
e %11 = F, (ro,r1,12) (59.56)
Avec :
3Gm2X1A§ 3Gm2leP1 .GP2 Gm2X2 GM()()Cl —X())
Fy (ro,ri,rp) = — — 59.57
xl( 0,71 2) 2A15 Als ||P1P2H3 HP]P0||3 ( )
3Gmyy1A;  3GmyyiGP1.GPy  Gmyy,  Gmg(yi —yo)
E, (ro,r1,m) = — - (59.58)
n o) = T a7 T R T
3Gmyz1A3  3GmyziGP1.GPy  Gmaza  Gmy(z1 —20)
F, (ro,r1,r2) = — — (59.59)
alromr) == a3 2T
59.1.3 Les équations du mouvement du point P,
Ecrivons les équations du mouvement du point P». De (59.10), on a :
I’GP, . & mj(GP,—GP))
d? j<0gz2  IIP2PIP
ce qui donne vectoriellement :
d’GP P, —GP P, — GP
G ziiGMQ(G ) G 0)7Gm1(G ) G 1) (59.60)

e 1P2Po]? |P2Py?
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Pour les coordonnées x,,y», et zp, on a:

2 _ _
d J;z _ ~ Gmy(x 3160) ~ Gmy(x 3361) (59.61)
dt |P2Py | P2 |
d? G — G -
2 mo(y2 3yo) ~ Gmy(y, 3Y1) (59.62)
dt [[P2Po| [ P2P1 ]|
d*z Gmo(zo—z0) Gma(za—21)
_ _ 59.63)
i = PP’ PP (
Comme au premier ordre, on a :
1 1 343 _GP,.GPy
- - _ 72 —_— s - 59.64
PP~ a3 285 T A (59.64)
De méme : 5
1 1 342 _GP,.GP,
- - _ 72 - < 59.65
PP~ A7 247 A3 (59.65)

L’équation en x, s’écrit :

dz)Q < my my ) GI/I’IQXO Gm2x1
—— = —Gx + + + (59.66)
dt* 2\PoPo|P T ([P2PrP ) T IPPolP T [[PoPy P

Qu’on peut écrire aussi sous la forme :

d2x2 sz Gm2x2 G < mo + my ) Gm())C() + Gm2x1
Xy = —Gxp
drr A A3 [P2Po|| [Py ) [[P2Pol  [[P2P P
Gmaxy ( 1 343 GPZ.GP0> < 1 343 GPl.GP2>
= —Gmyxp | w———=+3——— | -Gmyxp | =——=+3— | +
A3 A3 243 A AP 247 A}
GWZ()X() szxl
(59.67)
[P2Po*  [|P2P: ]
On pose :
Uy = Gmy (59.68)
D’ou
d2X2 )25 my my my 3G)C1 mQA22 mzAS
=G | = -2 2 _
TN W E R ERE > \ a3 T
GP 2 .GP 0 GP 1 .GP. 2 Gmoxo Gmgx 1
—3Gmoxy————— — 3G 59.69
"R R T N R T R
Soit :
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d’x W

dr2 + R Fyy(ro,r1,r2) (59.70)
2

d2

Ttyzz + %yz = F,(ro,r1,m2) (59.71)
2

d?z

dtzz + %22 =F, (ro,r1,r2) (59.72)
2

Avec :

(I’nz my m2> _ 3Gx1 (m0A22 I’I’QAS)

A3 A3 A} 2 A A}
GP,.GPy GP,.GP, Gmoxg Gmax
—3Gmoxy————— —3Gmoxy (59.73)
A} A} [P2Po*  [|P2P |3
my; mgy Ny 3Gy m0A22 m2A23
F)’Z(r07r17r2):Gy2 (A;_AS_A?>_ > ( Aos A15
GP2 .GP() GP] .GP2 Gm()yo Gm2y1
—3Gmyy,——— —3Gm (59.74)
TN PETAT PR PP
nmy my ny 3G21 m0A22 m2A23
ratmnir) =6 (G- 5) -5 (5
GP2 .GPO GP1 .GP2 Gmoz() Gm2Z1
—3Gmyzp————— —3Gm 59.75
02 A3 e A} [P2Po||3  ||P2P |3 ( .

59.2 LE MOUVEMENT RESTREINT DE DEUX CORPS

Pour simplifier les calculs, on considere que le corps P> est prépondérant en masse c’est-a-dire
que mo < my et m; < my. Dans ce cas, le centre de gravité G est confondu avec le point P;.
Comme le centre de gravité est en mouvement rectiligne, on peut considérer que le point P; est
fixe. Alors, on a le mouvement restreint de deux corps. Les équations de mouvement s’écrivent
sous la forme :
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d? G
% _ o (| m_ | ny ) n | mix (59.76)

dr? [PoP1[*  (IGPo[* ) ||PoP: [
d2y0 < mj my > Gm1y1
—5 =G + + (59.77)
arr ~ "\ TPoPiP TGP ) T PoPiTP
d*z < m my > Gmz1
— =02 + + (59.78)
dr? [PoP1[* ~ IGPo|P )~ [[PoP1]]?
d? G - Gmy.
L mo(x1 ;60) - el (59.79)
dt [P1Po| |GP ||
d*yi Gmo(y1 —yo)  Gmayi
== - (59.80)
dr? IP\Pol* [|GPy|]?
d? G - G
221 __Gmo(zi 3Zo) B mzzl3 (59.81)
dr [[P1Po]| |GP1 |
Aux équations précédentes, on ajoute 1I’équation :
H l:i L 2 GZ il constante (59.82)
= —m;y; — — Y = .
S22 = |GPi-GP|

qui représente 1’hamiltonien et la conservation de la quantité de mouvement :

% (Zm,»v,- A GP,) =0 (59.83)
i

Les équations (59.76) a (59.8T) peuvent s’écrivent sous la forme vectorielle :

d*GP, GP, GPy— GP,
=-—Gmy———7—7— — —_— 59.84
ar "GPP ™ PP 989
d*GP, GP, GP, - GP,
-G — G 21— %0 59.85
ar "GP TR 989
ou encore sous la forme :
1 d*GPy Gm, GPy
2 —F 59.86
my di? my |GPolP " (59.86)
1 d*GP;, Gmy GP;
_ _ —F 59.87
mo' diT mo JGPF 2 G987
avece GP GP
Fip = G- ——"1 = fonction de (GP,,GP) (59.88)
| PoP1 |-

Le membre gauche de 1’équation (59.86)) est fonction des coordonnées de P et du temps, de
méme le membre gauche de (59.87) est fonction des coordonnées de P; et du temps. Comme
les deux équations (59.86) et (59.87) sont égales, on a alors nécessairement :

84



1 &GPy Gmy GPy 1 d°GP; Gmy GP,
my  di? my ||GPo|P  my dr? my |GPy|?

D(1)

ol & (¢) est le vecteur :

@1(1)

D) = | 92(1)

¢3(1)

De (59.89)), on a les deux équations :
d*GPy GP,
G D(r
T
d*GP, GP,

——— = —myD(t
> T e = P
11 suffit de résoudre la premiere équation :

d*GP, GPy
G
TR TN

:mqu'(t)

On commence par résoudre (59.91)) sans second membre :

cﬂGPo+ oGPy _
dr? 2GR

(59.89)

(59.90)

(59.91)

(59.92)

(59.93)

Or cette équation a été résolue dans le [§[57]], on a le mouvement de Py par rapport au point P».

Les coordonnées de Py dans le repere (P>,&,7,8) sont :

& =a(cosE —e)
N =av1—e%sink
£=0

(59.94)

(59.95)
(59.96)

Pour tenir compte du deuxieéme membre, on cherche les solutions (&;,7;,&;) et la fonction

inconnue A telles que :

& =AE =aA(cosE —e)

m=AN=al/ 1 —e2sinE

GL=AL=Ax0=0

et Ecrivons I’équation vectorielle (59.91) dans le repere (P, &,7, &), on a alors :
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d?&

1
+ Gty =
T R
d*n 1
+GmyN s =
a gy T
d’¢ 1
2 mll oy =
R R

La derniere équation devient :

d*&
W—ml(,03—0:>qo3—0

Calculons les dérivées premiéres et secondes de (59.97) :

d—él_léwl 5

dt
e . . d& 425
i f/l§+2xg+7tﬁ

L’équation (59.100) devient :

1

dé d2¢3
)L§+2/1 +/1 ++Gm 25—2(52“72)3/2

=m Qi
soit : )
d 1
AE+2A €+7L( é+G 253@2_1_112)3/2>m1¢1
d*& 1
ar =~ TS e

é; 1 1
Or, on a en utilisant I’équation de Kepler (57.65) :

E2 4+ 1% =d*(1—ecosE)?

d& EdE nasinE
— =—asinfE— = ————
dt dt ~  1—ecosE

L’équation (59.109) devient :

2nasinE ;  Gmy(cosE —e) (1 A
A =m
1 —ecosE™  a*(1—ecosE)3 \ A2 191

a(cosE —e)A —
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(59.100)

(59.101)

(59.102)

(59.103)

(59.104)

(59.105)

(59.106)

(59.107)

(59.108)

(59.109)

(59.110)
(59.111)

(59.112)
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