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Abstract 

It is customary to assume that the law of conservation of the angular momentum is violated for an asymmetric 

energy-momentum tensors. This is the reason for criticizing the Minkowski tensor and other asymmetric 

energy-momentum tensors. In this paper, it is shown that the laws of conservation of energy and momentum 

following from an asymmetric tensor in the form of its total divergence are equivalent to the divergence of its 

symmetric part. It is shown that the total divergence of the antisymmetric part of the asymmetric tensor is 

identically zero. From this, it follows that for the asymmetric energy-momentum tensor the law of 

conservation of the angular momentum is also fulfilled. It is shown that the linear invariant of the Minkowski 

tensor for a vacuum does not correspond to the quadratic invariant of the electromagnetic field. This indicates 

that the linear invariant of the Minkowski tensor and the three-dimensional stress tensor are not correct. 
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1. Introduction 

The tensors of energy-momentum (EMT) play a fundamental role in the description of nature. 

Of them, follow the equations of laws of conservation of energy and momentum.  The problem of 

choosing the EMT and the shape of the electromagnetic momentum of the interaction of the 

electromagnetic field with the medium has a long history and is the subject of numerous research and 

discussions. In recent years on this issue published papers [1-51]. In these articles discusses the forms 

EMT, the electromagnetic momentums in the medium, the power of Abraham and other 

electromagnetic forces. In discussions on this issue, typically consider Minkowski and Abraham 

EMT. The main argument against Minkowski EMT is its asymmetry. The asymmetrical EMT is 
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credited with the violation of the law of conservation of angular momentum. This negative feature 

makes researchers, starting with Abraham, to build different variants of the symmetric EMT [52-57]. 

Electromagnetic momentum is a part of EMT, so his form is also the subject of debate. In these 

discussions competing forms of Minkowski momentums and the Abraham. The density of the 

electromagnetic momentum of Minkowski has the form BDg
M . The density of the 

electromagnetic momentum of Abraham has the form 22 // ccA
HESg . Here E and D - 

respectively, the electric field strength and electric induction; H and B are, respectively, the magnetic 

field intensity and magnetic induction. There are a number of experimental work for determining 

which of these form conform better to the reality. In paper [1] reviewed the experiments work on this 

problem and made their analysis, from which it follows that hitherto not obtained reliable 

experimental evidence of the correctness of any one of these forms of electromagnetic momentum. 

Thus, until recently, this fundamental question of electrodynamics remained open. In paper [4] from 

the tensors of the electromagnetic field and electromagnetic induction mathematically strictly 

obtained the EMT of the interaction of electromagnetic field with the dielectric medium, from which 

it follows  the equations of conservation and the wave equations for energy and momentum. In paper 

[5] obtained the EMT of the interaction of electromagnetic field with a conducting environment 

(charges and currents). These EMT are asymmetric, leading to criticism from supporters of the use of 

symmetric tensors. Indeed, from a symmetric tensor of mechanical energy-momentum follows be 

covariant equation of conservation of mechanical momentum and angular momentum 

E

ext

M

mnm

M

t Fp σ , where M

mnσ  - a three-dimensional tensor of flux density of mechanical momentum, 

or stress tensor; E

extF   - is the electric force, which are third-party forces. The covariant equation of 

conservation of electromagnetic momentum p
E
 in a continuous medium has the form [58, 59]   

M

ext

E

mnm

E

t Fp σ , where E

mnσ
 

- a three-dimensional tensor of flux density of electromagnetic 

momentum or stress tensor; M

extF  - the mechanical forces that are third-party forces. In this case, 

mechanical forces are a reaction of the environment on electromagnetic forces. We can write make a 

complete covariant equation of balance of mechanical and electromagnetic forces E

ext

M

ext FF  or 

M

imnm

M

t

E

mnm

E

t σσ pp . More generally this equation can be written in the form of a four-

dimensional divergence of the tensor of energy-momentum for each of the indices [6]: ME TT  

and ME TT  , where ET  and  MT , respectively, electromagnetic and mechanical the energy-

momentums tensors. If ET  is a symmetric tensor, then there are no questions, since this equation is 

the equality of divergences of symmetric tensors. However, if it ET  is asymmetric tensor, this 

question requires special consideration. The purpose of this article is to examine the issue of 

conservation of electromagnetic energy, momentum and angular momentum for asymmetric EMTs. 
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2. The asymmetric tensors of electromagnetic energy-momentum  

The canonical EMT written in the General form: 

iktic
c

iW

g

S
1

T   (µ, ν =0, 1, 2, 3;  i, k=1, 2, 3)     (1) 

  where  W – energy density; 

S – Energy flux density (Poynting vector); 

g – Momentum density; 

tik – tensor of the momentum flux density (the stress tensor) 

The second rank tensor has a divergence for each of the indexes: 

ME TT  и ME TT
     (2)

 

For a symmetric mechanical energy-momentum tensor, the divergences for each of the indices are 

equal. Therefore, the right-hand sides of these equations are equal. Divergences for each index exist 

simultaneously, so they can be written as a sum of divergences by taking the sum of equations (2): 

MEE TTT 2/)(      (3) 

Asymmetric tensor 
ET  can be decomposed into an antisymmetric 

E

][T  and symmetric 
E

)(T  tensors: 

kiikkiik

EEE
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c

i
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c
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c
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c

i

tttt
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1

1
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1

1
0

2

1

2

1

2

1
)(][

  (4) 

It is obvious that the divergences of the antisymmetric tensor 
E

][T  is equal in absolute value and have 

different signs. Therefore, the sum of its divergences equal to zero. Then the left-hand side of 

equation (3) will contain only two equal divergences with respect to different indices of the 

symmetric EMT 
E

)(T , and equation (3) can be written in the form:  

ME TT )(      (5) 

where, taking into account the coefficient ½  

2/)2/)
1

(

2/)
1

(

)(

kiik

E

ic
c

i

ic
c

iW

tt
T

(gS

gS
. Now on the right 

and left sides of this equation there are symmetric EMT, therefore, in this equation the angular 

momentum is conserved. Then the existing view that an asymmetric EMT violates the law of 

conservation of angular momentum is incorrect. The reason for the erroneous view is that usually 

divergence is research only for one of the indices of the energy-momentum tensor. Then in the 

equation of conservation of the electromagnetic momentum, the Abraham vortex force appears 

)( HBDEggF
A

t

M

tA
 [60]. Then the vortex force of the Abraham leads to the 

appearance of an uncompensated angular momentum (the effect of Feigele) and to the violation of the 

angular momentum conservation law. This error leads to the fact that some authors [61 - 67] and 

others are considering the possibility of extracting this angular momentum from a vacuum. The 
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Abraham force follows from an antisymmetric EMT in the form of its divergence by any of the 

indices.  In full divergence of the asymmetric and antisymmetric EMT, the Abraham force enters 

with different signs and vanishes. Thus, the complete divergence of the antisymmetric tensor 
E

][T  

proves that the Abraham force is identically equal to zero and does not really exist in nature. 

Consequently, there is no uncompensated moment of momentum in nature, and it is impossible to 

extract it from the vacuum. 

 All complete conservation laws for energy and momentum follow from the symmetric part 

E

)(T  of the asymmetric tensor 
ET . Therefore, to each asymmetric EMT there corresponds a 

symmetric EMT associated with it, which can be used for practical calculations.  

To asymmetric tensor of Minkowski corresponds (subject to the coefficient ½) the symmetric 

EMT:   

2/)( BHDEW    2/))(( 2
HEBDS c   

2/)/( 2cHEBDg   2/)(2/)( HBDEikikkiikkiik HBHBDEDEt  

To asymmetric EMT obtained in the work [4], corresponds (subject to the coefficient ½) the 

symmetric EMT: 

DEW     2/))(( 2
HEBDS c   

2/)/( 2cHEBDg   )(32/)( HBikikkiikkiik HBHBDEDEt  (6) 

This EMT has the remarkable feature that distinguishes it from other known EMT. Its linear invariant 

(the sum of diagonal components) is the expression HBDEI . For vacuum, this invariant is the 

canonical quadratic invariant of the electromagnetic field 22 BEI , which is the density of 

Lagrangian function of electromagnetic field [68]. This EMT differs from Minkowski's tensor only 

by diagonal components, but this difference is of principal importance, since it is associated with 

electromagnetic forces in the medium. From this invariant it follows that the electromagnetic forces 

in the medium can change sign depending on the ratio of the electric and magnetic characteristics of 

the medium, associated with the D and H.  

Linear invariant of Minkowski tensor has the form HBDE
MI . Linear Invariant of 

tensor Minkowski for the electromagnetic field in vacuum has the form 22 BEI M . This invariant 

is quadratic for the electromagnetic field.  For an electromagnetic field in a vacuum, there are only 

two quadratic invariants: 
22

1 BEI  и BE2I . From this, it follows that the Minkowski's 

invariant is invalid. It follows from this that the three-dimensional Minkowski stress tensor 

describing the electromagnetic forces is also incorrect.  

  In paper [5] obtained asymmetric tensor for a conducting medium JA
ET , where A  - 

the electromagnetic potential, J  - four-dimensional current density. Its components have the form:  
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W  - the density of total electromagnetic energy, where ρ - is the charge density, φ - is 

the scalar potential of the electromagnetic field; 

Ag  - the density of electromagnetic momentum, where A - is the vector potential of the 

electromagnetic field; 

JS  - the flux density of electromagnetic energy, where J - is the current density; 

ki JAikt  - the three-dimensional tensor of flux density of electromagnetic momentum or 

stress tensor. 

This asymmetric tensor also can be decomposed into antisymmetric and symmetric EMT (4). 

Of the antisymmetric EMT follows an equation of force of Abraham for a conducting medium in the 

form of its divergence, on any of the indexes )()(
1

)(
2

JAJAF ttA
c

. In the 

complete divergences of asymmetric and antisymmetric tensors, the Abraham force enters with 

different signs and is equal to zero. To asymmetric tensor for a conducting medium corresponds 

(subject to the coefficient ½) the symmetric EMT:   

   W     2/)( 2
AJS c   

2/)/)(( 2
AJg c   2/)( ikkiik JAJAt    (7) 

Linear symmetric invariant of this tensor has the form: 

     JAI       

This invariant is known in electrodynamics [69] as the density of the Lagrangian of the interaction of 

electromagnetic field with electrical charges. 

 

3. Forms of an electromagnetic momentums for asymmetric tensors 

The density of electromagnetic momentum in the dielectric medium in the of Minkowski form 

has the form BDg
M . The density of electromagnetic momentum  in the  of Abraham form has 

the form 22 // ccA
HESg . Consider the differences of these two forms of electromagnetic 

momentums. Sommerfeld A. [70] divided the electromagnetic quantities connected with the force 

and associated with the medium. To the quantities connected with the force, he related the electric 

field strength E and the induction of the magnetic field B. To the quantities connected with the 

medium, he referred to the electric induction D and the intensity of the magnetic field H. The 

connections between E and D, B and H are determined by the material equations. For weak 

electromagnetic fields in isotropic non-ferromagnetic dielectric medium without dispersion is usually 

take the material equations in the form ED 0  и 0/BH , where ε0 and μ0 are, 

respectively, the relative dielectric permittivity and magnetic permeability of the medium. Electric 

induction D and the magnetic field strength H, respectively, depend on electric and magnetic 
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characteristics of the medium. Then the density of electromagnetic momentum of Minkowski 

BDg
M , which includes electric induction D, describes the portion of the electromagnetic 

momentum associated with the electrical characteristics of the medium. The density of 

electromagnetic momentum Abraham 2/cA
HEg , which includes the magnetic field strength H 

describes the part of the electromagnetic momentum associated with the magnetic characteristics of 

the medium. From this it follows that each of these forms describes only part of the full 

electromagnetic momentum. Out the asymmetric tensor (6) in the form of the divergences for each of 

its indices, follow equations of conservation for both forms of momentum density. The full form of 

the density of electromagnetic momentum in the dielectric medium has the form: 

 2/)/(2/)( 2cAME
HEBDggg . 

Of asimmetryc tensor for conducting medium also follow the two forms of the density of 

electromagnetic momentum: 1) Ag
E  и 2) 2/ cE

Jg . The first electromagnetic momentum 

shape associated with the charges density, and the second shape associated with the speed of their 

movement. From the decomposition of an asymmetric EMT into a symmetric and antisymmetric 

EMT, the total shape of the electromagnetic pulse density for a conducting medium follows in the 

form: 

 2/)/( 2
AJg cE  

This density form of the electromagnetic momentum may find application in the theoretical research 

of the dynamics of the plasma. 

 

4. Full equations of conservation of electromagnetic energy and momentum for an 

asymmetric tensors 

The equations of conservation of electromagnetic energy and momentum are the full four-

dimensional divergences of the asymmetric tensor ET : MEE TTT 2/)(
 
or its symmetric 

part ME TT )(
. The three-dimensional equations of conservation of density of energy and 

momentum for dielectric media with losses are of the form: 

pHEBDDE mcc
c

tt 2/)/)(()(
1 2     (8)

 

)(2/)))(3())(3()()(
1

(
2

VppHBHBBDHE tikkikikikkikiitt HBDEHBDE
c  

ore )(2/)))(3())(3((2/)( VppHBHBgg tikkikikikkikii
MA

t HBDEHBDE ,  (9) 

where m - is the mass density of charges; p - is the density of mechanical momentum, V - is the 

velocity of the charges. 
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If the dielectric medium is described by the canonical constitutive equations with a scalars ε 

and μ, the off-diagonal components of the stress tensor ikt  equal to zero. Then the electromagnetic 

forces acting on the medium, are determined only by diagonal components of tensor ikt  and equations 

(8) and (9) can be written as: 

pBEBE mccE
c

tt 2/)/)(( 2

00

20   (10) 

)(2/)/2(2/)( 0

22

0 Vppgg t

MA

t BE   (11) 

The full three-dimensional equations of conservation of energy and momentum for a 

conducting medium (the density of charges and currents) have the following form: 

pJA m
cc

tt 2/))(
1

)(()(
1

22
   (12) 

)(2/))()()()(
1

(
2

VppJAJAAJ tkikkiitt
c

  (13) 

Equations (10) and (12) are the complete equations of conservation of energy and equation (9), (11) 

and (13) are the equations of balance of density of electromagnetic and mechanical forces. Equations 

(12) and (13) can be used in plasma physics to model the motion of charged particles in an 

electromagnetic field. 

 

 5. Conclusion 

The widespread opinion that the asymmetric of energy-momentum tensor violates the law of 

conservation of momentum is incorrect. The full divergence of a tensor of the second rank is equal to 

the sum of the divergences for each of its indexes. Full asymmetrical divergence of a EMT is the 

divergence of its symmetric part, i.e. a symmetric EMT. The full divergence of the antisymmetric 

part is identically equal to zero. The angular momentum for the asymmetric tensor is preserved, since 

the momentum conservation equations follows from of its symmetric part. 

Derived all forms of electromagnetic momentum for dielectric and conducting medium and 

the complete equations of conservation of energy and momentum. It is shown that the linear invariant 

of the tensor of Minkowski does not match the quadratic invariant of the electromagnetic field. This 

indicates the incorrectness of the linear invariant of the of the Minkowski tensor and three-

dimensional stress tensor. 
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Аннотация  

Принято считать, что для несимметричного тензора энергии-импульса нарушается закон 

сохранения момента импульса. Это является причиной критики тензора Минковского и других 

несимметричных тензоров энергии-импульса. Показано, что законы сохранения энергии и импульса, 

вытекающие из несимметричного тензора в виде его полной дивергенции,  эквивалентны дивергенции 

его симметричной части, а полная дивергенция антисимметричной части несимметричного тензора 

тождественно равна нулю. Из этого следует, что для несимметричного тензора энергии-импульса закон 

сохранения момента импульса также выполняется. Следовательно, каждому несимметричному тензору 

энергии-импульса соответствует свой симметричный тензор, из которого вытекают законы сохранения. 

Получены симметричные тензоры, соответствующие несимметричному тензору Минковского и другим 

известным несимметричным тензорам энергии-импульса. Получены полные формы электромагнитного 

импульса и полные уравнения сохранения для несимметричных тензоров энергии-импульса. Показано, 

что линейный инвариант тензора Минковского для вакуума не соответствует квадратичному 

инварианту электромагнитного поля. Это указывает на неправильность линейного инварианта тензора 

Минковского и трехмерного тензора напряжений. 

 

Ключевые слова: тензор энергии-импульса, электромагнитный импульс, момент импульса.  
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1. Введение 

Тензоры энергии-импульса (ТЭИ) играют фундаментальную роль в описании природы, 

так как из них следуют уравнения законов сохранения энергии и импульса. Проблема выбора 

mailto:yurii.spirichev@mail.ru
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ТЭИ и формы электромагнитного импульса взаимодействия электромагнитного поля со 

средой имеет долгую историю и является предметом многочисленных исследований и 

дискуссий. В последние годы по этой проблеме опубликованы работы [1-51] и др. В этих 

статьях рассматриваются формы ТЭИ, формы электромагнитного импульса в среде, сила 

Абрагама и другие электромагнитные силы. В дискуссиях по этому вопросу обычно 

рассматривают ТЭИ Минковского и Абрагама. Главным аргументом против ТЭИ 

Минковского является его несимметричность. Несимметричному ТЭИ приписывают 

нарушение закона сохранения момента импульса. Такое отрицательное свойство заставляет 

исследователей, начиная с Абрагама, заниматься построением различных вариантов 

симметричных ТЭИ [52 - 57]. Электромагнитный импульс является составной частью ТЭИ, 

поэтому форма импульса также является предметом дискуссий. В этих дискуссиях 

конкурируют формы импульса Минковского и Абрагама. Плотность электромагнитного 

импульса в форме Минковского имеет вид BDg
M . Плотность электромагнитного 

импульса в форме Абрагама имеет вид 22 // ccA
HESg . Здесь E и D – соответственно, 

напряженность электрического поля и электрическая индукция; H и B – соответственно, 

напряженность магнитного поля и магнитная индукция. Выполнен ряд экспериментальных 

работ по определению того, какая из этих форм лучше соответствует реальности. В обзоре [1] 

рассмотрены экспериментальные работы по этой проблеме и сделан их анализ, из которого 

следует, что до настоящего времени не получено достоверных экспериментальных 

доказательств правильности какой-либо одной из этих форм электромагнитного импульса. 

Таким образом, до недавнего времени этот фундаментальный вопрос электродинамики 

оставался открытым. В работе [4] из тензоров электромагнитного поля и электромагнитной 

индукции математически строго получен ТЭИ взаимодействия электромагнитного поля с 

диэлектрической средой, из которого получены уравнения сохранения и волновые уравнения 

для энергии и импульса в диэлектрической среде. В работе [5] получен ТЭИ взаимодействия 

электромагнитного поля с проводящей средой (зарядами и токами), который ранее в 

электродинамике отсутствовал. Эти ТЭИ являются несимметричными, что приводит к критике 

со стороны сторонников применения симметричных тензоров. Действительно, из 

симметричного тензора механической энергии-импульса следует ковариантное уравнение 

сохранения механического импульса и момента импульса E

ext

M

mnm

M

t Fp σ , где M

mnσ - 

трехмерный тензор потока плотности механического импульса или тензор напряжений; E

extF  - 

электрические силы, которые здесь являются сторонними силами. Ковариантное уравнение 

сохранения электромагнитного импульса p
E
 в сплошной среде имеет вид [58,59]   

M

ext

E

mnm

E

t Fp σ , где E

mnσ - трехмерный тензор потока плотности электромагнитного импульса 
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или тензор напряжений; M

extF  - механические силы, которые здесь являются сторонними 

силами. В рассматриваемом случае механические силы являются ответной реакцией среды на 

электромагнитные силы. Можно составить полное ковариантное уравнение баланса 

механических и электромагнитных сил E

ext

M

ext FF  или M

imnm

M

t

E

mnm

E

t σσ pp . В более 

общем виде это уравнение можно записать в виде четырехмерных дивергенций тензоров 

энергии-импульса по каждому из индексов [6]: ME TT  и ME TT , где ET  и MT , 

соответственно, тензоры электромагнитной и механической энергии-импульса. Если ET  

является симметричным тензором, то вопросов не возникает, так как это уравнение является 

равенством дивергенций симметричных тензоров. Но если ET  является несимметричным 

тензором, то этот вопрос требует особого рассмотрения. Целью настоящей статьи является 

рассмотрение вопроса сохранения электромагнитной энергии, импульса и момента импульса 

для несимметричного ТЭИ.   

 

2. Несимметричные тензоры энергии-импульса в электродинамике  

Канонический ТЭИ запишем в общем виде:  

iktic
c

iW

g

S
1

T   (µ, ν =0, 1, 2, 3;  i, k=1, 2, 3)     (1) 

  где  W – плотность энергии;  

S – плотность потока энергии (вектор Пойнтинга);  

g – плотность импульса;  

tik – тензор плотности потока импульса (тензор напряжений). 

Тензор второго ранга имеет дивергенции по каждому из индексов: 

ME TT  и ME TT
     (2)

 

Правые части этих уравнений равны, поскольку у симметричного тензора механической 

энергии-импульса дивергенции по каждому из индексов равны. Дивергенции по каждому из 

индексов существуют одновременно, поэтому их можно записать в виде суммы дивергенций, 

сложив уравнения (2):  

MEE TTT 2/)(
     (3) 

Несимметричный ТЭИ 
ET  можно разложить на антисимметричный 

E

][T  и симметричный 

E

)(T  ТЭИ: 

kiikkiik

EEE

ic
c

i

ic
c

iW

ic
c

i

ic
c

i

tttt
TTT

gS

gS

gS

gS

1

1
2

2

1

1

1
0

2

1

2

1

2

1
)(][

  (4) 
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Очевидно, что дивергенции антисимметричного ТЭИ 
E

][T  равны по абсолютной величине и 

имеют разные знаки. Поэтому сумма его дивергенций равна нулю. Тогда в левую часть 

уравнения (3) войдут только две равные дивергенции по различным индексам симметричного 

ТЭИ 
E

)(T  и уравнение (3) можно записать в виде: 

ME TT )(      (5) 

где, с учетом коэффициента 1/2  

2/)2/)
1

(

2/)
1

(

)(

kiik

E

ic
c

i

ic
c

iW

tt
T

(gS

gS
.  

Теперь в правой и левой частях этого уравнения стоят симметричные ТЭИ, следовательно, в 

нем сохраняется момент импульса. Таким образом, существующее мнение о том, что для 

несимметричного ТЭИ не сохраняется момент импульса является ошибочным. Причиной 

этого ошибочного мнения является то, что обычно рассматривают дивергенцию только по 

одному из индексов, при этом в уравнении сохранения импульса для диэлектрической среды 

появляется вихревая сила Абрагама )( HBDEggF
A

t

M

tA
 [60], которая 

нарушает закон сохранения момента импульса. При этом в уравнениях взаимодействия 

электромагнитного поля со средой появляется не скомпенсированный момент импульса 

(эффект Фейгеля). Эта ошибка приводит к тому, что некоторые авторы [61 - 67] и др. 

рассматривают возможность извлечения этого момента импульса из вакуума. Сила Абрагама 

следует из антисимметричного ТЭИ 
E

][T  в виде его дивергенции по любому из индексов. В 

полные дивергенции несимметричного и антисимметричного ТЭИ сила Абрагама входит с 

разными знаками и при сложении дивергенций по обоим индексам она сокращается. Таким 

образом, полная дивергенция антисимметричного ТЭИ 
E

][T  доказывает, что сила Абрагама 

тождественно равна нулю и реально в природе не существует. Следовательно, не 

скомпенсированного момента импульса в природе также не существует, и извлечь его из 

вакуума невозможно.  

 Все полные законы сохранения для энергии и импульса следуют из симметричной 

части 
E

)(T  несимметричного тензора 
ET . Следовательно, каждому несимметричному ТЭИ 

соответствует связанный с ним симметричный ТЭИ, который можно использовать для 

практических вычислений. 

Несимметричному ТЭИ Минковского соответствует (с учетом коэффициента ½) 

симметричный ТЭИ: 

2/)( BHDEW    2/))(( 2
HEBDS c   

2/)/( 2cHEBDg   2/)(2/)( HBDEikikkiikkiik HBHBDEDEt  
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Несимметричному ТЭИ, полученному в работе [4], соответствует (с учетом 

коэффициента ½) симметричный ТЭИ: 

DEW     2/))(( 2
HEBDS c   

2/)/( 2cHEBDg   )(32/)( HBikikkiikkiik HBHBDEDEt  (6) 

Этот ТЭИ имеет замечательную особенность, отличающую его от других известных ТЭИ. Его 

линейным инвариантом (суммой диагональных компонентов) является выражение 

HBDEI . Для вакуума этот инвариант является каноническим квадратичным 

инвариантом электромагнитного поля 22 BEI , представляющим собой плотность функции 

Лагранжа электромагнитного поля [68]. Этот ТЭИ отличается от ТЭИ Минковского только 

диагональными компонентами, но это различие является принципиальным, так как оно 

связано с электромагнитными силами в среде. Из этого инварианта следует, что 

электромагнитные силы в среде могут менять знак в зависимости от соотношения величины 

электрических и магнитных характеристик среды, связанных с D и H. 

Линейным инвариантом ТЭИ Минковского является выражение: HBDE
MI . 

Инвариант ТЭИ Минковского для электромагнитного поля в вакууме 22 BEI M  не 

совпадает с каноническим квадратичным инвариантом электромагнитного поля 22 BEI . 

Следовательно, инвариант ТЭИ Минковского является неправильным, так как для 

электромагнитного поля существует только два квадратичных инварианта: 
22

1 BEI  и 

BE2I . Из этого следует, что неправильным является и трехмерный тензор напряжений 

Минковского, описывающий электромагнитные силы.  

  В работе [5] получен несимметричный ТЭИ для проводящей среды JA
ET , где 

A  - электромагнитный потенциал, J  - четырехмерная плотность тока.  Его компоненты 

имеют вид:  

W  - плотность полной электромагнитной энергии,  где ρ - плотность зарядов, φ - 

скалярный потенциал электромагнитного поля;  

Ag  - плотность электромагнитного импульса, где A - векторный потенциал 

электромагнитного поля; 

JS  - плотность потока электромагнитной энергии, где J - плотность тока; 

ki JAikt  - трехмерный тензор плотности потока электромагнитного импульса или 

тензор напряжений.  

Этот несимметричный ТЭИ также можно разложить на антисимметричный и  

симметричный ТЭИ (4). Из антисимметричного ТЭИ, в виде его дивергенции по одному из 

индексов, следует уравнение силы Абрагама для проводящей среды: 
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)()(
1

)(
2

JAJAF ttA
c  

Здесь также сила Абрагама входит в полные дивергенции несимметричного и 

антисимметричного ТЭИ с разными знаками и при сложении дивергенций по разным 

индексам она сокращается, т.е. и здесь сила Абрагама тождественно равна нулю и реально в 

природе не существует. 

 Этому несимметричному ТЭИ для проводящей среды соответствует симметричный 

ТЭИ: 

W     2/)( 2
AJS c   

2/)/)(( 2
AJg c   2/)( ikkiik JAJAt    (7) 

Линейный инвариант этого симметричного ТЭИ имеет вид: 

     JAI       

Этот инвариант известен в электродинамике [69], как плотность функции Лагранжа 

взаимодействия электромагнитного поля с электрическими зарядами.  

 

3. Формы электромагнитного импульса для несимметричного тензора  

Плотность электромагнитного импульса для диэлектрической среды в форме 

Минковского имеет вид BDg
M . Плотность электромагнитного импульса в форме 

Абрагама имеет вид 22 // ccA
HESg . Рассмотрим различия этих двух форм 

электромагнитного импульса. Зоммерфельд А. [70] разделил электромагнитные величины на 

силовые и количественные. К силовым величинам он отнес напряженность электрического 

поля E  и индукцию магнитного поля B . К количественным величинам он отнес 

электрическую индукцию D  и напряженность магнитного поля H . Связь между E  и D , B и 

H определяется материальными уравнениями. Для слабого электромагнитного поля в 

изотропной неферромагнитной диэлектрической среде без дисперсии обычно принимают 

материальные уравнения в виде ED 0  и 0/BH , где  и , соответственно, 

относительные диэлектрическая и магнитная проницаемости среды. Электрическая индукция 

D и напряженность магнитного поля H соответственно, зависят от электрических и магнитных 

характеристик среды. Тогда плотность электромагнитного импульса Минковского BDg
M , 

в которую входит электрическая индукция D, описывает часть электромагнитного импульса, 

связанную с электрическими характеристиками среды. Плотность электромагнитного 

импульса Абрагама 2/cA
HEg , в которую входит напряженность магнитного поля H, 

описывает часть электромагнитного импульса, связанную с магнитными характеристиками 

среды. Из этого следует, что каждая из этих форм описывает только часть полного 
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электромагнитного импульса. Из несимметричного ТЭИ (6) в виде дивергенций по каждому из 

его индексов следуют уравнения сохранения для обеих форм плотности импульса. Из 

разложения несимметричного ТЭИ на симметричный и антисимметричный ТЭИ следует 

полная форма плотности электромагнитного импульса для диэлектрической среды в виде: 

 2/)/(2/)( 2cAME
HEBDggg . 

Из несимметричного ТЭИ для проводящей среды JA
ET  также следуют две 

формы плотности электромагнитного импульса: 1) Ag
E  и 2) 2/ cE

Jg . Первая форма 

импульса связана с плотностью зарядов, а вторая форма импульса связана со скоростью их 

движения. Из разложения несимметричного ТЭИ на симметричный и антисимметричный ТЭИ 

следует полная форма плотности электромагнитного импульса для проводящей среды в виде: 

 2/)/( 2
AJg cE  

Эта форма плотности электромагнитного импульса может найти применение при 

теоретическом исследовании динамики плазмы. 

 

4 Уравнения сохранения электромагнитной энергии и импульса для 

несимметричного тензора 

Уравнения сохранения электромагнитной энергии и импульса следуют в виде полных 

четырехмерных дивергенций несимметричного ТЭИ ET : MEE TTT 2/)(
 

или его 

симметричной части ME TT )(
. Запишем трехмерные уравнения сохранения плотности 

энергии и импульса для диэлектрической среды с потерями: 

pHEBDDE mcc
c

tt 2/)/)(()(
1 2     (8)

 

)(2/)))(3())(3()()(
1

(
2

VppHBHBBDHE tikkikikikkikiitt HBDEHBDE
c  

или  )(2/)))(3())(3((2/)( VppHBHBgg tikkikikikkikii
MA

t HBDEHBDE ,  (9) 

где m – плотность массы зарядов; p – плотность механического импульса; V – скорость 

зарядов. 

Если диэлектрическая среда описывается каноническими материальными уравнениями 

со скалярными ε и μ, то недиагональные компоненты тензора напряжений ikt  равны нулю, а 

электромагнитные силы, действующие на среду, определяются только его диагональными 

компонентами. Тогда уравнения (8) и (9) можно записать в виде:  

pBEBE mccE
c

tt 2/)/)(( 2

00

20   (10) 

)(2/)/2(2/)( 0

22

0 Vppgg t

MA

t BE   (11) 



 18 

Запишем трехмерные уравнения сохранения энергии и импульса для проводящей среды 

(для плотности зарядов и токов): 

pJA m
cc

tt 2/))(
1

)(()(
1

22
   (12) 

)(2/))()()()(
1

(
2

VppJAJAAJ tkikkiitt
c

  (13) 

Уравнения (10) и (12) являются полными уравнениями сохранения энергии, а уравнения (9), 

(11) и (13) являются уравнениями баланса плотности электромагнитных и механических сил. 

Уравнения (12) и (13) могут найти применение в физике плазмы для моделирования движения 

заряженных частиц в электромагнитном поле. 

 

 5 Заключение 

Существующее мнение о нарушения закона сохранения момента импульса при 

описании взаимодействия электромагнитного поля со средой несимметричным ТЭИ является 

ошибочным. Полная дивергенция тензора второго ранга равна сумме дивергенций по каждому 

из его индексов. В полную дивергенцию несимметричного ТЭИ входит только его 

симметричная часть, т.е. симметричный ТЭИ, а полная дивергенция его антисимметричной 

части тождественно равна нулю. При этом момент импульса сохраняется, так как уравнение 

сохранения импульса следует из симметричного ТЭИ. Получены полные формы 

электромагнитных импульсов для диэлектрической и проводящей среды и полные уравнения 

сохранения энергии и импульса. Показано, что линейный инвариант ТЭИ Минковского для 

вакуума не совпадает с квадратичным инвариантом электромагнитного поля. Это указывает на 

неправильность линейного инварианта ТЭИ Минковского и трехмерного тензора напряжений. 

 


