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Résumé
Je suis arrivé à la conclusion, après avoir achevé une première ré-

flexion sur les sommes infinies, que toutes les fonctions qui s’écrivent
sous la forme d’une somme infinie s’écrivent en fonction de la fameuse
fonction zeta, ce constat est explicitément présenté dans cet article .

I have come to the conclusion, after finishing a first reflection on
infinite sums, that all the functions which are written in the form of
an infinite sum are written according to the famous Zeta function, this
statement is explicitly presented in this article.

soit f une fonction réelle définie dans R ou dans C.

f(x) =
∞∑
n=0

λnx
βn ; β, λn ∈ R. (1)

Nous avons :

f(x) =
∞∑
n=0

λnx
βk ; f(

x

2
) =

∞∑
n=0

λn
xβn

2βn
; f(

x

3
) =

∞∑
n=0

λn
xβn

3βn
;

f(
x

4
) =

∞∑
n=0

λn
xβn

4βn
; · · · ; f(

x

p
) =

∞∑
n=0

λn
xβn

pβn
; · · · ;

si nous procédons à la somme toutes les sommes :

f(x) + f(
x

2
) + f(

x

3
) + f(

x

4
) + · · ·+ f(

x

p
) + · · · =

∞∑
n=0

λnx
βn +

∞∑
n=0

λn
xβn

2βn
+

∞∑
n=0

λn
xβn

3βn

+
∞∑
n=0

λn
xβn

4βn
+ · · ·+

∞∑
n=0

λn
xβk

pβn
+ · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn

(
1 +

1

2βn
+

1

3βn
+

1

4βn
+ · · ·+ 1

pβn
+ · · ·

)
=
∞∑
n=0

λnx
βnζ(βn)

1



nous en déduisons de ce qui précède que :

f(x)− f(
x

2
) + f(

x

3
)− f(

x

4
) + · · ·+ (−1)p+1f(

x

p
) + · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn

(
1− 1

2βn
+

1

3βn
− 1

4βn
+ · · ·+ (−1)p+1 1

pβn
+ · · ·

)
=
∞∑
n=0

λnx
βnη(βn) =

∞∑
n=0

λnx
βnη(1− 21−βn)ζ(βn)

Ce qui nous donnera finalement :

∞∑
p=1

f(
x

p
) =

∞∑
n=0

λnx
βnζ(βn) (2)

∞∑
p=1

(−1)p+1f(
x

p
) =

∞∑
n=0

λnx
βn(1− 21−βn)ζ(βn) (3)

les sommes impliquant les zéta négatifs :
reprenons la somme (1) vue plus haut et cette fois procédons en usant de
multiples : Nous avons :

f(x) =
∞∑
n=0

λnx
βk ; f(2x) =

∞∑
n=0

λn
xβn

2−βn
; f(3x) =

∞∑
n=0

λn
xβn

−3βn
;

f(4x) =
∞∑
n=0

λn
xβn

4−βn
; · · · ; f(px) =

∞∑
n=0

λn
xβn

p−βn
; · · · ;

si nous procédons à la somme de tous les thermes :

f(x) + f(2x) + f(3x) + f(4x) + · · ·+ f(
x

p
) + · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn +

∞∑
n=0

λn
xβn

2−βn
+
∞∑
n=0

λn
xβk

3−βn
+
∞∑
n=0

λn
xβn

4−βn
+ · · ·+

∞∑
n=0

λn
xβn

p−βn
+ · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn

(
1 +

1

2−βn
+

1

3−βn
+

1

4−βn
+ · · ·+ 1

p−βn
+ · · ·

)
=
∞∑
n=0

λnx
βnζ(−βn)
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nous en déduisons de ce qui précède que :

f(x)− f(2x) + f(3x)− f(4x) + · · ·+ (−1)p+1f(
x

p
) + · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn −

∞∑
n=0

λn
xβn

2−βn
+
∞∑
n=0

λn
xβk

3−βn
−
∞∑
n=0

λn
xβn

4−βn
+ · · ·+ (−1)p+1

∞∑
n=0

λn
xβn

p−βn
+ · · ·

=
∞∑
n=0

λnx
βn

(
1 +

1

2−βn
+

1

3−βn
+

1

4−βn
+ · · ·+ 1

p−βn
+ · · ·

)
=
∞∑
n=0

λnx
βnη(−βn) =

∞∑
n=0

λnx
βn(1− 21+βn)ζ(−βn)

Ce qui nous donnera finalement :

∞∑
p=1

f(px) =
∞∑
n=0

λnx
βnζ(−βn) (4)

∞∑
p=1

(−1)p+1f(px) =
∞∑
n=0

λnx
βn(1− 21+βn)ζ(−βn) (5)

présentation de cette propriété dans les fonctions usuelles :
cas de la fonctions cosinus

∞∑
p=1

cos(
x

p
) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
ζ(2n)

∞∑
p=1

(−1)p+1 cos(
x

p
) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
(1−21−2n)ζ(2n)

∞∑
p=1

cos(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
ζ(−2n)

∞∑
p=1

(−1)p+1 cos(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
(1−21+2n)ζ(−2n)

cas de la fonction sinus

∞∑
p=1

sin(
x

p
) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
ζ(2n+1)

∞∑
p=1

(−1)p+1 sin(
x

p
) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n!
(1−2−2n)ζ(2n+1)

∞∑
p=1

sin(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
ζ(−2n− 1)

∞∑
p=1

(−1)p+1 sin(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
(1− 22+2n)ζ(−2n− 1)
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cas de la fonction cosinus hyperbolique :

∞∑
p=1

cosh(
x

p
) =

∞∑
n=0

x2n

2n!
ζ(2n)

∞∑
p=1

(−1)p+1 cosh(
x

p
) =

∞∑
n=0

x2n

2n!
(1−21−2n)ζ(2n)

∞∑
p=1

cosh(px) =
∞∑
n=0

x2n

2n!
ζ(−2n)

∞∑
p=1

(−1)p+1 cosh(px) =
∞∑
n=0

x2n

2n!
(1−21+2n)ζ(−2n)

cas de la fonction sinus hyperbolique :

∞∑
p=1

sinh(
x

p
) =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
ζ(2n+1)

∞∑
p=1

(−1)p+1 sinh(
x

p
) =

∞∑
n=0

x2n+1

2n!
(1−2−2n)ζ(2n+1)

∞∑
p=1

sinh(px) =
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
ζ(−2n− 1)

∞∑
p=1

(−1)p+1 sinh(px) =
∞∑
n=0

x2n+1(1− 22+2n)

(2n+ 1)!
ζ(−2n− 1)

cas des fonctions exponentielles :

∞∑
p=1

exp(
x

p
) =

∞∑
n=0

xn

n!
ζ(n)

∞∑
p=1

(−1)p+1 exp(
x

p
) =

∞∑
n=0

xn

n!
(1− 21−n)ζ(n)

∞∑
p=1

exp(px) =
∞∑
n=0

xn

n!
ζ(−2n−1)

∞∑
p=1

(−1)p+1 exp(px) =
∞∑
n=0

xn(1− 22+2n)

n!
ζ(−n)

Il en est de même pour toutes les fonctions à somme infinie, les fonctions
tangentes, arc-tangente, arc-cosinus, arc-cotangente, et toutes les fonctions
hypergeométriques.
Pourrai-je donc écrire :

∞∑
p=1

cos(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
ζ(−2n) = 0

∞∑
p=1

(−1)p+1 cos(px) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

2n!
(1− 21+2n)ζ(−2n) = 0

∞∑
p=1

cosh(px) =
∞∑
n=0

x2n

2n!
ζ(−2n) = 0
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∞∑
p=1

(−1)p+1 cosh(px) =
∞∑
n=0

x2n

2n!
(1− 21+2n)ζ(−2n) = 0

puisque ζ(−2n) = 0
Interrogation ? ? ?
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