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Résumé
Un opérateur de Dirac de type symplectique est défini a partir d’une
variété kahlérienne. La formule de Schrédinger-Lichnerowicz est démontrée
dans ce cadre kdhlérien.

1 Définition de 'opérateur de Dirac sym-
plectique

On commence par définir une 2-forme a valeurs dans les opérateurs
linéaires différentiels d’ordre un sur ’espace des spineurs:

D(X,Y ) = X.Vy¢) — Y.Vxip

avec X,Y des champs de vecteurs, ) un spineur, . est la multiplication de
Clifford et V est la connexion de Levi-Civita. On a:
2

D(X,Y) € \TM @ Dif (%)

avec T'M le fibré tangent a la variété M et X le fibré des spineurs, Dif f1
est I'espace des opérateurs différentiels d’ordre un. Soit une 2-forme w =
Zi ei N\ fi, on définit un opérateur différentiel sur les spineurs:

Doy =wD(XY ) =D eVt — fi. Ve,

L’opérateur de Dirac symplectique est celui ou la 2-forme est la forme sym-
plectique sur la variété Kaehler. Pour une base hermitienne du tangent,
on a:

D,y = ZeQi'v52i+1¢ —€2i41.Vey, ¥

2 Laformule de Schrodinger-Lichnerowicz

On montre maintenant une formule de Schrédinger-Lichnerowicz pour
Popérateur de Dirac symplectique sur une variété spin Kaehler [F].

Théoréme 1 On a la formule suivante :
D+A=a (1)

avec o, un scalaire.



Démonstration 1

En effet :

D+ Ap = (Y €20 Veyy, — e2i01.Vey,) %+ A =

Z Z €2i-Vegi 1y (62j.Vezj+1 b) — Z Z €2i-Vegi i1 (€2j41.Vey, ¥)—
i g i
_ Z Z €2i+1-Vey; (€25.Vey; 1) + Z Z eait1-Veai (€241 Vea, )+
P v
+) VeV + Y dive) Ve, =

Z Z 622"v621‘,+1 (ezj)-V@ij + Z eQi-GQj'v€2i+1 v62_7‘+1 Y-
i i#]

- Z Z eZi-vezH_l (62j+1)-v62]‘ )ZZ) - Z Z 621'62j+1'v62i+1 vezj 1/1*
- Z Z €2i41.Vey, (62]')'v82j+1w - Z Z €2i41.€25.Vey; Vey; 1 W+
i i % J

+ Z Z €2i+1.Vey,; (62j+1)~v52j¢ + Z €2i+1.€2j+1.Vey, Vezj P+
i J i#£]

(3

+ Z div(e;)Ve, ¢ =

= § Q(V€2i+162j76k)62i'ek'v62j+1w+E 62i~e2j'V€2i+1v€2j+1¢_

i,k i#£]

- g(V€2i+le2j+17ek)e2i‘ek've2jw_E E €2i-€2j4+1-Veg; 11 Vey; P—

4,5,k % J

- E 9(Vey,e2j,er)e2i+1.€xVey; 1P — E E €2i+1.€25.Vey; Vey, Y+
4,5,k i J

+ E 9(Vey €2j11,ek)€2i11.€5.Vey, ¥ + E €2i+1-€2j+1-Vey; Vey; U+
i,4,k i#E]

+ Z ZQ(V6¢€j76i)Vejzp =
J i

=«

Pour montrer que I’expression est bien scalaire, il faut et il suffit de mon-
trer qu’elle ext tensorielle en . On remplace donc ¢ par fi):

Z 9(V€2i+1 62j7ek)62i'ek'V€2J‘+1 fv+ Z 62i'62j'V52i+1 V52j+1 fy—

igok it
_ Z g(v€2i+1 €2j+1,€k)€2i.€k.v52j fl/) — Z Z €2;.€25+1 .v62i+1 Ver fw_
1,5,k g



- Z 9(Vey €25,er)e2i41.€5.Vey; o [t~ Z Z €2i41.€2j.Vey; Vg, f0+

0,5,k v 7
+ E g(Ve2'i62j+17ek)62i+1'€k~v62j f+ E €2i+1-€2j+1-ve2ive2j fo+
0,5,k i#j

+ Z Zg(Veiej,ei)vej f
jooi

Selon la courbure, on a R(X,Y)Y = VxVyt) — VyVxe — Vx v, c'est
un tenseur, il faut donc montrer, en remplacant, que I’expression suivante
est tensorielle :

Z 9(Vey; i1 25.ek)e2ie6-Vey, oy f1h + Z €2i-€2j-Viey; 1 e0511) /¥~

N 1<j

_ Z g(ve2i+1€2j+1,€k)€2i4€k.V52j fw — Z 62i‘62j+1'V[62¢+1,e2j]f1/1—

i,5,k i<j

— Z 9(Vey,e2j,er)e2it1.€x-Vey, 1 f1 — Z €2i4+1-€25-Viey; en; 111/ Y+
0,5,k i<j

+ Z 9(Vey, €2j+1,€k)€2i+1-€k~ve2j fo+ Z €2i41-€24+1-Vey; ep,1 [P+
ig,k i<j

3D 9(Veiesen)Ve, o
J 2

11 suffit donc de montrer I’annulation de:

Z 9(Ves i1 €25.er)ezi-ex(ezjtif) + Z ezi.ezj([e2it1,e2+1]f)—

.7,k i<j

— > 9(Vesiiearnen)enien(ea f) = > eaieazii(leairnien;] f)-

1,5,k i<j

- Zg(veh‘ e2j,er)e2i+1-ex(ezj+1f) — Z e2i+1-€2;5([e2i,e25+1]f)+
ik i<j

+ Z 9(Ves; €2541,61)€2i+1.€x (€25 f) + Z e2i+1-e25+1.([e2i,e25] f)+
ik i<j

+ Z Z g(veiej,ei)(ejf)

On utilise que la connexion est une connexion de Levi-Civita et préserve
donc la métrique :

- Z g(€25,Vey, s er)ezi-ex(ezjrif) + Z ezi.e2j([e2i+1,e241]f)+

1,5,k i<j

+ > g(e2j+1,Vey,y ex)ezien(ez; f) — Z eai-e2j11([eaiv1,e25] f)+
i,k i<j

+ " gles; Vesien)eaivren(ezirnf) = Y eaiprea([eaiezisnlf)—

0,5,k i<j



- Z g(e2j+1,Vey er)ezit1.en(ez; f) + Z e2it+1-€25+1.([e2i,e2;] f)—

ik i<j
=N gle Veees f) =
i
Onag=Jwet VJ=0

Z g(e2j+1,Vey;  ex)eai-Jex(ezir1f) + Z e2i.e2;([e2it1,€2541] f)+

0,5,k i<j

+> gl Vesiien)eaiJenlea f) = > eaveazii(feairnien;] f)—-

1,5,k 1<j
- Z g(e2j+1,Vey, ex)ezir-Jer(ezj11f) — Z eziv1-e2;([e2i,e2541]f)—

i,5,k i<j
= g(e2; Vesen)eniriJerlea f) + Y ezivieayi.((eaies;]f)—

1,7,k 1<J

- Z Zg(ejyei@k)u’ei't]@k-(ejf) =
j =k
=0

Par la torsion nulle de la connexion de Levi-Civita. On a donc montré la
formule de Schrodinger-Dirac symplectique. Pour des raisons de symétries,
« représente en fait la courbure scalaire.
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