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Elementary proofs are not better than other proofs, nor are they necessarily easy. Indeed, they are
often technically difficult, but they do satisfy the aesthetic boundary condition that they use only
arithmetic arguments.

Melvyn B. Nathanson™

Abstract. — En 1997, Andrew Beal [1] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A, B,C,m,n,
et 1 des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si A™ + B™ = C" alors A, B, et C ont un facteur commun.

Nous commencons par construire le polynéme P(z) = (z — A™)(x — B™)(x + C') = 2® —px + ¢
avec p, ¢ des entiers qui dépendent de A™, B™ et C'. Nous résolvons 2> — pz 4+ ¢ = 0 et nous obtenons
les trois racines x1, T2, 3 comme fonctions de p, ¢ et d’un paramétre . Comme A™, B", —C" sont les
seules racines de z® — pz + ¢ = 0, nous discutons les conditions pourque z1,zs, x3 soient des entiers.
Trois exemples numériques sont présentés.

Abstract (A Complete Proof of Beal Conjecture Followed by Numerical Examples)

In 1997, Andrew Beal [1] announced the following conjecture: Let A, B,C,m,n, and l be positive
integers with m,n,l > 2. If A™ 4+ B™ = C' then A, B, and C have a common factor. We begin to
construct the polynomial P(z) = (z — A™)(z — B")(z + C") = z3 — pz 4 ¢ with p, ¢ integers depending
of A™, B™ and C'. We resolve z® — px + ¢ = 0 and we obtain the three roots z1, o, 3 as functions
of p,q and a parameter 6. Since A™, B", —C" are the only roots of z* — px + ¢ = 0, we discuss the
conditions that x1, x2, x3 are integers and have or not a common factor. Three numerical examples are

given.
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1. Introduction

En 1997, Andrew Beal [1] avait annoncé la conjecture suivante :

Conjecture 1.1. — Soient A, B,C,m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A"+ B" = (! (1.1)
alors A, B, et C ont un facteur commun.

Dans ce papier, on donne une démonstration de la conjecture de Beal. L’idée est de considérer

un polynéme P(z) de troisitme degré ayant comme racines les nombres A™, B" et —C! en tenant

compte de la condition (1.1). Le papier est organisé comme suit : dans la section 2, on exprime

les racines de P(x) = 2% — pr + ¢ = 0 en fonction de deux parametres p,f qui dépendent de

A™ B" et C’jl. Les sections 3,4 et 5 représentent la partie importante du papier, on obtient
P

que A*™ = 300325. Comme A?™ est un entier, il s’ensuit que 0032§ doit étre écrit comme

. a . - . .
une fraction 3 ou a,b sont deux entiers positifs non nuls copremiers. On discutera alors les

conditions de divisibilité de p, a,b telles que Iexpression de A?™ soit un entier et que a,b res-
tent copremiers. Suivant les cas étudiés, on obtient que A, B, C aient ou non un facteur commun.
Dans la section 6, trois exemples numériques sont présentés et on finit par la conclusion en section 7.

1.1. Cas trivial. — On commence avec le cas trivial ou A" = B". L’équation (1.1) devient :
2A™ = (!

Comme [ > 2, on déduit facilement que 2 est un facteur commun. La conjecture (1.1) est vérifiée.

On suppose dans la suite que A™ > B".

2. Calculs Préliminaires

On suppose la donnée de m,n,l € N* > 2 et A, B,C € N* tels que :

A™ 4 B = (! (2.2)
On note :
P(z) = (z— A™)(z — B")(z + C") (2.3)
Utilisant I’équation (2.2), P(x) peut s’écrire :
P(z) = 2® + z[A™B" — (A™ + B")?] + A™B"(A™ + B") (2.4)

On introduit les notations :
p=(A"+4 B")? - A"B";q = A"B"(A™ + B")
Comme A™ # B™, on obtient p > 0. L’équation (2.4) devient :
P(z) =23 —pr+gq

En utilisant ’équation (2.3), P(z) = 0 a trois racines réelles différentes : A™, B" et —C"!. Mainte-
nant, on résoud I’équation :

Px)=a®—pr+q=0 (2.5)
Pour résoudre (2.5), on pose :

rt=u+v;a=A"B">0;8=(A™+ B")*
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Alors P(z) = 0 donne les deux conditions sur u et v :
w3 = —quv=p/3 >0
Alors u? et v3 sont solutions de I’équation du second degré :
X2 4qX +p*/271=0 (2.6)

Son descriminant A s’écrit :
27¢% — 4p® _ A

2 4307 _Aa
A =q° —4p°/27 o o

avec .
A =27¢% — 4p® = 270%B — 4(B — )3

Comme « # 0, on peut aussi re-écrire I’équation précédente comme :

3
A:a3<27§—4<§—1> )

On appelle t le parametre é, A devient :
o
A=a?27t—4(t—1)%)
On note :
y=y(t) =27t —4(t —1)3
Comme a > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la fonction y montre
que y < 0 pour ¢ > 4. Dans notre cas, on est intéressé a t > 0. Pour ¢t = 4, on obtient y(4) = 0 et
pour ¢ €]0,4[, y > 0. Comme on a t = g > 4 parce que A™ % B" :
(A™ —B")?>0= 3= (A" + B")? > 4a = 4A™B"
Alors y < 0 = A < 0 = A < 0. Alors I’équation (2.6) n’a pas de racines réelles u? et v3.
Retrouvons les solutions u et v avec x = u + v un réel positif ou négatif et u.v = p/3.

2.1. Démonstration. —

Démonstration. — Les solutions de I’équation (2.6) sont :
— IV —A —  —q—iV-A
X, = UEWVEA e —a— WA
2 2
On doit résoudre :
s —atiVEA g —q—i/oA
2 2
Ecrivons X7 sous la forme X; = pew avec :
Vi - A vV=A
p= d :p\/f?; sind = —— > 0; 0059:—i<0
2 3V3 2p 2p
alors 6 [271] €] + g, +|, soit :
T T 0 =« 1 0 3
S<h<tT=m << - = - < — 2.7
5 < tr= e <g<g=5<cosz < (2.7)
et :
1 0 3
1< coszg <7 (2.8)
d’ot1 I'expression de X3 : X5 = pe~ . On pose :
A —1+1iv3 2
w=re¥; et j= 74_“[ =%

2
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avec j est une racine complexe cubique de I'unité, alors les solutions u et v sont :
. )
up = rett = Jpe's
. .20 - 04271
ug = ret¥? = Jpje's = Ype' 3
. . 0 Am -0 . 94+47m
us = ret¥s = \3/5]2613 = \3/562 3et's = %ez 3

et similairement :

. -0
vy = re” Wl = ¥pe '3
—iyp 2 8 jdm ;0 jar=0
vy =re V2 = Ypje's = Jpe'se '3 = Jpe' 3
; Y ;2m—0
vy = re W3 = Jpje's = Ype' 3
On doit choisir uy et vy, tels que ug + vy, soit réel. Dans ce cas, on a nécessairement :

V1 =Ul; U2 =Ug; V3 =U3

On obtient comme solutions réelles de ’équation (2.5) :

0
1 =ul +v1 :2\3/50035 >0

0-+2 0 0
o = ug + v2 = 2/pcos —; T _ —/p <6083 + \/gsin3> <0 (2.9)
0+ 4r

x3 = u3z + v3 = 2/ pcos

9 9
\ 3 Jp (—cos3 + \/351’713) >0

Comparant les expressions de x; et x3, on obtient facilement z; > z3. Comme A™, B" et —C!
sont les seules solutions réelles de (2.5), on considére, comme A™ est supposé supérieur a B™, les

expressions :
( 0
A" =z =u1 +v1 = 2\3fpcos§
0+4 0 0
B™ = 23 = u3z + v3 = 2/pcos —; T Jp (—0053 + \@sing) (2.10)
0+2 0 0
—Cl' =29 =ug + vy = 2/ pcos g T _ —/p <COS3 + \/gsing)
O
3. Préambule de la Démonstration du Principal Théoréme
Théoréme 3.1. — Soient A, B,C, m,n, etl des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™ 4+ B" = (! (3.11)

alors A, B, et C ont un facteur commun.

0 0
Démonstration. — A™ = 2\3/50085 est un entier = A?™ = 43/ p20032§ est un entier. Mais :

3/ 5 _ P
yp=?

Alors :
P 50 4 50
~.co8°= = p.—.cos“—

9
A2m:43 2 27:4
VpTEOS g = 23008 g = PegC0STg
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. . 0 . .
Comme A?™ est un entier, et p est un entier, alors coszg doit étre écrit sous la forme :

20 a
ou cos‘s = —

3 b

et a,b copremiers.

0
27 =
coSs 3

1
b
avec b € N*, pour la derniere condition a € N*
Notations : dans la suite du papier, les scalaires a,b,...,z, «,f,..., A,B,C,... et AP, ...

représentent des entiers positifs sauf les parametres 6, p, ou ceux mentionnés dans le texte, sont des
réels.

0 1
3.1. Cas 0032§ = 7 On obtient :

4 0 4p
A2 = p 2 o2 = =P
P3c08 3= 3y

1 1 3

1 6 3
CommeZ<0032§<1:>Z<g<1:>b<4<3b:>b:1,2,3.

3.1.1. b=1. — b=1= 4 < 3 ce qui est impossible.

41 2p
31.2. b=2 — b=2= A2 —p_- - =P
. P32~ 73
obtient :

=3p=p= 3p’ avec p’ # 1 parce que 3 < p, on

2
AP = (AM)? = ?p =2p = 2|p) = p/ = 2%?
avec 21p;, a+1=2p
A™ = 28p, (3.12)
0
B"Cl = 3/ p? (3 — 400323) =p =23 (3.13)
De ’équation (3.12), il s’ensuit que 2|A™ == A = 21A;, i > 1 et 21 A;. Par suite, on a 3 = i.m =
im. L’équation (3.13) entraine que 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
3.1.2.1. Cas2|B™ — :Si2|B" = 2|B = B = 2/B; avec 2 { B;. L’expression de B"C! devient :
B?CZ _ 22im—1—jnp%
- Si 2im — 1 —jn > 1, 2|C! = 2|C en accord avec C! = 2im AT + 2" B et la conjecture (1.1) est
vérifiée.
-Si 2im —1—jn < 0= 24C" d’ou la contradiction avec C! = 2™ AT + 2" B7.

3.1.2.2. Cas 2|C'. — : Si 2|C! : de la méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes
résultats.

9 41 4p , ,
3.1.3. b=3. — b:3:>Am:p.§.§:§:>9]p:>p:9p avec p' # 1 comme 9 < p, alors

A?™ = 49/ Si p/ est premier c¢’est impossible car m > 2. On suppose que p’ est non premier, comme
m > 3, il s’ensuit que 2|p/, d’ont 2|A™. Or B"C! = 5p’ et 2|(B"C"). En utilisant la maniére traitée
du cas b = 2, on obtient les mémes résultats.

0
3.2. Cas a > 1, cosgg = %. — On a donc :

0 4 6 4.p.
0032§ = %; AP = p.g.0082§ = 731.36(1
ou a, b vérifient 'une des deux conditions :
({3la et bl4p}|ou|{3lp et bl4p}| (3.14)
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et en utilisant I’équation (2.8), on obtient une troisieme condition :

b < 4a < 3b (3.15)

0
Pour ces conditions, A?™ = 4/ ,026082§ = 4§.coszg est un entier.

On va étudier alors les conditions données par I'équation (3.14) dans les deux sections suivantes.

4. Hypothese : {3|la et b|4p}

On a donc :
3la=3d' e N* / a = 3d (4.16)
4.1. Cas b=2 et 3|a : — A?™ g'écrit :
4p 0 4dpa 4dpa 2.pa
AP = Zeos?s = 2 o= 2 =
3°°37 3 32 3
En utilisant 1’équation (4.16), A%?™ devient :
2m 2.p.3a" 9 dl
3 .
0 3
mais cos2§ % ?a > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.
4.2. Cas b=4 et 3la : — A?™ gécrit :
pom AP 00 _Apa_dpa_pa_pdd
3 3 3 b 34 3 3
2
0 3
et 0052§f%: 1 ({) :Z:Nl/<1

ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.

43. Casb=pet3la: — Ona:

et :

Ja” /(L, — a>>2
et B"Cl=p— AP =p—4d =b—4a?
Le calcul A™B™ donne :

3 .20
A"B" = p.isin— —2d/

3 3
3 20
ou A™B"+ 2d =p. \gsmg (4.17)

3 .20
Le membre a gauche de (4.17) est un entier et p aussi, alors 2\3fsin3 s’écrit sous la forme :

2\/§s'n20 il
Yogin— = %
3 3 ko

ou ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|p = p = b = ka.ks, k3 € N*.
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** A-1- On suppose que k3 # 1, on obtient :
Am(Am + ZBn) = k1.k3
Soit p un entier premier avec ulks, alors u|b et u|A™(A™ +2B") = u|A™ ou u|(A™ + 2B").

B A-1-1- Si p|A™ = plA et p|A%™, mais A2 = da’ = pldd’ = (u = 2 mais 2|a’) ou (u|d’).
Alors pla d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

A-1-2- Siop|(A™ 4 2B") = ut A™ et pt 2B™ alors p # 2 et pt B™. On écrit p|(A™ + 2B™)
comme :
A™ +2B" = p.t
Il s’ensuit :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A’™ 4 B?" 4+ 2A™B" = ;*t” — 2t/ uB" 4+ B>
En utilisant 'expression de p :
p=t?u*—2'B"u+ B"(B" — A™)
Comme p = b = ko.ks et u|ks alors pulb = I’ et b = py/, ainsi on peut écrire :
W= p(pt”” —2t' B") + B"(B" — A™)
De la derniére équation, on obtient u|B"(B"™ — A™) = u|B" ou u|(B"™ — A™).

** A-1-2-1- Si p|B™ ce qui en contradiction avec p{ B™.

K A-1-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B"™), on arrive a :
pu|B"
ul3B™ < ou
p=3
** A-1-2-2-1- Si p|B™ = u|B c’est la contradiction avec p { B citée ci-dessus.

% A-1-2-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a,b copremiers.

** A-2- On assume maintenant k3 = 1, alors :

A% L QAM BN = |y

En prenant le carré de la derniere équation, on obtient :
4 520 ki
3 3 v

Finalement :
42d (p — a) = k3 (4.18)
mais @’ = a”?, alors p — a est un carré. Soit :

)\2zp—a:b—a:b—3a”2:>/\2+3a”2:b



A. BEN HADJ SALEM

L’équation (4.18) devient :
£a7N =k = k1 = 4a” )
en prenant la racine carrée positive, mais ky = A™(A™ + 2B™) = 2a” (A™ + 2B"™), par suite :

A" +2B" =2\= A=a" + B" (4.19)
 A-2-1- Comme A™ = 207 = 2|A™ = 2|A = A = 2'A;, avec i > 1 et 2 1 Ay, par suite
A™ =207 = 2MAT = q” = 2'MLAT orim > 3 = 4]|a”. Comme p = b= A*™+ A" B"+ B*" =
A =2m=1Am 4 B" Prenons son carré, d’oi :

)\2 _ 22im—2A%m + szAgan + B2n

Comme im > 3, on peut écrire A2 = 4\; + B?" = A\>=B?"(mod 4) = \?>=B?"=0(mod 4) ou
A2=B?"=1(mod 4).

** A-2-1-1- On suppose que \’=B?"=0(mod4) = 4|A\2 = 2|(b — a). Or 2|a car a = 3d’ =
30”2 =3 x 22(””*1)14%’” et im > 3. Par suite 2|b, il en résulte la contradiction avec a,b copremiers.

#* A-2-1-2- On suppose maintenant que M?=B?"=1(mod4). Comme A™ = 2M~1AT et
im—1>2, d’ott A=0(mod 4). Comme B?"=1(mod 4), alors B" ne peut étre que B"=1(mod 4)
ou B"=3(mod 4) ce qui donne dans les deux cas B"C'=1(mod 4).

On a aussi p=b = A>™ 4+ A™B" + B?" = 4d' + B".C!' = 4a”2 + B"C" soit B"C! = \?> —a"? =
B™.C!, par suite \,a” € N* sont solutions de 1’équation diophantine :

22—y =N (4.20)

avec N = B"C! > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (4.20) et 7(N) le nombre de facon
d’écrire les facteurs de N, alors on annonce le résultat suivant concernant les solutions de (4.20)
(voir théoreme 27.3 de [2]) :

- si N=2(mod 4), alors Q(N) =0;

- si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- si N=0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Soit (u,v), u,v € N* un autre couple solution de I’équation (4.20), alors u? — v? = 22 — ¢% =
N = B"C', mais A\ = = et a” = y vérifie 'équation (4.19) soit 2 — y = B™, par suite u, v vérifient
aussi w —v = B", ce qui donne u4+v = C!, parsuite u =2 =X =a"+B" et v =a”. On a
ainsi démontré 'unicité des solutions de I’équation (4.20) avec la condition z —y = B"™. Comme
N = B"C'=1(mod 4) = Q(N) = [7(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1, d’ott la contradiction.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

On va vérifier la condition (3.15) donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition devient :
p < 3A%™ < 3p avec p= A"+ B 4+ A™B"

et 3A%M < 3p = A?™ < p est donc vérifié. Si :
?

p < 3ATM — 247 _ AmB" — BTS00

En étudiant le signe du polynéme Q(Y) = 2Y2 — B"Y — B?" et en prenant Y = A™ > B", la
condition 24%™ — A™B™ — B?" > () est vérifiée, par suite, la condition b < 4a < 3b est vraie.
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Dans la suite du papier, on vérifie facilement que la condition b < 4a < 3b implique a vérifier
A™ > B" ce qu’est vrai.

4.4. Casblp= p=bp,p>1,b#2,b#4 et 3la: —

4p a 4.bp.3.d

APm= T8 = T 4yl

3D 3.b pa

Calculons B"C" :

0 0 4
B Cl = /2 <3sin23 - c032> =/ (3 - 400323)
mais /p? = g d’ott en utilisant cos?$ =

0 .a 4.0/
Bl = /2 <3 - 400823> = g (3 - 43; ) =p. <1 - ba ) = /(b — 4a’)
Comme p = b.p/, et p’ > 1, on a alors :
B"C! = p'(b— 4a)
et A’ =49 .d

#* B-1- On suppose que p' est premier, d’ott A*™ = 4dap’ = (A™)? = p'la. Or B"C! =
p'(b—4a’) = p'|B" ou p'|C".

#% B-1-1- Si p/|B" = p/| B = B = p/B; avec By € N*. Par suite : p" ! B}C! = b—4a’. Or n > 2
alors (n — 1) > 1 et p/|d’, ol p’|b => a et b non copremiers, d’ou la contradiction.

% B-1-2- Si p'|C! = p/|C. La méme méthode utilisée ci-dessus, on obtient le méme résultat.
** B-2- On considere que p’ n’est pas un nombre premier.

#* B-2-1- p/, a sont supposés copremiers : A*™ = dap’ = A™ = 2d’.p; avec a = a’? et p' = p?,
donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2d’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.

#* B-2-1-1- 2|d’, alors 2|a’ = 24 p1. Mais p’ = p?.
** B-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

*% B-2-1-1-2- On suppose que p; est non premier, il s’écrit sous la forme p; = W™ = p/ = W?™.
Par suite B"C! = w?™(b — 4d’).

% B-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B™ ou w|C".

#% B-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’ By avec w{ By, d’ott BP.C! = w?™~" (b — 4d').

% B-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, on obtient BP.C' = b — 4a’. Comme C! = A™ + B" =
w|C! = w|C, et w|(b —4a’). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec a, par suite

w1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

% B-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m — nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a w|C! = w|C' et
w|(b—4a’) et wta et wtb. La conjecture (1.1) est vérifiée.
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% B-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m—nj < 0 = W™~ 2mBL.C! = b—4a’. Comme w|C utilisant C! = A™+ B"
d'ott C = wh.Cy = Wi=2mthipn Ot = — 4a’. Sin.j — 2m + h.l < 0 = w|BPC! par suite la
contradiction avec w { By ouw {1 C;. Donc si n.j —2m+h.l > 0 et w|(b—4a’) avec w, a, b copremiers
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

#% B-2-1-1-2-1-2- On obtient les mémes résultats si w|C".

*k B-2-1-1-2-2- Maintenant, p’ = w?™ et w non premier, on écrit w = w{ .Q avec w; premier 1 Q) et
f > 1 un entier, et wi|A. D’ou B"C! = wff'szm(b —4a') = w1|(B"C") = w;|B"™ ou w;|CL.

¥ B-2-1-1-2-2-1- Si w)|B" = w)|B = B = w!B) avec w; { By, dott BI.C! = ™ mmig2m(p, —
4a’) :

#% B-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m —n.j = 0, on obtient B}.C! = Q2™ (b—4a’). Comme C! = A™ + B" —>
w1|C! = w1|C = wy|(b —4a’). Or wy # 2 et w; est premier avec a’ donc premier avec a, par
suite wy 1 b, donc wy 1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

¥ B-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m — n.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a w;|C! =
w1|C = wi|(b—4d’) et wy { a et wy 1 b. La conjecture (1.1) est vérifide.

¥ B2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m —nj < 0 = WIBr ol = 2m(h — 44’). Comme w|C
utilisant C! = A™ + B", dou C = whC) = wri=2mfthipn ol = O2M(p — 4d'). Si
n.j—2m.f + hl < 0 = w1|B{LCi, par suite la contradiction avec wy t By et wy 1 C1. Donc
sin.g—2m.f + h.l >0 et wy|(b—4a") avec w1, a,b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

#¥ B-2-1-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si wy|C.
#* B-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 2ta’ = 2{a. Or p' = p?.

** B-2-1-2-1- Si py est premier égal a 2, on obtient A™ = 4a’ = 2|a’, d’ot1 la contradiction avec
a, b copremiers.

** B-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;, Comme A™ = 2a'py, p; s’écrit sous la forme
p1 = 2"l = p/ = 22m=24,2™ Par suite B"C! = 22202 (b — 4a’) = 2|B"™ ou 2|C".

#% B-2-1-2-2-1- Si 2|B" = 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De B"C! = 22m=2,2m(h — 44/) il
s’ensuit que si 2|(b — 4a’) = 2|b mais comme 2 { qa, il n’y aura pas de contradiction avec a,b
copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

#* B-2-1-2-2-2- Si 2|C!, de la méme maniére ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

** B-2-2- p/, a sont supposés non copremiers. Soit w un nombre premier tel que wla et w|p’.

¥ B-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A?™ = 4ap’ = 3|A, or 3|p’ = 3|p, comme p =
A?m 4 B2 4 AmB" — 3|B?" = 3|B, par suite 3|C! = 3|C. On écrit A = 3'A;, B = 3/ By,
C = 3"C, avec 3 copremier avec A;, By et C; et p = 32"”14%’” + 32”jB%" + 3im+j“A§nB{l = 3k.g

avec k = min(2im,2jn,im + jn) et 3 f g. On a aussi (w = 3)|a et (w = 3)[p’ ce qui donne
a = 3% = 3d = d = 3%'ay, 31 ay et p = 3Hpy, 31 p1 avec AP = 4da'p/ = 3FMAIT =
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4x 390 g1 py = a4+ p— 1 = 2im. Comme p = bp’ = b.3"p; = 3".b.p;. L’exposant du facteur 3
de p est k, I'exposant du facteur 3 du membre & gauche de I’équation précédente est . Si 3|b c’est
la contradiction avec a,b copremiers. Donc, on suppose que 3 1 b, et on a I’égalité des exposants :
min(2im, 2jn,im+jn) = p en rappelant que a+p—1 = 2im. Mais B"C! = p/(b—4a’) ce qui donne
3(ni+hl) Brot = 3kpy (b — 4 x 3@~ Vay). On a aussi A™ + B" = C! donne 3™ A7 + 37" By = 3MCL.
Posons € = min(im, jn), on a € = hl = min(im, jn). On a alors les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) = p
a+pu—1=2im
€ = hl = min(im, jn)
3mathl) prot — 3y, (b — 4 x 3@ Vay)
* B-2-2-1-1- « = 1 = a = 3a; = 3d’ et 31 ay, Péquation (4.22) devient :
W= 2im
et la premiere équation (4.21) s’écrit :
k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im

- Si k = 2im, par suite 2im < 2jn = im < jn = hl = im, et (4.24) donne p = 2im = nj+ hl =
im +nj = im = jn = hl. Par suite 3| A, 3|B et 3|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si k = 2jn = 2jn = 2im = im = jn = hl. Par suite 3|4, 3|B et 3|C et la conjecture (1.1) est
vérifiée.

-Sik =im+jn = 2im = im = jn = ¢ = hl = im = jn cas étudié ci-dessus et par suite
3|A,3|B et 3|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

*k B-2-2-1-2-a>1=a >2et a =3""1q.

-Sik=2im= 2im = pu, or p=2im+ 1 — «a ce qui impossible.

-Sik=2jn=p= 2jn = 2im—+1—qa. On obtient 2jn < 2im = jn < im = 2jn < im+jn,
k = 2jn est bien le minimum de (2im, 2jn,im + jn). On obtient jn = hl < im et 'équation (4.24)
devient :

BICL = pi(b— 4 x 3@ Vgy)

La conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sik=im+jn <2im = jn<imet k=im+ jn < 2jn —= im < jn = im = jn —= k =
im+jn=2im = por u=2im+1— « ce qui impossible.

-Sik=im+ jn < 2im = jn < im et 2jn < im + jn = k ce qui est une contradiction avec
k = min(2im, 2jn,im + jn).

** B-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit a = w%ay avec w { a1 et p' = wip; avec w 1 p1.
Comme A?" = 4ap’ = 4wtH.a1.p) = w|A = A = WA}, w{ A;. Or B"C! = p/(b —4d') =
whp1 (b — 4a’) = w|B"C! = w|B" ou w|C".

#% B-2-2-2-1- w|B" = w|B = B =w/Bj et wt By. De A + B" = C! = w|C' = w|C. Comme
p = bp = whbpy = Wk (wWrm=FAZm L Zin—kpin g imtjn—k Am By avec k = min(2im, 2jn, im+jn).
Par suite :

- Si pu =k, alors w1 b et la conjecture (1.1) est vraie.

- Si k > p, alors w|b, or w|a d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

- Sik < u, il s’ensuit de :

w,ubpl — wk(WZimka%m + w2jnka%n + wim+jnka11nB?)

11
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que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.

% B-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w'C} avec w{ Cy. De A™ + B" = C! = w|(C! — A™) =
w|B. Par suite, on obtient les mémes résultats de B-2-2-2-1- ci-dessus.

4.5. Casb=2pet 3la: — Ona:
0 a 3d dp.a  4p 3d
2 2m / m\2 /
CTITE T 3 372 (A™) ja la

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a, b copremiers.

4.6. Casb=4pet 3la: — Ona:
0 a 3d dp.a  4p 3d’
2 2m ! m\2 92
cos 3 b 4p 3b 3 4p @ =(47)

Calculons A™B™, on obtient :

W3 20 2 .0 p/3 20 o

AMB"™ = T.smg — gcos 3 = T.smg -3 —
A2 3 20
A™B" = """ sin—
2 3 "3
soit :
AT o Ampn — 2p?:/§3in2; (4.25)

sin— sera écrit :

Le membre & gauche de (4.25) est un entier et p est un entier, alors

2\/3 - 20 kq
—sin— = —
3 3 ko
ou ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|p = p = ko.ks.

** C-1- Premierement, on suppose que k3 # 1. D’ou :
AP 4 2AMB™ = ks.ky
Soit p un entier premier et ulks, alors u|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou p|(A™ + 2B").
#* C-1-1- Si pl(A™ = a”) = p|(a”? = a’) = p|(3d’ = a). Comme plks = plp = p|(4p = b),
d’ou la contradiction avec a,b copremiers.
K C-1-2- Si p|(A™ +2B") = pt A™ et 1 2B™, alors :
w#2 et ptB" (4.26)
w|(A™ 4+ 2B™), on écrit :
A" 4+ 2B" = p.t’
Alors :
A™ 4 B" = pt' — B" = A*™ 4 B¥" 4 2A™B" = 1*t”? - 2'uB" + B*"
— p=1t"?u? - 2t'B"u + B"(B" — A™)
Comme b = 4p = 4ko.ks et plks alors pu|b = i’ tel que b = p.y/, on obtient :
f o= p(4ut’ — 8t B™) + 4B™(B" — A™)

12
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La derniére équation implique p|4B™(B™ — A™), mais p # 2 alors p|B™ ou u|(B™ — A™).
K (C-1-1-1- Si p|B™ = c’est la contradiction avec (4.26).

*k C-1-1-2- Si p|(B™ — A™) et en utilisant p|(A™ + 2B"™), on a :
| B™
w|3B" = ¢ ou
p=3
** (C-1-1-2-1- Si p|B™ c’est contradictoire avec (4.26).

** C-1-1-2-2- Si pu = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.

** (C-2- On assume maintenant que k3 = 1, d’ou :

A% L 2A™B" =k (4.27)
p =k
2V3 20 Kk
sin— = —
3 3 p
On prend le carré de la derniere équation, on obtient :
4 520 k?
gSi?’LQ? = %
16 0 o0 k?

Finalement :
d (4p —3d') = k? (4.28)

mais a’ = a”?, alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :
N=4p—-3d =4p—-a=b—a
L’équation (4.28) devient :
N =k} =k =a’\ (4.29)
en prenant la racine carrée positive. Utilisant (4.27), on a :
ky = A™(A™ 4+ 2B") =a”(A™ +2B")
Par suite :
A" 4+2B" =\
On considére maintenant que b —a = A2 = A\? + 3a”? = b, par suite le couple (\,a”) est une
solution de I’équation diophantine :
X24+3Y%2=0 (4.30)
avec X = X et Y = a”. Or d’aprés un théoreme sur les solutions de 1’équation donnée par (4.30), b
s’écrit sous la forme (voir théoreme 37.4 de [3]) :
¢ :
b = 228 X 3t'pt11 . .pggq%sl e qEST
ol les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les ¢; sont aussi des nombres premiers
tels que ¢;=5(mod 6). Alors, comme b = 4p :
- si t > 1 = 3|b, mais 3|a, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.
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** (-2-2-1- Donc, on suppose que p s’écrit sous la forme :

tg 2s1 28y

avec p;=1(mod6) et ¢;=5(mod6). Finalement, on obtient que p=1(mod6). On va vérifier alors
si cette condition ne donne pas des contradictions.

On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de p = A?™ 4+ A™B™ 4+ B?" en fonction des valeurs
de A™, B"(mod 6). On obtient le tableau ci-dessous :

A" B™ 01 2 3 4 5
0 01 4 3 41
1 1 31131
2 41 01 4 3
3 3113 11
4 4 3 41 01
5 113 113

TABLE 1. Tableau de p (mod 6)

B (C-2-2-1-1- Cas A™=0(mod6) = 2|(A™ = a’) = 2|(d = a"?) = 2|a, or 2|b, d'olt la
contradiction avec a, b copremiers. Tous les cas de la premiere ligne du tableau 1 sont a rejeter.

* (C-2-2-1-2- Cas A"=1(mod 6) et B"=0(mod6), d’ou 2|B" = B™ = 2B’, alors p s’écrit p =
(A™ + B")? + 3B avec (p,3) = 1, sinon 3|p, par suite 3|b, or 3|a, d’ou la contradiction avec a,b
copremiers. Donc le couple (A™ + B’, B') est solution de I’équation diophantine :

22+ 3y =p (4.31)

La solution z = A™ + B’y = B’ est unique vue que x — y vérifie z —y = A™. En effet, si (u,v) un
autre couple solution de (4.31), avec u,v € N*, alors on a :
w?+30t=p
u—v=A"
D’ott u = v + A™, on obtient I’équation du second degré 4v? 4 20A™ — 2B'(A™ + 2B’) = 0 qui
donne comme racine positive v; = B’ = y, par suite u = A™ + B’ = z. Il en résulte que p dans
(4.31) a une représentation unique sous la forme X2 +3Y? avec X, 3Y copremiers. Comme p est un
nombre entier impair, on applique I'un des théoremes d’Euler sur les nombres convenables ”numerus
idoneus” (voir [4],[5]) & savoir : Sin > 1 est un entier impair qui est représenté de fagon unique
telle que n = 2+ 3y? avec x,y € N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est premier. Donc
p est premier et I'écriture 4p est unique (il suffit de poser U = 2u, V = 2v, avec U? + 3V?2 = 4p et
U—-V =24A").0rb=4p = X+ 3a"% = (2(A™ + B'))? + 3(2B’)? I'unicité de I'écriture de 4p
donne :
A=2(A"+B')=2a"+B" =2a" + B"
et a”=2B'=B"=A"

Or A™ > B", d’ou la contradiction.
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K (C-2-2-1-3- Cas A™=1(mod 6) et B"=2(mod 6), d’ou B" est pair, voir C-2-2-1-2-.
**(C-2-2-1-4- Cas A™ = 1(mod6) et B"™ = 3(mod6), d'ou 3|B" = B™ = 3B’. On peut
écrire b = 4dp = (2A™ + 3B')? + 3(3B")? = A\? + 3a”%. L’unicité de ’écriture de b comme

22+ 3y = A2 + 3072 = a” = A™ = 3B’ = B", d’ot1 la contradiction avec A™ > B".

¥ (C-2-2-1-5- Cas A™ = 1(mod 6) et B"™ = 5(mod 6), d’out C'=0(mod 6), donc 2|C!, voir C-2-2-1-
2-.

** C-2-2-1-6- Cas A™ = 2(mod 6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradiction avec a,b copre-
miers.

¥ (0-2-2-1-7- Cas A™ = 3(mod 6) et B" = 1(mod 6), d’ott C'=4(mod 6) = 2|C! = C! = 2",
on peut écrire que p = (C' — B™)? 4 3C"?, voir C-2-2-1-2-.

** (0-2-2-1-8- Cas A™ = 3(mod 6) et B™ = 2(mod 6), d’ou B" est pair, voir C-2-2-1-2-.
** (C-2-2-1-9- Cas A™ = 3(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B™ est pair, voir C-2-2-1-2-.

% (0-2-2-1-10- Cas A™ = 3(mod 6) et B” = 5(mod 6), d’ott C'=2(mod 6), donc 2|C!, voir C-2-2-
1-2-.

K (C-2-2-1-11- Cas A™ = 4(mod6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradiction avec a,b
copremiers.

*k (C-2-2-1-12- Cas A™ = 5(mod 6) et B™ = 0(mod 6), par suite B™ est pair, voir C-2-2-1-2-.

% (0-2-2-1-13- Cas A™ = 5(mod 6) et B” = 1(mod 6), d’ott C'=0(mod 6), donc 2|C!, voir C-2-2-
1-2-.

#% (-2-2-1-14- Cas A™ = 5(mod 6) et B = 3(mod 6), d’ott C'=2(mod 6) = 2|C! = C! = 2¢",
p s’écrit p = (C" — B™)? 4 3C"?, voir C-2-2-1-2-.

K (C-2-2-1-15- Cas A™ = 5(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B" est pair, voir C-2-2-1-2-.
On a achevé I'étude de tous les cas du tableau 1 ayant tous des contradictions.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

4.7. Cas 3la et b=2p' b#2 avec p'|lp : — 3la = a =3d/, b=2p' avec p = k.p/, d’ou :
A2 _ 4;p.g _ Akp'3.ad 5 kdl
3 b 6p’

Calculons B"C! :
n vl 3/ 9 . 29 29 3/ 5 2(9
B"C" = +/p? | 3sin 3 o3 =+/p 3—4COS§

3
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3.a

0
mais \/p? = g d’ol en utilisant 00525 =

.a’ 4.a/
B"C! = W<3—46082§> :§<3—43ba> =Dp. <1— ba> = k(' —2d)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, on a alors :

B"C! = k(p' — 2d) (4.32)
et A¥ =2k.d (4.33)

** D-1- On suppose que k est premier.

** D-1-1- Si k = 2, on a donc p = 2p' = b = 2|b, mais A?™ = 4a’ = (A™)? = A™ = 2a” avec

a' = a”?, par suite 2|a” = 2|(a = 3a”?), il en résulte la contradiction avec a,b copremiers.

** D-1-2- On suppose k # 2. De A?™ = 2kad = (A™)? = kld' et 2|d’, dou d =
2.k.a’? = A™ = 2.k.a’. Par suite k|A" = k|A = A = k'.A; avec i > 1 et k t Aj.
Kim AT = 2ka” = 247 = k"1 AT, De B'C! = k(p — 2a') = k|(B"C') = k|B" ou k|C".

** D-1-2-1- On suppose que k|B" = k|B = B = k/.B; avec j > 1 et k { By. Par
suite kM 1BRCY = p — 24 = p/ — 4ka”?. Comme n > 3 = nj — 1 > 2, d'ou k|p’ mais
k#2=— Fk|(2p' =0), or kla" = k|(3d’ = a). Il S’ensuit la contradiction avec a, b copremiers.

#% D-1-2-2- Si k|C! on obtient le méme résultat.

** D-2- On suppose k est non premier. Soit w un nombre premier tel que k = w®.ky, avec s > 1, w {
k1. Les équations (4.32-4.33) deviennent :
B"C' = w® ki (p) — 2d))

et AP = 2w° k1.d
** D-2-1- On suppose que w = 2, on a alors les équations :

A% =25 k) ! (4.34)
B"C' = 25k (p — 2d) (4.35)

** D-2-1-1- Cas : 2|’ = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

¥ D-2-1-2- Cas : 21 a/. Comme 2 1 k1, 'équation (4.34) donne 2|A%™ = A = 21A;, avec i > 1 et
24 A;. On déduit que 2im = s+ 1.

** D-2-1-2-1- On suppose que 2 1 (p) — 2d’) = 2 t p/. De Péquation (4.35), on obtient que
2|B"C' = 2|B"™ ou 2|C! :

#¥ D-2-1-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/Bj avec 2 { By et j > 1, par suite
BPC! = 2570k (p' — 2d/) :

- Si s —jn > 1, alors 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec O = 2 AT 4 2/"BY et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s —jn <0, de BC! = 257"k (p) — 2d') = 2 { C!, d’ott la contradiction avec
Cl = 2imAM 4 2in Bt = 2|CL.
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¥ D-2-1-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement, on obtient les mémes résultats si 2|C’.

** D-2-1-2-2- On suppose maintenant que 2|(p’ — 2a’) = p' — 2a' = 2".Q, avec p > 1 et 21 . On
rappelle que 2t a’. L’équation (4.35) s’écrit :

B"C! =25 | .Q)
Cette derniere équation implique que 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

¥ D-2-1-2-2-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/Bj avec j > 1 et 2 { B;. Par suite :
BRCl = 25Th=in gy Q)

- Si s+ p—jn > 1, alors 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2imAM 4 2MBY et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

-Si s+ p—gn <0, de BYC! = 25tH=inj . Q = 2 t C!, d’on la contradiction avec
Cl = 2imAm 4 2in B = 2|CL.

#% D-2-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si 2|C".

** D-2-2- On suppose que w # 2. On a alors les équations :

AP = 2% ky.d (4.36)
B"C! = w® ky.(p — 2d)) (4.37)

Comme w # 2, de I'équation (4.36), on a 2|(k;.a’). Si 2|a’ = 2|a, mais 2|b par suite la contradiction
avec a, b copremiers.

B D-2-2-1- 21 a et 2|k; = k1 = 24.Q avec i > 1 et 21 Q. De I'équation (4.36), on a 2|A?" —>
2|A = A =2Ay avec i > 1 et 21 Ay, par suite 2im = 1 + pu. L’équation (4.37) devient :

B"C!' = w28 .Q.(p) — 2d) (4.38)
De I’équation (4.38), on obtient 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
*¥ D-2-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/ By, avec j € N* et 2 By.

#% D-2-2-1-1-1- On suppose que 2 { (p’ — 2a’), alors on a BPC! = w24~ (p’ — 2d') :

- Sip—jn > 1= 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ AT +20" B} et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

-Si p—jn < 0= 24C" d’ou la contradiction avec C! = 2m AT 4 2/nBn,

** D-2-2-1-1-2- On suppose que 2|(p’ — 2d') = p’ — 2d’ = 2%.P, avec a € N* et 21 P. 1l s’ensuit
que BIC! = wsonta=inQ p .

-Sip+a—jn>1= 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2/ AT 4 2I"BY et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sip+a—jn<0=2{C" dou la contradiction avec C! = 2™ A + 2/nBn.

** D-2-2-1-2- On suppose maintenant que 2|C"™ = 2|C. En utilisant la méme méthode décrite
ci-dessus, on obtient les mémes résultats.
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4.8. Cas 3la et b=4p' b # 2 avec p'|p : — 3la = a = 3d’, b = 4p’ avec p = k.p/, k # 1 sinon
b = 4p ce cas a été étudié (voir paragraphe 4.6), alors on a :

Calculons B"C! :

0 0 4
B"C' = ¥/p? (3sin2 - c082> =/ (3 - 460323)

3 3
3.a/ '
o

’ 0 3.q' 4.0
B"C! = /2 <3—4cos23 :?(3—4 b“) =p. <1— ba> =k(p' —d)

Comme p=10b.p/,et p’ > 1,0n a:

mais /p? = g, d’ou en utilisant coszg =

B"C' = k(p' — d') (4.39)
et A =k.d (4.40)
** E-1- On suppose que k est premier. De A?™ = k.a’ = (A™)? = k|d' et a’ = k.a"? = A™ =

k.a”. Par suite k| A" = k|A = A =k'.Ajaveci > let kt Ay k™ AP = ka” = a” = k™LA,
De B"C! = k(p' — a') = k|(B"C') = k|B" ou k|C".

** E-1-1- On suppose que k|B" = k|B = B = k/.B; avec j > 1 et k { B;. Par suite
kni=1BrCl = p/ —d/. Comme n.j — 1 > 2 = k|(p/ — a). Or k|’ = k|a, d’on k|p = k|(4p’ = b)
et on arrive a la contradiction que a, b sont copremiers.

** E-1-2- On suppose que k:|Cl, en utilisant le méme raisonnement avec ’hypothese k|B™ ci-dessus,
on obtient le méme résultat.

** E-2- On suppose k est non premier.
** BE-2-1- On prend k = 4 = p = 4p’ = b, c’est le cas 4.3 déja étudié ci-dessus.
** E-2-2- On suppose que k > 6 non premier. Soit w un nombre premier tel que k = w®.k1, avec
s> 1, wtk;. Les équations (4.39-4.40) deviennent :
B"C' = w ki (p) — d) (4.41)
et A = ky.d (4.42)
** E-2-2-1- On suppose que w = 2.

K E-2-2-1-1- Si 2|a’ = 2|(3d’ = a), mais 2|(4p’ = b), par suite la contradiction avec a, b copremiers.

¥ E-2-2-1-2- On considere que 2 1 @’. De I'équation (4.42), il s’ensuit que 2|A?" = 2|4 = A =
21 A1 avec 21 Aj et :

B"C!' = 2%k, (p) — d)
#* [-2-2-1-2-1- Supposons que 2 { (p'—a’), de I'expression ci-dessus, on a 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
% F-2-2-1-2-1-1- Si 2| B" = 2|B = B = 2/ B; avec 2{ By. Par suite B}C! = 221"k (p —a) :

- Si 2im — jn > 1 = 2|C! = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C! = 2 A + 21" B} et 1a
conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si 2im — jn <0 == 24 C', d’ou la contradiction avec C! = 2m A" + 2/" B — 2|C".

¥ [-2-2-1-2-1-2- Si 2|C! = 2|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on obtient les
meémes résultats.

% E-2-2-1-2-2- On suppose que 2|(p’ — a’). Comme 21ad = 21p'. 2|(p) —d') = p' —ad =2°.P
avec a > 1 et 21 P. L’équation (4.41) s’écrit :

B"C! = 25t . p = 2%mtef, p (4.43)
d’ou 2|(B"C') = 2|B"™ ou 2|C".

¥ E-2-2-1-2-2-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/By, avec 2 { By. L’équation (4.43)
s'écrit BRC! = 22imta—ing, p .

- Si 2im +a—jn > 1= 2|C! = 2|C, il n’a y pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 2" B}
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im +a —jn <0 == 2{C!, d’ott la contradiction avec C! = 2m AT 4+ 2i" B = 2|C".

¥ F-2-2-1-2-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C. Utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.

** E-2-2-2- On suppose que w # 2. Rappelons les équations :
AP = Ky .d (4.44)
B"C' = w ki (p) — d) (4.45)

*k E-2-2-2-1- On suppose que w,a’ sont copremiers, donc w t a’. De 1’équation (4.44), on a
W|AP" = W|A = A = Ww'A; avec w{ A et s = 2im.

% -2-2-2-1-1- Supposons que w { (p’ —a’). De 'équation (4.45) ci-dessus, on a w|(B"C!) = w|B"
ou w|C.

% B-2-2-2-1-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/ By avec w { By. Par suite BPC! = 22m=ink, (p' —d')
- Si 2im — jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a y pas de contradiction avec C! = w™ AT + wI" BT et
la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im — jn < 0 = w{ C!, d’ou la contradiction avec C! = wm AP + w/" B = w|C".

¥ B-2-2-2-1-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on obtient les
meémes résultats.

** E-2-2-2-1-2- Supposons que w|(p’ — a') = w { p’ sinon wld'. w|(p —d’') = p' — d’ = w*.P avec
a>1et wq P. L’équation (4.45) s’écrit :

B"C! = Wtk P = WMok P (4.46)
d’ott w|(B"C") = w|B" ou w|C".
¥ E-2-2-2-1-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w’ By, avec w { By. L'équation (4.46)
s'écrit BPC! = 2%imta—ing, p .

- Si 2im+a—jn > 1= w|C' = w|C, il n’y a pas de contradiction avec C! = w™ AT + /" B}
et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si 2im 4+ a — jn < 0= wt C!, d’'ot1 la contradiction avec C! = W™ AT 4+ w/" B} = w|C".

¥ [-2-2-2-1-2-2- On suppose que w|C! = w|C. Utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.

% F-2-2-2-2- On suppose que w, a’ ne sont pas copremiers, donc a’ = w?.a” avec w t a”. L’équation
(4.44) devient :
AP = w¥kia' = w*Pkya”

On a w|A?™ = w|A = A = w'A; avec w{ Ay et s+ 3 = 2im.

%k E-2-2-2-2-1- Supposons que wt (p) — ') = w1t p = w1 (b = 4p’). De léquation (4.45), on a
w|(B"C') = w|B™ ou w|C".

% [-2-2-2-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { By. Par suite BPC! = 2577k (p/ — d') :
-Sis—jn > 1= w|C' = w|C, il n’y a pas de contradiction avec C! = w™m AT + wI" B} et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
-Sis—jn <0= wi{C! dou la contradiction avec C! = w™ AP + wWI" B} = w|C".

¥ [B-2-2-2-2-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on obtient les
meémes résultats.

¥ F-2-2-2-2-2- On suppose que w|(p’ —a’ = p' —wP.a”) = w|p’ = w|(4p’ = b), mais w|d’ = wla.
D’ou la contradiction avec a, b copremiers.

L’étude des cas du 4.8 est achevée.

dp 50  4p3d

4.9. Cas 3la et bldp :. — a = 3d et 4p = k1b. Comme A?™ = 3OSz =g = kia' et B"C! :
0 0 0 ! k
B"C! = {/p? (3sin23 — 00323> = g (3 - 400323> = g (3 — 4SZ> = Zl(b — 4a’)

Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|k, ou 4|(b — 4a’) ou (2|k; et 2|(b — 4a’)).
¥ PF-1- Siky =1=b=4p: clest le cas 4.6.

**F-2-Siki=4=p=2>:cest le cas 4.3.

#* F-3- Si ky = 2 et 2|(b— 4a’) : Dans ce cas, on a A*™ = 2a' = 2|a’ = 2|a. 2|(b — 4d') = 2|b
d’ou la contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas est impossible.

K F-4- Si 2|k; et 2|(b — 4d’) : 2|(b—4d') = b —4d' = 2%\, aet A € N* > 1 avec 2 { \;
2|k = k1 = 2!k} avec t > 1 € N* avec 2/ k] et on a :

AP = 2k o (4.47)

BCt = 2ttam2p ) (4.48)

De I'équation (4.47), on a 2|A*™ = 2|A = A =2'A;,i > 1 et 21 A;.
** F-4-1- On suppose que t = a = 1, par suite les équations (4.47-4.48) deviennent :

A% = 2khd (4.49)
B"C' = Kj\ (4.50)
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De I’équation (4.49) il en résulte 2|a’ = 2|(a = 3a’). Or b = 4a’ + 2\ = 2|b, d’ott la contradiction
avec a, b copremiers.

** F-4-2- On suppose maintenant que t + « — 2 > 1 et on a les expressions :

AP = 2tk d (4.51)
B"Cl = 2ttam2k] A (4.52)

** F-4-2-1- On suppose maintenant que 2|a’ = 2|a, or b = 2*\+4a’ = 2|b, d’ot la contradiction
avec a, b copremiers.

¥ F-4-2-2- On suppose maintenant que 2 { a’. De (4.51), on a 2|A?™ = 2|A = A = 2'A; et
B"C! = 2t+e—2l A = 2|B"C! = 2|B" ou 2|C".

¥ F-4-2-2-1- On suppose que 2|B™. On a donc 2|B = B = 2/By, j > 1 et 2 { By. L’équation
(4.52) devient BPC! = 2t+a=2=inkl )\

-Sit+a—2—jn>0= 2|C' = 2|C, il n’y a pas de contradiction avec C! = 2™ A" 4-2/" B}
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sit+a—2—jn< 0= 2|k\ mais 21 k] et 24 X\. Donc ce cas est impossible.

-Sitda—2—jn = 0= B}C' = k{\ = 21 C' ce qui en contradiction avec C! = 2™ AT*4-2/" B}
et ce cas est impossible.

¥ F-4-2-2-2- On suppose que 2|C’. On utilise le méme raisonnement ci-dessus et on obtient les
mémes résultats.

*k F-5- On suppose que 4|ky avec k; > 4 = k1 = 4k}, on a donc :

A?™ = 4hd (4.53)
B"C! = k(b — 4d’) (4.54)

#* F-5-1- On suppose k} est premier, de (4.53), on a kj|a’. De (4.54), kb|(B"C') = kb| B™ ou kb|C".

** F-5-1-1- On suppose kb|B" — k|B — B = k;ﬁ.Bl avec 3 > 1 et kb  B;. Par suite, on a

k’znﬂ _1B{LCI = b—4a’ = kb|b d’ot1 la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

% F_5-1-2- Méme résultat si on suppose que kj|C!.
** F-5-2- On suppose que kf est non premier.

#* F-5-2-1- On suppose que kb et a’ sont copremiers. De (4.53), k), peut s’écrire sous la forme kb =
q%].q% et q1 { g2 et g1 premier. On a A?™ = 4qf].q%a’ — qi|A et B"C! = qu.q%(b —4d') = ¢|B"
ou q1|C".

** F-5-2-1-1- Supposons que ¢1|B" = q1|B = B = q{.Bl avec ¢ 1 B1. On obtient BJC! =
2j—fn_2 b—4qd’) -

4 % a’) :

-Si 25— fon > 1= q1|C' = ¢1|C mais C' = A™ + B™ donne aussi q;|C et la conjecture (1.1)

est vérifiée.

-Si2j — fn=0,0na B! = ¢2(b— 4a’), mais C' = A™ + B™ donne ¢;|C par suite ¢1|(b — 4a’).

Comme ¢; et a’ sont copremiers alors ¢ 1 b, et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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=812 — fn < 0= q|(b—4a’) = q1 1 b car d est copremiers avec qi, de plus C! = A™ + B"
donne ¢;|C, et la conjecture (1.1) est vérifiée.

#* F-5-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats si g;|C".

% F-5-2-2- On suppose que k) et o’ non copremiers. Soit ¢; premier tel que ¢i1|k} et gi]a’. On
éerit kY sous la forme qf.q2 avec j > 1, q1 f 2. De A?™ = 4kha’ = q1|A*™ = q1|A. Par suite de
B"C! = ¢lga(b — 4d'), il s’ensuit que ¢ |(B"C') = ¢1|B" ou ¢1|C".

** F-5-2-2-1- On suppose que q1|B" = q1|B = B = qf.Bl avec > 1 et q; 1 By. Par suite, on a
q?ﬂB{LC'l = q{qz(b —4d') = BPC! = q{_"ﬁqg(b —4d).

-Sij—npB>1,alors q|C' = ¢1|C, mais C' = A™ 4 B™ donne ¢;|C, donc la conjecture (1.1) est
vérifiée.

- Si j—nB = 0, on obtient BPC! = ga(b—4a'), de C' = A™+ B" donne ¢|C par suite ¢ |(b—4a’) =
q1|b car g1|a’ = q1]a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sij—nB < 0= q1|(b—4d’) = q|b, car ¢1|a’ => ¢1|a, d’ot la contradiction avec a, b copremiers.

** F-5-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats si on
suppose que g1 |C’.

EF-6- Si 41 |(b—4a) et 41 ky c’est impossible. On suppose maintenant que 4|(b — 4a’) = 4|b, et
b—4a' =4t.g ,t>1avec 41g, alors on a :

A2m = kla’
B"Cl =k .4ty

¥ F-6-1- On suppose que k; est premier. De A?™ = kja’ il s’ensuit facilement que ki|a’. De
B"C! = k;.4'1.g on obtient que ki|(B"C') = k;1|B"™ ou k;|C.

** F-6-1-1- Supposons que ki|B" — ki|B — B = k{.Bl avec j > 0 et k1 t B;. Dou
k?'qufCl =k .4ty — k?'j_lB’fCl =4"149.0Orn>3etj>1doncnj—12> 2 Par suite,
comme ki # 2, alors ki|lg = k1|(b — 4a’) mais kila’ = k1|b d’ou la contradiction avec a,b
copremiers.

#* F_6-1-2- On obtient le méme résultat si ki|C".
** F-6-2- On suppose que k; est non premier, différent de 4 (cas deja vu), avec 4 1 ky.

* F-6-2-1- Si ky = 2k" avec k' impair > 1. Dot A?*™ = 2k'd’ = 2|a’ = 2|a, mais 4|b par suite
la contradiction avec a, b copremiers.

** F-6-2-2- On suppose que ki est impair avec ky et a’ copremiers. On écrit ki sous la forme
k1 = q].q2 avec q1 1 g2, q1 premier et j > 1. B"C! = ¢].q24""1g = ¢1|B" ou ¢1|C".

** F-6-2-2-1- On suppose que ¢1|B" = ¢1|B = B = q{.Bl avec ¢1 { Bi. On obtient BPC! =
q A,

-Sij—fn>1—= qllCl = ¢1|C, mais C!' = A™ + B™ donne aussi q1]|C et la conjecture (1.1) est
vérifiée.
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-Sij— fn=0,ona BIC = g4 lg, mais C' = A™ 4 B" donne ¢ |C, par suite q;|(b — 4a’).
Comme ¢; et a’ sont copremiers alors ¢ 1 b et la conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sij— fn<0= q|(b—4a') = q1 1 b car q1,d’ sont premiers. C' = A™ + B™ donne ¢|C et la
conjecture (1.1) est vérifiée..

#% F-6-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement, on obtient le méme résultat si q;|C".

** F-6-2-3- On suppose que ki et a’ non copremiers. Soit ¢; premier tel que gk et ¢i1]a’. On
éerit k1 sous la forme qf.ga avec q1 | q2. De A?*™ = kjd' = q|A*™ = qi|A. Par suite, de
B"C! = ¢]qa(b — 4d’), il s’ensuit que q1|(B"C') = ¢1|B™ ou ¢1|C".

** F-6-2-3-1- Supposons que ¢1|B" = ¢1|B = B = qIB.Bl avec 8 > 1 et ¢ 1 By. Par suite, on a
P BrC = ¢lga(b — 4d') = BIC = ¢ P gy(b— 4d') -

-Sij—npB > 1, alors ¢1|C' = ¢1|C, mais C' = A™ + B" donne ¢;|C, donc la conjecture (1.1)
est vérifiée.

-Sij—npB = 0, on obtient BIC! = ga(b—4a’), or q1| A et q1|B donc q1|C et par suite 1 |(b—4a’) =
q1|b car g1|a’ = q1]a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sij—nB <0= q|(b—4d") = q:|b, d’ot la contradiction avec a,b copremiers.

** F-6-2-3-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats si on suppose

que q1|C".
5. Hypothese : {3|p et bldp}
5.1. Cas b=2et 3|p: — 3|p=p=3p avec p' # 1 parce que 3 < p, et b = 2, on obtient :
dp.a  4.3p.a  4p.a
PR . - —2y.
3b 3b 2 pa
Comme :
1 0 3 0 1
Z<0052§:%:%<Z:>1<2a<3:>a:12>6082§:§

mais ce cas a été étudié (voir cas 3.1.2).

5.2. Casb=4et 3|p: — On a3|p= p=3p avec p’ € N*, il s’ensuit :
dp.a  4.3p.a
A2m:7: = ,.
3 3x4 10°
et :
1 0 3
Z<CO$2§:%:%<1:>1<Q<3:>CL:2

mais a, b sont copremiers, alors le cas b =4 et 3|p est impossible.

5.3. Cas : b£2,b#4,b+# 3, b|p et 3|p : — Comme 3|p, alors p = 3p’ et :
A2m:4£ OSQQ—@E_ 4X3p’g: p'a

33730 3 b b
On considere le cas : blp' = p' = bp” et p” # 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir paragraphe 5.8 Cas
k" =1). Finalement, on obtient :

_4bpTa

AZm ;= dap”; B"C' = p” .(3b — 4a)
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**¥ (G-1- On suppose que p” est premier, d'ott A?™ = 4ap” = (A™)?2 = p’la. Or B"C! =
p” (3b — 4a) = p”|B"™ ou p”|C".

#* G-1-1- Si p”|B" = p”|B = B = p”" By avec By € N*. Par suite : p"""!B}C' = 3b — 4a. Or
n > 2, alors (n — 1) > 1 et p”|a, d’ou p”|3b = p” = 3 ou p”|b.

*# G-1-1-1- Si p” = 3 = 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a’?. Or A™ = 6a’ = 3|A" —
3|A = A = 3A;. Dot 3™ 1A = 2d = 3|’ = d’ = 3a”. Mais p"""1BPC! = 3" 1BPC! =
3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 36a”%. Comme n > 2 = n — 2 > 1, donc 3|b d’olt la contradiction
avec a, b copremiers.

** (G-1-1-2- On suppose maintenant que p” |b, mais p”|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
#* (G-1-2- De la méme facon, si p”|C! on arrive & des contradictions.

** G-2- On considére maintenant que p” n’est pas premier.

¥ (3-2-1- p”, a copremiers : A?™ = 4ap” = A™ = 2d/.p; avec a = a’? et p” = p?, donc @/, p; sont
aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.py, alors 2|a’ ou 2|p;.

¥ (3-2-1-1- On suppose 2|d’, alors 2|a’ = 2 { p1, or p” = p3.
** (3-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#% (3-2-1-1-2- On suppose p; non premier et qu’on écrit sous la forme p; = W™ = p” = wW?™. Par
suite B"C! = w?™(3b — 4a).

#% (G-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B™ ou w|C".
% (G-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/ By avec w{ By, d’ott B}.C! = w?™~"(3b — 4a).
% (G-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, on obtient B}.C! = 3b — 4a. Comme C! = A™ + B" =

w|C! = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec a, par suite
w1 (3b), donc w # 3 et w1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

% (G-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m — nj > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a w|C! = w|C' et
w|(3b—4a) et wta et w+#3etwitbd. La conjecture (1.1) est vérifiée.

#* (G-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m—nj < 0 = w™I =2 B C! = 3b—4a. Comme w|C utilisant C! = A™+B"
dou C = wh.0y = wi=2mthipn O = 3b — 4a. Si n.j — 2m + h.l < 0 = w|B}C! par suite la
contradiction avec w{ By ou w t Ci. Donc n.j —2m + h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a, b copremiers
et la conjecture est vérifiée.

#% (3-2-1-1-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats si w|C".

#% (3-2-1-1-2-2- Maintenant on suppose p” = w?™ et w non premier, on écrit w = w{ .0 avec wy

premier { et f > 1 un entier, et wi|A. D’ott B"C! = w%f'mQ2m(3b—4a) = w1 |(B"C!) = w|B"
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ou wy|CL.

% (3-2-1-1-2-2-1- Si wi|B" = wy|B = B = w] B avec w; | By, d'olt BP.C! = w7 Q2m (3h —
4a) :

% (G-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m—n.j = 0, on obtient B}.C! = Q2™ (3b— 4a) Comme C! = A™ + B" =
w1|C' = w1|C, et w1|(3b —4a). Or w; # 2 et w; est premier avec a’ donc premier avec a, par suite
w1 1 (3b), donc wy # 3 et wy {b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

¥ (G-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m —n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a wi|C! = w|C
et wi|(3b —4a) et wy fa et w1 # 3 et wy {b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

0 G-2-1-1-2-2-1-3- Si 2fom —nj < 0 = w’f'j_2m'fo.Cl = Q*(3b — 4a). Comme w;|C
utilisant C! = A™ + B" dou C = wp.0; = wmi—2mJthipn ol = O?m(3h — 4a). Si
n.j —2m.f + hl < 0 = w|BPC! par suite la contradiction avec w; { By et wy { C;. Donc
sin.j—2m.f + h.l > 0 et wy|(3b —4a) avec w,a,b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

#* (3-2-1-1-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats si wy|C".

#* (3-2-1-2- On suppose 2|p; : alors 2|p; = 2{d’ = 21{a, or p” = p?.

** (3-2-1-2-1- On suppose p; est premier égal & 2, on obtient A™ = 4a’ = 2|a’, d’out la contradic-
tion avec a,b copremiers.

** (3-2-1-2-2- On suppose p; non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a'p;, p; s’écrit sous la forme
p1 = 2" WM = p” = 22Mm=22" Par suite B"C! = 222w (3b — 4a) = 2|B"™ ou 2|C".

% (§-2-1-2-2-1- On suppose 2| B" = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C' = 2222 (3b—4aq)
s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { qa, il n’y aura pas de contradiction avec a,b
copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

*% (G-2-1-2-2-2- On suppose 2|C!, on obtient les mémes résultats en utilisant le raisonnement
appliqué ci-dessus.

** (3-2-2- On suppose p”, a non copremiers : soit w un nombre premier tel que w|a et w|p”.

** (3-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A*™ = 4ap” = 3|A, or 3|p, comme p = A>™ + B> 4
AmMB" = 3|B?" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. On écrit A = 3'A;, B = 3'By, C = 3",
avec 3 copremier avec A1, By et Oy et p = 32Mm A 4 32nip2n 4 gimbin Ampn — 3k g avec k =
min(2im, 2jn,im + jn) et 31 g. on a aussi (w = 3)|a et (w = 3)|p” ce qui donne a = 3%y, 31 a3
et p” = 3kpy, 31 p1 avec AP = dap” = 3FMAIM = 4 x 3P .a1.p) = a + p = 2im. Comme
p = 3p' = 3b.p” = 3b.3"p; = 3*T.b.p;. L'exposant du facteur 3 de p est k, I'exposant du facteur
3 du membre a gauche de I’équation précédente est u + 1 ajouté de 'exposant § de 3 du facteur
b,avec B > 0, soit min(2im, 2jn,im +jn) = p+ 14 B en rappelant que o + p = 2im. Mais B"C! =
p”(3b — 4a) ce qui donne 3("j+hl)B{LC{ = 3 1pi(b—4 x 3la— 1)(11) = 3“+1p1(35b1 4 x 3la=1) al)
31b1. On a aussi A™ + B" = C! donne 3™ AT + 37" B = 3MCL. Posons € = min(im, jn), on a
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€ = hl = min(im, jn). On a les conditions :
k = min(2im,2jn,im + jn) = p+ 1+ (5.55)
a+ p=2im (5.56)
€ = hl = min(im, jn)
3t prot = 301 p, (38h; — 4 x 3(0 Vay)
** G-2-2-1-1- « = 1 = a = 3a; et 3t ay, équation (5.56) devient :
14 p=2im
et la premiere équation (5.55) s’écrit :
k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + S
-Sik = 2im = 8 = 0soit 31 b. on obtient 2im < 2jn = im < jn, et 2im < im+jn = im < jn.
La troisieme équation donne hl = im. La derniere équation donne nj+hl = p+1 = 2im = im =
nj, par suite im = nj = hl et BPC! = p1(b — 4a1). Si a,b sont copremiers, la conjecture (1.1) est
vérifiée.
- Si k = 2jn ou k = im + jn, on obtient 8 = 0, im = jn = hl et BPC! = p1(b—4a1). Si a, b sont
copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

*G-2-2-1-2-a>1=a>2.

-Sik=2im=2im=p+1+p,or p=2im—acequidonnea=1+42>2=— #0= 3|b,
mais 3|a c’est la contradiction avec a,b copremiers.

-Sik=2n=p+14+pB<2m=p+1+B8<pta=1+<a=>1.8i3>1=3[b
or 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sik =im+jn = im+ jn < 2im = jn < im, et im + jn < 2jn = im < jn,
par suite im = jn. Comme k = im + jn = 2om = 1 + pu+ B et a + pu = 2im qui donne
a=14p2>2= p>1= 3|b, dou la contradiction avec a, b copremiers.

** (G-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit a = w¥a; avec w { a1 et p” = wFp; avec w 1t p.
Comme A?™ = 4ap” = 4w*TH.a1.p) = wW|A = A = W'A;, w{ A;. Or B"C! = p”(3b — 4a) =
whp1(3b — 4a) = w|B"C! = w|B" ou w|C".

#* (G-2-2-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w/Bj et w{ B;. De A™ + B" = O! =
w|C! = w|C. Comme p = bp’ = 3bp” = 3whbp; = Wk (WHM=FAIM 4 2in=kp2n 4 jim+jn—k gmpn)
avec k = min(2im,2jn,im + jn). Par suite :

- Si k = p, alors w1 b et la conjecture (1.1) est vraie.

- Si k > p, alors wlb, or w|a d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

- Si k < p, il s’ensuit de :

3w,ubp1 — wk(w%mka%m + w2jn7kB%n + wierjnkarlnB?)

que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.

¥ (G-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = whCy avec wt C. De A™ + B" = O! = w|(C! — A™) =
w|B. Par suite, utilisant le méme raisonnement pour le cas G-2-2-2-1- ci-dessus, on obtient les
meémes résultats.

5.4. Cas b=3 et 3|p : — Comme 3|p = p = 3p/, on écrit :

A2 _ 4—p0032€ _ dpa 44X ?,p/g _ 4pla

373 3b 3 3 3
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0
Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et cos?~ ne peut pas prendre la valeur

1 en référence a I’équation (2.7), alors on a nécessairement 3|p’ = p’ = 3p” avec p” # 1, sinon
p=23p =3x3p” =9, mais 9 < (p = A*™ + B?" + A™PB"), 'hypotheése p” = 1 est impossible,
alors p” > 1. D’ou :

_4pla 4x3pa

AZm = =4p’a; B"C'=p’.(9—4a)
3 3
1 20 a a 3 .
Commez<cos 5:6:5<1:>3<4a<9$commea>1,a:26tonobtlent:
3p” (9 —4
A2m _ 4pwa _ Sp” : Bncl _ p ( 3 Cl) — p7> (557)

Les 2 dernieres équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit I'écriture de p” en
facteurs premiers : p” = [[;c; p;"* ol les p; sont des entiers premiers et I un ensemble fini d’indices.
On peut écrire p” = p{'.q1 avec p1 { q1. De (5.57), on a p1|A et p1|B"C! = p;|B" ou p;|C".

** H-1- On suppose que pi|B" = B = pfl.Bl avec p1 1 By et 81 > 1. Par suite, on obtient
BrCh = p " g1 avec les cas suivants :

-Siag —nB > 1 = p1|C" = p1|C, en accord avec pi|(C* = A™ + B™), il s’ensuit que la
conjecture (1.1) est vraie.

-Sia; —nB; =0 = B}C' = ¢t = p1 {C! ce qui en contradiction avec p1|(A™ — B") soit
p1|C*. Donc ce cas est impossible.

- Si a3 —nB; < 0, on obtient p?’gl*alB?Cl = q1 = p1|q1 ce qui en contradiction avec py { qi.
Donc ce cas est impossible.

** H-2- On suppose maintenant que pi|C!, utilisant le méme raisonnement appliqué ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.

0
5.5. Cas 3lpet b=p: — On acos’s =2 =% et
3 b p
A2m:4—pcosQQ:4—.g:4—a
3973 » 3

Comme A?™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|[p => 3|b. Comme a et b sont copremiers,
d’ou la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

5.6. Cas 3jpet b=4p: — 3|p=p=3p, p' # 1 car 3 < p, par suite b = 4p = 12p'.
0 4pa a
33730 3 la
car A?™ est un entier. Mais 3|p = 3|[(4p) =
copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

4
A% — P cos®

= b], ce qui en contradiction avec '’hypothese a,b

5.7. Cas 3jpet b=2p: — 3p=p=3p/,p' #1 car 3 < p, dott b =2p = 6p'.

4p 0 4dpa 2a
AP = Zeos’s = - = = 3la
3 3 30 3 |
car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3|b, ce qui en contradiction avec ’hypothese a,b
sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.
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5.8. Cas 3|p et b # 3 est un diviseur de p : — On a b = p' # 3, et p s'écrit
p=kp avec 3lk=k =23k et:
4p 0 4p a
A2m _ 27 S
3°°°37 3
0
B"C! = g (3 - 400823> = k'(3p’ — 4a) = K'(3b — 4a)
1K £ 1

#* 1-1-1- On suppose que k' est premier, d’ou A%" = 4ak’ = (A™)?> = k'|a. Or B"C' =
k' (3b — 4a) = K'|B™ ou k'|C".

%% [1.1-1- Si K/|B" = K|B = B = k'B; avec B; € N*. Par suite k"' B}C' = 3b — da. Or
n > 2 alors (n —1) > 1 et k'|a, d’ou k¥'|3b = k' = 3 ou k’|b.

#* [-1-1-1-1- Si ¥ = 3 = 3|a, avec a qui s’écrit sous la forme a = 3a”. Or A™ = 6d' =
3|A™ = 3|A = A = 3A; avec A] € N*. D'ott 3" 1A = 20/ = 3|a’ = da’ = 3a”. Mais
Em=1BrCl = 3 1BrC = 3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 360”2, Comme n > 2 =n —2 > 1, donc
3|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** 1-1-1-1-2- On suppose maintenant que k’|b, mais k’|a, d’out la contradiction avec a, b copremiers.
#* ]-1-1-2- De la méme facon si &’|C!, nous arrivons & des contradictions.
** 1-1-2- On considere que &' n’est pas premier.

#* I-1-2-1- On suppose que k', a copremiers : A?™ = dak’ => A™ = 2a’.p; avec a = a’? et k' = p?,
donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2d’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.

¥ [-1-2-1-1- 2|d/, alors 2|a’ = 21 p;. Or kK’ = p?.

** 1-1-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.
% [-1-2-1-1-2- On suppose que p; est non premier et il s’écrit sous la forme p; = W™ = k' = w?™.
Par suite B"C! = w?™(3b — 4a).

% 1-1-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B" ou w|C".

% 1-1-2-1-1-2-1-1- Si w|B™ = w|B = B = w’ By avec w { By, d’ott B}.C! = ™" (3b — 4a).

- Si 2m —n.j = 0, on obtient BP.C' = 3b — 4a, comme C! = A™ + B" = w|C! = w|C, et
w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec ¢’ donc premier avec a, par suite w 1 (3b), donc w # 3
et w{b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a w|C! = w|C' et w|(3b —4a) et w { a
et w # 3 et w{b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

-Si2m —nj < 0 = W2 Br C! = 3b — 4a. Comme w|C, utilisant C' = A™ + B", d’ou
C = whC) = wri=2mthipn 0 = 3b — 4a. Si n.j — 2m + hl < 0 = w|BPC!, par suite la
contradiction avec w { By ou w1 Cy. Sin.j —2m + h.l > 0 = w|(3b — 4a) avec w, a,b copremiers,
il en résulte que la conjecture (1.1) est vérifiée.
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% 1-1-2-1-1-2-1-2- On suppose w|C!, utilisant la méme raisonnement ci-dessus, on obtient les
meémes résultats.

#% 1.1-2-1-1-2-2- Maintenant, k¥’ = w?™ et w non premier, on écrit w = w{.Q avec wp premier
fQet f > 1 un entier, et w;|A. D’ott B"C! = w3 ™02 (3b—4a) = w; |(B"C') = w1|B™ ouw|C".

% [1-2-1-1-2-2-1- Si w) |B" = w)|B = B = w! B, avec wy { By, d’on BI.C! = /™= Q2m (3 —
4a).

-Si2f.m—n.j = 0, on obtient B}.C! = Q2™ (3b—4a). Comme C! = A"+ B" = w;|C! = w;|C,
et wi|(3b —4a). Or wy # 2 et wy est premier avec a’ donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc
w1 # 3 et wy 1b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si2f.m —n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a w;|C! = w|C et wi|(3b — 4a)
et w1 fa et wy # 3 et wy 1b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

-Si2fm—nj<0= w?'j_zm‘fB{L.Cl = 0?"(3b — 4a). Comme w;|C utilisant C' = A™ 4 B™,
d'ott C = wh.Cy = wI=2mSrhipn 0L = Q™ (3bh — 4a). Si n.j — 2m.f + h.l < 0 = w|BPCY,
par suite la contradiction avec wy 1 By et wy 1 Cy. Donc si n.j —2m.f + h.l > 0 et w1|(3b — 4a) avec
w1, a, b copremiers, alors la conjecture (1.1) est vérifiée.

#% 1.1-2-1-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si wy|C*.
¥ 1-1-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|py = 2{a’ = 2{a. Or k' = p?.
** 1-1-2-1-2-1- Si p; est premier égal & 2, on obtient A™ = 4a’ = 2|d’, d’ol1 la contradiction.

** 1-1-2-1-2-2- On suppose p; non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’p;, py s’écrit sous la forme
p1 = 2"l = p? = 22m=2,2m Par suite B"C! = k/(3b — 4a) = 22" 2w?"(3b — 4a) = 2|B"
ou 2|C".

% 1-1-2-1-2-2-1- Si 2|B"® = 2| B, comme 2|4, par suite 2|C. De B"C! = 22m~24,2™(3b — 4a) il
s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { q, il n’y aura pas de contradiction avec a,b
copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

% 1.1-2-1-2-2-2- Méme résultat si 2|CL.
#* [-1-2-2- On suppose k', @ non copremiers : soit w un nombre premier tel que w|a et w|p?.

#¥ [-1-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A?™ = 4ak’ = 3|A, or 3|p, comme p = A?*™ +
B + A™B" = 3|B%" = 3|B, par suite 3|C! = 3|C. On écrit A = 34y, B = 3/By, C =
3"C} avec 3 copremier avec Ay, By et Oy et p = 3%2MA2Mm 4 320 p2n 4 3imEin AmpBn — 35 g avec
s = man(2im,2jn,im + jn) et 31 g. On a aussi (w = 3)|a et (w = 3)|k’ ce qui donne a = 3%ay,
3taj et k' = 3#py, 31 p2 avec A?™ = dak’ = 32 AIM = 4 x 3%FTH.a1.py = a + p = 2im. Comme
p = 3p' = 3b.k' = 3b.3"py = 3*TL b.py. L’exposant du facteur 3 de p est s, exposant du facteur 3
du membre a gauche de ’équation précédente est p+1 ajouté de 'exposant 3 de 3 du facteur b, avec
B > 0, soit min(2im, 2jn, im+jn) = p+1+p en rappelant que a+p = 2im. Mais B"C' = k/(4b—3a)
ce qui donne 3(”j+hl)B{LC{ = 3ty (b — 4 x 3@ Day) = 30+, (38b; — 4 x 3(cVay), 34 by. On
a aussi A™ + B" = C! donne 3"MAP + 3mBY = 3MCL. On pose € = min(im, jn), on obtient
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€ = hl = min(im, jn). On a alors les conditions :

s =min(2im,2jn,im + jn) = u+ 1+
a4+ p=2im

€ = hl = min(im, jn)

3t By = 3 py (3% — 4 x 3 Vay)

K 1-1-2-2-1-1- « = 1 = a = 3a; et 31 a1, 'équation (5.59) devient :
14 1 = 2im
et la premiere équation (5.58) s’écrit :
s = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + S

-Sis =2im = f = 0 soit 315> On obtient 2im < 2jn = im < jn, et 2im < im +
jn = im < jn. La troisieme équation (5.60) donne hl = im. La dernieére équation (5.61) donne
nj+hl = p+1 = 2im = im = jn, par suite im = jn = hl et B}CL = pa(b — 4ay). Si a,b sont
copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s = 2jn ou s = im + jn, on obtient B = 0, im = jn = hl et B}C! = pa(b — 4ay). La aussi,
si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

*1-1-2-2-1-2-a> 1= a > 2.

-Sis=2im=2im=p+14+p,0or p=2im—acequidonnea=1+42>2=— [ #0= 3|b,
mais 3|a c’est la contradiction avec a,b copremiers.

-Sis=2jn=pu+1+pB<2im=pu+1+8<pta=1+<a=p=1.8S=1=3b
or 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est non vérifiée.

-Sis =im+jn = im+ jn < 2im = jn < im, et im + jn < 2jn = im < jn,
par suite im = jn. Comme s = tm + jn = 2im = 1+ p+ f et o + p = 2im qui donne
a=14p2>2= >1= 3|b, dou la contradiction avec a, b copremiers.

*# 1-1-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit a = w%ay avec w { a1 et k' = whpy avec w 1 po.
Comme A?™ = 4ak’ = 4w F.a1.py = w|A = A = WAy, w1 A;. Or B"C! = K'(3b — 4a) =
Whpa(3b — 4a) = w|B"C! = w|B" ou w|C".

% [-1-2-2-2-1- w|B" = w|B == w/B; et w { By. De A™ + B" = C! = w|C! = w|C.
Comme p = bp' = 3bk' = 3wlbpy = w* (WM SAI™ 4 WHN=SBIN 4 imEIN=S AMBI) avec s =
min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si s = p, alors w t b et la conjecture (1.1) est vraie.

- Si s > p, alors wlb, or wla d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

- Si s < p, il s’ensuit de :

Sw“bpl — ws(WQim—sA%m + w?jn—sB%n + wim—f—jn—sArlnB?)
que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.

% 1-1-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"Cy avec w{ Cy. De A™ + B" = O' = w|(C! — A™) =
w|B. Par suite, on obtient les mémes résultats de I-1-2-2-2-1- ci-dessus.
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#* [-2- k' = 1 : par suite ¥ = 1 = p = 3b, alors on a A?>™ = 4a = (2d/)> = A™ = 2d/, par suite
a = a'? est pair et :

0 0 0 260
A"B" = 2\3/,50035.\3//3 ( 3s7jn§ - 0083> = p\g/gsin?) - 2a
ou encore :
2p\f

A?™M 4 2AM B = 5 = 2bV/3sin—- (5.62)

29
Le membre & gauche de (5.62) est un entier et b aussi, alors 2\f3$in§ peut étre écrit sous la forme :

2
2\fsm 39 Z;

ou k1, ko sont deux entiers copremiers et ka|b = b = ko.k3.

4 1-2-1- k' = 1 et k3 # 1 : alors A%?™ 4 2A™B"™ = k3.k;. Soit p un entier premier tel que p|ks. Si
@ = 2 = 2|b, mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a,b copremiers. On suppose donc u # 2 et
ks, alors p|A™(A™ 4 2B™) = p|A™ ou u|(A™ + 2B™).

B T2-1-1- p|A™ ¢ Siop|A™ = p|A?™ = pl4da = pla. Comme plks = plb et que a,b sont
copremiers d’ou la contradiction.

K T1-2-1-2- p|(A™ +2B™) + Si p|(A™ +2B") = put A™ et p t 2B™ alors p # 2 et pu t B™.
w|(A™ + 2B™), on peut écrire A™ + 2B"™ = p.t'. 1l s’ensuit :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A?™ 4 B*" 4 2A™B" = 1*t”? — 2t'uB" 4+ B*"

En utilisant ’expression de p, on obtient :

=t"?p* - 2¢/B"u+ B"(B" — A™)
Comme p = 3b = 3ky.k3 et u|k:3 d’olt plp = p= ', alors on a :

W= p(pt”” —2t' B") + B"(B" — A™)

et pu|B"(B™ — A™) = p|B™ ou pl(B™ — A™).

K 1-2-1-2-1- p|B™ : Si p|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec 1-2-1-2-.

K 1-2-1-2-2- p|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant pu|(A™ 4 2B™), on obtient :

p|B" = u|B
u|3B™ = ¢ ou
p=3

* 1-2-1-2-2-1- p|B™ : Si u|B™ = pu|B ce qui est en contradiction avec I-2-1-2- ci-dessus.
KK 1-2-1-2-2-2- = 3 : Sip =3 = 3lks = k3 = 3kj, et on a b = koks = 3kok}, il s’ensuit
p = 3b = 9kok} alors 9|p, mais p = (A™ — B")2 + 3A™B" alors :

9kokl — 3A™B" = (A™ — B")?
qu’on écrit :

3(3kokl — A B™) = (A™ — B™)? (5.63)
d’oti :

3|(3kokly — A™B") = 3|A™B" = 3|A™ ou 3|B"
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¥ 1-2-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A et on a aussi 3|A%™, mais A*™ = 4a = 3|da = 3|a.
Comme b = 3kok% alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’ott la contradiction. Alors 3 1 A.

R 1-2-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3|B"™ = 3|B, or l'équation (5.63) implique 3|(A™ — B")? =
3|(A™ — B™) = 3|A™ = 3| A. Mais en utilisant le résultat du cas précédent, on obtient 3 t A.

Alors I’hypothese k3 # 1 est impossible.

** 1-2-2- Maintenant, on suppose que k3 = 1 = b = ko et p = 3b = 3ko. on a alors :

20 k
2V/3sin= = ~* (5.64)
3 b
avec k1,b copremiers, on écrit (5.64) comme :
e 0 k
4\/§sin§cos§ = ?1

a
Prenons le carré des deux membres et en remplacant 00325 par 7 on obtient :

3x4%a(b—a) =k = ki =3x4%d"b—a)
ce qui implique que :
b—a=3a>=b=10d?+3a> = k = 12da
Comme :
ki =12d'a = A™(A™ + 2B") = 3a =d + B"

On considere maintenant que 3|(b — a) avec b = a” + 3a?%. Le cas a = 1 donne @’ + B™ = 3 ce qui
impossible. On suppose que « > 1. Alors le couple (d’, ) est solution de I’équation diophantine :

X243Y%2=0 (5.65)

avec X = a’ et Y = a. Or d’aprés un théoréme sur les solutions de I’équation donnée par (5.65), b
s’écrit (voir théoreme 37.4 de [2]) :

b= 92s 3t'pt11 . .ptggq%sl . qSST

ou les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les ¢; sont aussi des nombres premiers
tels que ¢;=5(mod 6). Alors :

- si § > 1 = 2|b, comme 2|a, d’ou la contradiction avec a,b copremiers;

-sit> 1= 3|b, or 3|(b —a) = 3|a, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

** 1-2-2-1- Donc on suppose que b s’écrit sous la forme :

tg 2s1 25

b:pﬁl..pgql ...QT

avec p;=1(mod6) et ¢;=5(mod6). Finalement on obtient que b=1(mod6). Vérifions alors cette
condition.

#k 1.2-2-1-1- On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de A™ + B® = C! en fonction
des valeurs de A™, B"(mod 6). On obtient le tableau ci-dessous apres avoir retiré les lignes (res-
pectivent les colonnes ) de A™=0(mod6) et A™=3(mod6) (respectivement de B"=0(mod6) et
B"=3(mod 6)), car ils présentent des cas contradictoires :
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A™. B 1 2 4 5
1 2 350
2 3 401
4 5 0 2 3
) 01 3 4

TABLE 2. Tableau de C'(mod 6)

% 1-2-2-1-1-1- Pour les cas C! = 0(mod 6) et C! = 3(mod 6), on déduit que 3|C! = 3|C = C =
3"Cy, avec h > 1 et 3 1 C1. 1l en résulte que p — B"C! = 3b — 3"CiB" = A — 3|(A*™ =
4a) = 3|la = 3|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

#% 1-2-2-1-1-2- Pour les cas C! = 0(mod6), C' = 2(mod6) et C' = 4(mod6), on déduit que
210" = 2|C = C = 2"Cy, avec h > 1 et 2 1 Cy. 1l en résulte que p = 3b = A?™ 4 B*C! =
4a + 2""CI B" = 2|3b = 2|b, d’ot1 la contradiction avec a,b copremiers.

** 1-2-2-1-1-3- On considere les cas A™=1(mod6) et B"=4(mod6)( respectivement B"=2(mod
6)) : d'ott 2|B" = 2|B = B = 2/Bj avec j > 1 et 21 By. Il en résulte de 3b = A?™ + B"C! =
4a + 2j"B?Cl, par suite 2|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

## 1-2-2-1-1-4- On considere le cas A™=5(mod 6) et B"=2(mod6) : d’ou 2|B" = 2|B = B =
27By avec j > 1 et 24 By. Il en résulte de 3b = A>™ + B"C! = 4a + 2j”B{LCl, par suite 2|b, d’ou la
contradiction avec a,b copremiers.

#* 1-2-2-1-1-5- On considere le cas A™=2(mod6) et B"=5(mod6) : comme A™=2(mod6) —
A™=2(mod 3), donc A™ n’est pas un carré, de méme pour B". Par suite, A" et B" s’écrivent sous
la forme suivante :

A™ = ao.A2
B™ = by B2

ou ag (respectivement by) regroupe le produit de nombres premiers d’exposants 1 de A™
(respectivement de B™) sans que nécessairement (ag,.4) = 1 et (bp,8) = 1. On a aussi
p=3b= A 4 AmB" 4 B?" = (A™ — B")? + 3A"B" = 3|(b — A" B") = A™B"=b(mod 3)
or b = a+ 30> = b=a=a*(mod3), par suite A™B"=a?(mod3). Mais A"=2(mod6) —
2a/=2(mod 6) = 4a/?’=4(mod6) = a?’=1(mod3). Il en résulte que A™B™ est un carré, soit
AmBr = N? = A%2.B%.a0.by. Notons par N? = ag.bg. Soit p; un nombre premier qui divise
ap = ap = pr.a; avec p1 { ar. pINT = pilN1 = N1 = piN] avec t > 1 et p1 1 N,
d’ou p%t_l./\/l’2 = ai.bp. Comme 2t > 2 = 2t — 1 > 1 = pql|ay.by mais (p1,a1) = 1, d’ou
p1lbo = p1|B™ = p1|B. Or p1|(A™ = 2d'). p; est différent de 2 car p1|B™ et B™ est impair, d’ou
la contradiction. Par suite, p1|a’ = p1|a. Si p1 = 3, de 3|(b— a) = 3|b d’ou la contradiction avec
a,b premiers. Donc p; > 3 premier divise A™ et B"™, par suite pi|(p = 3b) = p1b, il en résulte
la contradiction avec a,b premiers, sachant que p = 3b=3(mod 6) et en choisissant le cas qui nous
intéresse & savoir b=1(mod 6).
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*% 1-2-2-1-1-6- On consideére le dernier cas du tableau précédent A™=4(mod 6) et B"=1(mod 6).
On revient & 1’équation (5.65) que vérifie b :
b=X?+3Y? (5.66)
avec X =d; Y=a
et 3a=d + B"
Supposons qu’il existe une autre solution de (5.66) :
b=X24+3Y3=u?+ 30> = 2u+# A™, 3v #d + B"
6o — Am / , . . 2 2 . . .
Or B" = ——— = 3a — a’ et b vérifie aussi :3b = p = A*™ + A™B" 4+ B“", il est impossible que

2
u, v vérifie :

6v = 2u + 2B™
3b = 4u® + 2uB™ + B*"

Considérons que : 6v —2u = 6a—2a’ => u = 3v—3a+d’. Dot b = u?+3v% = (3v—3a+a’)? +3v?
ce qui donne :

202 — B +a?—da=0
(a’ + B™)(A™ — B™)
9
La résolution de la derniére équation donne en prenant la racine positive (car A™ > B"), v; = a,
par suite u = a’. Il en résulte que b dans (5.66) a une représentation unique sous la forme X2+ 3Y2
avec X,3Y copremiers. Comme b est un nombre entier impair, on applique 'un des théoremes

20% — B — =0

d’Euler sur les nombres convenables "numerus idoneus” (voir [4],[5]) & savoir : Sin > 1 est un
entier impair qui est représenté de facon unique telle que n = x® + 3y® avec x,y € N et z et 3y
sont relativement premiers, alors n est premier. Il en résulte que b est premier.

On a aussi p = 3b = A?™ 4+ A™B" 4+ B> = 442> + B".C! soit 9a® — a’> = B™.C', par suite
3o, a’ € N* sont solutions de 1’équation diophantine :

22—y =N (5.67)

avec N = B"C! > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (5.67) et 7(N) le nombre de fagon
d’écrire les facteurs de N, alors on annonce le résultat suivant concernant les solutions de (5.67)
(voir théoreme 27.3 de [2]) :

- si N=2(mod 4), alors Q(N) =0;

- si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- si N=0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Rappelons que A™=0(mod4). Concernant B", pour B"=0(mod4) ou B"=2(mod4), on trouve
que 2|B" = 2|la = 2|b, par suite la contradiction avec a,b copremiers. Il reste le cas
B"=3(mod4) = (C!'=3(mod4) = N = B"C'=1(mod4) = Q(N) = [r(N)/2] > 1. Or
Q(N) = 1, puisque les inconnues de (5.67) sont aussi les inconnues de (5.66) et on a une unique
solution des deux équations diophantines, d’ou la contradiction.

Il en résulte que la condition 3|(b — a) est contradictoire.

L’étude du cas 5.8 est donc achevée.
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5.9. Cas 3|p et b|dp : — Les cas suivants ont été déja étudiés :
*3|p, b=2= bldp : cas 5.1

*3|p, b=4 = bl4p : cas 5.2

*Bp=p=3p,blp) = p =bp”,p” #1 : cas 5.3

*3|p, b=3 = bldp : cas 5.4

*Bp=p=3p,b=p = bldp : cas 5.8

** J-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p = p = 3p’ et 4p = 12p’. En prenant b = 12, on a
bldp. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 = 3 < a < 9. Comme 2|b et 3|b, les valeurs
possibles de a sont 5 et 7.

_ 5bp’ 5p

4pa / / 9
3% = 3 3 = 3p =p' =3p

¥ J1-l-a=5et b=12 = 4p = 12p' = bp/. Or A?>™ =

avec p” € N* alors p = 9p”. D’ou les expressions :
AP = 5y (5.68)

0
BCl = % (3 — 400323> — 4p (5.69)

Comme n,l > 3, on déduit de I’équation (5.69) que 2|p” = p” = 2%p; avec o« > 1 et 2 { py. Par
suite, (5.68) devient : A?™ = 5p” =5 x 2%p; = 2|A = A = 241, i > 1 et 21 A;. On a aussi
B"C! = 2°+2p; = 2|B" ou 2|C".

#% J-1-1-1- On suppose que 2|B" = B = 2/By, j > 1 et 2{ B;. On obtient BPC! = 29+2-inp,
-Sia+2—jn > 0= 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2/ AT 4 2/" B} = 2|C! et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
-Sia+2—jn=0= BPC!' = p;. De C=2m AT + 2"B} = 2|C! ce qui implique que 2|p;
d’ou la contradiction.
-Sia+2—jn< 0= 2""22BC! = p; ce qui implique que 2|p; d’ot la contradiction.
** J-1-1-2- On suppose que 2|Cl, utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes
résultats.

dp a
37

*% J-1-2- On suppose maintenant que a = 7 et b = 12 = 4p = 12p’ = bp/. Or A?™ =

12p/ 7 7p/ / bl 3
3 .ﬁ—?ﬁiﬂp = p =9p”. On obtient :

A2m —_ 7p77

0
B"C! = g (3 — 400323> = 2p”

La derniere équation implique que 2\B”Cl. En utilisant la méme méthodologie appliquée en J-1-1-
ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

On passe maintenant au cas général. Comme 3|p = p = 3p’ et b|dp = Tk € N* et 4p = 12p’ = kqb.

4 J2-k; =1:Si k =1doncb=12p/, (pf # 1 sinon p = 3 < A?™ + B?" + A™B"). Mais
4 0 12 4p’.

O P A R 3la car A?™ est un entier, d’ou la contradiction avec

3 3 3 b 12p/ 3

a,b copremiers.
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4 .
K J-3-k1 =3:51k :3,d’0i1b:4p’etA2m:§.cos ng—a—(Am) =ad? =A™
260
Le calcul de A™B"™ donne A™B" = p\gf ng Ty soit :
2p 26
AP L 9 A™ B = ?)f ng =2p / Bsin— (5.70)

20
Le membre & gauche de (5.70) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sin§ peut étre écrit sous la

forme :

20 k
2\[sm 3 /fz

ou kg, ks sont deux entiers copremiers et ks|p’ = p’ = k3.k4.
** J-3-1- k4 # 1 : on suppose k4 # 1, alors :

A% L 2AMB" = ko ky (5.71)
Soit p un entier premier tel que p|ky. Alors p|A™(A™ + 2B"™) = p|A™ ou p|(A™ + 2B").

B J-3-1-1- p|A™ ¢ Si p|A™ = p|A?*™ = pla. Comme ulky = ulp’ = p|(4p’ = b). Or a,b sont
copremiers d’ou la contradiction.

K J-3-1-2- p|(A™ +2B™) : Si p|(A™ +2B") = p {1 A™ et p t 2B™ alors p # 2 et p { B™.
w|(A™ + 2B™), on peut écrire A™ + 2B"™ = p.t'. 1l s’ensuit :
Am+Bn :/,Lt,—Bn :>A2m+BQn+2AmBn :ﬂ2t/2 —2t//,LBn+B2n

Utilisant I’expression de p, on obtient p = t?u? — 2¢/B"y + B"(B" — A™). Comme p = 3p’ et
wlp’ = ul(3p") = wlp, on peut écrire : Iy’ et p = pp’, alors on arrive a :

W= p(pt”” —2t'B") + B"(B" — A™)
et pu|B"(B™ — A™) = p|B™ ou pl(B™ — A™).

** J-3-1-2-1- pu|B™ : Si pu|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

K J-3-1-2-2- p|(B™ — A™) @ Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B"™), on obtient :

| B™
w|3B" = ¢ ou
p=3

# J-3-1-2-2-1- p|B™ : Si p|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.
K J-3-1-2-2-2- =3 :Sip =3 = 3|lky = kg = 3k}, et on a p’ = ksky = 3ksk), il s’ensuit
p = 3p’ = 9k3k), alors 9|p, mais p = (A™ — B")? + 3A™B", il en résulte :

9k3k) — 3A™B" = (A™ — B")?
quon écrit : 3(3ksk) — A" B™) = (A™ — B")? d’oti : 3|(3ksk) — AMB") = 3|A™B" = 3|A™ ou
3|B™.

¥ J-3-1-2-2-2-1- 3| A™ : Si 3| A™ = 3|A*™ = 3|a, mais 3|p’ = 3|(4p’) soit 3|b d’ou la contradiction
avec a, b copremiers. Alors 31 A.
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** J-3-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3|B™ or A™ = ut' —2B"™ = 3t' —2B"™ = 3| A™, ce qui est contradictoire.
Alors I’hypothese k4 # 1 est impossible.

** J-3-2- k4 = 1 : Maintenant, on suppose que ks = 1 = p’ = k3ky = k3. On a alors :

20k
2\/§sin§ = i (5.72)
avec ko, p’ copremiers, on écrit (5.72) comme :

4\/§singcos§ = IZ

0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplacant 00525 par 3 et b =4p’, on obtient :
3.a(b—a) = k3

Comme A?™ = g = o2

, ce qui implique que :

3(b—a), et b—a=0b—ad?=3a>
Comme ko = A™(A™ 4 2B™) d’apres I’équation (5.71) et que 3|ky = 3|A™(A™ 4 2B") = 3|A™
ou 3|(A™ + 2B").

E J-3-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’olt la contradiction avec
a, b copremiers.

¥ J-3-2-2- 3|(A™ + 2B™) = 31 A™ et 3 B". Comme d'une part k3 = 9aa? = 9a"%a? = ky =
3d'a = A™(A™ + 2B™), par suite :

3a = A™ +2B" (5.73)

Comme b s’écrit sous la forme b = a’? + 3a2, donc le couple (a’, ) est une solution de I’équation
diophantine :
22 +3y° =0 (5.74)

Comme b = 4p/, par suite :
** J-3-2-2-1- Si z, y sont pairs, d’ou 2|a’ = 2|a, il en résulte la contradiction avec a,b copremiers.

k0 J-3-2-2-2- Si x,y sont impairs, soit o', impairs, c’est-a-dire A™ = a/=1@mod4) ou
Am=3(mod4). Si u,v vérifient (5.74), soit b = u? + 3v?, avec u # da’ et v # «, alors u,v ne
vérifie pas (5.73), soit 3v # u + 2B", sinon u = 3v — 2B" = b = (3v — 2B")? + 3v? = a? + 3q,
la résolution de I’équation du second degré obtenue en v donne la racine positive v; = «, par suite
u=3a —2B"™ = d/, d’ou I'unicité de 'écriture de b représentée par (5.74).

% J-3-2-2-2-1- On suppose A™=1(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ott B" est pair et B" = 2B’. L’ex-
pression de p devient :

p=a?+2d'B +4B? = (d + B")?>+3B? =3p = 3|(d + B') = d + B' = 3B”
p'=B?+3B"2 = b=4p' = (2B')? + 3(2B")? = a’? + 3a?

Soit 2B’ = B"™ = a/ = A™, d’ou la contradiction avec A™ > B".
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¥ J-3-2-2-2-2- On suppose A™=1(mod4) et B"=1(mod4), d’'ott C! est pair et C' = 2C"'. L’ex-
pression de p devient :

p= CQl o Can + B2n — 40/2 —920'B" + BQn — (Cl . Bn)Z + 30/2 — 3p/
— 3|(C’' — B") = C' — B" = 3C”
P =C? 4302 = b=4dp = (2C")2 4 3(2C")? = a + 30>

Soit 20" = C* = a/ = A™, d’ou la contradiction.

#k J-3-2-2-2-3- On suppose A™=1(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ott B" est pair, voir J-3-2-2-2-1-.
% J-3-2-2-2-4- On suppose A™=1(mod 4) et B"=3(mod 4), d’ott C' est pair, voir J-3-2-2-2-2-.
#k J-3-2-2-2-5- On suppose A™=3(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-2-2-2-1-.
% J-3-2-2-2-6- On suppose A™=3(mod 4) et B"=1(mod 4), d’ott C' est pair, voir J-3-2-2-2-2-.
4 J-3-2-2-2-7- On suppose A"=3(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ott B" est pair, voir J-3-2-2-2-1-.
¥ J-3-2-2-2-8- On suppose A™=3(mod 4) et B"=3(mod 4), d’ot1 C' est pair, voir J-3-2-2-2-2-,
On a achevé donc I'étude de J-3-2-2- qui a mené a des contradictions.

*% J-4- On suppose k1 # 3 et 3|k; = k; = 3k} avec k] # 1, alors 4p = 12p’ = kb = 3kib =

4 / /
4p' = kib. A?™ gécrit A2 = L, 529 _ 3hba _ kja et B"C! = g <3 — 460829> = %(Sb —4a).

39973773 1 3
Comme B"C'! est un entier, on doit avoir 4|(3b — 4a) ou 4|k} ou [2|k} et 2|(3b — 4a)].

** J-4-1- On suppose que 4/(3b — 4a).

** J-4-1-1- On suppose que 3b — 4a = 4 = 4|b = 2|b. On a alors :
AP = Kha
B"C' = k|

#% J-4-1-1-1- Si k} est premier, de B"C' = k}, c’est impossible.

#* J-4-1-1-2- On suppose que kj > 1 est non premier. Soit w un nombre premier tel que wl|k].

% J-4-1-1-2-1- On suppose que k] = w?®, avec s > 6. On a donc :
AP = o (5.75)
B"C! = w* (5.76)

#% J-4-1-1-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k] sont non copremiers alors 2|a, comme 2|b, c’est la
contradiction avec a,b copremiers.

#% J-4-1-1-2-1-2- Supposons w = 2 et a, k} sont copremiers donc 2 { a. De (5.76), on en déduit
que B=C =2etn+1=s et A" = 2%a, mais A™ = 2! — 2" = A?" = (2! —2")% =
220 4 9220 _9(2lHn) = 220 1 921 9 x 2% = 25.q = 2% 4 22" = 2%(q 4 2). Si | = n, on obtient
a = 0 d’ou la contradiction. Si I # n, comme A™ =2/ —2" > 0 = n < | = 2n < s, d’ou
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221 (1 22120 _ 9s+1=2n) — 9n9l ¢ Posons | = n +ny = 1422720 —25F1=2n — 9m1 ¢ or le terme
a gauche est impair et le membre a droite est pair d’ou la contradiction. Donc le cas w = 2 est
impossible.

#% J-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k] = w® avec w # 2 :

#* J-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k} sont non copremiers, alors wla = a = w'.a; et ¢t { a;. On
a donc :

AP = 5T gy (5.77)

B"C! = w* (5.78)

De (5.78), on déduit que B" = w", C" = w!, s = n+let A" =w —w" >0 = 1> n. De

plus, A2 = wstta; = (W' — w™)? = W + WP — 2 x w®. Comme w # 2 = w est impair, par

suite A2™ = wStt.ay = (W' — w™)? est pair, donc 2|a; = 2|a ce qui est en contradiction avec a,b
copremiers, alors ce cas est impossible.

% J-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k] sont copremiers, avec :

AP =t (5.79)
B"C! = w? (5.80)
De (5.80), on déduit que B" = w", C' = w' et s = n + 1. Comme w # 2 = w est impair et

A% = wd.a = (wl — w™)? est pair, d’out 2|a. Par suite la contradiction avec a,b copremiers, donc
ce cas est impossible.

#* J-4-1-1-2-2- On suppose que k] = w®.kg, avec s > 6, w t k2. On a donc :
AP = W ko
B"C' = W ky

** J-4-1-1-2-2-1- Si k9 est premier, de la derniére équation ci-dessus, w = kg, c’est en contradiction
avec w 1 ko. Donc ce cas est impossible.

K J-4-1-1-2-2-2- On suppose que k] = w®.kq, avec s > 6, w t ko et ko non premier. On a donc :

A% = % ko.a

B"C! = WP ky (5.81)

#% J-4-1-1-2-2-2-1- On suppose w, a copremiers, donc w { a. Comme A?" = w*.ko.a = w|A =
A =wiAy avec i > 1 et w{ Ay, par suite s = 2im. De (5.81), on a w|(B"C') = w|B" ou w|C".

¥ J-4-1-1-2-2-2-1-1- On suppose w|B" = w|B => B = w/Bj avec j > 1 et w { By. D’ou :
B?Cl — w2im—jnk2 .

- Si 2im—jn > 0, w|C! = w|C, pas de contradiction avec C! = w™ A +w" BT et la conjecture
(1.1) est vraie.

- Si 2im — jn = 0 = BIC! = ko, comme w { kg = w { C! d’on la contradiction avec
w|(Ct = A™ + B™).

- Si 2im — jn < 0 = W 2MBRC! = ky = wlky d’ot la contradiction avec w 1 k.
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% J-4-1-1-2-2-2-1-2- On suppose w|C!, avec la méme méthode suivie ci-dessus, on obtient les
meémes rsultats.

¥ J-4-1-1-2-2-2-2- Supposons que a,w sont non copremiers, alors wja = a = w'.a; et w {aj. On
a donc :

AP = 5T ey ay (5.82)

B"C! = Wi ky (5.83)

Comme A?" = Wt ky.ay = w|A = A = w'Aj avec i > 1 et wt Ay, par suite s +t = 2im. De
(5.83), on a w|(B"C') = w|B™ ou w|C".

% J-4-1-1-2-2-2-2-1- On suppose w|B" = w|B = B = w/B; avec j > 1 et w { By. D'ou :
B{Lol — w2im—t—jnk2 .

- Si 2im —t — jn > 0, w|C! = w|C, pas de contradiction avec C! = W™ AT + W"BY et la
conjecture (1.1) est vraie.

-Si 2im —t —jn = 0 = BYC' = ko, comme w { ks => w { C! d’ott la contradiction avec
w|(Ct = A™ + B™).

-Si2im—t—jn< 0= wj"+t_2imB’11Cl = ko = wlke d’on la contradiction avec w 1 k.

#% J-4-1-1-2-2-2-2-2- On suppose w|C!, avec la méme méthode suivie ci-dessus, on obtient les
mémes rsultats.

K J-4-1-2- 30 — 4a # 4 et 4/(3b — 4a) = 3b — 4a = 4°Q avec s > 1 et 41 Q. On obtient :
A% = Kla (5.84)
B"C! = 4571k Q (5.85)

#% J-4-1-2-1- Supposons k] = 2, de (5.84) on déduit que 2|a. Comme 4|(3b — 4a) = 2|b, d’ou la
contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas est impossible.

% J-4-1-2-2- Supposons que k] = 3, de (5.84) on déduit que 33|A?™. De (5.85), il en résulte que
33|B™ ou 33|C'. Dans les deux cas précédents, on obtient 33|p. Mais 4p = 3k} b = 9b, or 27|p ce qui
donne 3|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas est impossible.

#* J-4-1-2-3- Supposons que kj est un nombre premier > 5 :

#% J-4-1-2-3-1- Supposons k} et a copremiers. L’équation (5.84) donne (A™)2 = kf.a ce qui est
impossible avec k} t a. Donc ce cas est impossible.
1

% J-4-1-2-3-2- Supposons k] et a sont non copremiers, soit k}|a = a = k{*a; avec a > 1 et k] 1 a1.
L’équation (5.84) s’écrit :
AP = Ela = k:'laJrlal

La derniere équation donne kf|A?™ = k||A = A = K. A, avec k| 1 A1, Si 2i.m # (a + 1)
c’est impossible. On suppose que 2i.m = « + 1, par suite k}|A™. Revenons & 1’équation (5.85). Si
K} et Q sont copremiers, ¢’est impossible. On suppose donc que k| et  ne sont pas copremiers
c’est-a-dire que k| |Q et que I'exposant de k] dans Q est tel que I'équation (5.85) soit satisfaite. On
déduit facilement que kj|B™. Par suite k7|(p = A*™ + B*" + A™B"), mais 4p = 3kib = k}|b,
d’ou la contradiction avec a,b copremiers.
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#% J-4-1-2-4- Supposons que k} > 4 non premier.

% J-4-1-2-4-1- Supposons que k; = 4. On a alors : A?™ = 4q et B"C' = 3b — 4a = 3p’ — 4a. Ce cas
a 6té traité dans le paragraphe 5.8 cas ** I-2-.

#% J-4-1-2-4-2- On suppose que k] > 4 non premier.

#% J-4-1-2-4-2-1- On suppose que a, k] sont copremiers. De I’expression A% = K| .a on déduit que
a=a? et k| =k”2. Ce qui donne :
A™ = a1.k"
B"C' = 4571k"7 .0
Soit w un nombre premier tel que w|k”1, soit k"1 = w'.k”y avec w { k9. Les deux équations
précédentes deviennent :

A™ = ay.wh Ky (5.86)
B"C! = 471 k2.0 (5.87)

De (5.86) w|A™ = w|A = A = w'.A; avec w1t A; et im = t. De (5.87), on a w|B"C! = w|B"
ou w|C.,

% J-4-1-2-4-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’.By, avec w { Bj. De (5.86), on a B}C! =
Wil B30 Siw =2 et 24Q, on a BPC! = 22H2smin=2pr3

- Si 2t 4+ 25 — jn — 2 < 0 alors 21 C! ce qui est en contradiction avec C! = w™ AP + wI" B},

- Si 2t 425 — jn —2 > 1 = 2|C' = 2|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

(Mémes résultats si 2|2 = Q = 2".Q, on remplace 2t + 2s — jn — 2 par 2t + 2s + p — jn — 2).
Siw# 2, ona BC! = w2 ings—1p2.,

La aussi, si wtQ :
-Si 2t — jn < 0 = w{ C! ce qui est en contradiction avec C! = w™m AT + w/"BY.
-Si 2t — jn > 1 = w|C’ et la conjecture (1.1) est vérifiée.

Mémes résultats si 2|Q2 = 2 = 2#.Q;, on remplace 2t — jn par 2t + p — jn.

% J-4-1-2-4-2-1-2- Si w|C! = w|C = C = W".Cy, avec w t C1. En utilisant les mémes méthodes
en J-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, on obtient les mémes résultats suivants les cas.

#% J-4-1-2-4-2-2- On suppose que a, k| sont non copremiers. Soit w un nombre premier tel que w|a
et w|k]. On écrit :
a=w"a
k| = wh. k",
avec a1, k”1 copremiers. L’expression de A?™ devient A?"™ = w**#.a1.k”. Le terme B"C" devient :
B"Cl = 4571wt k1.0 (5.88)

K J-4-1-2-4-2-2-1- Si w = 2 = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers. Ce cas
est donc impossible.
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*K J-4-1-2-4-2-2-2- Si w > 3. On a w|a. Si w|b c’est la contradiction avec a, b copremiers. On suppose
que w 1 b. De Pexpression de A?™, on obtient w|A*™ = w|A = A = w'.Aj avec w{ Ay, i > 1 et
2i.m = a + p. De (5.88), on déduit que w|B™ ou w|C".

¥ J-4-1-2-4-2-2-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w’ By avec w { By et j > 1. Par suite,
BrO = 457 1wrin k7 Q)

FwtQ:

-Si g —jn > 1onaw/C = w|C, pas de contradiction avec C! = w™AP + wWI"B? et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Sip—jn <0 avec w{Q, alors w{ C! et c'est la contradiction avec C! = w™m AP + w/"BY.
Donc ce cas est impossible.

* w|Q : soit Q = wP.Qy avec B> 1 et w{ Q. Comme 3b — 4a = 4°.Q = 4°.0°.Q) = 3b =
4a 4 45.wW8 . = dw.a1 + 4508 Q) = 3b = dw(w* Ly + 451wy Siw =3et =1, 0n
obtient b = 4(3% la; + 45710 et BPO! = 45713010 71 Q.

- Si p—gjn+1>1, alors 3|C* et la conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sip—jn+1<0,alors 31 C! et c’est la contradiction avec C! = 3 AT 4 37" B7.

Maintenant, si > 2 et a = im > 3, on obtient 3b = 4w?(w* 2a; +4°"'wf~2Qy). Si w = 3 ou non,
alors w|b, mais w|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% J-4-1-2-4-2-2-2-2- On suppose que w|C! = w|C' = C = wC} avec w{ Cy et h > 1. Par suite,
B"C’{ = 45~ Lr=hl 171 Q. En utilisant la méthodologie ci-dessus, on obtient les résultats analogues.

% J-4-2- On suppose que 4|k].

K J-4-2-1- k] =4 = 4p = 3k}b = 12b = p = 3b = 3p/, ’est le cas déja étudié au I-2- paragraphe
5.8.

K J-4-2-2- k] > 4 avec 4|k} = k] = 4°k”1 et s > 1,41k”1. On a donc :
AP — 4870 = 22K 1a
B"C! = 45717 1(3b — 4a) = 2272k 1(3b — 4a)
#% J-4-2-2-1- On suppose s = 1 et k} = 4k”1 avec k71 > 1, soit p = 3p’ et p’ = k”1b, c’est le cas 5.3
déja étudié.
#% J-4-2-2-2- On suppose s > 1, par suite k] = 4°k”; = 4p = 3 x 4°k”1b et on a :
AP = 4587 1 (5.89)
B"C' = 45711 (3b — 4a) (5.90)

#* J-4-2-2-2-1- On suppose que 21 (k”1.a) = 21 k"1 et 21 a. Comme (A™)? = (2%)2.(k"1.a), on
pose d? = k”1.a, par suite A™ = 25.d = 2|A™ = 2|A = A = 2A; avec 2{ Ay et i > 1. D’ou :
2M AT = 25 d = s = im. De ’équation (5.90), on a 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

¥ J-4-2-2-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, avec j > 1 et 2 { B;. L’équation

(5.90) devient :
BPCh = 22702k (3b — da) = 22" k71 (3b — da)
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* On suppose que 21 (3b —4a) :

- Si 2im — jn—2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2™ A 4+ 2" B et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

- Si 2im — jn — 2 <0, alors 21 C!, d’olt la contradiction avec C! = 2™ AT + 2" BY.

* On suppose que 2*|(3b — 4a), p > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im + pu — jn — 2 > 1, alors 2|C', pas de contradiction avec C! = 2mAP + 2"BY et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im + pu — jn—2 <0, alors 21 C!, d’olt la contradiction avec C! = 2imAMm 4 2" Bn.

#% J-4-2-2-2-1-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C = 2".C}, avec h > 1 et 21 C;. De la méme
maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

*k J-4-2-2-2-2- On suppose que 2|(k”1.a) :
** J-4-2-2-2-2-1- On suppose que k”1 et a sont copremiers :

¥ J-4-2-2-2-2-1-1- On suppose que 2 1 a et 2|k”; = k71 = 224.k"3 et a = a?. Alors les équations
(5.89-5.90) deviennent :

AP = 4502203 — A™ = 25TH |75 a4y (5.91)
B"C' = 4571 2%75(3b — da) = 2722 E75(3b — 4a) (5.92)

L’équation (5.91) donne 2|A™ = 2|A = A = 20.A; avec 2 1 Ay, i > 1 et im = s+ p. De
’équation (5.92), on a 2|(B"C!) = 2|B" ou 2|C".

¥ J-4-2-2-2-2-1-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2t By et j > 1. Par suite
BRCO! = 2252n=in=22(3h — 4aq) :

* On suppose que 21 (3b — 4a) :

- Si 2im + 2u — jn — 2 > 1, alors 2|C?, pas de contradiction avec C! = 2iM AT 4 2B et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im + 2u — jn — 2 <0, alors 21 C!, d’ott la contradiction avec C! = 2im A 4 277 B,

* On suppose que 2¢|(3b — 4a), a > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im +2u + a — jn —2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2 AT 4 2" B et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im + 2+ o — jn — 2 < 0, alors 24 C, d’ou la contradiction avec C! = 2™ AT 4 2" BY.

% J-4-2-2-2-2-1-1-2- On suppose que 2|C' = 2|C = C = 2".C4, avec h > 1 et 21 Cy. De la
meéme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

** J-4-2-2-2-2-1-2- On suppose que 21 k”; et 2ja = a = 22“.a% et k71 = k:”%. Alors les équations
(5.89-5.90) deviennent :

AP = 450210203 — A™ = 25K g1 k7. (5.93)
B"C' = 457 k75(3b — 4a) = 2% 7*k”3(3b — 4a) (5.94)
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L’équation (5.93) donne 2|A™ = 2|4 = A = 2. A; avec 2 Ay, i > 1 et im = s+ u. De
’équation (5.94), on a 2|(B"C!) = 2|B" ou 2|C".

¥ J-4-2-2-2-2-1-2-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2t By et j > 1. Par suite
ByCl = 2257in=272(3ph — 4aq) :

* On suppose que 21 (3b —4a) = 21tb:

-Si2im—jn—2 > 1, alors 2|C’l, pas de contradiction avec C! = 2“”/1{” + 2j”B{L et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

- Si 2im — jn —2 <0, alors 21 C!, d’ou la contradiction avec C! = 2im AT 4 2/nBn,

* On suppose que 2%|(3b—4a), a > 1, dans ce cas a, b sont non copremiers, c’est la contradiction.

% J-4-2-2-2-2-1-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1 et 21 Cy. De la
méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

#* J-4-2-2-2-2-2- On suppose k"1 et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”1. Soit a = 2'.a; et
k"1 =2'k"5 et 24 ay et 21 k72. De (5.89), on a -+t = 2\ et a;.k”s = w?. Les équations (5.89-5.90)
deviennent :

AP = 457 10 = 225 2H k7520 ay = 28T WP = A = 25T (5.95)
B"C! = 457121E75(3b — 4a) = 2% 2k75(3b — 4a) (5.96)

De (5.95) on a 2|A™ = 2|A = A = 2iA1,i > 1 et 21 A;. De (5.96), 25 + 1 — 2 > 1, on déduit
2|(B"C") = 2|B" ou 2|C".

¥ J-4-2-2-2-2-2-1- On suppose 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2 | By et j > 1. Par suite
BRCl = 225H=in=2}72(3h — 4q) :

* On suppose que 21 (3b —4a) :

- Si2s4pu—jn—2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2im AM 4 2In BT et la conjecture
(1.1) est vérifiée.
-Si2s+p—jn—2<0,alors 21 C!, d'o la contradiction avec C! = 2im AT 4 2i"BY,

* On suppose que 2%|(3b — 4a), pour une valeur a > 1. Comme 2|a, alors 2¢|(3b — 4a) =
2|(3b — 4a) = 2|(3b) = 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% J-4-2-2-2-2-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1 et 21 C;. De la méme
maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

¥ J-4-3- 2|k} et 2|(3b — 4a) : alors on obtient 2|kj = k] = 2'.k"; avec t > 1 et 2 | k”;.
2|(3b —4a) = 3b—4a =2".d avec p > 1 et 24d. On a aussi 2|b. Si 2|a, c’est la contradition avec
a,b copremiers.

On suppose dans la suite de cette section que 2 1 a. Les équations (5.89-5.90) deviennent :

AP =20 | 0 = (A™)? (5.97)
Bncl _ 2t71k771‘2u*1d — 2t+/1*2]€”1'd (598)
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De (5.97), on déduit que ¢ est un exposant pair, soit ¢ = 2). Par suite, on pose w? = k”1.a ce
qui donne A™ = 2 \w = 2|A™ = 2|A = A = 20.A; avec i > 1 et 21 A;. De (5.98), on a
2\ + p — 2 > 1, par suite 2|(B"C!) = 2|B" ou 2|C" :

¥ J-4-3-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/By, avec j > 1 et 2 { By. Il s’ensuit que
BRCO! = 222 n=in=2 7 d.

-Si 2\ p—jn—2 > 1, on a 2|C' = 2|C, il n’y a pas de contradiction avec C! = 2/ A" 4-2/" B7
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

-Si2s4+t+pu—jn—2 <0, il s’ensuit que 21 C, d’ot1 la contradiction avec C! = 2im Am 4 2in BR

#% J-4-3-2- On suppose que 2|C! = 2|C. En utilisant la méme méthode ci-dessus, on obtient les
mémes résultats.

O
Le Principal Théoréme est démontré.
6. Exemples Numériques
6.1. Exemple 1 : — Soit 'exemple : 63 4+ 3% = 3% avec A™ = 6, B” = 3% et C' = 3°. Avec les
notations utilisées dans le papier, on obtient :
p=35x73, ¢q=8x3" A=4x3%3"x4%2-73%)<0
3% x 7373 4 x 33 3
_EXTIVE g AXS XS (6.99)
V3 73V73
4 0 6 3A*™ 3 x2f
Comme A?™ = gp.coszg = 00325 = 1 = >7<3 = % = a=3x2 b="73; alors :
0 4v3
cos? = AV3 p=23%b (6.100)

3 V73
On vérifie facilement 1’équation (6.99) utilisant (6.100). Pour cet exemple, on peut utiliser les deux
conditions de (3.14) comme 3|a ,b|4p et 3|p. Les cas 4.4 et 5.3 sont respectivement utilisés. Pour le
cas 4.4, c’est le sous-cas B-2-2-1- qui est a été utilisé et la conjecture (1.1) est vérifiée. Concernant
le cas 5.3, c’est le sous-cas G-2-2-1- qui a été appliqué et la conjecture (1.1) est vérifiée. On trouve
pour les deux cas que A™, B" et C' de I'exemple 1 ont un facteur commun ce qui est vrai.

6.2. Exemple 2 : — Soit le deuxieme exemple : 7* + 73 = 143. On prend A™ = 74 B" = 73

et C'' =143, On obtient p =57 x T =3 x19x 70, ¢=8x70, A =27¢> —4p3 =27 x4 x
4

7T18(16 x 49 —193) = 27 x4 x T®¥ x 6075 <0, p=19x7" x V19, cosf = —ﬂ. Comme

) ) 19+/19
4p 0 6 3A°™ 7 a 0 7
3 COS 3 COS 3 4p 4 % 19 b a X alors COS3 2\/@

0
et on a le cas 3|p et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de 'expression de cosg confirme la valeur

ci-dessous :
9 0 7 \° 7 4x7
cosl = c0s3(0/3) = 4cos®~ — 3cos~ =4 —— ) —3 = —
(0/3) 3 3 <2\/E> 2v/19 19+/19

On obtient donc 3|p = p = 3p/, b|(4p) avec b # 2,4 alors 12p' = kb = 3 x 75b. Ceci concerne le
paragraphe 5.9 de la deuxieme hypothese. Comme k1 = 3 x 76 = 3k} avec kf = 70 # 1. C'est le
sous-cas J-4-1-2-4-2-2- avec la condition 4|(3b — 4a). Vérifions alors :

3b—4a=3x4x19—4x 7% =32 = 4/(3b — 4a)
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avec A?™ = 78 = 70 x 72 = k{.a et k| non premier, avec a et k] non copremiers avec w = 71 Q(= 2).
On retrouve bien que la conjecture (1.1) est vérifiée avec un facteur commun & savoir le nombre
premier 7 un diviseur de k} = 7°.

6.3. Exemple 3 : — Soit le troisieme exemple : 19* + 383 = 573 avec A™ = 194, B" = 383 et
C' =573, On obtient p = 195 x 577, ¢=8x27x 1910 A =27¢> — 4p> = 4 x 19'3(27% x 16 x

199 Vv 4x3*x1 4
192 —-5773) <0, p= w, cost = —M. Comme A*™ = —p.COSQQ ==
3v3 577577 3 3

0 3A2m 3 x 192 a 0 19v/3
2 2

— = = = - = =3 19 b=141 577, al - = —
COS 3 4p 4% 577 b a X s X , alors 0083 Wi

6
3la et b|(4p). Le calcul de cosf & partir de 'expression de cosz confirme la valeur ci-dessus :

et on a le cas

3
4
cost) = cos3(0/3) = dcos™e — cost — 4 [ 10V ) _g10V3 _ 4x3Tx 19V
3 3 2/577 2V/577 BTTV/5TT

On obtient donc 3|a = a = 3a’ = 3 x 192, b|(4p) avec b # 2,4 et b = 4p’ avec p = kp' soit p’ = 577
et k = 195. Ceci concerne le paragraphe 4.8 de la premiere hypotheése. C’est le sous-cas E-2-2-2-2-1-
avec w = 19, a/,w non copremiers et w = 191 (p' —a’) = (577—19?) avec s—jn =6—-1x3 =3 > 1,
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

7. Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est vraie a demandé l’étude de
plusieurs cas possibles. On a confirmé la méthode par les trois exemples numériques présentés. En
conclusion, on peut annoncer le théoreme :

Théoréme 7.1. — (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2017) : Soient A,B,C,m,n, et l des
entiers positifs avec m,n,l > 2. S :
A™ 4 B" = (! (7.101)

alors A, B, et C ont un facteur en commun.
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