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Abstract

Se intent6 obtener soluciones analiticas para el “ Slinky en caida libre”. Los
primeros dos, que usaron la ecuacién de la onda, fracasaron por razones distintas.
El primer intento usé las series Fourier, pero no pudo cumplir las condiciones
de frontera. El segundo usé trasformadas Laplace; de esa forma si, cumplié las
condiciones iniciales y de frontera, y predijo, con correccién, que la aceleracién
del baricentro del Slinky debe ser igual a g (la aceleracion gravitatoria ). Sin
embargo, se equivico en cuanto predijo que el extremo superior del Slinky caerfa a
través de la parte del Slinky que estd en reposo. Esta prediccion no fue un defecto
de las trasformadas Laplace; sino un artefacto del uso de la ecuacién de la onda
para un resorte de tensién en este caso especifico, que trata de una onda de choque.

El tercer intento usé el teorema impulso-momento. Hizo predicciones coher-
entes entre si, y que concuerdan con observaciones empiricas.

Cabe sefialar que la modelacién del Slinky en caida libre presentada aqui
trata solamente su movimiento en la direccién vertical, haciendo caso omiso a
su rotacion.

1 Introduccion

El interesante fenémeno del Slinky en caida libre (Fig. 1) se ha analizado con extensién
por muchos autores; entre ellos, [1]-[3]. Ellos sefialaron que el Slinky se comporta as{
por ser un resorte de traccion: es decir, que estd en tension (ligeramente, en el caso de
un Slinky), con todas sus vueltas trincadas.

En este documento, examinaremos tres intentos por modelar el comportamiento
del Slinky matemdticamente. Los primeros dos usardn la ecuacién de la onda. Para
resolverla, junta con las condiciones iniciales y de frontera que resultan, el primer
intento emplea las series Fourier, mientras el segundo recurre a las trasformadas de
Laplace. Veremos que ni el uno ni el otro de estos intentos funciona.

Tomando en cuenta lo aprendido a través de los primeros dos intentos, el tercer
retomard a [!], descartando el uso de la ecuacién de la onda, para adoptar un mod-
elo basado en los conceptos de impulso y cantidad de movimiento. Se redondeara la
presentacion analizando varias de las predicciones del modelo.

2 Descripcion del fenomeno por modelarse, y la no-
tacion que se usara en este documento

Para comenzar, definamos unas cuantas de las caracteristicas de un Slinky. Primero,
por ser un “resorte de tensién”, sus vueltas estan trincadas aun cuando no se le aplica

En este documento,
despreciaremos la fuerza
necesaria para separar las
vueltas del Slinky.



Las definiciones de las
variables M y E.

Figure 1: El fascinante fenémeno del “Slinky en caida libre”. (Extractos de una
grabacion hecha por [3] con una camera de alta velocidad.) Se colgé el Slinky de
un soporte. Cuando el Slinky habfa alcanzado su condicién de equilibrio, y estaba en
reposo, se le soltd el extremo superior. El Slinky no se cay6 todo a la vez; en cam-
bio, solamente el extremo superior descendid, ocasionando que se formara debajo del
mismo una zona en la que todas las vueltas estuvieron trincadas. El extremo inferior
se quedd inmévil hasta que dicha zona lo alcanzara.

ninguna fuerza. Es necesario aplicarle una fuerza para separarlas. En el caso de un
Slinky, la fuerza necesaria es muy pequeiia, por lo que la despreciaremos.

Dos caracteristicas del Slinky que si, son medulares en nuestro anélisis son su masa
por unidad de longitud (M) y su “constante eldstica”, E. Esta dltima no es el constante
“Hooke” del resorte; en cambio, se define segtin

A
F:EXTZ,

donde Al significa la elongacion provocada en un trozo de longitud [ del Slinky, por la
fuerza F'.

Ahora, para conocer mejor el fendémeno que queremos modelar, examinemos la
“historia” del punto arbitrario P en las Figuras 2-7. Al fijarse el Slinky—con sus

L P Direccion

positiva de x

Figure 2: El Slinky fijado en el soporte, con todas sus vueltas trincadas. La variable x
es la distancia entre el soporte y la posicién que un punto ocupa en el Slinky trincada.
La longitud del Slinky, en esta condicion, se denomina de L.

z=0

vueltas todavia trincadas—al soporte, P se encuentra a la distancia x p debajo del so-



porte (Fig. 2). A continuacién, se permite que el Slinky se extienda, bajo la influencia
de la gravedad. Cuando el Slinky ha alcanzado su condicién de equilibrio, y estd en el
reposo (Fig. 3), el punto P estard a la distancia

MgL M
2 (zp) = [1+g} zp— {QEg} wp? 2.1)

debajo del soporte [4], siendo g la aceleracién gravitatoria.

z=0

Direccion
positiva de z

Figure 3: El Slinky suspendido del soporte, y extendido bajo el efecto de su propio
peso. La variable z (z) es la distancia entre el soporte y la posicién que ocupa en esta
condicion, el punto que ocupaba la posicién z en Fig. 2.

Acto seguido, se suelta el extremo superior del Slinky. Conforme el extremo supe-
rior descienda, se va formando abajo de éste una zona en la que todas las vueltas estan,
de nuevo, trincadas. O sea, en la que el paso entre las vueltas es igual al que habia
antes de que el Slinky fuera colgado.

Gracias a esta “recuperacion del paso original” la zona trincada que va formén-
dose tiene tres caracteristicas claves: (1) en todo momento, la velocidad de todo punto
dentro de la zona es igual a la velocidad del extremo superior; (2) la distancia entre cua-
lesquier dos puntos Py (Qdentro de la zona es igual a la distancia (a saber, zp — )
que habia entre éstos antes de que el Slinky fuera colgado, y (3) la masa por unidad de
longitud de la zona trincada es de M.

En cuanto a nuestro punto P, éste quedard en reposo, a la distancia z (zp) debajo
del soporte, hasta el instante (lo llamaremos “tp”) en el que la frontera inferior de la
zona trincada lo alcance. En dicho instante, la distancia entre P y el extremo superior
del Slinky serd, todavia, xp. O sea, la longitud de la zona trincada en el instante ¢p
sera de xp.



Tomando como ejemplo el
punto P en las Figuras 2-6, zp
es la distancia a la que P se
encuentra abajo del soporte en
el Slinky trincado (Figura 2);

z (zp) es su distancia desde el
soporte en el Slinky colgado,
pero todavia en reposo (Figura
3); y (zp,t) es su distancia, en
el cualquier instante ¢ (Figura
6);y z (zp,t) es la distancia
entre su posicién en el instante
t, y su posicion en el Slinky
colgado y en reposo. Es mas,
examinando las Figuras arriba
mencionados se discierne que
durante el intervalo de tiempo
0<t<tp,y(zp,t)=2z(xp).

y=0

Direccion
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z(zp)
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T trincada

Figure 4: El extremo superior del Slinky ha sido desconectado del soporte. Se va
formando una “zona trincada”, debajo de la cual todos los puntos del Slinky todavia
estdn en las posiciones que ocupaban en la Fig. 3.

3 Intentos por resolver el problema usando la ecuacion
de la onda

En este apartado, examinaremos dos intentos por resolver la PDE+ICs+BCs. El primero
usa series Fourier; el segundo usa trasformadas Laplace.

3.1 La ecuacion en diferenciales parciales

En [4], se definieron las variables

MgL M

e 2= |1+ 29~ T — —ng (véanse Ec. (2.1) y las Figuras 2 y 3);
E 2F

e y(x,t) =1a distancia, en el instante ¢, desde el soporte hasta el punto que estaba

a la distancia = desde el soporte en el Slinky “trincado” (Véase la Figura 6.); y

o r(x,t) =y(x,t) — 2(x).

Usando estos variables, la ecuacién en en diferenciales parciales para la Slinky en caida

libre es o2 M &
T T
22 " Eor G-
3.2 Condiciones iniciales (ICs) y de frontera (BCs)

Para un Slinky colgado y en reposo, las condiciones iniciales y de frontera son las
siguientes:

IC1: r (z,t =0) = 0.



y=0

Direccion
positiva de y
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Figure 5: El extremo superior de la “zona trincada” ha alcanzado el punto P, el cual
estd a la distancia z (x p) desde el soporte.

En ¢t = 0, el Slinky todavia estd colgado; por lo tanto y (x,0) = z (x).

0
1C2: a% (z,t=0) = 0.
En t = 0, el Slinky todavia estd en reposo.

or MgL
BCl: — =_—7=
Cl: o (0,1 > 0)

(Por qué? Bueno, en todo instante ¢ > 0 el extremo superior del Slinky esta libre, por

lo que no hay ninguna fuerza neta que estire ésta porcion. Por lo tanto, gy (0,t > 0)

tiene el valor que tendria en el Slinky trincado. Dicho valor es 1: en el Slinky trincado,
al avanzar la distancia Ax en el Slinky, se baja la distancia Ax con respecto al soporte.
Entonces,

dy

5, (0D =1

d MgL
También, £ 0) =1+ Tg. Asi qué

or

%(07t>0)_
= 21y, t) — (@) enw=0
—axyx, z(x z=0,
B MgL
__MgL
o E

or
BC2: 7 (L.1) =0.



y=10
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Figure 6: El punto P se ha incorporado en la zona trincada, y va bajando a la misma
velocidad que el resto de la zona (inclusive el extremo superior de la zona). Permanece
a la distancia x p abajo del extremo superior.

Al igual que el extremo superior en caida libre, el extremo inferior del Slinky esta libre.

d
Por lo tanto, a—y (L,t) = 1. Resulta que it (x = L) = 1, también. Por lo tanto, en
x

x = L, se verifica que p <_ i dz) -0

3.3 Resolucion por medio de series Fourier

En [4], que trat6 un Slinky vibrando, se demostré que en dicho caso la ecuacién en
diferenciales parciales (3.1) se puede resolver a través de series Fourier. Como el
primer paso en el uso de dicha técnica, se supone que la funcién r (x, t) es separable.
Es decir, que es si producto de dos funciones, la una de las cuales es una funcién de
(x), dnicamente y la otra de las cuales es una funcién de (t), inicamente:

r(z,t) = [X (@)] [T @) (3.2)

Bajo esta suposicion, (3.1) se trasforma en XT" = MX T, la cual la trasfor-

mamos €n
E X// T//
i (X) =T 3-3)

Por razones que se explican en obras estandartes acerca de PDEs, igualamos ambos
lados de (3.3) a —A\2, con A > 0:

E X/I T//
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Figure 7: La frontera inferior de la zona trincada ha llegada al fondo del Slinky. La
longitud de la zona ya es igual a L.
Al resolver (3.4), se obtiene

X (z) = (AcosAz + BsenAz)

C’cos/\\/ t + DsenAy/ — ]
| E | E
CcosA Mt + DsenA Mt] , 3.5)

donde A, B, C, D, y X son constantes. Para encontrar sus respectivos valores, se
examinan las ICs y BCs. IC1 requiere que C' = 0. Por IC2, D = 0. Ya estamos
varados, porque con C' =0y D = 0, r (z,t) = 0 para la totalidad de valores de x y t.

entonces

r(z,t) = (AcosAz + Bsen\x)

Entonces, aunque la PDE si, se puede resolver a través de la separacién de variables,
las ICs descartan la solucién resultante.

Si la separacion de variables nos hubiera permitido una solucién, ahora seguiriamos
a formar una serie de Fourier, asi como en pp. 9-11 de [4].

3.4 Resolucion por medio de Trasformadas Laplace

Para usar este método con mayor provecho, retomamos a [5], pp. 7-9, para identificar
precisamente qué es lo que queremos saber. Comencemos por reflexionar sobre la nat-
uraleza de la situacion fisica que estamos tratando. A un Slinky colgado de un soporte,
y en reposo, se le suelta su extremo superior en alguno instante. Este es el instante que
denominamos “t = 0”. Suponemos que en dicho instante, la totalidad del Slinky esta
todavia en reposo, y que ningtin punto de éste se ha desplazado del lugar que ocupaba



antes de del instante ¢ = 0. Sobre todo, suponemos que el extremo superior esta to-
davia en y = 0, y que su velocidad es 0.

Lo arriba escrito no le agrega nada a lo que dijimos en 3.2. Pero ahora, introduci-
mos una idea nueva:

_79F =0,
O (ot =0) = E "

Oz 0 x # 0.
Es decir, que al soltar el extremo superior del Slinky, se le introduce a % una discon-
tinuidad en el extremo superior mismo, pero en ningtin otro punto. Segin [5] p. 6, esta
maniobra es permisible porque aunque la PDE debe ser valida dentro del Slinky, no es
necesario que lo sea en su contorno.

Para seguir el procedimiento que viene en [5],' escribimos (3.1) como

0%r 1 9%r

oz @or Y (3.6)

| M
donde ¢ = ok Ahora, a ésta se le efecttia la trasformada Laplace en el tiempo:

r(z,t) = R(z,8) = L{r(z,t)}(s).

Suponiendo la conmutatividad de la derivada parcial con respecto a = y la trasformada
Laplace con respecto al tiempo, o sea, que

c{ g @} ()= Lm0},

tenemos 62 82 aQR( )
r Z,Ss

También, de acuerdo con las propiedades de la trasformada Laplace,

c{;gj;} (s) = = {s2c{r(m,t)}(s) — sr(2,0) — Z(a:,())}.

c2

or

ot

2r
L {Clzgtg} (s) = C%SQE {r(z,t)}(s) = C%SQR(:U,S),

Por IC1, r (x,0) = 0, y por IC2, — (x,0) = 0. Entonces,

Por 1o tanto, la version trasformada de (3.6) resulta ser

O?R(z, s 1
cuya solucion serfa
s s
R(x,s) = A(s)exp (—Eac) + B (s)exp (Ea:) . (3.9)

1Véase también http:/www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/tmad.htm acerca de las
propiedades del la trasformada y su inversa.


http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/tma4.htm

P S
Retomando de nuevo a [5], notamos que el término con exp (—71;) corresponde
c

. . .. . S
auna onda que se propaga en la direccién positiva de x, y el término con exp (fx) en

c
la direccién negativa. Ya que cualquier punto dado del Slinky en libre caida se mueve
solamente en la direccion positiva de z, igualamos B (s) a 0. Asi que

R(x,s) = A(s)exp (—Zm) . (3.10)

0 MgL
Para encontrar el valor de A (s), usamos BC2: a—r (0,£>0) = _Tg . Debe-
x

mos trasformar ésta también, segiin

E{&”éz’t)}(s):ic{r(x,t)}(s)ziR(w78)- @10

Para encontrar la trasformada Laplace de —

, reconocemos que (1) la trasfor-

mada Laplace es un operador lineal, y (2) la trasformada de la funcién f (¢t) = 1 es

1 MgL MgL MgL
5 Plor lo tanto, la trasformada de ng es ngﬁ {1} = 787%. Entonces, la
version trasformada de BC2 es
0 MgL
—~R(0.8) = — . 3.12
5o R(0.5) =~ (3.12)
A partir de ésta, y (3.10), escribimos
s MgL
—ZA(s) = ——L= 3.13
24 ==L, (313
por lo que
_ MgLc gL |M

porque ¢ = 4/ —. Total
¢ M ’
— 79L1 /L” S
R(Jc,s) 2 exp ( Cac) . 3.15)

Ahora, para encontrar r (x, t), efectuamos la trasformada inversa:

r(x,t) =L {R(z,8)} =L7" {‘Z];\/gexp (Zm)} .

Aprovechando la linealidad de la trasformada inversa, escribimos esta dltima como

M 1
r(x,t) = gL/ EL’_I {32 exp (—iaz)} . (3.16)

Para encontrar la trasformada inversa de la funcién dentro de las llaves, usamos
uno de los Teoremas de Traslacién para la trasformada inversa de Laplace. Sean
L71{F (s)} = f(t),y a una constante. Entonces,

(t—a) t>a,
t<a.

£ {exp (—at) F (s)} = {g



Este se puede abreviar como
L exp(—at)F(s)} =H(t—a) f(t—a), (3.17)
siendo H la funcion escalon de Heaviside:

H(I){l x>0,

0 z<0.

1
Ahora, reexaminemos 3.16. Resulta que L1 {2} = t. Por lo tanto, escribimos
s
1 S T 1 T
—5 exp (—ar) como {exp (—73)} — | paraque — tome el papel de laa en 3.17,
s c c s c

y 5 elde F (s). Con base en 3.17, por fin podemos efectuar la transformacién que

(e fB)

viene en 3.16, para escribir

o=l (1-f2)

Porque 7 (x,t) = y (z,t) — z(x),

(3.18)

y(z,t) = z(z) + r (,7)
L Mgl Mg [ M M

{ } 2E+LEtmE’Hth.(3.l9)
Notemos que y (x, t) es la posicién con respecto al soporte, en el instante ¢, del punto
en el Slinky que se encontré a la distancia x desde el soporte en el Slinky "trincado".
Cuando desarrollamos una ecuacion para la aceleracién del baricentro en el Apartado
3.4.1, nos convendra tener una férmula para la funcién y (z, t) también, siendo ésta la
posicién con respecto al soporte, en el instante ¢, del punto en el Slinky que se encontrd

a la distancia z desde el soporte en el Slinky “colgado, pero todavia en reposo”. Para
desarrollar tal funcién, reconocemos que z () se incrementa con x, entonces al usar la

MgL
férmula cuadrética para encontrar x (z) a partir de la definicién z = {1 + E{Z] T —
Mg 5 . . .

—=x“, la Unica raiz que funciona es la
2F
E (1 M 1 M_\° 2M
=—|-+—=L- -+—=L) ——=z|. 3.20
z(2) i ngE \/(ngE > gEZ (3.20)
Con esto,
M E(1 M

y(2,t) = z+gL Tl M(g FL-

3.4.1 Analisis de la solucién obtenida a través de trasformadas Laplace

A continuacion, veremos que la solucién que acabamos de obtener no puede ser cor-
recta, porque predice que las vueltas del Slinky “pasan a través de ellas mismas”. No
obstante, nuestra solucién que si esto pudiera suceder, la aceleracién del baricentro del
Slinky seria de g, hacia abajo.

10



La naturaleza del movimiento del Slinky en libre caida, segiin la solucién que
obtuvimos a través de la trasformada de Laplace Al examinar (3.21), vemos que
el punto del Slinky que estd a la distancia z desde el soporte cuando el Slinky colgado
estuvo en reposo, permanece en la misma posicion hasta el instante

fo JE (1, M, 1+ML2 2M
Vv g E g ' E gE -

. . . | M
Después, se mueve hacia abajo con la velocidad constante gL ok Esto se puede ver

0 .
formalmente encontrando a—?, notando que (3.21) tiene la forma de z mds un producto

de dos funciones de ¢,

y(z,t) =z4+aft — Bz (2)]H[t — Bz (2)],

H (u)
u

es cero, salvo en © = 0, donde es infinito. En el

dH (u)
du

y tomando en cuenta que

contexto de este problema, podemos decir que es cero, salvo en u = 0, donde

no existe, de modo que

oy M E(1 M 1 M \°> 2M

Noétese que aunque el instante en que un punto del Slinky comience a caer si, de-
pende de z, la velocidad con la que cae es independiente de 2. Es decir, en el instante

t = 7, todos los puntos del Slinky que distaban menos de la distancia
E M 1,
(\/M +gL\/E> T 597

| M
desde el soporte en ¢ = 0 ya estdn cayendo a la velocidad gL ok mientras los

puntos que distaban mds estan todavia en el reposo. Todos los puntos del Slinky estaran

cayendo cuando
E M 1,
<\/7‘,+ngE>7297’ =2z (L),
| E | M 1 5 Mg 4

M
el cual es equivalente a7t = L ok (3.24)

o sea, cuando

| M
Entonces, para0 <t < L ok la distancia

E M 1
yia (7) = <\/ i + gL/ E) T — 597'2 (3.25)

11



abajo del soporte marca una linea de divisién entre la parte del Slinky que esta cayendo,
y la parte que todavia esta en reposo.

Ahora, nos interesa encontrar la distancia entre la posicién de dicha linea, y el
extremo superior del Slinky. Este extremo comenz6 a caer en ¢t = 0, por lo que en
. . . /M . .
el instante 7 estd a la distancia 7gL = abajo del soporte. Por lo tanto, la distancia

entre el extremo superior del Slinky y la linea de divisién y es

| E | M 1, /M JE 1 ,
< M—|—gL E>7—2gT—TgL i =T M—297'- (3.26)
——

extremo superior

linea de divisén

Ya se ve la dificultad: el valor de x para el punto del Slinky al que la linea de
divisién llega en t = 7 es 74/ E/M. Entonces, segtin (3.26), para 7 > 0 la distancia
entre el extremo superior y el punto del Slinky al que la linea de divisioén ha llegado es
menor que el valor de x para el punto. Ya que el valor de = para un punto del Slinky
es la distancia entre el punto y el extremo superior cuando el Slinky estd comprimido,
lo que (3.26) nos dice es que para 7 > 0, la distancia entre el extremo superior y el
punto del Slinky al que la linea de divisién ha llegado es menor que su separacién en el
Slinky comprimido. Esto es imposible: las vueltas tendrian que “caer a través de ellas
mismas”.

Podemos analizar esta imposibilidad desde otros puntos de vista también. Por

. . . 0
ejemplo, consideremos el valor que la derivada a—y toma dentro de la zona a través
x

de la cual la linea de divisién ha pasado. (A saber, donde = < ¢/ E/M.) Aplicando
ala Ec. (3.19), el mismo razonamiento en cuanto a la derivada de H que usamos para
llegar a la Ec. (3.22), se obtiene

y Mgx
99 _q1_
Ox E

) (3.27)

0
O sea, a—y < 1, salvoen z = 0. Al explicar BC1 y BC2 (Apartado 3.2), mencionamos
z

que en el Slinky trincado, % = 1. Un valor menor de 1, para %yg = 1, indicaria que
el paso entre las vueltas es menor que en un Slinky trincado. Esto no es posible: en
verdad, la situacidn trata de la propagacion de una onda de choque ([2]).

Total, la solucién que obtuvimos a través de las trasformadas de Laplace no cuadra
con la realidad en cuanto predice que en cualquiera instante 7 tal que 0 < 7 <
L\/M/E, el extremo superior del Slinky—junto con cierta porcién mds —estard
cayendo a través de la parte que estd todavia en reposo. No obstante, este resultado
demuestra que la mecdnica newtoniana si, predice la formacién de una zona compacta,
abajo de la cual las vueltas del Slinky estdn en reposo, y dentro de la cual todo punto
cae a la misma velocidad, por cuanto todas las vueltas estdn en contacto. Retomaremos
este punto en el Apartado 4.

Analisis de la aceleracion del baricentro del Slinky La masa total del Slinky es
M L. La posicién en el instante 7 del incremento de longitud dx que ocupaba la posi-
cion x ent = 0 es y(x,7). La masa de dicho incremento es de Mdz. Entonces
la ubicacién yp (7) del baricentro en el instante 7, con respecto al soporte, se puede

12



calcular segtn

1 [F 1 [E
yb(T):m/ y(x,T)dezZ/ y(x,7) da.

=0) =0

Ademds, y (x,7) = z(x) + r(x,7). Abajo de y;q (7), la posicién de la linea de
divisién (3.25), r (x,7) = 0. Por lo tanto,

1 z[y1a(7)] L
yb(T):E /0 z(w)—l—r(m,r)dm—&—/{ ()]Z(iﬂ)dﬂf )
= z[yra (7

donde z [y;4 (7)] es la posicién que ocupaba en ¢t = 0, el punto del Slinky que en el
instante 7 ocupa la posicién y;q (7).
Esta dltima se puede trasformar en

1 z[y1a(7)] L
yb(T):Z /_0 r(z,T) dx—i—/_oz(x) dz » .

Pero la posicién del baricentro en t = 0 es

1 (L
wO =7 [ @ e,
/M
entonces, para0 <t < L = (véase (3.4.1)),
1 [felva(n)]
yp (1) —up (0) = —/ r(z,7) dz. (3.28)

L Jyzo

Segtn (3.25),

Y (1) = (\/E‘f' QL\/¥> T — %grQ.

Usando ésta, y (3.21), podemos identificar que

E

rlya (7)) =7 iU (3.29)

| E M | M | M
Para0 <z <7 M,H(T—(E E>—171ueg0r(x,t<7)—gL E(’T—ZE E)

Armando todas estas ideas,

E
1 MM M M 1
Yo (7) — yp (0) = T /—o MgL\/ Vol (T — x4/ E) dz = 5972, (3.30)

d2y B .. o .
Por lo tanto, > =9 Asi que nuestro andlisis si, nos lleva a una prediccién correcta:
T
el baricentro acelera hacia abajo, con la aceleracion gravitatoria g.
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Las observaciones empiricas y
cuantitativas presentadas en
[3] respaldan este modelo. Es
provechoso averiguarlo.

4 Resolucion partiendo del concepto impulso-momento

4.1 Observaciones preliminares

Recordemos que queremos desarrollar una ecuacion que relacione la posicion del ex-
tremo superior del Slinky, con el tiempo trascurrido desde que fue soltado. Todavia
no lo hemos logrado, por lo que—en aras de formular un modelo del Slinky que si,
predice la posicion del extremo superior con precision—reflexionemos sobre por qué
nuestros intentos previos fracasaron.

En el Apartado 3.4.1, sobre todo con relacién a la EC. (3.27), observamos que
la mecédnica newtoniana si, predice la formacién de una zona trincada en el extremo
superior del Slinky, afuera de la cual las vueltas del Slinky estdn en reposo, y dentro
de la cual todo punto cae con la misma velocidad. Sin embargo, nuestra manera de
aplicar la mecanica newtoniana a nuestro problema dejé abierta la posibilidad de que
dicha zona ““cayera a través de” la porcién en reposo.

4.2 Un modelo alternativo, basado en el teorema impulso-momento

Tomando en cuenta las observaciones y reflexiones arriba presentadas, formulare-
mos un modelo nuevo que se explicara con referencia a la “historia” del punto arbitrario
P en las Figuras 8 y 9.

y=0

Direccion

v (tp) positiva de y

- Zona
_ ”Pi trincada

z(zp+ Ax)

Figure 8: El Slinky en el instante ¢p, cuando la frontera inferior de la zona trincada
alcanza el punto P. Nétese el tramo entre y* (tp) y z (xp + Ax), que se trata en el
andlisis impulso-momento presentado en el texto. En este instante, solamente la zona
trincada (o sea, el tramo entre y* (tp) y z (xp) ) estd en movimiento, con velocidad

dy* . . .
Y (tp). Todo punto abajo de dicha zona estéd en reposo, en particular el tramo entre

z(zp)y z(xzp + Az).



y=0

Direccion
positiva de y

y* (tp+ At)

z(zp+ Ax)
TPy Zona,
Ax trincada

T\

Figure 9: El Slinky en el instante cuando la frontera inferior de la zona trincada alcanza
la posicién z (zp + Ax) sefialada en la Fig. 8. Ha trascurrido cierto intervalo de
tiempo At desde la Figura 8, por lo que el tiempo total trascurrido desde que el extremo
superior fue soltado, ya es de ¢t p 4 algtin At; Lalongitud de la zona yaes de zp + Az,

y la zona entera se baja con la velocidad % (tp + At).

Al fijarse el Slinky—con sus vueltas todavia trincadas—al soporte, el punto P se
encuentra a la distancia xp debajo del soporte. A continuacién, se permite que el
Slinky se extienda, bajo la influencia de la gravedad. Cuando el Slinky haya alcanzado
su condicion de equilibrio, y este en reposo, el punto P estard a la distancia

MglL M
Gar) = |14 225 [ op - | 2] ar? @)

debajo del soporte.

Acto seguido, se suelta el extremo superior del Slinky. Conforme el extremo supe-
rior descienda, se va formando por acumulacidn via colisiones ineldsticas, en la parte
superior del Slinky, una zona en la que todas las vueltas estdn, de nuevo, trincadas. O
sea, en la que el paso entre las vueltas es igual al que habia antes de que el Slinky fuera
colgado. Gracias a esta “recuperacién del paso original”, la zona que se va formando
tiene dos caracteristicas claves: (1) en todo momento, la velocidad de todo punto den-
tro de la zona es igual a la velocidad del extremo superior; y (2) la distancia entre
cualesquier dos puntos dentro de la zona es igual a la separacién que habia entre éstos
antes de que el Slinky fuera colgado.

En cuanto a nuestro punto P, éste quedard en reposo hasta el instante (lo llamare-
mos “tp”) en el que la frontera inferior de la zona lo alcance. En dicho instante, la
distancia entre P y el extremo superior del Slinky serd, de nuevo, zp. O sea, la longi-
tud de la zona serd x p, por lo que la masa de la zona serd M xp.
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Una férmula para la longitud
de la zona en funcion de y*:
Por reconocer que P es un
punto arbitrario, y que zp es la
longitud que la zona tiene
cuando el extremo superior del
Slinky esté en la posicion y*,
podemos despejar ala xp en
la Eq. (4.3) para saber la
longitud de la zona en funcién
de y*:

Longitud de la zona = zp

2F

— _ 2 _ (22 *

G ( Mg) .
Por supuesto, esta ecuacion es
valida solamente para

/] 2 . ,

y* < MIL siendo éste el
valor de y*para el cual zp = L.

4.3 Formulacion matematica del modelo basado en el teorema impulso-

momento

Continuando con el andlisis que comenzamos en el apartado anterior, notemos que
cuando la frontera inferior de la zona trincada alcanza el punto P, éste estard, todavia,
ala distancia z (xp) debajo del soporte. Entonces, cuando la zona alcanza el punto P,
MgL Mg 9

y*(tP)+33P_Z($P)_[1+ Tp — xp,

e 4.2)

E

donde y* (tp) es la distancia entre el soporte y el extremo superior del Slinky en el
instante ¢ p. Por lo tanto, la distancia entre el soporte y el extremo superior del Slinky

entp sera
MgL Mg 9
“(tp) = | —— - = . 43
y* (tp) [E]JCP {QE]QSP (4.3)
Notamos también, que en ¢p la zona tendrd cierta velocidad, la cual es (;yt (tp). La
longitud de la zona (ver la nota al margen) serd
Longitud de la zonaentp = L — \/L2 - (%) y* (tp) . (4.4)

Ahora, consideremos la situacién en el instante tp + A¢. Conforme el extremo
superior del Slinky se bajé durante el intervalo de tiempo At, la zona acumulé mas
del Slinky, por lo que su longitud ya es de zp + algin Az; y su masa es de M X

*

d

yt (tp + At). Estos
cambios en la velocidad y la masa de la zona implican un cambio en la cantidad de
movimiento. Es indicado analizar estos cambios detalladamente, amén de la fuerza

(xp + Ax). Su velocidad ha cambiado también, y ya es de

que los provoca. Por eso, volvamos al instante ¢ p, y examinemos la porcién del Slinky
entre y* (tp) y z(zp + Azx). (La cantidad de movimiento del resto del Slinky no
cambia durante el intervalo At.)

En la porcién entre y* (tp) y z (zp + Ax), hay una masa de Mxp (a saber, la
zona trincada) cuya velocidad es de Y (tp). La velocidad del tramo del Slinky entre

la frontera inferior de la zona trincada y z (xp + Ax) es de cero. Por lo tanto,

En tp, la cantidad de movimiento

de la porcién entre y* (tp) y z (xp + Ax)

*

= Mzp {ddyt (tP):| :

Ahora, examinemos la condicién de la misma porcién en tp + At. Lo todo del

(tp + At). La

. , . oood
Slinky en esta porcion ya estd en movimiento, con la velocidad (i

masa de esa porcién es de M x (xp + Az). Por lo tanto,

En tp + At, la cantidad de movimiento
de la porcién entre y* (tp) y z (xp + Ax)

dy
dt

*

fomp+amﬂ @p+A4.
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Para obtener una expresion conveniente para encontrar el cambio en la cantidad de

* * (tP) N

d
(tp + At) como Y

movimiento durante el intervalo At, escribimos 1

A dy , siendo A dy el cambio en dy durante el intervalo:
dt dt dt

En tp + At, la cantidad de movimiento

de la porcién entre y* (tp) y z (zp + Ax)

_ M x (op 4 A2)] {dg (tr) + A (dj’tﬂ -

Con esta modificacion,

El cambio en la cantidad de movimiento
de la porcién entre y* (tp) y z (xp + Ax)

durante el intervalo At

— Mzp {A (dgﬂ +M (dg> (Az) + M (Az) [A <d§’:)] .

d
Despreciando el término M (Ax) [A ( O‘qut )} , se obtiene

El cambio en la cantidad de movimiento
de la porcién entre y* (tp) y z (xp + Ax)

durante el intervalo At
dy* dy*
=M Al = M Azx).

Antes de que identifiquemos la fuerza que produce este cambio, tratemos un detalle:
queremos, al final, obtener una ecuacién para y* en funcién de ¢. Por lo tanto, es-
cribamos zp y Az en términos de y* y sus derivadas con respecto al ¢. Segtin la Ec.
4.4),

Longitud de la zona trincada = xp = L — /L% — (%) y*.

El “Az” que queremos expresar es, en verdad, el cambio en la longitud de la zona trin-

cada que resulta cuando y* se incrementa en Ay™* (sea cual fuere este “Ay*). Entonces,
nos apoyamos en la Ec. (4.4) para aproximar Ax como

d
Ar = T (Longitud de la zona trincada)} Ay*
Y

E 1 ”
- (Mg) (), nd

Mg

17



Con estas sustituciones, se obtiene

El cambio en la cantidad de movimiento
de la porcién entre y* (tp) y z (zp + Ax)

durante el intervalo At

(oo = G ) [ ()]
+M<dt> (Mg) L2_(2E)y Ay*-

Mg

Pasando ahora a la fuerza que produce dicho cambio en la cantidad de movimiento
durante el intervalo At, un andlisis de la Figura 10 demuestra que en el instante ¢ =
tp, la fuerza que actud sobre el tramo del Slinky durante dicho intervalo es M Lg,

exactamente.
y=20
Zona
trincada
z(zp) [Masa =
T=M(L—zpyg
La parte
T=M(L—2xpyg del Slinky
—— abajo del
‘{"’:?"’ Punto P
f} [Masa =
—~—— M(L—2zp).]
—_—
M(L-2p)g

Figure 10: Diagramas de cuerpos usados para determinar la fuerza que actda sobre la
zona trincada. Examinando el diagrama para la zona, vemos que dicha fuerza es la
suma del peso de la zona (M xpg) y la fuerza T'. Ya que la parte del Slinky abajo de la
zona no estd acelerando, 7' es igual al peso de esta parte. El peso del Slinky completo
es de M Lg, por lo que el peso de la parte abajo de la zona es de M (L — zp) g. Por lo
tanto, la fuerza que actda sobre la zona trincada = Mazpg + M (L — 2p) g = M Lg.

El cambio en la cantidad de movimiento durante At es igual al producto de At con
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dicha fuerza. Por lo tanto,
MLgAt = M (L — LL(E) N (a (&
g ag) Y dt

a ()N (E) | ——— ] v
dt Mg L2_<2E) .
g) Y

Simplificando esta ecuacién, y reordendndola,

(L— 2 _ (ﬁ) y*) A<dt)

Mg At

dy* E 1 Ay*
= Lg.
" ( de ) <M9> 2 At g

2 _ (2= *
L (Mg)y
dy*
2 ()
A * 2, %
Los limites de y dt

. dyx d®y
A Y A7 cuando At tiende a 0 son —

. . q Y gz fespec
tivamente. EHtOHCCS, lo anterior se trasforma en
2, %
_ ]Iz - E) ) 4y
(L L (Mg Y ) e
E 1 dy*\ 2
S I S — Y ) = Lg 4.5)
Mg 12 <2E) R dt
1) Y

4.4 Resolucion de la ecuacion diferencial

Ya tenemos una ecuacion diferencial, en y* . Para resolverla, definamos una vari- Noétese, por favor, que ¢ es
able nueva:

igual a la cociente

2 ( o8 Longitud de la zona trincadav

Sea ¢ = T w>y*:1—,/l—<ﬂfi2)y*, (4.6) -

de manera que

2F .1 _
1- (]ngz)y =1 ¢a
dy* [ MgL? do
dt_< 7 )(1 ¢) — , and

dt
A%y (MgL? d2¢  [(do\®
dt? _< E ) (1_@dt2_<dt)]'
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Note, por favor, que la
aceleracion gravitatoria g no
figura enla Ec. (4.11). Es decir,
para un Slinky dado, jel tiempo
seria lo mismo en la Luna que
en Jupiter!

Con este cambio de la variable, (4.5) se trasforma en

24 dé E

o1-0 %220 (2) =,

2o T ¢|dop FE
s-0) G5+ [1-20F | 5 = 3

do gb E

0= |5 (&)] + @ o] & =3
d (w B

d[w b

d [ ¢* P B
w_a('_3>__mmf

o sea,

¢* 9] E
— - == . 4.7
a2 [ 3| ML? @7

Integrandola dos veces con respecto a t,
* ¢ £ 2

— — = =01 +Cyt t 4.8
2 3 1+ Cot + 2ML2 ) ( )

donde C; y C son constantes de integracion. Para identificarlas, notemos que (como

L itud de [ trincad,
se menciono al presentar la Ec. (4.5)), ¢ = ONGUUC ae 1a Zona trnca a_ n-

L
tonces, ent = 0, ¢ = 0, por lo que C; = 0. Para encontrar C5, encontramos la
derivada con respecto a ¢, de ambos lados de la Ec. (4.8):

E
2
_ — —— ¢
¢—¢"=Co+ VL2
Otra vez, ¢ = 0 en t = 0; entonces, Cy = 0. Asi que
¢* ¢ E 2
— == te. 4.9
2 3 2M L2 (4.9)
Sustituyendo ¢ = 1 — /1 — ( MQfL?> y*, para luego efectuar las expansione y
simplificaciones, se obtiene por fin:
3
2F 2 3E 3E
1— * — |y 1= t2. 4.1
- Gne) v Gas) v = (i) oo
4.5 Analisis de la solucion obtenida partiendo del concepto impulso-

momento
4.5.1 Tiempo para la caida

En este apartado, identificamos cudnto tiempo la frontera inferior del la zona trin-
cada tardard en alcanzar el extremo inferior del Slinky. Cuando esto sucede, el Slinky
entero se encontrard trincado, por lo que ¢ = 1. Entonces, a través de la Ec. (4.9),

iempo para la cafida = —1/ — “4.11)
iempo para la caida = . .
\/g E
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4.5.2 Aceleracion del baricentro

Como el primer paso, desarrollamos una ecuacién para la posicién del baricentro en
el instante arbitrario ¢ p.Examinando la Fig. 8, vemos que en cualquier momento dado
durante su caida, la masa del Slinky esté dividida en dos partes:

. . . . rp
e la zona trincada, con masa Mz p y baricentro a la distancia z (xp) — > desde
el soporte; y

e la porcién todavia extendida, entre z (zp) y z (L).

Entonces, la distancia y; del baricentro desde el soporte es

(Map) {(; + Mé”) - @i;f’) xPQ} +E Mz (@) de

Yp =

ML

L MgL? Mgxp? Mgzp®

~ 2" 3FE 2F  3EL
L MgL?> MgL?[¢* ¢
~2 " 3E E {2 a 3} '

La aceleracién del baricentro es

&M 9L2 &
a2 412

5]

o _
2
M gL2 { }
=9,
de acuerdo con la mecanica newtoniana.

*

d
4.5.3 Velocidad del extremo superior < azl/t

>ent:0ycuand0¢:1

*

yt . Encontrando la difer-

Primero, desarrollaremos una ecuacion para la velocidad

encial de ambos lados de la Ec. (4.10), se encuentra que

1
3 2F L2 —2E N 3E « [ 3E
2 [1 N (MgL2> Y ] (MgL2> ay" + (MgL2> " = (2ML2) (2tdt).

Por lo tanto,

dy* ¢
¥ _ g (4.12)

dt e oF .
Mgz )Y

Esta es la ecuacion que se usard a continuacion.

Velocidad del extremo superior ent = 0 Ent¢ = 0, y* = 0 también, de modo
que el lado derecho de la Ec. (4.12) queda indeterminado. Por lo tanto, encontremos

21

Un recordatorio:
z(x) =

MgL Mg 9
14— — [ == .
(10 285) =~ (5¢) =

a2 |2 3| ML2

por Ec. (4.7).

d2 |:¢2 ¢3:| B E



t—0
limites:

lim [i}, a través de la Regla de L'Hopital y diversos otros teoremas acerca de

vl gt
lim = lim
t—0 | dt t—0
Lo (2B,
MgL?
d
— (gt
3 (90

= lim

t—0 i 1 B 1 B 2E *_
dt Mgz )Y

o g
= 11m
t—0
E
MgL? dy*

o | (2

MPL2\ | 0 Mgz )Y

- ( > Jim |
150 | dt

Note, por favor, que el denominador de la fraccién a la derecha es el mismo

*
lim [ dyt } que estamos buscando. Por lo tanto,

t—0
lim dy” i = Mg*L? lim 1-— 2k *
50 | at “\TE 50 Mgz )Y | (-

Cuando ¢ tiende a 0, y* tiende a 0 también, por lo que

. or \ |
th—rfé[ 1_<A49L2>y1 =1
Tyl (M
th_r}r(l) [ I } =glL ok (4.13)




Este resultado coincide con la velocidad predicha por la solucién que obtuvimos a
través de las trasformadas Laplace (Ec. (3.22)). ;Tiene sentido, esta coincidencia?
Bueno, en el modelo impulso-momento, la zona trincada se desacelera por la acumu-
lacién de vueltas del Slinky. Conforme ¢ — 0, la cantidad acumulado tiende a cero
también, por lo que la velocidad tiende a su valor no desacelerada.

En contraste, en la solucién obtenida a través de las trasformadas Laplace la ve-
locidad se mantiene igual a su valor en ¢ = 0. Por lo tanto, las velocidades predichas
por los dos modelos si, deben coincidir cuando ¢t — 0.

Velocidad del extremo superior cuando ¢ = 1 No nos costard tanto trabajo para

*

encontrar esta velocidad, como nos costd para encontrar hH(l) [ 1
t—

mos de la Ec. (4.12):

} . Otra vez, parti-

dy* gt

o (2
Mgz )Y

L |M 2
Cuando ¢ = 1,t = ﬁ\/ = (Ec. (4.11)), y y* = MQgEL (Ec. (4.6)). Por lo tanto,

dy*
dt

_9L M
p=0 V3V E

(4.14)

Cabe hacer unas cuantas observaciones acerca de este resultado. Primero, de-
berfamos averiguar si la energia cinética asociada con dicha velocidad es igual a la
energia potencial gravitatoria perdida por el Slinky como resultado de la caida. Cuando
¢ = 1, todo el Slinky estd de nuevo en su condicién “trincada", y por lo tanto mueve

L |M
todo junto a la velocidad (supuestamente) de 973 = energia cinética es

1
Energia cinética = B (Masa total del Slinky) [velocidad)’

2

1 L M
= (ML) |22\ =
2 V3V E
M2 2L3
- GLE 4.15)

En cuanto a la energia gravitatoria perdida, ésta es
Energia potencial perdida = (Masa del Slinky) (g) (Distancia que el baricentro cayo’) .
La posicién del baricentro en el Slinky colgado es
L MgL MgL| ,
YBaricentro = ML

L  MgL?
=2+
2 " 3E
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L  MgL?

En ¢ = 1, YBaricentro = 3 + 6E Entonces, la distancia que el baricentro cay6
MgL?
*~6p Y
Energia potencial perdida = (ML) (g) ( ]\46 %;2 )
M?2 92 L3
6E

la cual coincide con le energia cinética que calculamos.

L |M
A modo de otra comprobacion, notemos que el Slinky tarda el tiempo % 5

en alcanzar ¢ = 1 (Ec. (4.11)). Durante este intervalo de tiempo, la aceleracién
del baricentro fue constante en g. Por lo tanto, su velocidad en ¢ = 1 debe ser

L |M gL | M ..
—1+/ — | = ==4/ —, la cual coincide con Ec. (4.14).
(9) ( i\ E> AV E (4.14)

Relacion entre la elongacion estatica, y la velocidad del extremo superior en ¢ = 0
y ¢ = 1. Con decir “la elongacion estética” nos referimos a la diferencia entre z (L)
y L mismo. A partir de la Ec. (2.1),

MgL?

Elongacion estatica =
& 2F

(4.16)

En contraste, hemos visto, antes en este mismo Apartado, que

_9L M
oo VBV E

Entonces,

. |dy* S
}1_1}(1) [ E” } = \/2¢ x (Elongaci6n estitica) , y

dy*
dt

2
= \/ gg x (Elongacion estdtica) .

¢=0
5 Comentarios y conclusiones

Hemos visto que los dos intentos por usar la ecuacion de la onda fracasaron, por ra-
zones distintas: las series Fourier no cumplen las condiciones de frontera, y la solucién
a través de las trasformadas Laplace predice que el extremo superior del Slinky caera
a través de la parte del Slinky que estd en reposo. Esta prediccion no es un defecto
de las trasformadas Laplace; sino un artefacto del uso de la ecuacién de la onda a un
resorte de compresion en este caso especifico, que trata de la propagacion de una onda
de choque.

La solucién a través del teorema impulso-momento funciond, y hace predicciones
coherentes entre si, y que concuerdan con observaciones empiricas. Ademds, predice
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un valor del lim
t—0

*

yt ] que coincide—como debe —con el valor predicho por la solu-

cién obtenida a través de las trasformadas Laplace.
Sin embargo, debemos reconocer que nuestra modelacién del Slinky en caida li-

bre trata solamente su movimiento en la direccidn vertical, haciendo caso omiso a su
rotacion, la cual es tan notable en el video [6] alrededor de 1:20.
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