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INTRODUCTION

L’ étude de I’équation qui a été écrite par Dirac en 1928, au début pour le négaton
[}] est loin d’étre achevée. On y utilise différents outils mathématiques. Parmu les
problémes qui intéressent beaucoup de gens. il y a la recherche de la solution exacte
d une équation de Dirac. la construction d autres formalismes de la théorie de Dirac qui
aboutissent, soit & une équation équivalente a celle de Dirac. soit a une généralisation. En
1967. le formalisme dans I’algébre de Clifford, algébre d’espace-temps. était découvert par
David Hestenes [2] L’équation de Dirac et celle de Hestenes sont équivalentes. A une
solution de I'une est associée de maniére unique une solution de 'autre. L’équation de
Hestenes améne d’autres nouvelles informations physiques. Dans un article [B]qu’il a
publié Peter Rowland a dit : “ Some aspects of particle physics are more easily understood
if we first express the Dirac equation in a more algebraic form than usual, with the gamma
matrices replaced by equivalent operators from vector and quaternion algebra”. En 1997,
Claude Daviau et W.E.Baylis ont découvert indépendamment un formalisme, non pas dans
I’algébre d’espace-temps, engendrée par les matrices de Dirac, mais dans I'algébre
d’espace engendrée par les matrices de Pauli[4],[5], [6] En 1998. N.G.Marchuk a établi
une équation qu’il appelle y-équation de Dirac[?], une généralisation de 1’équation de
Hestenes. Le formalisme nilpotent a été introduit par P,Rowland[3]. En I'an 2000,
N.G.Marchuk a démontré que "équation de Dirac pour un négaton peut s’ écrire sous forme
tensorielle[S],[S']. Chaque formalisme ou méthode mathématique utilisée révele des
propriétés physiques. Dans cette thése, qui se divise en deux parties, nous travaillons dans
I'idée du Professeur RAOELINA ANDRIAMBOLOLONA sur I'utilisation du produit
tensoriel de matrices comme outil mathématique. qui n’a pas encore utilisé ni pour obtenir
les formalismes cités plus hauts. ni pour les développer. Nous I"utilisons dans le
formalisme classique de Dirac et dans celui de Hestenes. Notre méthode consiste a
remplacer les matrices de Dirac par produit tensoriel de matrices de Pauli

Dans la premiére partie. nous étudierons le produit tensoriel de matrices. avec
I"approche du Professeur RAOELINA ANDRIAMBOLOLONA [70]. établissant d abord
les propriétés du produit kroneckerien d’opérateurs linéaires de fagon intrinséque, c’est-a-
dire indépendamment des bases. puis nous démontrons les propriétes analogues pour le

produit tensoriel de matrices. Le fait que les matrices de Dirac engendrent une algebre

Madagascar-INSTN I



réelle de Clifford ( ARC ), I'algébre d’espace-temps, nous ameéne a étudier les
factorisations, par produit tensoriel de matrices. des ARC des matrices carrées. Notre but

est alors de trouver un théoréme permettant d’obtenir une algebre de Dirac a partir de celle
de Pauli.

Dans la deuxiéme partie, nous utiliserons le produit tensoriel de matrices pour
étudier les équations de Dirac pour les fermions fondamentaux libres [1 1]‘ En partant
toujours de I"idée que |"utilisation d’une nouvelle méthode mathématique peut révéler des
propriétés physiques. nous démontrerons |’équivalence entre | équation de Hestenes et
celle de Dirac. en utilisant le produit tensoriel de matrices.

Nous nous limitons au cas ou les espaces vectoriels sont de dimensions finies.

Les indices répétés en haut et en bas désignent une sommation, selon la convention
d Einstein.

Le produit habituel d’une matrice ( resp. un opérateur ) par une ( resp. un ) autre sera
désigne par ..

La numérotation d 'une formule. par exemple (67.2), signifie que ¢ est la deuxiéme

formule de la page 67

Sur les notations

My x m(IK) est I'ensemble des matrices a p lignes et a m colonnes et a coefficients

dans IK.

lE_ "opérateur identité sur I’espace vectoriel & .

; ln] ou I, est la matrice unité de dimension n.

Si une matrice est notée par 1, alors il s agit également d une matrice unité.

Madagasear-INSTN 2
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Premiére partie ALGEBRE MULTILINEAIRIY

Chapitre1. ALGEBRE MULTILINEAIRE

Dans ce chapitre IK est un corps commutatif unitaire.

1.1. Algébre linéaire
Soient € et &F deux IK-espaces vectoriels.
On note X ( €, F ) I'ensemble des opérateurs linéaires de £ dans F .

Pour tout A€ K. pour tout A € £ ( €. F ), le produit de I"opérateur A par A €IK est

note.

Pour tout A € L (& .F ), pourtout B e £ (F. G ). le produit de I'opérateur A par

I"operateur B est noté A.B.

On note I¢ 1" opérateur identité de € dans € .

Pour tout isomorphisme A , de £ dans & . la réciproque ou inverse de A est notée .
AA'=AT A=

* On note £+ = £ (EK) I'ensemble des covecteurs de € .

Nous surlignons les vecteurs x de £ tandis que nous soulignons les covecteurs @ de &,

pe &+[12], [13],[14].[15].
On définit I’opérateur transposé Af de A . comme opérateur de F* dans E* tel que :
(A'{j_)) ()_c) = Q(A(;)) pour tout ¢_5 eF* _pourtout x € £.

A €L (F+ E%)

Madagascar-INSTN 4




Premiere partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

1.1.1. Matrice d’un opérateur linéaire dans un couple de bases données

Soient (;) et (f ) des bases respectives des espaces vectoriels £, et
I A<isn JN<jem

F ,,.sur K de dimensions respectives n et m.

Soit A un opérateur linéaire appliquant €, dans &, La matrice représentative de

I'opérateur A dans le couple de bases ((Zl v ,E)I(_S J est définie par
G 5__: n s1s=m

(4 & ~ 4]

: A2 AF - Al
A=l =| 7 z
»_Alm A;ﬂ ciie A:ﬂ'_

avec A( Ej )= Afifi . Vje€ {1,2,...,11}.
A 'j est la i-éme ligne et j-eéme colonne de la matrice [A]

Soient A, Be £( €, .F ). [A] et [B] les matrices respectives de A et B dans

le couple de bases ((ejl ,(}i)l )
<j<n <ism

La matrice de la somme A+ B de I"opérateurs A et B, dans le méme couple de bases. est
notée

[Al+[B] = [4+5]
Par définition. [A]+[B]est la somme des matrices [A] et [B]

La matrice du produit AA de I'opérateur A par A € IK, dans le méme couple de bases. es

notée

[ral-Al4]

Madagascar-INSTN
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Premiére partie ALGEBRE MULTILINEAIRIE

Par définition, Z[A] est le produit de la matrice [A] par A €IK.

Soient A € £ (£,,,G,), B € £(Gp, F ), BLAEL(E,, Fp).

) | ). . (&)
[A}=(AJ <k<p la matrice de A dans le couple de bases [ € jhs i< \Bkheksp

1=j<n

B ( f’) 1 masicsde B dansleconpls debasss | | } U)
[ ]= B é@’; a matrice de B dans le couple de bases ( g, st bhiose
La matrice de B. A dans [(6 )‘ ,Gl ] est notée

Jhejen’ V¥V iN<ism

[B.A]=[B].[A]

Par définition. ¢’est le produit de la matrice [B] par [A]

1.1.2. Théoréme

Si [A] = (A‘j)% <i<m la matrice de I'opérateur A dans [(;J}gjgﬂ’(fi)lg gm).»

<Jjsn

alors, la matrice [A]t = (A’( J)l sj<n
Yi<i<m

)] (@), <€) )
] ou et sont les bases duales de 5. et
[(9 )}gigm ISan} (_D 1<€i<m I<ign €ih<izn
; f')ls_,rsm'

avec A/ = A; est la matrice de A' dans
1

1.1.3. Proposition

Soient € . F deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives m et p.

Madagasear-INSTN 6



Premiére partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

(4,)....,, une famille d’éléments de £ (€, F ).

Soient .# , % bases respecives de € et F.

Soit [A,] la matrices de A, dans (#, %)), pour tout i€ §.2.....,mp}.
(A )12,,_;.@ est une base de £ (€. F) si et seulement si ( [Ai] ).fsi <mp ©Stune base de

Démonstration
“ 5 Soient (4,),

une basede L£(E. F). (cxi un systéeme d éléments de IK

)}éiSmp

sizmp
tels que

a; [4]=0
alors.

o, 4 =0

car o [4,] est la matrice de o, 4, dans (#, #). Donc o, =0, Vi € {,2,....mp}.

D’ou, ( [Ai] )} <i<mp est une base de 9 x m(IK) .

“ &= " Soient ( [Ai ] )1 <icmp UN€ base de My x m(IK), (ai )., <igmp W0 systeme d’élements de

IK tels que

Comme [A,] est la matrice de o; 4, dans (#, #). donc
o [4,]=0

Alors.
a, =0, Vief2...mp}

Dou. (4,),.,.,, estune base de £ (€. F).

Madagasear-INSTN - 7




Premi¢re partie - . ALGEBRE MULTILINEAIRE

1.2. Produit tensoriel de formes multilinéaires [/2],[/4],[15].

1.2.1. Définition

Soient &, & , .... &, p espaces vectoriels définis sur K, de dimensions respectives
m, N2,.,n et & , &, ..., Ef; les espaces duaux respectifs de &, & ... .&,

L.'ensemble des formes p-linéaires définies sur E; XE; X..xE

p est un espace

vectoriel sur KK que I'on note £ @ &£, ® ... ®E,, appelé produit tensoriel des p espaces

vectoriels €;, &, ..., &,

@Pd_)z,...,Qp)e E1 %€y X XE .
1.2.2. Définition

Soient &1, E12,..., Eip: &, Em. ... €y (ptq) IK-espaces vectoriels. Soient ?
une forme p-linéaire définie sur Eizx €2x... x &pet Y une forme g-linéaire
définie sur £21x Exx ... xE2,.0n appelle produit tensoriel de ¢ par Y la forme (ptq)-
lindaire ¢ ® y définie sur E12x Erax... x E1p xEnx Enx...xEqpar:
d_)®_\g(in)(i;ﬂ---(i,rp)(igf)(igg)---(izq):

@(if.{)(ii?)"(ifp)l‘l_"(izf)( izg )'(i.’q ). pour tout ih Eg'li , pour tout .)-(_2] Egzi.

1.2.3. Remarques

I)Le produit tensoriel est associatif et est distnibutif par rapport a I’addition.
2)Pour tout (;I,;},...,;pje (E1x&Erx .. xE)), x1 ®x:®. @ x, estlaforme p — linéaire

L. * L
définie sur €, x €, x...x &, par:

Madagascar-INSTN -8



_P:‘emi ére partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

(@20 ®%p){0,0,. -0, ) = xilo, Jxdg,).. xold, ) = o,(x1)o(x2).. x)

pour tout ¢ € &'

X/®x 0. ®xp € £,QE,Q..QF,

3)Pour tout Q. e&’ pour tout xi €&

avec

$,00,0. 0 €&, ® £, ®...0F,

1.2.4. Théoréme [/2]. [14]

| Soient (e jif)lsi,gn_,’ ‘e 2i2)1‘5i;3n: S Epip) des bases respectives de &; , €2

]Sipﬁnp
y eeey Ep. Alors, Eli®e’i®'“®epi) avec i; varie de 1 a n; est une base de
) 2, "

ERED..BF,

1.2.5. Théoreme [/2]. [14]

Si (gjij )Isi.-gn. est la base duale de (éjﬂf)fgi,-.énj alors

Madagascar-INSTN _ ' 9




Premiere partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

(85"@85@...@8%{) avec 1; varie de 1 a n; est une base de E: ® 5; @...@5; . base
duale de (E;i,®ggg_.®...®f_:pip) avec ij variede | an;

1.2.6. Théoréme

Soient € et F deux IK-espaces vectoriels de dimensions finies. F ® &’ I'ensemble

des formes bilinéaires définies sur F x £ L application
K E(EF) > FQE
A = Ar=K(A)

telle que. pour tout X € €. pour tout ¢pe F

AN Q. %)= @A)

est un isomorphisme. Un isomorphisme intrinséque qui permet d’identifier un opérateur

linéaire élément de £ ( €. F ) 4 une forme bilinéaire définie sur F x&.
C’est une généralisation d un théoréme qui est écrit dans [] 4] avec F = E.
Démonstration

On montre facilement que K est une application linéaire de £ ( € F ) dans

F®E.

Comme £ ( £. F )dans F @ & est de dimension finie. donc il suffit de montrer que K

est une surjection. Soit ® € F ® £ . pour tout X €&, soit y la forme linéaire définie

surﬂ-"pa_rt
V(@)= D(0.X).

pour tout ¢ € F .

Madagascar-INSTN 10



Premiére partie ALGEBRE MUL ‘TH,H_\*E’URH

On a alors une application linéaire A€ £ (&, F ). A(X) = V. telle que
V(@)= (V) = P(¢9.X)

E1,
@ (A(X) = @ (@.X)=A(@.X)

pour tout X € €, pour tout @ eF.

Ce qui montre que K est surjective.

CQFD.
1.3. Produit kroneckerien d’opérateurs

1.3.1. Définition
Soient & . Fi des IK-espaces vectoriels, A; € L (&, F ).

On définit le produit kroneckerien d’opérateurs linéaires notés A ,®A,®.. ®Ap comme

un opérateur linéaire de £, Q &, ® ... Q& dans F, @ F2 ®.. @ F, tel que
A,BA,B.. .@A{E;@i;@. . .®§p]: A ,(i ;)@A _,[E 3)@ . ®Ap(xp)

AIRA2®.RApe L (£,QER..Q,. F10F,® ..QF,)
1.3.2. Remarques

1) D apres le théoréeme 1.2.6.. les A; de la définition peuvent étre considérés comme des

formes bilinéaires A;r éléments de F;® &*.
Pour tout X; €&, pour tout ¢; €F*.

AIRA2R.. .@Ap(;,*@;(z@...@;p)( D) P2 Pp )

Madagascar-INSTN _ n 11



Premiére partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

= AI(?;)@A;‘(;))@...@API Xp){(p_f,&‘...,@)
:((_pl)Al(i})((ﬂg)Az(i:}]u-(&}Ap(ip)
=An{g)i,if)Az—;{(_pz,iz)...APT(@,SEP)

= (Ar® Ay @ ... @ Apr)(Q; XX N @3 XX5)..(Pp X Xp)

avec A1T® Aot ®..0 Ap'r = $1®81*®$2®82*® ®(?:'p®£p*.

Nous pouvons donc parler de “produit tensoriel” d’opérateurs au lieu de “produit

kroneckérien ” dopérateurs. Il n'y a pas de confusion & craindre si nous remplagons ® par

®.

2) On sait que £(IK, IK)=IK. Pour toute A € £(IK, IK) On identifie A a A(l)= o . Pour

tous o, B € IK,

a® B = o B (Voir [12])

Plus généralement.
IKQIK...®IK =IK e LIKKIK... ®IK, IK)=IK

Soient &, F deux IK-espaces vectoriels de dimensions finies. Pour tout & € IK, pour tout

A L(E. F ). on pose
a®A=aA

3)Pour tous ;;E & . x1®xs ®...®;F est un produit kroneckerien . donc élément de

(_8|*®Ez*® ®Ep* )* .Donc.

EFQE*® . .QEH ) = £,QER®..BE, = EM*QET Q.. QL*.

Madagascar-I NSTN 12



Premiere partie - ALGEBRE MULTILINEAIRE

Ainsi.
ERE®..®E) = ErQDE*D ... QL
1.3.3. Propriété[12]. [14]
Le produit kroneckerien d’opérateurs est associatif
1.3.4. Propriété[/2]. [14]
Soient A€ (& . Fi). Bie L(Fi.Gi)
Alors.

(A,-B)®(A,B,)®.®A B )=(A®A,8.®A )B ®B,8 . ®B,)

1.3.5. Propriété[/2]. [14]

Notons é@} & =& ®&:®...® &, ou tout simplement ®E; et notons It; ® 12 ®...®
lep par 9
Alors.
Ieg, = I
1.3.6. Propriété[/ 2], [/4]

Soient &;. F; des IK-espaces vectoriels de méme dimension. Soit A, € £ (€.F).

Si tous les opérateurs A; sont inversibles pour le produit habituel d opérateurs. alors

A1®A2R.. ®Apest inversible pour le méme produit et

{AIRA2®. ®Ar} '= AT'®A 'R ®Ap

Madagascar-INSTN ' 13



Premiére partie ALGEBRE MULTILINEAIRE

alors que pour le produit habituel d”opérateurs
( A].A2n PR .AP )'] = A}"‘I LR 0A2_lc A]‘l

1.3.7. Propriété [12], [14]
Soient &;, F; des IK-espaces vectoriels.

{AIRA2®. ®Ap) = AI'®A2®..®Ap', pour tous A € £ (£.F) .

avec {A1®A2®...®Ap}f le transposé de | opérateur linéaire A1®A28.. ®Ap.

alors que pour le produit habituel d”opérateurs
( A] .AZ. R IAP )t == AP‘. s .AEIQA;

1.3.8. Propriété [12]. [14]

Le produit tensoriel d”opérateurs est distributif par rapport a I"addition d’opérateurs.

(C’est-a-dire :

soient £, F, &, F, quatre IK-espaces vectoriels, pour tous A, B € £ (€, &). pour tout

Ce L&, F)
(AtB)® C=A®C+B®C
et
CR(A+B)=CR®RA+CQ®B
1.3.9. Propriété
Le produit kroneckerien d opérateurs n’est pas commutatif en geénéral C’est-a-dire :
lexiste A e L(E.F). A e L(EF)ARA # A,® A,

Démonstration
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Prenons un contre-exemple.

Soit A; € £ (€, €) tel que :

pour tous U, U, € &, Ai(U;)=-Uu;, Ay(U,)=1u, # 0
(A®Ie M u;®u,) = A(u;)®le(u,)=-u; ®u, #0

(I ® A0, @U,) =Ia(u;))®A(u,)=u, ®@u, #0
COQFD.

1.3.10. Propriété

Soient &;, &F; des IK-espaces vectoriels.
Pour tout A € IK, pour tous A; € £ (&, Fi ).

(AA)D) R A=A @AA= A Ai® A))
1.3.11. Propriété
Soient &, F; des IK-espaces vectoriels.

Pour tous A; € £ (& . F;).

Si Ai® A, = 0, alors I'un au moins de A et A, est égal a |’opérateur nul (¢’est-a-dire A;=0
ou A; = 0).

Démonstration
Pour tous X; € &. (A, ® Ay) (X,8X,) =0

Donc, pour tous é;‘ EF

(AI®Ay) (X,;8X,) (¢l®¢2) =0
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("41(}1))(?_1)(‘42(}'2))(??2—) =0
Supposons qu’il existait X, € &, qu’il existait ﬁ e, (Al()‘cl))(ﬁ) # 0
qu’il existait X, € & et qu'il existait &e < (Az()_cz))(q_ﬁz) # 0
alors

(AP ) AE)P,) # 0

On aurail une contradiction

Donc. pour toul i, € &y, pour tout ¢1 € 3“1‘, (A1(fl))(¢]) =0

ou pour tout X, € &>, pour tout ¢2 €eF, (Az(fz))(¢2) =0

C’est-a-dire. pour tout X; € €. AI(}T)) = (), ou pour tout X, € &, Az(;_,) =0
CQFD

1.3.12. Propriété

Soient £;. F1. G1. €2, F, G 2 six IK-espaces vectoriels.

Pour tous Are L(ELF1).Bi€L(F1.G1), A€ £(&, F2), Bre £(F2.G2),

A, et B; commutent pour .

Si < alors, Ay ® A, . B; ® B, commutent pour .

LA; et B, commutent pour .
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A; et B, anticommutent pour .

Si < alors. A} ® A; et B; ® B, commutent pour

\_ Az et B; anticommutent pour .

/~ A, et B; anticommutent pour .

Si < alors. A} ® A; et B; ® B, anticommutent pour .

A, et B, commutent pour .

(Conséquence immédiate de la propriété 1.3.4. )

1.3.13. Théoréme

Soient €,, &, Fy et F> quatre IK-espaces vectoriels.

(Ai )Isjsn une base de £ (&;. F, )

(B 5 )Iéjén: une base de £ (&, F>).

Alors, (Ai ®B, )Igisrh est une base de £ (£, ® &, F1 @ F2).
I<j<n;

Démonstration

Soit (Ot"’ )fsisn un systéme d’éléments de IK tel que
I<i<n,

cﬂjA;®Bj =0

Soit ol = a'b' Alors,

Rdadagascar—! NSTN
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aibj Ai®Bj =0
D’apres la propriété 1.3.10.

(@ AD® (b B) =0
D apres la propriété 1.3.11.

2@ Ai=0 ou b'B;=0
Donc

(a=0, Vi e{z,z,...,n,}) ou (b'=0. ‘v‘je{l,Z,...,n_,})

car (A1 )Iéisnf estune basede £ (E; F; ) et (B}- )1<j<n ‘est une base de £ (€2 F2 ).
D ou.

ol =0, V(,)) € {1,2,..._.n,}x {1,2,...,113}.
CQE.D.

1.4. Produit tensoriel de matrices
1.4.1. Définition

Soient [A] € M xo(IK), [B] € M, xr ( IK), la matrice notée

Af[B]..A[B]..Ai[B]
~ [Ale[B]= | AB].AfB]. AifB]
A7[B]..A=[B] ..Ag[B]

obtenue en supprimant les crochets dans les multiplications par un élément de IK, Aij [B] ,

est appelée produit tensoriel de la matrice [A] par la matrice [B]

[A]® [B] € Mmpxnr (1K)
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1.4.2. Théoréme
Soient £ , F, G, H quatre [K-espaces vectoriels.

Soient A€ £ (&€, F), Be £ (G, H). [A] la matrice de A dans le couple de base

((E- )Isrsn ; (?J );gr;m) > [B] celle de B dans ((Ek)fskm ; (h1 )Izi-_t.p) -

Alors, [A]® [B] est la matrice de A® B dans le couple de base (%, %) ou

8, ®8.60®8,,...08, ,08 .6, 08 ,...,a 8,

w=1
& ®8,..80F)

Notons
F= (E-. ® Ek)gg: = ((E-, )Iéisn)® ((gk)fskg) ’
&= ( f; ®h, )lf;{;; 2 ((f_n );:-M) ® ((F] )fslsp)

[A]® [B] est une matrice & mp lignes et 4 nr colonnes.

[A] ® [B] = (T?).’;.;s'.’::mp
ou
vi= A‘J:Bi; , s=p(i-1)+iz

t=r(ji - 1) +j2 (Voir [12], [15])

Démonstration

Dans = (& @ B ). € ® E estlet=r(i~ 1)+ j -iéme vecteur

Dans %= (f‘i ® HI)H.J_{,.. [ ®h estles=p(i 1) +ir —iéme vecteur .
; 1lsp Y '

A®Bl ®5 )= As ©Bg - (AT Jo (Bih )= ABT ®h,

1 1y
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La t=r1(;- 1) + j>- iéme colonne de la matrice de A® B dans (.#. %) est donc,

selon I"ordre des vecteurs de %
A! B!
BT

Al B?
B |

A?B?
Won

ATB

i
Il

AmB?
I ]

AmB

p
2

En faisant apparaitre des crochets, nous vovons que la matrice de A® B dans (%, %) est
bien [A]® [B].

_CQFD.
1.4.3. Propriété
(BleB.])(la]e[a])=([B]la]) e ([8.][a.])

pour [B,.], [A;], [B;], [A;] matrices a coeflicients dans IK et si les produits [B,,] [AI] et
[B.][A.] sont définis .

Démonstration
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Soient &, €, F, &, F, F, six [K-espaces vectoriels, A;e L (€, ), B,e L (€, F)).
Are L (&, F), B, e L (F, F))
Soient [A;] la matrice de A, dans le couple de bases (4,..4 ) ;
[B,] la matrice de B, dans (4. %) :
[Az] la matrice de A; dans (4-, %) :

[B;] la matrice de B, dans (%, %,).

Alors.
[B;,.] [AE] est la matrice de BoA; dans (4. & ) .
[B;] [A,] est la matrice de B1 A, dans (4,. %)

et d’apres le théoréme 1.4.2.

([B,] [A,] ) ®( [BJ [A;] ) est la matrice de (B1A)® ( BAj) dans (41® A2, 5@ %)

[B,] ® [B;,] estlamatricede Bi®@Bodans U® 2 1@ %) :
[A,]® [A.] est la matrice de A, @ A, dans (41® Ay A® 2)

donc, ([B,]® [B,]) ([A,] ® [A,]) est la matrice de (B, ® Ba)( A1® As) dans (41 ® Ao,
@ B).

D’apres la propriété 1.3.4.. nous avons
(Blla])e ([B.]la.]) = ([B]e [B.]) ([a]®[A])
CQFD.

1.4.4, Propriété
[“r-:l ]®[!¢, ]:["'c, ® & ]

Démonstration
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Démonstration
Soient £, &€ deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives n;, n,. Soient .

et % deux bases respectives de &, et &;.
ll;ﬂl= llnf] et lIE,J = lln;.]

sont respectivement les matrices de I, et l&- dans les bases # et %. D aprés le théoréme

1.4.2.

lanJ@ lIn:] la matrice de IE_r ® IF,: dans la base 5 ® %. lg.@f_,._,
D’apreés la propriété 1.3.5., lln,J® [ln_‘l est la matrice de | £ @E. dans la base % ® %,
Dou:

L& el FlE & 5 )
CQF.D.

1.4.5. Propriété

Pour [A, ]. [A,] matrices carrées réguliéres. alors [A,]® [A,] est réguliére et

(lalela]) =[] "efa]

(conséquence des propriétés 1.4.3. et 1.4.4.)

. 1.4.6. Propriété

Pour [A,,], [A_,] matrices quelconques a coefficients dans IK

(Ialefady-[a] e o]
Démonstration
Soient &1, F), &, F> quatre IK-espaces vectoriels. Soient Aye £ (€1, F1 ).
Are L (& Fr).

[A;] la matrice de A dans (A1, %))
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[A,_] la matrice de A, dans (4, % )

t 2 o
[A,] la matrice de A;' dans (% A1 ).

t i
[A_,] la matrice de A>' dans (% . A1) .

l l - - - *
L‘\I] ® [AQ] la matrice de A;' ® A;' dans (% ® % . A, ® A))
[A,]® [A.] 1a matrice de A1® A, dans (4) ® Ay, 5 ® %)

donc ([A,] ® [A:] )‘ la matrice de (A1 ® A)' dans (% @ %) . (4; ® A,)).0r.
(B1®B) =5 @ B et h @) = O A
D’apreés la propriété 1.3.7.

(e ly=fa] o a,]

COFD

1.4.7. Propriété

Le produit tensorielel de matrices est associatif. C’est-a-dire

(lafela])ela]=[ale([alelal])
pour [A;], [Az], [A 3] matrices quelconques a coefficients dans 1K

Démonstration :

Soient des IK-espaces vectoriels &, F;. Soient A; e £ (& . F:).

|A,] 1a matrice de A, dans (41, 51)
[Ag] la matrice de A, dans (42, % )
[A;] la matrice de A; dans (43, %)
D’ apres le théoréme 1.4.2.
[A,]@ [A;] est la matrice de A\® A, dans (A ® A, & © &)
( [a]®[A;] )® [A,] est1a matrice de (A1® A2)® As dans (4| ® A2® As,

FR HR FH)car (A1® A)® A= A41® A2 A
(B1® BH)R F= HR® H® #H
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De méme, [A,]® ( [A,]® [A;] ) estla matrice de A1 ® (A:® As) dans (41® A>® A,
HQ BHO B)
D’ou, d’apres la propriété 1.3.3.

([alefa])ela]=[a]e( [a]ela])
C QFE.D.
1.4.8. Propriété
Le produit tensoriel de matrices est distributif par rapport a 1’addition. C’est-a-dire
[cle ( [a]+[B] )=[cle[A]+ [Cle[B]
pour [C] [A], [B] matrices quelconques a coefficients dans IK, avec [A], [B] de méme
dimension .

Démonstration
Soient &1, £, F1. F» quatre IK-espaces vectoriels. Soient Ce £ (F;, F2).
A.BeX (&, &).
Soient [C] matrice de C dans (%, %)
[A] matrice de A dans (41,42 )
[B] matrice de B dans (41,42 )

[A] + [B] matrice de A + B dans (4,..4>)

D’apres le théoréeme 1.4.2.

[c]® ( [A] +[B] ) matrice de C® (A + B) dans (4 ® A1, % ®@A2)
D’ou. d’aprés la propriété 1.3.8.

[cle ( [A]+ [B] )= [c]e [A] + [Cle[B]

C.QF.D

1.4.9. Propriété

Pour tout A € IK, pour toutes [ ,] . [A::I matrices quelconques a coefficients dans

IK

(2[a])ea]=[a]e ( r[a] )=a( [a]®]a)] )

Démonstration
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Soient &;, &, F,, F> quatre IK-espaces vectoriels. Soient A;e L£(&E,, F ).
Are (&, F).
Soient [A,] la matrice de A, dans (A4, %)

[Az] la matrice de A; dans (42, % )

A [A;] la matrice de A A, dans (A, #1)
A [Ag] la matrice de A Az dans (42, %)
D apres le théoreme 1.4.2.

( 2 [A,] )®[A.] estla matrice de (A A)) ® A; dans () ® Ay, 5 ® 5)
[A,]® ( A[A,] ) estlamatrice de A1® (1 A;) dans (4, ® Ay, % ® %)

2 ( [A,]®[A,] ) estlamatrice de A (A\® A;) dans () ® s, 7 ® #)
D’ou, d apres la propriété 1.3.10.

(ra])ela]=[a)e( rla])=2([a]e]a])
CQFD

1.4.10. Propriété
Pour toutes [A,], [Az] matrices quelconques a coefficients dans IK, si
(A, ]®[A,] =0, alors [A,] =0 0u [A,] =0
Démonstration
Soient &, &, F1, F> quatre IK-espaces vectoriels. Soient A€ L(E;, Fy ),
Are (& Fr).
[A,] la matrice de A, dans (4, %)

[A.] 1a matrice de A, dans (45, % )
D’aprés le théoreme 1.4.2.,
[A,]® [A,] est 1a matrice de Ai® A, dans (4, ® As, & ® %)
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Comme [A,]@ [A;] =0donc Ai@ A, =0
D’apres la proprieté 1.3.11.

Ai=0 ou A;=0
D ou,

[A,]=00u[a,]=0

1.4.11. Propriété
Ici la commutation ou I’anticommutation est pour le produit matriciel habituel. Pour

toutes [AJ,], [Bf], [AQ], [Bz] matrices carrées quelconques de méme dimension et a

coefficients dans IK.

Si [A ;] " [B;] commutent

] alors [A;]@ [A ] x [B,]@ [Bg] commutent.
Si [Az] 2 [BE] commutent

Si [A;], [B,] commutent

1 alors [A;]@ [A;.] : [B;] ® [B;] anticommutent.
Si [Ag], [B_,]anticommutent

Si [A ;] . [B ;] anticommutent

| } alors [Aj]® [Az] . [B;] ® [Bg] commutent.
Si [A;] i [B;]amicommutent

(Conséquence de la propriété 1.4.3.)

1.4.12. Théoréme

Soient ( [Ai] )‘.gSmm une base de M, x m (IK),

( B; )!5_i£]7xr e DRSS )
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Alors, ( [Ai ] ® [Bj] )Isj_snxm est une base de My X mr (IK).

I=<)<pxr

Démonstration

Soient &;. &, F, et F» quatre espaces vectoriels sur un méme corps IK, de

dimensions respectives p, my., p2 et my et de bases respectives %, %', %, 2.
Soit (A, )Igisnxm un systéme d’éléments de £ (€, F ). avec lA1 _l la matrice de A; dans
(#..% ). pour touti€ {/,2,....nxm}.

Soit (Bj)

I<j€pxr

un systéme d’éléments de £ (& F>) . avec lBj] la matrice de B; dans

(#. %, ), pourtout j€ {] . .,pxr}.
D’apreés le théoréme 1.4.2., lAi ]@ lBjJ est la matrice de A; ® B; dans

(7 Q® %, 2 @ %), pourtout (i, )€ {1,2,. : .,nxm} X {1,2,. . .,pxr}_

D’aprés le théoréme 1.3.13.. (A1 ®B, )Jsisnxm est une base de £ (£,® &, F1 @ F2).
I Spxr

D’ot, d’aprés la proposition 1.1.3., ( [Ai ] ® [Bj] )Jggnxm est une base de Mupx mr (1IK).
I<j<pxr

CIOE:D.
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Chapitre 2. ALGEBRE REELLE DE CLIFFORD

2.1. Construction de I'algébre réelle de Clifford
2.1.1. Algébre de Grassmann [12], [16]

Soit E'," un espace vectoriel sur IR de dimension n. Pour keIN". on note Ak En

I"ensemble des k-formes linéaires antisymétriques sur € ,. Pour k>n, AK€, = {0}

Notons A° £, =IR et A' €, I’ ensemble des formes linéaires sur €,
Soit &, la somme directe
E=ENE. B NE,®.BNE,.
(Co.+.® ) est un IR-espace vectoriel de dimension

CO+Cl+  +Cn=2".

Pour tout k€ {1,2,... .n} notons @ un élément de A" €, tel que

ol A est le produit de Grassmann et les @' sont des formes linéaires sur E,.

En posant

ANn@¥ =0, pour tout ke{l ,2,..,,n}, pour tout AEIR |

(Cn,+.® A ) est une IR-algébre, appelée algebre de Grassmann

Maintenant, nous allons définir un autre produit dans €, . appelée produit de

Clifford. Soit Q une forme quadratique sur A' €, telle que A' €, muni de Q est un

espace pseudo-euclidien (ou euclidien). Soit g la forme bilin€aire symeétrique sur AE,

associée 4 Q.
Soit @ 1’application bilinéaire de &, x € dans €, telle que
gu,v)=guv)vuve A g,
Pour ue A' €, pour @, € A’E,, telle que

——— 2 P
W= @ ANON.ND",

Mada gasca;—IMS'?'N
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ou les _G_of sont des 1-formes,

Bwo,)=Ewo, ) A0’ + (Do, Agwe?),  (29.1)

avec

.Alors.
Fwoy) = 3 (1)kg(w 0¥ )a’n re" A" n. AaP € NHE,. 229
k=1

g(op,u) est défini par

g, w=(-D""guae,) (293)

Pour p<q. soit 6, =6' A...A8" avecles ©' sont des 1-formes,

2(®,.60,)= g(o,,.8@".6,)) (29.4)
On montre . en utilisant (29.2), (29.3) et (29.4), que .

pour p<q.

g@,.6,)= -N"""g@,.0,)
@ est symétrique sur A" £, pour tout ke{0,1,2,..n}.

Pour tout A € IR, pour tout @ €Cn,

g(i,w) = Aw

2.1.2. Produit de Qlifford /6], [17]

A. B € (.. on définit le produit Clifford de A et B par :
A*B=AAB+ g(AB)

C, est stable par le produit de Clifford .

1 2
Pour o' ,0°e A &,

o+ o’ =go . e)re Ao
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C’est-a-dire

et

Soient 0.t € A' £,,,

(0*0)* t=[g@B)+on8] * 1=g( ©.0)T +(©n8) * 1
(car g est une forme bilinéaire symétrique et A esl distributive par rapport a + )
- 0(0.8)7 + Bl@Af).7] + (0r8)A T =g(0.0)1- Br@O]+ (0r8)AT
=g(0,0)T -8(1.0)8 +g(z,0)0 +(arb)Az

D’une maniére analogue .
0*(0*1)=0*g(0.1)+8(0.0)T -g(0.1)8+ 0rbAD
D’ou.

(0*0)* t1=0*(0*1)

pourtous ®, 0,71 € A E,,.

Nous avons vu que le produit de Clifford est associative dans A €, etest
distributive par rapport a +.
Soit A, I"algébre engendrée par A' €,,, par la multiplication de Clifford.

Aq ©Ca
Nous allons montrer que

G & A
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Soient a.,B € A' £,, a AB € A, Raisonnons par récurrence : Supposons que pour un
pelN
NEDBNE®.ONE, U

. 1 2 P Pl I 2 P .
Soit at,,, = @' A@’A..A@ A @p=a A A..AE EAqoulesa €N E,.

i I = +1
Ap. ;= Op = ap*a” - glap,at).
1 — =+
Comme oy € Aq. donc ap*a”' € Ay et gla,.a” e d,

car g(op.a”)e AN E, B AN E, D...DAE,.

pourtout peIN, o= &' na@’ A...na’ € An.

D’ou, A, = C, I’algébre engendrée par A' €,,. par le produit de Clifford .

2.1.3. Définition

Soient £, un [R-espace vectoriel de dimension n, tel que £, muni d’une forme

quadratique Q est un espace pseudo-euclidien.

(Cn+.®) muni du produit de Clifford associé a Q. est une algébre, appelée algébre réelle de
Clifford (ARC), que nous notons & n-Q)ou AlE .1 -8), avec g la forme bilinéaire

symétrique associée a Q.

2.1.4. Définitions
On appelle dimension d’une (ARC) ClE »-2) sa dimension en tant que IR-espace
vectoriel.

Dim CI(E,, .g) = 2"
Si( e' e’ ....e" estunebase pseudo-orthonormale de A' £, .alors les 2" produits de

e

Clifford entre les ¢
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forment une base du IR-espace vectoriel CI(€ ,, ,2), appelée base canonique.

A€, .2)=CE&, )" ®AE,.) & AE, 0 ®...8 AE,.9)
ou, AI€,,.g)° = IR dont les éléments sont appelés scalaires, est le sous espace vectoriel
engendré par | ;

CIE,,.2)' = A €, dont les éléments sont appelés vecteurs, est le sous espace vectoriel
de 6’1(5,1 .g) engendré par (e ', B s B

CIE, ,g)* dont les éléments sont appelés bivecteurs, est le sous espace vectoriel de
CE, ) engendrépar (e '* e? e'* €%, ..., e"'xe");

EKE,, .g)* dont les éléments sont appelés trivecteurs, est le sous espace vectoriel de

CIE, o) engendrépar (e '% e’* e’ ... . e™x e"'xe");

............................................................................

CI(E ., -8)" dont les éléments sont appelés n-vecteurs, est le sous espace vectoriel de

CWE,, g)engendrépar e '* e’* ... * e"

2.2. Algébre de Pauli [6]

01 0 - 10
1o i 0 * g -

les matrices de Pauli. Notons & | espace vectoriel réel engendré par (¢,,6,,6;).0n note

]
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la matrice unité de dimension 2.

0-() & 53

Soit A' &3 I'espace dual de &5.(67.67,67) labase de A' &3, duale de (o,,0,.0;).

Définissons I"espace dual comme I’ensemble des applications linéaires de &; dans IR [l_j] E

IR que nous notonsA' 3.

c'c =|lI,|.'image de o, par ¢’ ,j=123.
i i ]

On montre facilement que

G, e0,+ 0,00, =28, ,j=1.23, k=123
G,e0,t 0,+.0,=0si j#k
(o,=1 , j=123
o'o,=8] I'image de &, par ¢’
L. application
g & x& IR

(&g)l—>-12—(£-z+ yex)

est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur &; . €; muni de cette forme

bilinéaire est un espace euclidien. En prenant

glgi = é(a.f Ot 0,00;)= £(0,0;)
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on peut identifier ¢’ a 5, .C’est de I'isomorphisme canonique entre £; et son dual A’ €;.

Définissons sur €; le produit de Clifford. Pour tous X, V € &,

Alors

8(Xy)=4E*7+7+%)
Si on prend

XAY = é—(ﬁ.?- 7.%)
et

g(XN=L®.5+7.%)

le produit de Clifford de X par y n’est autre que le produit matriciel usuel.

On note Clz I"algébre de Clifford ainsi obtenue . appelée algébre de Pauli ; algébre

engendrée par (¢!,07,0%).

5 3 3 2 P
c?, &' 0%, &6, G s O el 5 G ol o'eo?e0’ = ic?

forment une base de I’espace vectoriel sur IR Mawo(C ) donc, Clsg = MaAC ) .

On appelle p-nombre un élément de Clz o
ol.ot+ o*.0/=0 si j#k

(afY=1, j=123
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Soit (&,.6,.6; ) une base orthonormée de I’espace physique. On identifie un vecteur
A = alg+ a%e,+ a'%e,
de I’espace physique a I’élément a’c, + a’c,+ a’c, de &.
A = alg,+ a'c, + a’oc; ,

avec a', a’, a’ IR . est appelé un vecteur.

Tout élément A de Clip est la somme
1) d’un scalaire A, = 0% =4;, A, €IR
2) d’un vecteur Ay = A o'+A,07+A0°, A;,Az.As €IR
3) d’un bivecteur Ay = A,,0'c? + A0%0° + Ay0%C!, Ajz, Kz, Ag EIR

4) d’un pseudo-scalaire A, = A,,;0'626% = iX;2:6°= 11X 25 . Apos €IR

Notons :
01 .a]
v=lp 3, 8] , a=|c*| . V=|3?
o’ a3
et y= 0'181 +020,+070,

6V = 610, +020,+0%8;= ¢'0,;= V &

2.3. Isomorphisme d’algébres

Soient (4 ,+.®.v) . (A1 +.x,A) deux algeébres sur un méme corps IK. Une
application @ de A dans A4, est dite isomorphisme d’algébres si
1) @ est bijective :
i) D(x+y)= ®(x) + D(y) pourtous X,y € A .
iii) @ (Aex ) =Ax @ (x) .pour tout Ae IK , pour tout x& A
iv) @ (xvy)= ®(x)n D(y) ,pour tous X, VE A
Notons

A e, v)= UL+ .x,A)
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2.4. Algébre réelle de Clifford &1, [16].[17]

2.4.1. Notation

Soient p, q€IN. Soit €, un espace vectoriel sur IR de dimension n. g est une

métrique dans A/ £, . de signature

T
p fois q fois

avec p+tq=n

On note Cl, ((€ ) I"ARC isomorphe a (Cn, *. ®) muni de produit de Clifford associé

a g On I"appelle une ARC Cl,q

2.4.2. Remarque

Soit AI(E ,, ,2) une ARC Cly g, alors CI(E, ,-g) est une ARC Cl gy

2.4.3. Théoréme

: /
Soient Glp,.,q_. &) c)lp),q_-. (EL), deux ARC.

el . E=¢l, .. (£} ) si et seulement si p;= P et q; = 4>

Démonstration

“ => ” Supposons que
= /
el s, &)= elphq}(sn)
Soit f I'isomorphisme d’algébre de (.?lp’ 4 (&) “’lp,,q, (EL).

Soient - et o les produits de Clifford respectivement sur ¢l E)etll, EhH).

Soit (’y“ .y“) I<p<p, générateur de Glp i (Ey)
p.+1<a<p,+q, o

(Y=, p=10....0

(Y*Y =-1, a = p;+1, P;+2. ....P;+q;
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yroyP+ yPye =0 sia Be {);H,p;ﬂ, --.,Pfﬂf}
.),u’.yv.; Yv.yu =0, si L.V E {1,2, '”‘pf}
ey + 'ya.'y”l =0,s1 4 € k)_,+!,p;+2, ...,p;+q;},li€ {},2, --'rpl}

soit [U]e €1 (&,).

ruh =euher
Ona:

t([uhe 11-ra=o0. v [Ule 1, €,
Comme f est une bijection, donc
Y AeIR, A[1-f(1)]=0
Ainsi.
f(1)=1

Y =f((y*P)=1,sip=12,..., P,

[Ry)P=£((y*))=-1.si o = p;+1, p;+2, ....p;+q;
f(y")o flyv) + fy¥)o f(yH) =L (Y +yv+y¥y")=0,si p,v € {12, ...,p}}
f(yyo f(yP) + (7P yo iy = f(y*yP+ YPey)=0,sia,Be ﬁ;ﬁl.. ...,p,+qj}

Y™ yo f(y™ ) + f(y*)o () = £(y*y@+ vty =0.si pe {l 2, ,..,p}}

et o € %J;-H,, ..-,p;“h}

Ainsi, (f(y“),f(ya)) jcu<p,  ©st générateur de & lp,,q;. &4).

p,+Hisagp,+q,
Dou, p,=pyetq; =(q;
“ &= ” Supposons que p;= Py et q; = q;

Soient (y“ .Yu.) I<psp, € (tu _‘1:“) l<psp,  générateurs respectifs de Ol _— €;)

p,+1<asp,+q, p,+I<a<p,+q,

et (’le;-,q.‘ (&L).
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L’isomorphisme d’espace vectoriel f de 1C"lpF 4 €,)a C"lp % EL).
tel que

fy*)= t,sipe {2 ...pf

Ry*)= 1. si e P, oDty

est un isomorphisme d algebre.

Ce qui démontre le théoreme.

2.4.4. Algébre de Clifford des matrices carrées

Une telle algébre est I'ARC €1, q engendrée par n = p+q matrices carrées de méme

dimension et 4 éléments dans C . soumises aux relations :

(],u)2 =1 pour pe {,2...p}

(pf=-1 pour v e {p+L.p+2....p+q}
PeyV+ ¥V ey" =0 pour p#v

dont g est la forme bilinéaire symétrique canonique définie par
o([A} [B1) = 4( [a].[8]- [Bl.[A] ).

pour toutes matrices carrees [A] [B] de I’espace vectoriel engendré par les
v .n=1,2,..., ptq, et le produit de Clifford est le produit matriciel habituel.

Dans tout ce qui suit, si nous ne mentionnons pas la forme bilinéaire symétrique

définissant une ARC. alors il s agira de la forme bilinéaire symétrique canonique. Ainsi. I’

ARC que nous notons C1(E) est définie par la forme bilinéaire symétrique canonique.

D aprés le théoréme ci-dessus, dans toute la suite nous ne considérons plus que les

ARC des matrices carrées.
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2.5. Algébre d’espace-temps

Dans tout ce qui suit nous notons le produit matriciel habituel par la simple
succession de matrices. C est-a-dire nous remplagons “ . ” parle “ vide”.

2.5.1. L’équation de Dirac pour le négaton libre

C’est I'équation

(y*a, +i-’3'£‘-').,a=o

ou
¥,
 fonction d’onde a quatre composantes /= vz
Vs
L
les 7*,u =0,1,2.3 les matrices de Dirac, avec
o’ 0 0 o'
po = , 7= =123
0 =Ch -o’ 0
2.5.2. Propriété
7.::71' + yv,rﬂ = 2g,¢lv U, Ve {0,1-2,3} (39})
ou
0 si u=#v
¢ g#l-: _'l Sf Juzv:‘}.‘]:l‘zjs

1 si u=v=0

2.5.3. Propriété

Les 16 matrices

lI‘f] - G(J ® ! s
Y=0'®c?, -iy'=0’®c’.j=12.73

y”y1=cs’®cj,j=l,?.,3
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i’y =c’®c!, iYy=0"®c?, iy! y?= 0’ ® 0’

iy Y=o’ ®c!, iy ¥ yl=0’®c2,iyy y?= o ®c’,
-Yi Y2 733 GZ®0-O

iv? vyl y2y¥= 6!/ ® o

forment une base du C -espace vectoriel Mg x4(C ).

Démonstration

D’apres le théoreme 1.4.12. (G”@O"’),;Suﬁ est une base de My x4(C ).
O<v<3

Nous allons énoncer sans démonstration les théorémes bien connus suivants.

2.5.4. Théoréme fondamental de Pauli [/8],[79]

Etant donnés deux systémes de matrices 4x4 ,(’y”) . (y;“) vérifiant la
0<p<3 0

<p<’

relation (39.1).

Alors, 1l existe une matrice [S] _ définie a une constante prés et non singuliere (dét [S] #0),

telle que I’on ait :

v =[]y 8]t w=01.23

© 2.5.5. Corollaire [/8]
s o s 454 (] )
Etant donnés deux systémes de matrices unitaires 4x4. (y - Y bicaes

vérifiant la relation (39 1). il existe une matrice unitaire [U] définie a une phase prés, telle

que 'on ait :

v = [U]y* [U], p=01.23
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2.5.6. Définition
Nous savons, d’aprés la propriété 2.4.2., que (Yp)mﬂ engendre une ARC (3,

appelée algébre de Dirac que I’on note tout simplement 1, 3. Cette algébre est isomorphe a

I' ARC sur I’espace de Minkowski .# de signature +.-.-.- .C’est pour cela quon I'appelle,

algébre d’espace-temps. Un élément de |"algebre d’espace-temps est appelé d-nombre.

Soit (€0, € 1. €. €3) une base pseudo-orthonormale de ..
Soit Ac M, A= AP B, =A"Co+A'E + A’E,+ A'E;

A=Aj€ - A€ -A€r- As€;
avec Al=-A; pour ie{l. 2, 3}etA’= A,

OnldentiﬁeAé A: TaAg + ?IA; -+ 'YJA_:» & ?3A3 == YOAO = 'YIAI =X 'YIAZ - Y_?A_?
avec yi=-y, pouriefl. 2, 3}ety=y,.
A= A=A,

ou les y* sont les matrice de Dirac .

0 of
On pose y*=
c? 0

Le produit de Clifford de deux vecteurs A et B est simplement le produit de deux matrices
A =Aet B=B associ¢es a A et B.

AB=A.B+AAB

A.B=B.A= L(AB+BA)= A,B" [L]= A
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Tout élément A de I'algébre d’espace-temps est la somme d’un scalaire A, . d"un vecteur

A, . d’un bivecteur Ay, . d’un trivecteur ou pseudo-vecteur A, et d’un quadrivecteur ou

pseudo-scalaire A,
A=A+ A+ A+ A+ A,

A= ML)+ Arr+ Ay + Ay + M 8 Y Ay EM yo iy 4 vty
+ lmyn'fw'ﬂ?ﬁ

avec A, €IR . pour tout Ae {/,2....16}.

Ao 0
A= ML) = Ao ® 0= €N M
0 A

A= LY+ ALY = Ao ® o’ +idy,,0° ® ¢

Ao A0

= )L“}O'l = la

qui est de la forme

Au == A
A=

A -A
ou . A est un vecteur d’espace et Ay un scalaire .

Tout élément de €1, 5 de cette forme est un vecteur[2 1] .

Ap= A sYo¥' + Aigs B Piy*

ou les €™ sont les composantes d’un tenseur complétement antisymétrique du troisieme

ordre.
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Ap= A, 0! ® o' -1A, 0" ® o

ibgo' Ao
Ap =
xh 5Gj il‘l-rﬁcl
qui est de la forme
iH E
Ay =
E H

avec H et E sont des vecteurs d’espace .

Tout élément de ¢1; 3 de cette forme est un bivecteur [2 7} ]

A= Ay 89 90 yiyk 4 Apyiyry

A=-i),,0° @0+ A,;,0° ® of

—idy, 00 =100
A-( =
12,060 —ik, 0

qui est de la forme

iB B,

Tout élément de €1, 5 de cette forme est un trivecteur[21 ]

0 ~ig?
AP = 7\‘?6?9?;72‘}'3: i icf ® GU =

— 16? 0
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2.5.7. Opérateur de dérivation en algébre d’espace-temps [I 6], [21]
o] vy

On pose &= y*8.= , en considérant & comme vecteur d’espace-temps
-V -6,

0=0'® 0,6°+ic? RV

Donc, pour un scalaire A, , @ A, est un vecteur , ¢’est-a-dire le gradient d’un scalaire est un

vecteur.

@ A, est produit de deux vecteurs, donc ¢’est la somme d’un scalaire et d’un bivecteur.

@ Ay est produit d’un vecteur par un bivecteur, ¢’est donc la somme d’un vecteur et d’un

trivecteur.

@ Ay est produit d’un vecteur par un trivecteur , ¢’est donc la somme d’un bivecteur et

d’un pseudo-scalaire.
@ A, est un trivecteur.

2.6. Théorémes de factorisation
2.6.1. Notation

- Soit & = (y“)i{ __un systtme de matrices carrées de méme dimension qui
<p<n

engendrent une ARC CI(E.g).

Notons
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2.6.2. Notation
Soient £I(E.g), AUE’ g ) deux ARC. Notons CI(E,g) ® CE/ , g/ ) I'ensemble

aepoae ) -{Xl/3[Ale aco3Ble ae g [x]-[Ale 8] |

2.6.3. Proposition

Soient CI(€,g), AI(E . g/ ) deux ARC. L application g@® g/ définie sur
(EDE )X (EDE! ) par
@ (X+%.¥+¥)= gX.Y)+ g/ (X, 7).V (X,9)(%.Vr)eExE/

est une forme bilinéaire symétrique sur EDE/

2.6.4. Proposition

Soient F1(€.g), CUE’ g/ ) deux ARC, d’éléments matrices carrées, respectivement

é’lp“q‘ y ‘?lp;,q: . Alors,

CUEDE’ gD g/ ) est une ARC elp;%qﬁq__, .

2.6.5. Théoréme

Soient CU(E.g), AUE’ g/ ) deux ARC, d’éléments matrices carrées, avec g, g/ sont

les formes bilinéaires symétriques canoniques.

Supposons que CI(€,g) est engendrée par (’y“)}s - pe€IN. Alors,
H<2p

A€ ® AUE! g/ )=CUEDE gD eg/)

avec € = €

Démonstration

Soit (yﬂ )2p+ ot engendre CI(E/ . g/ ), avecn =Dim(EDE/ )

Posons :
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[ =g &Y™, aa=2p+l,....n
TPIV+ IVI* =0, Vuvefl, 2., 2p}, u#v
rer?+Pre=o Vo pef{pts, 2...n} a=p
& anticommute avec les y* . V u e {/, 2..., 2p}. donc
Mfre+ ret* =0, Ve {1, Doevi; 2p}__ Vae {2p+1, B n}
En plus,
(R =
(=)= ¥ voF
Tout élément de C(E.g) ® AUE/ .g’) peut s’exprimer comme combinaison linéaire de
produits matriciels des y" ® y*
En plus,
YTOy=2(yY*®1) ¢ ®Y“)ﬁ(}"’®l e Rl S ﬁr“,
v= v=
Vuell, 2., 2p}.V o € {2p+1, 2... n}
Tout élément de AU(E.g) @ 1€’ . g/ ) peut donc s’ exprimer comme combinaison linéaire
+ de produits matriciels des T™, I'* . p = 1.....2p, a=2p+l,....n.
Si CI(E.g) est ARC Glphq; et CIE! ,g" Yest £l alors

pP:q:?

ClE.g) ® AIE' . g/ ) est une ARC,

.
C)Ip..+p,-,q,+q_. si € et

cl

: e
. i =
P+t4.4,+p; g :

engendrée par (F“,F“) p=l,...2p
a=2p+il...n

61(5’,8zg”)esluneARCC’lp‘ql si e2=+1 et
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. 2_
(?lq),p: §i ge=x]

Dou. d"apres la proposition 2.6.3. et le théoréme 2.4.3.
A ® AE.g/)=EDE gDe?gl)

2.6.6. Corollaire
Soit FI(E.g) ARC, d’éléments matrices carrées, avec ¢ forme bilinéaire symétrique

canonique sur &.

Soit & sous-espace vectoriel de & de dimension paire. Soit 3"'J‘ le supplémentaire

orthogonal de F sur &€,

Supposons que €1 (F.By), avec ® la restriction de g sur &F, soit engendrée par
= (y”) . Alors,
I=p<2p

AELD(e )% L) =A(FHQ aF+ )

2.6.7. Théoréme de réduction dimensionnelle [1 7]

Soit CI(€.g) ARC, d’éléments matrices carrées, avec g forme bilinéaire symétrique
canonique sur &,
Soit &F sous-espace vectoriel de £ de dimension paire.

Supposons que €l (F.Bs). avec % la restriction de g sur &, soit engendrée par

>

(y”) . Alors,
1su<2p

aE) =a@eace FL
Démonstration
Posons

£E=g,
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Sié’l(é"‘l)est uneARCé'l[hq_ , alors 6’1(83"J‘)estuneARC€lq__p_si e

: 2
=+
el si& 1

=)

matniciel habituel.

s o engendre c’l((?’"l)- alors les y* commutent avec €, selon le produit
SOUEPa+q.

D’apreés la proposition 2.6.4. et le théoréme 2.4.3.
AH® AeFh= aFeeFls@ere 1)
avec ’ret fg »_L les formes bilinéaires symétriques canoniques sur F et € F J‘.
On peut montrer facilement que
AF®eFLL, @, 1) = aFosl

Ce qui démontre le théoreme.

2.6.8. Remarque

L’ARC CI(E ). quiest & lp_. +Pq, +4:

en deux ARC de dimensions plus petites.

¢ =B = ¢
Si1 g =+1, Cl == Clpl._‘q,. ® 6%_},(])

PiPaq, +4:

’ 2 = - = .
Sie"=-1 €l .04 = Ly, @ Clyg,

2.6.9. Théoréme |2 2]

Sotent P;.q;.pP,.q, €IN, p;+ q;est un nombre pair .

Alors.
? = ¢ - P4 :
Clp‘ pLa4e Cl[),-,q; ® GIP:-Q; S1 ) est pair
- = . P4, ‘ .
mp, . ¢ lp,.,q, ® ¢ lth_ si =5 est impair.
Démonstration
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Soit CI(€,g) ARC c)lp,+p],q4+q; ;

Soit F un sous-espace vectoriel de € de dimension paire.
; 1 ] - 5 = *-'-)
Supposons que C1 (F) soit une ARC C}p“qf engendrée par ('y' _—

Soit

E=8 ,

(Y")P=+1, Ve {1, - - p!}-

(Y)Y =+1,Vue ﬁ),—k!, Prklae pj+q}}

g = 'Yf Y2'°° Y}’a .Ypa'” YP;“‘C];
g2= (_,])(P;ﬂh-f)+(P»+qa~3f}+...+2+f(.Y,p Y( v? )2...(yp" W Yp,u )zm(,yp_.+q, %

@49, ~1Xp:+4,) +q, (P49 _p.—q
82=(—1) 2 =(_1) 2 2

Ce qui démontre le théoréme, d’aprés la remarque 2.6.8..

2.6.10. Exemple

Considérons I"algébre d’espace-temps €1, 5 engendrée par (y,y’,y°,y?)
1) (y%y!) engendre une ARC (1, ;.
e=yly! . g2=+1

(y2y?) engendre une ARC Clo,.

Alors,
Oz = €Lha® Ch2
est engendrée par (Y? ® 1. v/ @1, e @ y2. £ @ 7).

2) (y2,y?) engendre une ARC (.
€= YZY‘? . 82.::-1
(y? y!) engendre une ARC Cl; ;.

Alors,
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iz = Clo2® Ay,
est engendrée par (Y2 ®1,7° @1, e ®ey’, e®eyl)

Des théorémes analogues s’obtiennent en changeant la place de €, de gauche a

droite ou de droite & gauche du produit tensoriel. Nous n’allons que les citer.

2.6.11. Théoréme

Soient C(£.g), A&/ ,g! ) deux ARC, d’éléments matrices carrées, avec g, g/ sont
les formes bilinéaires symétriques canoniques.
) o pur o )
Supposons que I(E’ , g’ ) est engendrée par .7~ \Y _ p€IN. Alors,

ke ® AE' g )= AEBE e’g® gl)

avec € = €,

2.6.12. Théoréme de réduction dimensionnelle

Soit €1(£.g) ARC, d’éléments matrices carrées, avec g forme bilinéaire symétrique
canonique sur €.
Soit F sous-espace vectoriel de £ de dimension paire.

Supposons que €1 (F,2¥), avec *# la restriction de g sur F. soit engendrée par
7= (y”) . Alors,
Isp<Zp

aE) = FHoa @

2.6.13. Théoréme

Soient p;,q;.P>.q, €IN. p,* g estun nombre par.

Alors,
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elpf+p_=,q;+q; = mphq; ® mpa,q; - %q“z est pair
Ol o ave, =L ®CL i 2-2’7‘1?» est impair

Le fait que €1, 1 est engendrée par
Yy yH=(0'®6’.i6?®06!,ic?® 62,167 ® 67)
échappe au théoréme de réduction dimensionnelle: premiérement, parce que les sous-
espaces de la décomposition, engendrés par (o7, o) et (6/,067.67) ne sont pas

orthogonaux : deuxiémement, parce qu’on part d’'une ARC (lzo de dimension plus petite
pour obtenir une ARC (1,5 de dimension plus grande. 11 s’agit donc plutdt

d’ “agrandissement” que de “réduction”. Cela nous conduit a construire le théoréme

sulvant.

2.6.14. Théoréme d’agrandissement dimensionnel

Soit AI(€) une ARC (1, 4 engendrée par {:r",c‘?,. W L 2 S }

Soit F sous-espace vectoriel de € de dimension paire, engendré par le systéme pseudo-

orthonormal &= (0“ . ‘C“) ISpgt - CI(F) est une ARC £, 5.

1<ass
© Alors,
Clyican si —[E—S- est pair
AE) QAF)=CUF)R &)  est
Clyisqre si 1= est impair

2

2.6.15. Exemple

Considérons I"algebre d’espace Clsy engendrée par (c!.072.0%)

(0. o) engendre une autre ARC Cl .
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2

e=o?ol=ic’, €

alors, en appliquant le théoreme d’agrandissement dimensionnel, on a |

Clo® Clio estune ARC Cly; engendrée par
Si nous prenons la premiére matrice de ce systéme et les trois dernieres, nous avons le

systeme (v?, v/.¥°,y°) qui sont les coefficients de 1’équation de Dirac dans la

représentation standard ou de Pauli-Dirac et qui engendre une ARC Cl 3

Clsp ® Clyp est une ARC Cly 5 engendrée par
(6°®63,6'® 0!, 6! ®ic?, 0?2 Qioc?, 63 ic?).
Le systéeme (6? ® 6,6/ ®ic?,6? ®ic?, 67 ®ic?) choisi de la méme fagon que

précédemment engendre une ARC Cl; 3.

Prenons (6’ ,67) au lieu de (67, 6/) Les deux engendrent la méme ARC Cly g, nous
avons les systemes
(6!®c?,6°®c’,-ic?®Roc’!-ic?®0c?-ic?Qc7)
(6?®c!,6?® 6’ -0/ ®ic? -6 Qic?, -0’ Ric?)

qui engendrent respectivement Cl 0@ Clsg et Clsp & Clao.

En prenant la premiére et les trois derniéres nous avons les systémes
(0!®c?,-ic?®0c!-i6?®6?,-ic? @ ¢°)
(6?® o’ -0/ ®ic? -6’ ®ic?, -0 ®ic?)

qui engendrent une ARC Cly 3.

En procédant de cette maniére, nous avons au total douze systémes qui engendrent un ARC

Cly3. Nous choisissons la fagon de les construire de maniére a avoir les coefficients des

douze équations des fermions fondamentaux dans [1 1](Cf_ les tableaux).

2.6.16. Remarque

n
-3
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2.6.16. Remarque
Les ARC (1,5 de I’exemple sont toutes égales a Maxa(C ). En effet : ces ARC sont

contenues dans le [R-espace vectoriel M4,4(C ) et sont des IR-espaces vectoriels de méme

dimension 2° = 32 que Maxa(C ).
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Chapitre 3. LES EQUATIONS DE DIRAC POUR LES FERMIONS
FONDAMENTAUX

La théorie du modele standard suppose que les fermions fondamentaux satisfont a

des équations de Dirac de méme forme. La seule différence entre ces équations sont les
masses des fermions aux repos. Selon lauteur de [I 1] cette supposition pose des

problemes. Le but de I"article [1 I]est de donner douze équations de formes différentes

pour ces douze fermions. Dans ce chapitre nous étudions ces douze équations.
3.1. Forme des équations

3.1.1. Ecriture utilisant le produit tensoriel
Ecrivons les équations de Dirac pour les fermions fondamentaux [[ / ] en utilisant le

produit tensoriel de matrices .

Pour les leptons

tﬁ % + co! ® claj)~ mecic’ ® GGJ ¥=(0 pour le négaton (55.1)

kh (?% + co! @ csjﬁj) - m, ¢’6? @ cﬂl ¥ =0 pour le neutrino électronique

(55.2)
kh % + co? ® crjéj) - mc’c’ ® G"l ¥=0 ? (55.3)
bh % +¢o? ® 016]) - mclc? ® G"l‘{’Z 0 ? (55.4)
Eh L—i} +co’ ® 0‘61) - mcic! ® U“J Y=0 ? (535.5)
kﬁ f[ + ¢ ® UJE‘rJ) - mcie? ® G"J‘P: 0 ? (55.6)

Pour les quarks
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Deuxiéme partie LES EQUATIONS DE DIRAC POUR LES FERMIONS FONDAMENTAUX

j (2 + 0’6, @ 07) - meto® ® 0| =0

i (2 + 08, © o) - metor © 07| w0
(2 + 03, ® 07) - meror @ o1 w0
i (2 + 00, ® 07) - me'o® ® 02| @ =0
(2 + 0o, @ o) - meter ® o1 w=0

th % +c0'0; ® c’)— mc?e? ® U-’]‘on

3.1.2. Forme générale des équations

Ces équations peuvent se mettre sous la forme (Cf. les tableaux)

( ™o, + imh‘l )¥=0
avec
r*re+rr* =2g*]

pour tous y,v € {0,1,2,3}

(56.7)

(56.8)

(56.1)

(56.2)

(56.3)

(56.4)
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3.2. Solution de ’équation de Dirac pour un fermion libre

3.2.1. Résolution

Cherchons d’abord la solution a énergie positive E = ,/c’p? + mic’ . sous la forme

Lipi-En

¥, =U.(p)e

Considérons d’abord les leptons .Pour un négaton I’équation peut s’écrire

¢ ®c" h—F¥-co' ®c'(-ihd)¥-mco’ ® o°¥=0
ot '
Soit p, I"opérateur impulsion
p=-ihd, ,j=1.23.
Soit E I'opérateur énergie

E=ih

Doy

>
m>
—_—
I
<

] j = ]-72‘.3.
. est un vecteur propre commun de p,.j = 1.2.3 et E.
p, ¥ = - ihdP. = p¥

pf

=1

Notons p=|p’| et n=

o o

a=Tl

p?

En remplagant ‘P- dans I’équation (55.1). on a:
Ec? ® o’U, (p)- %CPU’ ®(13-6 . ﬁ)U+(1'))- m.c’o? ® o? U(P)=0 (57.1)
avec %6 _ ﬁ) est I’opérateur spin dans la direction du vecteur impulsion p.

Cherchons donc une solution de (57.1) sous la forme

Udp)=¢9®@u
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ou u est le vecteur propre de (%& : ﬁ). ¢ et u sont a deux composantes.

En remplagant U.(p) par ¢ ® u, I'équation (57.1) devient

Eco’ ® 6’( ¢ ®u) - —%cpc’ ®(%6 ﬁ)( Pp®u)- mc’c’ ®c’( @Ru)=0

ou EQ®u-cpo! p®eu- mec’ o? 9 ®u=0avec g =

ou encore (E- ecpo’- mec’ 67 )p®u=0
Comme u# 0, d’aprés la propriété 1.4.10.

(ecpo’+ mec” 6?)p=Eq

¢
Soit ¢= { !}A On a le systéme d’équations suivant
¢,

(mec? — E ), + ecpp, =0
ecpg; — ( mec? + E)p, =0
Le déterminant de ce systeme est
Az majcd_ E2 + c2p2
qui est égal a 0, d’apres la relation bien connue
EX=c’p?+ mic*

Les deux équations sont compatibles.

Comme
E+ mec® 20,
prenons
£cp
= =t
B s

Alors. on peut prendre

+1 spin en haut

-1 spin en bas

(58.1)

Uu(p) = ®u
ECp
LE + met?
On a
Madagascar-INSTN
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o LG F-E

Y. = ®ue’
ecp

E + m.c?

Soit
L(px-E0

u(p)er” ™ =N U()e!

vecteur propre norme de E. avec N facteur de normalisation.

u(p)u(p)=1
/ /
2 ® u* ®u| _
N £cp ecp =24
E + mec? E + m.¢?
1 ' 1
® (utu) _
N? £cp £cp (o) =1
E + m.¢? E + me?
N? u'u—-w—~2E ~= ]
E + m.c’

Soit

N = E + mec’
- ZEuru
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u(p)

E + m.c? j
2Euru
ECp
_E + m.c?

d’ou, la solution a valeur propre de 1’ énergie -

!
s E+ mec'? ® Se—";{ﬁ:i—En _
U 2E
ECp
E + m.¢’

E + mec’

2E

ECp

E + m.c?

la solution a énergie positive et en utilisant la méme méthode.

—&cp
2
= E + mec? | EtMeC Lp 5+ED
4

solution a énergie négative.

3.2.2. Remarques

E + mec?

2E

5 9%

e’ ®sel

ipx

1g i
®se’

el la

1) Pour le négaton h = gcpo’ + m. ¢’ of est un opérateur dont I’énergie positive

+E = Je?p? + mic’ est la valeur propre associée au vecteur propre

E + mec?
2E
ecp
I_E + m.c?

E
propre associée au vecteur propre \[7

et I’énergie négative —E = - Jc?p? + mic? est la valeur

2
+ mec? E+mec
2E
1
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Nous appelons opérateur signe de I’énergie |’ opérateur h.

2) L’équation (58.1) montre que le produit tensoriel de matrices sépare le vecteur propre de
I’énergie en deux vecteurs propres. a deux composantes dont I'un de I’opérateur signe
énergie h et I'autre de I’opérateur spin %& : ﬁ), Pour les leptons le vecteur propre de

I’énergie se trouve au premier terme du produit tensoriel et celui du spin se trouve au

deuxiéme terme, vice versa pour les quarks.

3) Pour le négaton I"opérateur hamiltonien de Dirac peut s’écrire
H=m.c’c’ ® ¢’ - ikeo! ® 678,
Soit u(p) un vecteur propre de I’ opérateur énergie H
H(u(p))= mec?’c? ® 6’ u(p) - ihco’ ® 66, u(p)
H( u(p)) =¢ mec’o’ @ of eu(p) + cpo! ® (6.0) u(p)
Alors,
H(up) = [ emec’c’ ® (B4) + cpo’ ® G4) | u(p)
H(u(p) = [ emc’c’ ® (G.0) + cpo’ ® (64) | u(p)

H(u(p)) = e(mc’c’® + & cpo’ )® (6:4) w(p)= ¢ h ® (6.) u(p)

Cette décomposition montre que le signe de |’ énergie est indépendant de celui du spin.
Pour les quarks on cherche la solution sous la forme u® @, avec u vecteur propre de
I’opérateur spin, en utilisant la méme méthode.

Nous avons les tableaux récapitulatifs suivants
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Deuxiéme partie LES EQUATIONS DE DIRAC POUR LES FERMIONS FONDAMENTAUX

n,
n; + 1
avec n=|n,| et s= L spin en haut
;2( fi=t n; ) n; + in_)
n;
-n, +in,
S = spin en bas [23]
J2(1+mn;)
ny+1
pour toutes les équations ci-dessus.
; 6
sin f cos @ oS —
Si /= |sinfsing | alors,s= 2 spin en haut
sin —e'®
cosf E
—~sin—e ?
ou s= - 0 spin en bas
cos—
2

3.4. Construction des équations des fermions

3.4.1. Quantification de E* = ¢’p® + m’c’
Nous allons maintenant étudier les équations des fermions fondamentaux en les
retrouvant par quantification de la relation énergie-impulsion
E? = ¢’p® + m’c’ (66.1)

La fonction d’onde d’une particule de spin-é— est a deux composantes. Ainsi, pour

quantifier 1’équation (66.1) afin d”obtenir une équation relativiste d une particule de spin-

% . il faut que les opérateurs prenant part dans la quantification soient des matrices carrées

de dimension deux. Considérons donc I'isomorphisme entre I’espace physique et I’algeébre

d’espace.
Pour retrouver 1'équation relativiste du négaton libre. prenons comme regle de

quantification [] 9] ; [2()]
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E— ind
—)1)‘16[60
p— -inls of -ihs 6?-inds 0¥ =-irs.V

L équation (66.1) se quantifie de la maniere suivante :
Hmcr” —;;] = (m& v)z} y = (me)y (67.1)
co

qui est équivalente a

(ih;‘;— +irg.V ) ih—c% -iRG V) y=(me) y (67.2)

y étant la fonction d onde du fermion.

En posant,

= = ._1__ 1 i - 155 v
o =wety mc( 1?‘1(_’31 1hg. V )b
L équation (67.2) est équivalente au systéme d’équations

T
mﬂ_cat ¢ - 1h6.V d =mecy
(67.3)

in gﬂ + ih6V x =mcéd

C

Par addition et par soustraction membre a membre, nous avons :

ih—caél—(x +¢)+ihe.V(y - ¢)=mc(y + ¢)

-ia%(x +¢)-insV(x - ¢)=me(x - )

En écriture matricielle

Madagascar-INSTN 67
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ihQ  in5S
lhc&i 1h6.V 1+ 1+
=mc
-ing ¥ -ind | X9
Soit.
o’ 0 |[x+¢ 0 io® |[x+¢ %+
:huc%- + h6.V =mc
0 —°||x¢ -ic? 0] x—¢ 9
d’ou,
_ | xe el |xto
c*®0° < +i0°®0’0, e = (68.1)
X9 o 9

I"équation de Dirac pour le négaton libre si m est la masse d’une telle particule.

Le systéme d équation (67.3) peut s écrire matriciellement

0 inl —ins.V|[ Py

-2 + ihS V 0
cot
qui peut encore s’écrire

yd X ’ 4
G"@O’”% + (-167®0’ ), + 1mc = () (68.2)
¢ ¢

C’est I’équation du lepton libre Is si m est la masse d une telle particule.

L équation (67 1) est équivalente a
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Hfﬁa“iﬂ} - (ih&.ﬁ’)zji\p=—(imc)2q1

cot
et alors,
D+ ihE T Winl - iBBT ) w=- (imoP
(lhcat 1h6.V )(17;Cat 1h6 .V ) y=-(mec) y
Posons
— ’:.._.1_ 1 _a_ 2k "6
b=y et y imc(lﬁcé‘l 1h6.V )¢ .
¢ est-a-dire

. b O e
imc y mc@l ¢ -1AG.V ¢
imcd = -ia-c%t— 2 -ins.V '

En utilisant la méme méthode que précédemment, nous avons :

Q..r
g
o
4
z
8
W
>
&
Z
l

) (69.1)

Cest I’équation du lepton Ig si m est la masse d’une telle particule.
Et,

X9 ¥-¢|  |x-9
0'®c? 2 +(-i0°®0%)?, + UEY =@
x+é x+e X+

C’est I’équation du lepton 1, si m est la masse d’une telle particule.

Il nous reste a déterminer |’ équation du lepton 1s et Ly,

L équation (67 1) est équivalente a

(-1h8.V ) ¥ = l(—fmc)z - {ﬁiﬂw (70.1)
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Posons

p-va lim-rg)e -y

Si

[- ime + h%)x" o AL

alors, on a I’équation (70.1).

En continuant comme précedemment. nous avons :

¢ b b

63%”% + (-10'®c’)0, + mﬁl‘i = 0

X % X"

C’est I’équation du lepton 14 si m est la masse d’une telle particule.
EL

o1 o o1
6'®c? -2 + 16°®0670, + Imc =0

cot
s o"+x" o+
C’est I’équation du lepton I; si m est la masse d’une telle particule.
L équation d un quark libre peut s obtenir a partir de celle d’un lepton de la maniere

suivante. Prenons par exemple I’équation du négaton. En supposant d’abord la masse m

comme parametre, posons

1+ IXI+¢3
= X?g?

X,

x—¢ xo—$>

Madagascar-INSTN 70
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L’équation (68.1) peut se transformer en :

'X,:"”ﬁ.f X:ﬁ: . Xr+$:

5'®g? O | X2 | 4 oiig2p, |Xe1P2| 4+ IMC | X292 - ¢

cot | 1,9, X9 ho| X9,
x> x> x2—9:

(C’est I’équation du quark q; si m est la masse d une telle particule.

3.4.2. Transformation entre les matrices coefficients

4
Supposons que de I’'équation (68.2) est normalisée, alors
¢
s O_IJ O_O
B Y .
JE x_¢ 2 o_lJ . 0_(1 | ¢

est normalisée.

La matrice

[r]= =

\J 2
0 0

[T!s]'] - [Y;S] = [TI:‘\]T

Cette matrice transforme les coefficients de 1’équation du lepton 1, a ceux de I’équation du

lepton ls, de la maniére suivante

1) ®a”)[T] = o' ®c’
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[1.]Jae* ®c)[T]' =-16"®a’ . j=123.
Soit
1] = [1:s]" = [13]
e’ ®ary] = o’ @0’
[1.]-ic?®c)[1,] =ic” ®c’

(’est-a-dire, de la maniére de la transformation du théoréme 2.5.5..

r

- 4
de I’équation (69.1) est égale a
¢
x' —iy ~ic’ 0 |[x
¢ ¢ 0 ' || ¢
Soit
-ig’ 0
[TSG] .
0 o’

[7.;] est une matrice unitaire.
[1)(c' ®c")[1] = o* ® 0"
[Te]¢ic? ®a!)[I] =ic' ®c’

C est-a-dire, [1'56] transforme les coefficients de I’équation du lepton Is a ceux de

I’équation du lepton ls.
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1 z!__¢ 1 o_ﬂ _O_G Z:
JE zl+¢ JE o_ﬂ O_U ¢
o’ —i"
[Tsz] = _1"
JE O_O 0
est une matrice unitaire.
1 o_l] o_(_l
[Tsz]‘l = [Tf,:]* = _2 = [Tzs]
_o{! O_U
1
b= —=(x +9)
2 -JE 2
i
X = :E(X -¢)
¢2 1 O_fl O_O Z
% V2 ic" ~ic" || ¢
Soit .
o’ o’
[T54 =
‘/E ) P
io —ic
i o’ o
[Ti-l]‘]= 3 = [Tsfar
2 o’ ic’

[T“] est une matrice unitaire.
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tT.wJ: [T-‘ﬁ]

La matrice de transformation qui fait passer

L+, X t0;
N| X2102 4 N| X9
xX1—9; X2t
%2> x2—0;

avec N = L facteur de normalisation.

2

Nz + o[ +z. + 4,

i +|Z] _¢1r +|Z: =

est

1 0

=)
=
o L

[U] =

- g D O

<
o]

qui est une matrice unitaire
U] =[v] =[v]
Pour toutes matrices. 2x 2 4 éléments complexes, [4] et (8]

Wld4]e [B]) = (B]® [4h[U]

, : y : a
Pour toutes matrices unicolonnes. a deux lignes [ ' } et ‘:ﬁi]

e[z ]o(2)- (2elx]
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3.4.3. Conclusion

Les coefficients de I’équation du lepton L (resp. quark g ), ie {1,2,3.4,5,6} se
transforment 4 ceux du lepton I; (resp. quark g; ), j& {1,2,3,4,5.6}, j#1 . de la maniére de la
transformation du théoréme 2.5.5. par la transformation [T,.J.] :
Les coefficients de I’équation du lepton |; se transforment & ceux de I’équation du quark q; .
ie {1,2,3,4,5,6} de la maniére de la transformation du théoréme 2.5.5. par la matrice

unitaire [U] et vice versa

Les coefficients des équations des fermions fondamentaux se transforment entre

eux par ces matrices unitaires ou par leurs produits.

3.5. Equivalence de particules
3.5.1. Définition

Soit une théorie T dans laquelle deux types de particules f; et f; admettent

respectivement les équations

E (9)=0 et Ex(¢)=0

ou, ¢ la fonction inconnue.
Disons qu’une particule de type f; dans 1’état \y, est équivalente & une particule de type £

dans I’état \J/, si les équations E; (\p ;) =0 et Ep (u; 2) =0 sont équivalentes,

Bily)=0 & Elv)=0

Si nous prenons comme équation des fermions fondamentaux libres une seule
équation paramétrée par la masse m, méme forme que I'une des douze équations des
fermions fondamentaux libres. nous déduisons facilement que :
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Un fermion £ , 1= 1,2,....12. libre dans I"état a valeur propre de |'énergie E > 0. et
de I'impulsion p est équivalente a un fermion fj , j =1.2,....12, hibre dans I’état & valeur

o . My »: . me _
propre de I'énergie —~—E > 0, et de I"'impulsion — p
L L

La construction des équations des fermions fondamentaux par quantification de la
relation impulsion-énergie nous fait remarquer I’existence des équations équivalentes. si on
fixe le paramétre m. Par exemple. sur la construction de I’équation du négaton et celle du
lepton ls. sur la construction de I’équation du lepton |; et celle du quark q; . Nous allons voir
s’il y a vraiment équivalence de particules. par exemple entre le lepton s et le négaton.

Soit P _ fonction:d”onde normalisée du lepton Is
o

' 0
DAL IR
V2 %o V2|0 o0 ¢
Si la masse du lepton Is était égale a celle du négaton, nous pourrions dire que le lepton ls

dans 1 état r
(0

Or les masses de ces deux particules sont différentes.

. y X
} serait équivalente a un négaton dans 1" état t’_l‘”]{ } .

Un lepton ls a I'état libre, a énergie bien définie E > 0 et a impulsion pest traduit par

I’équation

o!®c’ L ys, (B §) + (16?®0")0; yis, (B p) + i s, (B, B) = 0 (76.1)

avec
[ K
B mc? ] +(PX-EY)
Vs, (E, p) = : ®se
i JZE(E—2cp) | Eop
| m;c?
Soit
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En divisant (76.1) par A, ona:

Gf@&*%% L(E. p) + (i6°Qc )Aaj Ws, (B p) + T2 s, (B, ) = 0
(77.1)
0"@0"“( E) (E. p) + (-102®0'J) (E. p) +
he T, Wsy (B p 7 Wsy (E. p
+i% ys, (E.p) = 0
iGR-Ey) iPy B
En simplifiant par e puis en multipliant par € PR . I’équation (77.1) devient
[ B
] s
P E
c/®c? 4 me! ®seiﬁ(i'h—}tn +
X TE(E P E _p
H(5-ech) | Beck
mec?
1 L
. 2 Bty
+ (16°®c’)0; — ®sc"’ S
' 2E(E-—SCE) SO
\j MA &) |3 %
mec?
] o
iPs B
v ime e’ ®sehh + =
n
ZE-[-E——-SCP) E ouP
J M A ) | ek
mec?
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En multipliant a gauche par b'! 5J et en remarquant que

trrslc’!@dj = c'®c’ 15J

h‘,5102® ol = (62® ¢’ )l’l‘ﬁ]

I’équation (77.1) devient

/ L :
2 iRz Ey
03@@9% meC tTJJJ Rsel T
ElE o.P E _.P
\/21(1 ccf ] | Eecd
| mee® |
i &
i 2 LPz-Ey
+ (67009)d; 2 |1;] ®seh * F o+
ElE_¢.P E_..P
\/2 M 8°h) %
2
B ¥
2 . iP5 Ey
+ e ae el ®sef 7 - =0
1
Bl E_ P E sl
Jzk[fﬁ"’h] P
| mes® |

On montre facilement que
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Deuxieme partie

I )
’ 1
... t’l‘”] ®s =
Hel) |5
i mee? | 2 .

Finalement, 1’équation (76.1) devient

3 o EP)+ic2®c o EP| 4 jme EP) -
o ®GDE_&_\;JC+[WK]+10 ®c’ 0, WH[?&’K] h i “"”[x’x] 0

D’ou, un lepton Is libre dans I’état a valeur propre de 1"énergie E > 0 et a impulsion p

est équivalent & un négaton libre dans I"état a valeur propre de 1"énergie

mE =E
ms }L

et a impulsion
mep= P
m5 }\'

De fagon analogue, mais en utilisant la matrice [U] au lieu de h‘} 51, on obtiendra qu'un

lepton I; libre dans I'état a énergie E > 0, impulsion p est équivalent au quark q; a énergie

m . . m
— 9% E etimpulsion —% p.
m =

m, masse du quark q;

m, masse du lepton |

3.5.2. Théoréme
Un fermion £ . i=1.2.....12. libre dans I’état a valeur propre de I'énergie E > 0, et
de I'impulsion p est équivalente a un fermion f;, j= 1,2,....12, libre dans I’état a valeur
m , . omg
propre de Y énergie — % E > 0, et deVimpulsion - .
m.
f,

My
79
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Ainsi, les fermions libres sont équivalents entre eux.
Nous avons le méme théoréme que lorsque I’on prenait comme équation des fermions
fondamentaux libres une seule équation paramétrée par la masse m, méme forme que 'une
des douze équations des fermions fondamentaux libres, supposée par la théorie du modéle

standard.
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Chapitre 4. EQUATION DE HESTENES ET EQUATION DE DIRAC

Beaucoup d’auteurs [8] [I 6 ] [2 1 ] ont démontré que 1’équation de Dirac

H i me | =
Ly (aﬂﬂhcAﬂ J+ild Jv=0 (81.1)
pour un négaton dans un champ électromagnétique,

Vi
avec \p= V2
W3
Wy

est équivalente a I’équation de Hestenes .
4.1. Equation de Hestenes
4.1.1. Définition

C’est I’équation

@[w]+(m§.[w]yo+%pv[xp] ) y2p1=0 812)
avec
Ay A
Py=
-A - A,

ol A désigne le potentiel éléctrique, A= A,c' , avec les A; sont les composantes du

potentiel-vecteur.

[‘I’n] [, Wi -Wa W W
[w]- _ |2 ufE Wy —w§
Y Wy VY —VY,

[o.] [, Ve —Wa W, W

ol v, estle conjugué complexe de v, ,
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l(pl]:[r —w{;} lq,zlz[wg “’;.}

2 Wi Wi —Ws
Nous allons donner une autre démonstration de I’équivalence de ces deux équations,

en utilisant le produit tensoriel de matrices ®.

4.1.2. Théoréme
L’équation de Hestenes (81.2) est équivalente 4 1’équation de Dirac (81.1).

Démonstration

[#]=6 0|0, |+ o' @ |0,]
=0’®0%, + ic’®Y
2

=6’®¢’ , y&'=ic’®¢’

P.=Apc’®c’ + ic’ @A,
ou A est le potentiel-vecteur.

L’équation de Hestenes s’ écrit alors :
(*® %, + ic*@ V)" ® |0, |+ ®lo,| )+ {lnhi(c“@[cplh

o' ® o, No*®a®)+ %(Ao&@ow ic*®A) o’ ® o, |+ o' ®|o,] ) }

ic’®c°=0
En développant cette équation, nous avons:

(*@ 8|0, ]) + ic? @ 3,0, | +ic*@ V|0, ] + 03®Vl¢2]+
i%’-(&@[@,]c’) + Bt ®|o,]c*) + xe? o’® o, o - m o?® |o,|0® -
;—cszt@Al(D,Jca + iﬁ—ccr’@A[sz]c =

C’est-a-dire :

5*® oo, | + ¥ |o,] + i [ﬁn]c + i l¢> Jo* + i=A oo ] +

+ o ®ig|o,] +iv]e | + %[@2]53 . °A° o, |o* - %Alq)]]cﬁ | =0
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oot =] " R
? 0 -1 : i 0

Donc, I’équation de Hestenes est équivalente a

EQUATION DE HESTENES

N +i-“f[cp1]o3+i%[®,}:’+i%A{¢2}zi=

{ 'ao{ozl‘w[‘bz]‘“_[‘b }3 ’"‘ﬁ[‘t’ ]’3 "“"A[‘D}’

Comme

plo=[¥ ] feude=[% X

VY. —W Vs V3

Alors, elle est équivalente a

d L ] _ll"} +V L &] w +1 Yy WE v, W2 +l_e_A Y3 _W =0
”[wz ‘1’?} [% G ﬁc v, “VI| ReT|y, V3
o W3 VI Lyl ¥ VI imel Vs —y | BAgl W5 Wi | e AV Wi|og

L Lwe VR v, VI Ry, V3 The |y, W3] TR |y, VI

D’apres I’égalité de deux matrices
5 I:‘I"l]+v|:‘l’3] mcl:‘P1]+leA !:‘5’1:|+1 AI:‘I’S] -0
L) Wy L) he |y, hic [y,
_a{\lls}_v[%ji_uﬁ[‘h _; Ao %]_iil{wl]:o
Wy Vol  hwel  he [w,] A |y,
ag['“?}v[ %,},ﬂ[ o Wa}ii{-‘f«}:o
W — VY3 RS he |-y, he Y4

| —V; W, Bl w, he |y, hic |-,

(83.1)
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Les deux premiéres équations peuvent s’ écrire
8 YV ||Y2 Ay, A ||V v,
. me
V2 4 lh Yol + IT Yy 1=0
Y3 e Y3 L
-y -0 A -A
vV ~%l|v, A folly, Wy

qui n’est autre que I’équation de Dirac (81.1)
En remplagant V par o'd, +06°0,+0°8, et Apar A'c' + A’c® + A’c’, puisen
passant aux conjugués complexes , avec les conjugués complexes de o', o, o sont

respectivement ', - 6, o , les deux derniéres équations peuvent se condenser 4 la seule

équation de Dirac (81.1).
4.2. Equation de Hestenes et particules équivalentes

On peut montrer par la méthode analytique que I’équation de Hestenes est
équivalente au systéme de quatre équations suivantes :

:

\

W ¥ ¥
y*o +i—y*A4 +i— 0 (84.1)
“lvs he' "y, h |y,
Vs Vs Va
v, v Vs
y o, [V | +iyra, |V | -iZEY =0 (84.2)
¥ he ¥ holy,
LV> v, ¥,
I v, | I 7 | W;
5| € ay (=W e | ~E |
y“o 2| mi—y" A4 2 | Fi— .| =0 (84.3)
1=, he' " l-y, ho| -y,
L '.V; i L ':Vll | v,
[—v; ] EA -y
7 € u vy me | vy
y*o L | -i—y*A L | ~1— : 0 (84.4)
“lwe | R’ 7| v h| v,
B v -

L’équation (84.1) n’est autre que I’équation de Dirac et I’équation (84.4) est équivalente au
systéme d’équations formé par les deux dernieres équations du systéme (83.1). Comme
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I’équation de Hestenes est équivalente a I’équation de Dirac, donc les trois équations sont
équivalentes a I’équation de Dirac (84.1).
L’équation (84.2) équivalente a (84.1), nous permet de dire que :

L J
un négaton dans I’état \y= | W, | est équivalente & un négaton de masse —m dans I"état
V3
WYy
Vs
RKy=|"*].
v,
¥,
L’équation (84.3) équivalente a (84.1), permet de dire que :
_"W.
V; ; 2
Un négaton dans I’état \y = | W2 | est équivalente & un positon dans I’état Cy = ’%_
Vs W2
A2 —iy,
Nous appelons ceci “équivalence de particules par conjugaison de charge”.
L’équation (84.4) équivalente a (84.1), permet également de dire que :
¥
un négaton de masse m dans I’état = | W | est équivalente a un positon de masse -m
W3
Wy
=
dans Iétat Ty = {"U‘_ . Nous appelons ceci “équivalence de particules par renversement
W,
~iy;

de temps”.

Examinons I’équation (84.4). Soit T I’application antilinéaire :
—y, (t,7)
W;(f:F)
WL (t,F)
~y5(1,7)
T est ’opérateur de renversement de temps [2 4 ] Alors, en multipliant I’équation (84.4)
par i, nous avons :

TY(L7) = i’y (LF) = 1

o, (Toer) + ity + STy =0
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11 est facile de montrer que T commute avec y° et anticommute avec les y,j=123.
Alors,

T|: 70 8- 7 aj)(u?'(—r,r))+iﬁ(y%—yfA;)(v?(—r,F))H% W7(—.7)) }0

Or, T est injective , donc
Y 8- 1 B (F(4)) + 12 (Y AT - ¥ AL, ) (7))
+im= @enP) =0
C’est-a-dire,
(¥ 8+ ¥ O (F-1.7) + i CL (Y2 Aot, ) - ¥ A, D) ((.7)

. Fas

G (W7 (-1,7)) = 0.
Or, nous savons que Ao ne change pas de signe si nous changeons le signe du temps alors
que les A; changent de signe. [25]

D’ou, Dinterprétation de Feynmann et Stuckelberg sur les phénomenes de création et
d’annihilation[27] -

4.2.1. Théoréme
Un négaton (particule) qui voyage du passé vers le futur est équivalent a un positon
(antiparticule) qui voyage du futur vers le passé.
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CONCLUSION GENERALE

Les propriétés du produit tensoriel de matrices construites sont utilisées pour
construire un théoréme que nous appelons “théoréme d’agrandissement dimensionnel ”, et
qui permet d’obtenir, & partir d’'une ARC donnée d’autres ARC de dimensions plus
grandes. L’application de ce théoréme sur I’algébre de Pauli nous permet d’obtenir douze
systémes et douze seulement, dont chacun engendre une ARC Cly3. De chacun de ces
systémes, nous pouvons extraire quatre matrices, coefficients d’une équation de Dirac pour
un fermion libre, et qui engendre une algébre de Dirac.

La résolution de ces douze équations a I’aide des propriétés du produit tensoriel de
matrices nous permet de séparer, par produit tensoriel de matrices, la solution a valeur
propre de I’énergie en deux termes, dont pour les leptons, le premier est vecteur propre
d’un opérateur que nous appelons opérateur signe de I'énergie et le second est vecteur
propre de I’opérateur spin, vice versa pour les quarks, tableaux récapitulatifs.

Les douze fermions libres fondamentaux sont équivalents entre eux, si nous
adoptons les douze équations comme leurs équations ( tableaux ).

La démonstration de 1’équivalence entre I’équation de Hestenes et celle de Dirac en
utilisant le produit tensoriel de matrices nous conduit & 1’équivalence de particules de

Feynmann-Stuckelberg, selon notre définition de I’équivalence de particules.
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RESUME

Des propriétés du produit tensoriel de matrices @t construites. Ces propriétés sont
utilisées pour étudier les factorisations par pitsdiensoriels de matrices des algebres réelles
de Clifford de matrices carrées. Appliquant ceddidsations, nous avons trouvé une facon
d’obtenir, a partir des matrices de Pauli, douztesyies et douze seulement, dont chacun est
formé de quatre matrices coefficients d'une équatie Dirac. Nous avons cherché les
solutions de ces douze équations pour les fermiondamentaux. Ces douze équations
peuvent se construire par quantification de lailampulsion-énergie. Nous avons introduit
une notion que nous appelons “équivalence deqdes”. L’équivalence entre les fermions
libres a été étudiée. Nous avons démontré en bétpeivalence entre I'équation de Dirac et
celle de Hestenes.

Mots-clés: Produit tensoriel, Algébre réelle de Cliffordg@bre de Pauli, Equation de Dirac,
lepton, quark, Equation de Hestenes.

ABSTRACT

Properties of tensor product of matrices have lweastructed. These properties are used to
study factorization by tensor product of matricéssome real Clifford algebras of square
matrices. Applying these factorizations, we hauanfba way to get , from the Pauli matrices,
twelve systems and only twelve. Each of them isnet of four matrices coefficients of a
Dirac equation. We have looked for solutions ofsthéwvelve equations for free fundamental
fermions. These twelve equations can be construbtediuantification of the relativistic
energy-momentum relation. We have introduced aonothat we call “equivalence of
particles”. Then, the equivalence between freedamental fermions have been studied.
Finally, we have proved equivalence between thadaquation and the Hestenes equation.

Keywords : Tensor product, real Clifford algebra, Pauli eddgp, Dirac equation, lepton,
guark, Hestenes equation.

Directeur de thése: M. RAOELINA ANDRIAMBOLOLONA, Professeur Titulaire e Classe
exceptionnelle au Département de Physique, Uniéersl’Antananarivo.
Directeur Général de Madagascar-Institut Natiored 8ciences et Techniques
Nucléaires, Madagascar-INSTN.



