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1. Nastanak i razvoj elektrodinamike. Maksvelove jednacine

Gravitoelektromagnetizam je teorija gravitacije koja se u delu dinamickih efekata uglavnom
zasniva na formalnoj analogiji sa elektrodinamikom. Elektrodinamika je oblast teorijske fizike koja
proucava elektromagnetne pojave. To je konzistentna teorija koja obezbedjuje kompletan opis
elektromagnetnih pojava. U granicama svoje primenljivosti daje izuzetnu preciznost. Elektrodinamika
ima veliku prakti¢nu primenu. Ona predstavlja teorijsku osnovu elektrotehnike i savremenih elektri¢nih
1 komunikacionih tehnologija.

Elektrodinamika se postepeno razvijala. Jos u anticko doba bile su poznate neke elektrostaticke
pojave. Generacije naucnika 1 inzinjera ulozile su velike napore da se ovlada tajnama elektriciteta i
magnetizma. Ovom prilikom ja ne mogu da prezentujem celokupni istorijski razvoj elektrodinamike,
jer bi to zahtevalo posebnu studiju. Teorija elektromagnetizma je dobila svoju zavrsnu formu u drugoj
polovini 19 veka, kada je Maksvel (James Clerk Maxwell) objavio svoje radove. On je izvrSio
sistematizaciju dotadasnjeg znanja o elektromagnetizmu, ali je dao 1 matematicki opis
elektromagnetnih pojava. Pojave elektriciteta i magnetizma smatrane su medjusobno nepovezanim, i
proucavane su kao posebne oblasti. Elektri¢ne 1 magnetne pojave Maksvel je povezao u jedinstvenu
neraskidivu celinu. Medjutim unifikacija fizickih pojava tu nije bila zavrSena, jer je uspeo da
elektromagnetizam poveze sa optikom u jednu konzistentnu teoriju. Maksvelova teorija se smatra
prvom unifikacijom u fizici. Maksvel je na osnovu svoje teorije predvideo postojanje elektromagnetnih
talasa, 1 izracunao konkretnu vrednost brzine propagacije tih talasa. Ova teorijski odredjena vrednost
prakticno se nije razlikovala od eksperimentalno odredjene brzine svetlosti u vakuumu. Maksvel je
smatrao da ova podudarnost nije slucajna, odnosno da svetlost mora biti elektromagnetni talas. Optika
je postala deo elektrodinamike.

U svojim radovima Maksvel je koristio predhodno steCena znanja, ali 1 radove svojih
savremenika. Elektromagnetizam je postao predmet interesovanja mnogih eminentnih nauc¢nika
devetnaestog stole¢a. Ovde ¢u prvenstveno ista¢i naucnike ¢iji su radovi i1 otkri¢a direktno uticali na
Maksvelov rad.

U oblasti elektrostatike 1 magnetostatike moramo spomenute radove Kulona (Charles-Augustin
de Coulomb), Poasona (Siméon Denis Poisson) i Gausa (Carl Friedrich Gauss). Kulon je koristio svoju
torzionu vagu i dokazao da je elektrostati¢ka sila proporcionalna 1/12.

Nagli progres u istrazivanjima magnetostatike je zapoceo kada su proizvedeni prvi uredjaji koji
su mogli da u duzem vremenskom intervalu obezbedjuju konstantan napon, odnosno konstantnu struju.
Ersted (Hans Christian Orsted) je otkrio delovanje elektricne struje na magnetnu iglu kompasa.
Njegovo otkri¢e se brzo prosirilo po Evropi i izazvalo je sli¢na istrazivanja. Dalji napredak u toj oblasti
uradio je Amper (André-Marie Ampere). Moramo spomenuti i istrazivanja koja su nezavisno jedan od
drugog izvrsili naucnici Bio (Jean-Baptiste Biot) i Savar (Félix Savart).

Veliki uticaj na Maksvela imali su eksperimentalni rezultati i ideje Majkla Faradeja (Michael
Faraday). Faradej je otkrio pojavu elektromagnetne indukcije. Od njega potice koncept polja i linije sile
polja. Da bi smo ilustrovali te koncepte zamislimo jedno tackasto naelektrisanje. U prostoru oko njega
postoji elektricno polje. Ako bi u to polje uneli neko naelektrisano telo (tzv. probno telo) ono bi osetilo
dejstvo elektrostatiCke sile. Za opisivanje tog polja koristi se vektorska veli¢ina — jaCina elektri¢nog
polja E.U svakoj tacki polja mozemo uvesti vektor E , 1 na taj nac¢in mi smo kvantitativno opisali
elektri¢no polje.

Uvedene su 1 linije sile elektriénog polja, 1 one nam mogu posluZiti za vizuelizaciju polja.
Odaberimo jednu tacku u elektricnom polju. Toj tacki mozemo pridruziti vektor jacine elektricnog
polja. Kroz tu tacku neka prolazi i jedna linija sile elektri¢nog polja. Izmedju ova dva pojma moze se
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uspostaviti veza i to na slede¢i nacin. Tangenta na liniju sile polja poklapa se sa pravcem vektora jacine
elektricnog polja.

Mozemo uzeti u razmatranje i elektri¢ni dipol. To je sistem koji se sastoji od dva naelektrisana
tela koja se nalaze na medjusobnoj udaljenosti d. Jedno telo je pozitivho naelektrisano, a drugo
negativno. Uzima se da su njihove koli¢ine naelektrisanja iste po apsolutnoj vrednosti. Linije sile polja
pocinju (izviru) iz pozitivnog naelektrisanja, a zavrSavaju se (uviru) na negativnom naelektrisanju.

Naravno ovi koncepti se koriste i za opisivanje magnetnog polja, sa tom razlikom S$to su linije
sile magnetnog polja zatvorene linije. U prostoru oko provodnika, kroz koji protice struja konstantnog
intenziteta formirac¢e se magnetno polje. Ja ¢u uzeti primer veoma dugog pravolinijskog provodnika. Za

opisivanje magnetnog polja koristi se vektorska veli¢ina — jacina magnetnog polja B.U slucaju ovog
pravolinijskog provodnika linije sile magnetnog polja su koncentri¢ne kruZnice. Centar tih kruznica se
nalazi u provodniku, a kruznice pripadaju ravni koja je normalna na provodnik.

Faradejev koncept polja i linije sile polja imao je veliki uticaj na Maksvela. Maksvel je izmedju
ostalog postavio sebi zadatak da kreira matematicki opis Faradejeve teorije. Prema Maksvelovom
ucenju naelektrisane Cestice su izvor elektromagnetnog polja. Naelektrisane cestice se mogu
okarakterisati gustinama naelektrisanja i struje p i J koje su povezane jedna¢inom kontinuiteta
op .

ETS +divy =0

Maksvel je prihvatio Faradejevu ideju o polju, i uveo je u svoje jednacine jacinu elektricnog
polja Ei jac¢inu magnetnog polja B. Elektromagnetno polje koje se opisuje veliCinama EiB je
generisano naelektrisanjem. Maksvelove jednacine imaju najjednostavniji oblik za elektromagnetno
polje u vakuumu i one glase

divk =2 (1.1)
&o
divB = 0 (1.2)
tE = o5 1.3
rotE = PR (1.3)
1 0F

tB = ugl + —— 1.4
ro Hol + =357 (1.4)

VeliCina g, naziva se dielektricna propustljivost vakuuma, a p, je magnetna propustljivost

vakuuma. Ove veli¢ine povezane su sa brzinom svetlosti u vakuumu slede¢om jednacinom
1
€ Ho =72
Posmatranjem sistema jednacina (1.1-4) moze se zapaziti da prva jednaCina postoji u
elektrostatici, a druga u magnetostatici. IzvrSena je generalizacija tih jednac¢ina, odnosno te jednacine
vaze i za slucaj vremenski promenljivih polja.
Jednacina (1.1) predstavlja diferencijalnu formu Gausove teoreme iz elektrostatike, a jednacina
(1.2) predstavlja zakonitost magnetostatike u diferencijalnoj formi.
Matematicka forma Faradejevog zakona elektromagnetne indukcije data je jednac¢inom (1.3).

U jednacini (1.4) zapazamo odstupanje od Amperove teoreme magnetostatike

f E . El) = Mol
L
, koja se moze izraziti i u diferencijalnoj formi

rotB = pof
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Maksvel je uveo dopunski ¢lan g, ot koji je nazvao struja pomeraja. U vreme nastanka teorije

nije bilo nikakvih eksperimentalnih dokaza koji bi potvrdili egzistenciju ove struje, 1 zbog toga je
njegova teorija bila napadana. Bez obzira $to pretpostavka o postojanju struje pomeraja u to vreme nije
mogla biti neposredno proverena, Maksvel je smatrao da uvodjenje struje pomeraja otklanja neke
konkretne teorijske protivrecnosti u njegovoj teoriji. Uvodjenje struje pomeraja se zasniva na njegovom
uverenju da postoji potpuna simetricnost izmedju elektri¢nih 1 magnetnih pojava.

Tu simetricnost mozemo ilustrovati na slede¢i nacin. U slucaju elektromagnetne indukcije
imamo da usled promene magnetnog polja nastaje elektri¢no polje. Ako u takvo promenljivo magnetno
polje unesemo provodnu (metalnu) konturu, na elektrone u provodniku delovace elektricno polje, oni
¢e poceti da se usmereno krecu, i mi registrujemo elektricnu struju. Promenljivo magnetno polje je
izazvalo nastanak elektricnog polja, koje postoji nezavisno od konture. Kontura nam je samo
omogucila da indirektno preko postojanja elektri¢ne struje konstatujemo da postoji elektricno polje.

Istakao sam da je Maksvel verovao u simetri¢nost izmedju elektricnih i magnetnih pojava. U
skladu sa tim treba ocekivati da promenljivo elektricno polje stvara magnetno polje. Po Maksvelu
magnetno polje moZe nastati ne samo usled kretanja naelektrisanih Cestica (elektricne struje), ve¢ i
usled promena elektri¢nog polja.

U vreme nastanka Maksvelove teorije nije bilo nikakvih eksperimentalnih dokaza koji bi
potvrdili egzistenciju struje pomeraja. Takav eksperimentalni dokaz dosao je tek kasnije. Koris¢eno je
kolo naizmeni¢ne struje u kojem se nalazio kondenzator. Izmedju plocica kondenzatora nema nosioca
naelektrisanja. Gustina provodne (kondukcione) struje je jednaka nuli, pa jednacina (1.4) dobija formu

L 109E
rotB = 25;

U prostoru izmedju ploc¢ica kondenzatora postoji elektricno polje €iji se intenzitet i smer
periodi¢no menjaju, jer se stalno ponavlja proces punjenja i praznjenja kondenzatora. U prostoru oko
kondenzatora postoji magnetno polje ¢ije su linije sile kruznice u ravnima normalnim na pravac linija
sile elektricnog polja. U ovom slu¢aju magnetno polje nije izazvano kondukcionom strujom, veé
strujom pomeraja.

Za opisivanje elektromagnetnog polja koristi se skup jednacina (1.1-4), kome dodajemo izraz za
Lorencovu silu

F=qE +q¥xB (1.5)
, q je naelektrisanje Gestice, a ¥ je njena brzina.

Sistem jednaCina (1.1-4) nosi naziv po Maksvelu, medjutim ovde treba napraviti jednu
digresiju. Orginalni skup Maksvelovih jednacina sastojao se od dvadeset jednadina. Zahvaljujuci
prvenstveno radovima Olivera Hevisajda (Oliver Heaviside) i Henrika Herca (Heinrich Rudolf Hertz)
taj skup od dvadeset jednaina je pojednostavljen na Cetiri jednaCine koje mi i danas koristimo.
Maksvelove orginalne jednacine su ukljucivale i jaCine polja i potencijale, ali ih je Hevisajd
prestruktuirao na takav nain da u njima figuriSu samo jacine elektricnog i magnetnog polja. On je
razvio posebnu matematicku disciplinu koju je primenjivao na jednacine.

Herc je takodje izveo pojednostavljenu verziju Maksvelovih jednacina. Dao je veliki doprinos
Maksvelovoj teoriji i sa eksperimentalnog stanovista. On je uspeo da proizvede i proucava radio talase
koristeci relativno jednostavne elektri¢ne uredjaje. Utvrdio je da ti novootkriveni elektromagnetni talasi
mogu da se reflektuju. Takodje je demonstrirao efekte difrakcije i interferencije, a stvorio je i stojece
talase. Hercovi eksperimenti potvrdili su zakljucke i predstave o elektromagnetnim talasima, do kojih
je Maksvel dosao na osnovu svoje teorije.



2. Jednacine gravitoelektromagnetizma. Osnovne teoreme

Ideja da se formuliSe teorija gravitacije koja ¢e po svojoj formi odgovarati jednacinama
elektromagnetizma nije nova. Takvu ideju su zastupali pojedini osnivaci elektrodinamike. Zaista
postoji formalna analogija izmedju Njutnovog zakona gravitacije 1 Kulonovog zakona. Ispitivane su i
druge sli¢nosti i teZilo se ka sveobuhvatnoj teoriji gravitacije. Po¢etni zamah tim istrazivanjima dao je
upravo Maksvel. On je pokuSao da razvije teoriju gravitacije, ali zbog odredjenih problema oko
energije gravitacionog polja, prekinuo je dalja istrazivanja.

Hevisajd je nastavio Maksvelov rad i1 razvio je kompletan skup jednacina. Hevisajdove
jednacine ukazivale su na postojanje gravitacionih talasa. Smatrao je da brzina gravitacionih talasa u
vakuumu mora biti jednaka brzini svetlosti u vakuumu. Analizirao je 1 energetske odnose u
gravitacionom polju, a uveo je Pointingov vektor za gravitaciono polje. Medjutim on nije dalje
unapredjivao svoju teoriju gravitacije. Moguc¢i razlog za prestanak bavljenja tom oblaS¢u je nedostatak
eksperimentalnih dokaza u oblasti gravitacione fizike.

Formalna analogija izmedju gravitacije 1 elektromagnetizma proucava se 1 u okviru opste teorije
relativnosti, odnosno u okviru tzv. linearizovane gravitacije. Linearizovana gravitacija je aproksimacija
AjnStajnove opSte teorije relativnosti, 1 primenjuje se za slaba gravitaciona polja. JednacCine
linearizovane gravitacije (jednaCine linearizovanog polja) dobijene su na osnovu pretpostavke da se
prostorno-vremenska metrika malo razlikuje od metrike u prostoru Minkovskog. Linearizovana
gravitacija opisuje slabo gravitaciono polje, ali se ono moze menjati u toku vremena. U okviru ove
aproksimacije dozvoljena je mogucénost da se Cestice u gravitacionom polju kre¢u relativistickim
brzinama. Ova aproksimacija omogucuje da se pojednostave mnogi problemi u opstoj teoriji
relativnosti. Veoma je znacajna i u oblasti gravitacionog zracenja. U slucaju linearizovane gravitacije
moze se naci opste reSenje jednacina linearizovanog polja.

Jednacine linearizovanog polja dobijaju se na osnovu Ajnstajnove jednacine (jednacina (2.5)).
Ja ovom prilikome necu prezentovati detaljno izvodjenje jednacina linearizovanog polja. Zadrzacu se
samo na pojedinim elementima tog izvodjenja. To izvodjenje je prezentovano u radu [1].

Istakao sam da ova aproksimacija vazi za slucaj slabog gravitacionog polja. Metri¢ki tenzor se
moze napisati u slede¢em obliku

I =My T huv (2.1)

Veli€ina 1,, je metricki tenzor prostora Minkovskog. Komponente tenzora h,, su mnogo

manje od jedinice
|hu| < 1 (2.2)

Ovaj tenzor moZemo smatrati perturbacijom koja je dodata na metricki tenzor prostora
Minkovskog. Postoje takvi pristupi u okviru opste teorije relativnosti, gde se osnovnom metrickom
tenzoru dodaje neka perturbacija u tenzorskoj formi. U okviru Solarnog sistema uslov dat jednacinom
(2.2) je zaista ispunjen jer vazi sledeca relacija

o] = |5 = 107

Sa ¢ je oznacen Njutnov potencijal.
U tekstu je ve¢ spomenut metricki tenzor prostora Minkovskog. Matricna reprezentacija tog
tenzora glasi

1.0 0 0
1o 10 0
Tw=10 0 1 0

00 0 1

9



Prostor Minkovskog koristi se u specijalnoj teoriji relativnosti. To je ¢etvorodimenzionalni

prostor. Polozaj neke tacke opisuje se kovarijantnim ili kontravarijantnim ¢etvorovektorom polozaja
0

X ct
1

=X | =|X

X 2 y

x3 z

Metricki tenzor 7,,,, se koristi za podizanje i spuStanje indeksa tenzora hy,,

h{j =n*hgy (2.3)
h* = nkenVBhye (2.4)

U jednacini (2.3) sumiranje se vrsi po indeksu «, a u jednacini (2.4) po indeksima a i .
Da bi prezentovali proces dobijanja jednaina linearizovanog polja moramo se podsetiti
AjnStajnove jednacine
1
R, — ERgW = 8my Ty, (2.5)
Ricijev tenzor je oznaCen sa Ry, a Ricijev skalar sa R. Tenzor energije-impulsa je Ty, , a
metricki tenzor je g,,,,. JednaCina (2.5) moze se napisati u obliku
Gy = 8wy Ty, (2.6)
, gde je sa G, oznaCen AjnStajnov tenzor.
U slucaju linearizovane gravitacije metricki tenzor ima formu
I =M t h;w
, @ Ajnstajnova jednacina se transformise i dobija oblik

_ 16m
Ohyy = Y

Ty (2.7)

Ovo su tzv. linearizovane Ajnstajnove jednacine polja. Operator L1 je D’ Alamberov operator

ct

62
=—-———+A
. c? dt? *
poznat jos iz elektrodinamike. Koris¢enjem ovog operatora jednacina (2.7) moze se napisati u obliku
1 02 _ 161y
- C_ZW +A hlﬂ/ = C—4Tﬂv (28)

Postupak dobijanja jednacine (2.7) zove se linearizacija Ajnstajnove jednacine. Istakao sam da
su komponente tenzora h,, mnogo manje od jedinice. Prilikom procesa linearizacije dobijaju se
kvadrati veli¢ine hy,,,, ili visi stepeni, ali se zbog uslova izrazenog jednacinom (2.2) zanemaruju. Mogu
se javiti i izvodi veli¢ine hy,,. Medjutim njihov proizvod sa hy,, ili sa viS§im stepenom veliCine hy,,
takodje se zanemaruje. Ostaju samo linearni ¢lanovi, pa je to razlog zasto se ovaj postupak naziva
linearizacija.

Prilikom postupka linearizacije pokazuje se da je korisno uvesti veli¢inu th,

huv = h/w - %th
Veli€ina h je trag tenzora h,,,, odnosno suma njegovih dijagonalnih elemenata.

Pri dobijanju jednacine (2.7) iskoriS¢eno je da veli€ina i_lm, zadovoljava tzv. Lorencov gejdz
(kalibracioni) uslov.

Jednacina (2.7) je jednostavnija za primenu od AjnStajnove jednacine. Tenzor f_lm, je simetrican,
odnosno ima deset nezavisnih komponenata. Zahvaljuju¢i Lorencovom gejdZ uslovu broj nezavisnih
komponenata se od deset svodi na Sest. Ako nam je poznat tenzor Ty, reSavanjem jednaCine (2.7)

odredjujemo tih Sest komponenata.
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U slucaju kada supstanca nije prisutna, odnosno kada je ostvaren vakuum komponente tenzora

energija-impuls su jednake nuli, pa jednacina (2.7) dobija oblik
oh,, =0
Resenje ove jednacine su gravitacioni talasi koji imaju formu ravanskih talasa.

Za moju analizu mnogo je bitniji slucaj kada se reSenja jednacina linearizovanog polja mogu
prikazati u obliku koji podse¢a na Maksvelove jednacine. Da bi to ilustrovao prezentovacu jedan vrlo
interesantan primer, koji ima i odredjene eksperimentalne potvrde. Razmatra se homogeno telo mase M
u obliku lopte poluprecnika R koje rotira konstantnom ugaonom brzinom w, oko ose koja prolazi kroz
centar lopte. Koordinatni sistem je uveden tako da se njegova z osa poklapa sa pravcem vektora ugaone
brzine. Ovo je ortogonalni sistem, a ose x 1 y nalaze se u ekvatorijalnoj ravni lopte. Treba napomenuti
da je ovo nepokretan koordinatni sistem, odnosno lopta rotira u odnosu na njega. Masa lopte nije
velika, formira se slabo gravitaciono polje, 1 primenjuju se linearizovane jednacine polja. Oko lopte
kre¢e se telo mase m. Uze¢u da je njegova masa mnogo manja od mase M. Potrebno je opisati
gravitaciono polje van tela mase M, i odrediti silu koja deluje na telo mase m.

Najpre je potrebno napraviti digresiju koja se tice elektrodinamike. Na osnovu Maksvelovih
jednacina mozemo odrediti jacinu elektricnog 1 magnetnog polja, ako nam je poznata gustina
naelektrisanja i struje. Problem se matematicki lakSe reSava ako se uvedu u analizu skalarni 1 vektorski
potencijal. Kada odredimo skalarni i vektorski potencijal, jacine elektricnog i magnetnog polja
odredjuju se na osnovu jednacina

B =rot4 (2.9)

, 04
E =—gradep — T (2.10)

Prvo ¢u prezentovati neke formalne analogije linearizovane gravitacije sa elektrodinamikom, a
kasnije bie prezentovana i konkretna matematicka izracunavanja. Gravitaciono polje se tokom
vremena ne menja, pa u skladu sa tim jednacina (2.8) dobija oblik

_ l6my
Ahuv = C_4THV (211)

ReSavanjem ove jednacine za navedeni primer lopte koja rotira dobijaju se interesantni rezultati.
Uveo sam da se oko tela mase M krece telo mase m. Sila koja deluje na telo mase m sa stanovista
linearizovane gravitacije odredjuje se na osnovu jednacine

5 yMm | L =
Forr = 37 + mv X B, (2.12)
Koris¢en je indeks otr da bi se naznacilo da je ovo rezultat iz opSte teorije relativnosti (linearizovane
teorije gravitacije). Polozaj i brzina tela mase m odredjeni su vektorima 7 i U.
Njutova komponenta sile odredjena je jedna¢inom

yMm

F=- 7

3
r

Jalina gravitacionog polja u klasi¢noj teoriji gravitacije definiSe se na osnovu jednacine
-

, odnosno
G=—"%7 (2.13)

Pored Njutnovog ¢lana u jednacCini (2.12) javlja se 1 dopunski ¢lan koji predstavlja potpuno

novu silu. Takva sila ne postoji u Njutnovoj teoriji gravitacije. Veli¢inu B, mozemo nazvati jatinom
gravitomagnetnog polja, i ona se odredjuje na osnovu jednacine
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=- r3 [L -3 (7 L)F] (2.14)
Moment impulsa rotirajuc¢eg lopte oznacen je sa L.

Zamenom jednacine (2.14) u jednacinu (2.12) dobija se sila koja deluje na telo mase m sa
stanovista linearizovane gravitacije

S Mm S 2V [- 3., -\l

Forr = — yr3 m C27)f3 [L - T‘_Z (T’ . L)T']
Da bi smo pokazali formalnu sli¢nost ovih rezultata sa elektrodinamikom posmatrajmo loptu
poluprec¢nika R koje rotira konstantnom ugaonom brzinom w. Lopta je homogeno naelektrisana
koli¢inom naelektrisanja Q. U prostoru oko lopte formirace se elektricno polje, ali poSto lopta rotira

formirace se 1 magnetno polje. Ako se u ovom elektromagnetnom polju krece telo koje ima koli¢inu
naelektrisanja g na njega ¢e delovati Lorencova sila

F,=qE +qBxB (2.15)
Jacina elektri¢nog polja u prostoru van naelektrisane lopte odredjuje se na osnovu jednacine
Q.
E = 5T (2.16)
Zamenom jednacine (2.16) u (2.15) dobijamo
= qQ - - =4
FL=—r—3r+qv><B (2.17)

Uporedjivanjem jednacina (2.12) i (2.17) zaista se primecuje formalna analogija. Ova analogija
dalje se prosiruje tvrdnjom da kada se masa krece ona u prostoru stvara tzv. gravitomagnetno polje.

Moze se uvesti analogija i za elektriéno polje. Uporedjivanjem jednacina (2.13) i (2.16)
mozemo uvesti 1 tzv. gravitoelektrino polje. Ja¢ina gravitoelektricnog polja odredjuje se na osnovu
jednacine

- YM ,
Epr = el (2.18)
Kori$é¢enjem ove jednacine, Jednacma (2. 12) moze se naplsatl u obliku
Fotr = mEotr + mv X Botr (2.19)

Analogija sa jedna¢inom (2.15) je vise nego ocigledna. Celokupna predhodna diskusija nas
dovodi do zakljucka da se po analogiji sa elektrodinamikom (gde se elektromagnetno polje opisuje
vektorima E i B ) gravitaciono polje moze opisati ja¢inom gravitoelektricnog polja Eotr, i ja¢inom
gravitomagnetnog polja Eotr.

Da ne bi ostali samo na nivou analogija vratimo se jednacini (2.11), 1 matematicki je
analizirajmo. Kao i u sluCaju dobijanja jednacina linearizovane gravitacije ovom prilikom necu
prezentovati celokupni postupak reSavanja jednacine (2.11). Postupak dobijanja reSenja jednacine
(2.11) za navedeni primer rotiraju¢e lopte mase M moze se naci u ve¢ citiranom radu [1], i radovima
[2] i [3]. ZadrZacéu se samo na pojedinim elementima tog postupka.

Jednacina (2.11) vazi za slucaj slabog gravitacionog polja. Pretpostavi¢emo da su brzine Cestica
male u odnosu na brzinu svetlosti u vakuumu. Ove pretpostavke dovode do toga da se mnoge
komponente tenzora energija-impuls mogu zanemariti. Aproksimativne vrednosti komponenata tenzora
T, koje preostaju su sledece

~ 2
Too = pc
Tor = —pcvy
Toz = —pcv,

Toz = —pcvs
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Veli¢ina p je gustina tela mase M. Lopta rotira, a sa vy, v, 1 v3 oznacene su komponente
vektora brzine neke Cestice lopte. Na osnovu nenultih komponenata tenzora T, dobijene su sledece
jednacine

- _ lémny
_ l6my
Ahoi = — C—3pl7i (221)
Jednacina (2.20) moZe se napisati u obliku
c%hgo
A 2 = 4myp (2.22)
U Njutnovoj teoriji gravitacije vazi slede¢a jednacina
Ap = 4nyp (2.23)

Velicina ¢ je skalarni potencija. Telo mase M je sfernog oblika i potencijal u Njutnovoj teoriji
gravitacije odredjuje se na osnovu jednacine

yM
="
Uporedjivanjem jednacina (2.22) 1 (2.23) sledi
_ 4¢
hoo = oz

Odredjena je jedna komponenta tenzora i_lm,.

Posto je ve¢ uocena analogija gravitacije sa elektromagnetizmom uveden je skalarni potencijal
yM
Potr = T
U okviru linearizovane gravitacije pokazuje se da jednaina (2.21) omogucuje uvodjenje
vektorskog potencijala gravitomagnetnog polja
S y(L X 7)
otr — er,
Moment impulsa rotiraju¢e lopte mase M oznacen je sa L.
Po analogiji sa elektrodinamikom odredjuju se jaCine gravitoelektriénog i gravitomagnetnog

polja koje stvara telo mase M
1 04,
2c¢ 0Ot

Eotr = —grad@,e —

Botr = rotAgey
Potencijali su povezani Lorencovim gejdz uslovom
100y 1 5
- +=divA,y =0
coot 2o o |
U okviru linearizovane gravitacije moze se izvesti kompletan skup jednacina koje podsecaju na

Maksvelove jednacine

diontr = —4myp
divﬁotr = 0

1 dB,,,
2c Ot

TotE ¢ =
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1 antr 4'7TV ->

1.
rOt(EBotr) = Z ot T]otr

Ove jednacine opisuju gravitaciono polje koje stvara telo mase M.
U elektrodinamici postoji gustina struje. Ovde se uvodi masena gustina struje J,., i definiSe se
na slede¢i nacin

Jotr = PV1
Potrebno je napraviti odredjene digresije u vezi veli¢ine ¥;. Lopta stvara gravitaciono polje i
nalazi se u stanju kretanja. Uveo sam indeks [ da bi naznalio da se vektor ¥; odnosi na brzinu kretanja
masenih elemenata lopte. Ovo indeksiranje bilo je potrebno iz razloga jer sam vektor brzine tela mase
m oznaCio sa ¥. Potrebna je jo$ jedna digresija u vezi veli¢ine ¥;. Lopta se sastoji od estica. Da ne bi
razmatrali pojedinacne Cestice prilikom teorijske analize moze se uvesti tzv. maseni element. To je
izuzetno mala oblast prostora zapremine AV u kojoj se nalazi konacan broj Cestica. Posto je mali broj
Cestica u toj oblasti moZemo uzeti da sve Gestice imaju istu brzinu v; u toj oblasti. Ova brzina figurise u
izrazu za masenu gustinu struje Jy-.
Cestica mase m kreée se u gravitacionom polju koje stvara telo mase M. Sa stanovita opste
teorije relativnosti kretanje tela mase m opisuje se na osnovu geodezijske jednacine
d*x®* __ dxFdxP
a5z Pl gs a5 T
Primenom linearizovane gravitacije na ovaj konkretan primer pokazano je da jednacina kretanja
tela mase m ima oblik
dv

mo = MEyt + MU X By

Polazna osnova za dobijanje ove jednacine bila je upravo geodezijska jednacina. Sli¢nost ove
jednacine sa odgovaraju¢om jednacinom iz elektrodinamike je viSe nego ocigledna.

Nakon ovog uvoda pocinjem sa izlaganjem moje teorije gravitacije. Ona se zove
gravitoelektromagnetizam. Ja sam ve¢ istakao da je gravitoelektromagnetizam teorija gravitacije koja
se u delu dinamickih efekata uglavnom zasniva na formalnoj analogiji sa elektrodinamikom. Teorije
zasnovane na takvoj analogiji ve¢ postoje, a upravo sam prezentovao jedan takav pristup u okviru opste
teorije relativnosti. Za teorije takvog tipa uglavnom se Kkoristi naziv gravitomagnetizam. Ja moju teoriju
gravitacije zovem gravitoelektromagnetizam, a razlog za koris¢enje takvog naziva je slede¢i. Dobro je
poznato da su elektricitet i magnetizam povezani u neraskidivu celinu, pa iz tog razloga koristim naziv
gravitoelektromagnetizam umesto naziva gravitomagnetizam. U daljem tekstu povremeno ¢u
upotrebljavati skracenicu gem za pojam gravitoelektromagnetizam.

Elektromagnetno polje opisuje se veli¢inama EiB i ono je generisano naelektrisanjem.
Naelektrisanje opisujemo dvema veli¢inama, i to gustinom naelektrisanja i gustinom struje, koje su
medjusobno povezane jednacinom kontinuiteta. Izvor gravitacionog polja je masa, ali smatram da treba
uvesti novi kvalitet, a to je da masa koja se krece stvara dodatno gravitaciono polje.

Kao ilustraciju toga uzmimo primer homogene lopte. Kada lopta miruje ona stvara gravitaciono
polje koje se moze opisati na osnovu Njutnovog zakona gravitacije. Kada lopta ravnomerno rotira ona
pored gravitacionog polja opisanog Njutnovim zakonom gravitacije, stvara dodatno gravitaciono polje.
To polje nazvacu gravitomagnetno polje. Takav naziv sugeriSe elektrodinamika. Ako je lopta
naelektrisana i ravnomerno rotira ona pored elektriénog polja generise 1 stacionarno magnetno polje. Za
opisivanje gravitomagnetnog polja uvescu fizicku veli¢inu koju ¢u nazvati jaCina gravitomagnetnog
polja, 1 obelezicu je sa Egem. Opet je uocljiva analogija sa elektrodinamikom, jer u elektrodinamici se
za opisivanje magnetnog polja koristi ja¢ina magnetnog polja B.

Teba uvesti 1 gravitoelektri¢no polje. Kada lopta miruje ona u prostoru stvara gravitaciono polje
koje se moze opisati na osnovu Njutnovog zakona gravitacije. To polje mozemo nazvati
gravitoelektricno polje. Gravitomagnetno polje tada ne postoji. Kada lopta ravnomerno rotira
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gravitoelektricnom polju dodajemo i gravitomagnetno polje. Fizicka veli¢ina koju ¢u koristiti za
opisivanje gravitoelektri¢nog polja je jaCina gravitoelektricnog polja i obelezi¢u je sa Egem.

U ovom primeru polja se ne menjaju tokom vremena. Smatram da trebamo i¢i korak dalje i
dopustiti moguénost da se jacine gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja menjaju tokom vremena.
U elektrodinamici postojanje promenljivih polja je dozvoljeno. Videli smo da promenljivo elektri¢no
polje stvara magnetno polje i obratno. Potrebna nam je teorija gravitacije koja ¢e opisati ne samo
vremenski nepromenljiva gravitaciona polja (stacionarna), ve¢ i nestacionarna gravitaciona polja.

Maksvel je za opisivanje elektromagnetnog polja uveo dve veli¢ine u svoje jednacine, i to
jacinu elektri¢nog polja E i jafinu magnetnog polja B. Elektromagnetno polje je generisano
naelektrisanjem. Ako nam je poznata gustina naelektrisanja i gustina struje na osnovu Maksvelovih
jednacina mozemo opisati elektromagnetno polje.

Ja koristim isti pristup u gravitoelektromagnetizmu. Izvor gravitacionog polja je masa.
Medjutim pored gustine mase koju ¢u oznaciti sa p,,, treba uvesti veli¢inu koja ¢e okarakterisati
kretanje mase. U elektrodinamici uvedena je gustina struje. Ona karakteriSe kretanje naelektrisanja jer
u samoj definiciji gustine struje figuriSe brzina naelektrisanja. U gravitoelektromagnetizmu uveséu
veli¢inu koja je sli¢na gustini struje u elektrodinamici, i nazvacu je masena gustina struje. Tu veli¢inu
oznacavam sa J,,. U daljem tekstu dacu precizne definicije za veli¢ine p,, i Ji,.

Sada ¢u predstaviti sistem jednacina koje koristim za opisivanje gravitacionog polja. One Cine
sustinu teorije gravitoelektromagnetizma

AiVE gom = —4TY P (2.24)
divByem = 0 (2.25)
. oB
1r0tE o = — ag:m (2.26)
- 16myj, 1 aEgem
rotBgem = — 2 + PR (2.27)

Odmabh se uocava izuzetna sli¢nost sa Maksvelovim jedna¢inama.
Ovaj sistem jednacina treba dopuniti jednac¢inom koja je slicna jednacini za Lorencovu silu u
elektrodinamici

= - N -
Fjem = MEgem + MV X Byep, (2.28)
Gravitaciono polje opisujem pomocu veli¢ina Egem 1 Byen, . Kada se Cestica mase m krece

nerelativistickim brzinama jednacinu (2.28) mozemo napisati u obliku

dv - -
mo-= MEgem + MU X Byer, (2.29)
Kada se Cestica krece relativisti¢ki njena jednacina kretanja glasi
d [ mv ] . L -
%l—vl = MEgem + MV X Byey (2.30)
Nl

Oblik jednacina (2.24) 1 (2.27) moZe se malo pojednostaviti. U elektrodinamici uvedene su
veli¢ine &y 1 uy. Po analogiji sa elektrodinamikom uvesS¢u veliCinu g4, 1 nazvacu je gravitaciona

dielektri¢na propustljivost vakuuma. Nju definiSem na slede¢i nacin

1
Egem = _m (2.31)

U skladu sa ovom definicijom jednacina (2.24) dobija oblik
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divﬁgem _ Pm
Egem
Uvodim i veli¢inu pgep, na sledeci nacin
lé6my
Hgem = — c2 (2.32)

Za ovu veli¢inu koristim naziv gravitaciona magnetna propustljivost vakuuma. Koriste¢i jednac¢inu
(2.32) jednacina (2.27) dobija oblik

. 1 OE,
_ - gem
rOthem = UgemJm + c_2 ot

U elektrodinamici veli¢ine &, 1 1o su povezane sa brzinom svetlosti u vakuumu jednac¢inom

1
€ Mo = 2
Proizvod veli¢ina €gopm, 1 Ugem j€
4
EgemMgem = C_Z
, odnosno
1
Egemlgem = —¢ 5 (2.33)

)

Brzina elektromagnetnih talasa u vakuumu iznosi c¢. Jedan od bitnih rezultata opste teorije
relativnosti je predvidjanje gravitacionih talasa. Njihova brzina u vakuumu je c. Na osnovu moje teorije
gravitacije dobio sam odredjene rezultate iz oblasti gravitacionih talasa. Jednacina (2.33) bi mozda
sugerisala da je brzina gravitacionih talasa u okviru gravitoelektromagnetizma c/2. Medjutim na
osnovu moje teorije gravitacije dobijam da je brzina gravitacionih talasa u vakuumu jednaka c.

Koristec¢i jednacine (2.31) 1 (2.32) sistem jednacina (2.24-27) dobija formu

divE oy = 21 (2.34)
Egem
divByem = 0 (2.35)
. oB
10tE o = —% (2.36)
1 0E em

T0tByem = UgemJm + FarT (2.37)
Napomenuo sam da ¢u dati dopunska objasnjenja za veli¢ine p,, i J,. Veli¢ina p,, je gustina
mase. Ona se moZe definisati na slede¢i nacin
@ = Ui Am
r) = lim —
Pm av-0 AV
Definisao sam gustinu mase u tacki koja je odredjena radijus vektorom 7. Sa AV je oznalena mala

zapremina koja obuhvata tu tacku.

Posmatrajmo neku oblast prostora zapremine V u kojoj se nalazi masa. Mozemo uvesti skalarno
polje gustine mase. Svakoj tacki prostora (zapremine V) moZemo pridruziti skalar p,,, 1 na taj nacin
dobijamo skalarno polje. MoZemo uvesti i da se skalarno polje gustine mase menja sa vremenom,
odnosno

Pm = Pm (?' t)
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Definiciju gustine mase treba upotpuniti. Supstanca se sastoji od atoma i molekula. Ako je na
primer reC o razredjenoj supstanci rastojanje izmedju atoma je mnogo vece od dimenzije samih atoma.
U prostoru izmedju atoma gustina mase je jednaka nuli.

Posmatrajmo skup od N atoma u zapremini V. Masa i-tog atoma je m;, a njegov polozaj
odredjen je radijus vektorom 7;. Gustina supstance se u ovom slucaju definise pomo¢u Dirakove delta
funkcije §

N
pm(@) = ) m8F — 1) (2.38)
2,

Kada se radijus vektor 7 poklopi sa radijus vektorom &estice 7;, onda gustina mase saglasno
osobini Dirakove delta funkcije postaje beskonacno velika.
Ako zelimo da izracunamo kolika se masa nalazi u zapremini V koristimo jednacinu

m=fv P (P)dV

U ovu jednadinu mozemo zameniti jednacinu (2.38)

N
m = Zmif 5(F — 7)dV
i=1 |4

Koriste¢i fundamentalne osobine Dirakove funkcije dobijamo

N
m = E m;
i=1

Masena gustina struje J,,, definiSe se na sledeéi nacin
Jm = pmV (2.39)

Uveo sam skalarno polje gustine mase. Svakoj tacki prostora (zapremine V') pridruZio sam
skalar p,,. Ako se supstanca krece svakoj tacki prostora mogu pridruziti vektor brzine ¥ i na taj nacin
dobijam vektorsko polje. Obzirom da je masena gustina struje J,, vektorska veli¢ina moZzemo definisati
odgovarajuce vektorsko polje.

U elektrodinamici postoji jednacina kontinuiteta i ona glasi

dp

E+dwf=0

Cilj nam je da dobijemo analognu jednacinu u gravitoelektromagnetizmu. Posmatrajmo neku
oblast ograni¢enu povrSinom S u kojoj se nalaze Cestice u kretanju. Zapremina te oblasti je V. U
pocetnom trenutku van te oblasti ne postoje Cestice. Radi jednostavnosti izvodjenja pretpostavicemo da
je Cesticama jedino dozvoljeno da prilikom kretanja prolaze kroz povrSinu S 1 napustaju tu oblast.
IskljuCena je moguénost da Cestice koje su jednom prosle kroz povrSinu S ponovo prolaze kroz tu
povrSinu S 1 vrate se u zapreminu V. Usled takvog kretanja Cestica smanji¢e se masa (gustina)
supstance u zapremini V
om g dv 2.40
Smanjenje mase moZe se izraziti i preko fluksa vektora J,,. Integracija se vrsi preko zatvorene
povrsine S
am T
at I, Jm@s
Primenom Gausove teoreme ova jednacina se dalje transformise

am
—=f divj,,dV (2.41)
ot v
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Desne strane jednacina (2.40) i (2.41) mozZemo izjednaciti pa dobijamo
0

afv PmdV = —L divj,,dV

f [—+ dlv]m] dvV =0
y LO

9
% + divj,, = 0 (2.42)

U elektrodinamici su uvedeni skalarni i vektorski potencijal. Kada se odrede skalarni i vektorski
potencijal, jacine elektri¢nog 1 magnetnog polja odred_]u_]u se na osnovu jednacina

B =rotA

odnosno

, 04
E = —grade — T
Sli¢an pristup je 1 u gravitoelektromagnetizmu. Uvodim najpre vektorski potencijal
gravitacionog polja, i oznaciu ga sa /Tgem. Ako nam je poznat vektorski potencijal jadina
gravitomagnetnog polja odredjuje se na osnovu Jednacme
Bgem = rotAgem (2.43)
Zamenom jednacine (2.43) u (2.36) dobijam
d(rotAgem)

rotEgem = — o

Ova jednacina se moze napisati u obliku

. 0A
rot (Egem + %) =0 (2.44)

Izraz u zagradi moZe se napisati preko gradijenta neke proizvoljne skalarne funkcije f
rot(gradf) =0
Posto je izbor funkcije proizvoljan ja ¢u izabrati slede¢u moguénost

rot (grad(—q)gem)) =0 (2.45)
Veli¢ina @4, je skalarni potencijal gravitacionog polja. Na osnovu jednacina (2.44) i (2.45) dobijam
, 04

Ejem = —grad<pgem — agtem (2.46)

Nakon diferenciranja jednacine (2.37) po vremenu dobijam

oB 0}, 10%

gem m gem
ot o T Heem e Y 2 g¢2

Leva strana ove jednacine se moze dalje transformisati kori§¢enjem jednacine (2.36)
m 1 0%Egem
Hgem 3¢ 2 at2

rot(rotE em) = —

Primenom identiteta
rot(rot d) = grad(divd) — Ad
dolazim do sledec¢e jednacine
m 1 0%E em

grad(divE em) — AEgem = —Hgem TR R
Prvi ¢lan u jednac¢ini mozemo transformisati koriS¢enjem jednacine (2.34)
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P , m 1 0%Ezem
grad <€gem> B AEgem — “Hgem at B c_2 ot?

Nakon elementarnih algebarskih operacija dobijam jednacinu

20 -
ﬁgem B Ciza aEfzem . gtm grad(pm)+igem aa]—;n (2.47)
Sli¢na jednacina postoji u elektrodinanici, 1 ona glasi
L 10%E 1 a7
E — C—ZF = ggrad(p) + ﬂoa (248)

Kada se naelektrisane Cestice krecu ubrzano one generisu elektromagnetne talase. U vecini slucajeva
Cestice se kre¢u u maloj oblasti. Van te oblasti funkcije p iJ su jednake nuli i jednacina (2.48) dobija
oblik
21 0%E .
207 = (2.49)
Ovo je talasna jednacina i ona opisuje propagaciju elektromagnetnih talasa. Iz ove jednacine sledi da se
elektromagnetski talasi u vakuumu prostiru brzinom c.

Sliéni zakljuéei vaze i za jednaCinu (2.47). Kada se masa krece ubrzano ona generiSe
gravitacione talase. Masa je obi¢no lokalizovana u maloj oblasti, a van te oblasti funkcije p,, i Ji, su
jednake nuli i jednacina (2.47) dobija oblik

a 1 02Egem
Egem = — atgz = (2.50)

Ovo je talasna jednacina i ukazuje nam da je brzina gravitacionih talasa u vakuumu jednaka c.
Ja sam se bavio problematikom gravitacionih talasa sa stanoviSta moje teorije. Rezultati su
prezentovani u posebnim poglavljima.

Sada ¢u pokazati da i jaCina gravitomagnetnog polja zadovoljava talasnu jednacinu. Krenimo
najpre od jednacine (2.37) i transformisimo je u sledeci oblik

OE - .
% = CZTOthem - Cz.ugem]m
Potom delujmo operatorom rot na obe strane jednadine
OE, -
rot (%) = c?rot(rotByem) — ¢ lgemT0t () (2.51)

Kori$¢enjem vektorskog identiteta
rot(rot d) = grad(diva) — Ad
dobijam
r0t(r0tByem) = grad(divByem) — AByem
, a zatim primenjujem jednacinu (2.35) 1 dolazim do rezultata
rot(rotByem ) = —AByem
Ovaj rezultat zamenjujem u jednacinu (2.51)

oE - .
rot (ﬁ) = 2(~Byem) = Citgenrot ) 252)

Levu stranu ove jednac¢ine mozemo transformisati kori§¢enjem jednacine (2.36)

ot 0Egem _ 0%Bgem
ot ot?
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (2.52) i nakon elementarnih algebarskih operacija dobijam
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- 1 92Bem

ABgem — 2 gtz = _ﬂgeert(fm) (2.53)

Iz ove jednacine sledi talasna jednacina
- 1 0%Byem
Bgem - C_2 9t2 = (2.54)
Sada ¢u izvesti odgovarajuce diferencijalne jednadine za potencijale. Podsetimo se najpre kako
se jacine gravitoelektriénog i gravitomagnetnog polja odredjuju ako su nam poznati potencijali
gravitacionog polja
B

em = TOtAgem (2.55)

. 0A
Egem = —grad@gem — agtem (2.56)

Ove jednacine treba zameniti u jednacine (2.34) i (2.37). Zamenimo najpre jednacinu (2.56) u

(2.34)

04
div(—grad@gem — a‘gtem ~ Pm

B €gem
Koris¢enjem identiteta
div(grad <pgem) = AQgem
dobijam rezultat
d re Pm
Ag + —(divA = —
gem T 5y ( gem) Egem

Ovu jednacinu nisam u moguénosti dalje da transformiSem, ali ¢u zato zameniti jednacine
(2.55)1(2.56) u jednacinu (2.37)

(2.57)

N . 10 oA
rot(rotAgem) = UgemJm T ET (—grad@gem — %
Nakon elementarnih transformacija dobijam
S . 10%4 1 dp
rot(rotAgem) = UgemIm — C—Z% — C—Zgrad (%) (2.58)
Leva strana jednacine (2.58) moze se transformisati na sledeci nacin
rot(rothyem) = grad(divAgen) — AMgem
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (2.58) sledi
o - R 10%Agem 1 0Qgem
grad(dlvAgem) = MMgem = UgemIm — 2 otz C—ZgT‘ad( ot )
odnosno
Q 1 024 . 1d¢ )
AAgem — =3 atgzem + grad (degem + 0gtem> = —Ugemim (2.59)
U elektrodinamici postoji sli¢na jednacina i ona glasi
L 10%4 . 13 R
AA — FEETE) + grad (dlUA + C_ZE) = —UoJ
Da bi se ova jednacina pojednostavila uveden je tzv. Lorencov kalibracioni uslov
. 10
divA+—=—=0
ivA + Y
Po analogiji sa elektrodinamikom uves¢u uslov
- 10
divAgom + = (”agtem ~0 (2.60)

, 1 jednacina (2.59) dobija oblik
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B, 1 024 )
Agem — c2 atgzem = “HgemJm (2.61)
Ovo je diferencijalna jednacina za vektorski potencijal.
Diferencirajmo jednacinu (2.60) po vremenu

0 , 2 162¢gem
a(dlvAgem)+c—2 52 =

, 1 zamenimo ovoj rezultat u jednacinu (2.57)

A _ iaz(pgem _ _ Pm
Pgem = 27 542 Egem
Dobio sam diferencijalnu jednac¢inu za gravitacioni skalarni potencijal. Ovde mogu napomenuti
da jednacine (2.61) i (2.62) imaju isti matematicki oblik.
U sluc¢aju kada se mase ne krecu ispunjeni su sledeci uslovi

(2.62)

0pm

M _ o

ot

fm =0
, 1 sistem jednacina (2.34-37) dobija jednostavniju formu

divE jom = Pm_ (2.63)
Egem
divﬁgem =0

rotEgem =0

rott_?)gem =0
Takodje se pojednostavljuje i jednacina (2.46)

Egem = _grad(pgem
Zamenom ove jednacine u (2.63) dobijam

div(—gradgogem) = Pm
Egem
p
Agogem =——= (2.64)
Egem
Gravitaciona dielektri¢na propustljivost vakuuma je definisana jednacinom (2.31)
1
Egem = _H

Zamenom ove vrednosti u (2.64) dobijam jednacinu koja je identi¢na Poasonovoj jednacini u
klasi¢noj teoriji gravitacije
Apgem = 4Ty pm (2.65)
Na osnovu diferencijalne jednacine za gravitacioni skalarni potencijal (jednacina (2.62)) moze
se dobiti Poasonova jednac¢ina. Obzirom da je ispunjen uslov

%Pm _
Jt
na osnovu jednacine (2.62) dobija se sledeci rezultat
_ Pm
A(pgem -
egem
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Neka se Cestica mase m nalazi u tacki odredjenoj radijus vektorom 7. Odredimo kolika je
jacina 1 potencijal gravitoelektricnog polja u proizvoljnoj izabranoj tacki B. Polozaj tacke B je
odredjena radijus vektorom 7 (slika 1)

]

Y

Slika 1

Ove veli¢ine odredjuju se na osnovu jednacina

- -
)

- R r—1)
Egem(r) = MR

" ym
gogem(r) = _m
Naravno ovi rezultati su identi¢ni sa rezultatima iz klasicne teorije gravitacije, i ne zahtevaju
neku posebnu analizu.
Ovde smo analizirali slu¢aj jednog tela. Posmatrajmo sada skup od N tela. Masa i-tog tela je
m;, a radijus vektor 7. Jalina i potencijal gravitoelektri¢nog polja u tacki B odredjuju se na osnovu
jednacina

QWM—yZmL o (2.66)

Pgem () = = Zlml (2.67)

ril?

Potrebne su nam jednacine i za slucaj kontmualne raspodele mase. Uvedimo u razmatranje
odredjenu oblast prostora. Zapreminu te oblasti prostora oznacicu sa I (slika 2). Masa se nalazi samo
unutar te oblasti. Uzecu da je dato skalarno polje gustine mase, koje je opisano funkcijom p,, (7*)
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A

Slika 2

Odgovarajuce jednacine glase

- — - (F - ?')
Egem(7) = )’f Pm(r')md‘/’ (2.68)
Vv
N P (7)
Pgem(T) = —y f =7 . A (2.69)
v

Vektor 7 opisuje samo tacke koje se nalaze unutar oblasti zapremine V.

Razmatrana je oblast prostora zapremine V', i dobijene su odgovarajuce jednacine za slucaj
kada masa miruje. Sada ¢u razmotriti slucaj kada se masa kre¢u unutar te oblasti. Raspodela mase je
kontinualna. Obzirom da se mase krecu pored skalarnog polja gustine mase, mora se uvesti i vektorsko
polje masene gustine struje. Odredjujemo gravitomagnetno polje u proizvoljno izabranoj tacki B.
Polozaj tacke B odredjen je radijus vektorom 7 (slika 2).

Analiziracu poseban slucaj kada se kretanje mase vr$i na takav nacin da je stvoreno stacionarno
gravitaciono polje, odnosno gravitoelektricno 1 gravitomagnetno polje ne menjaju se tokom vremena

OEgem 0
ot
0Bgem
ot

Jadine gravitoelektriCnog i gravitomagnetnog polja su povezane sa skalarnim i vektorskim
potencijalom na osnovu jednacina (2.55) 1 (2.56). Posto je kretanje stacionarno na osnovu tih jednacina
sledi da ne postoje promene potencijala sa vremenom

0Pm
—/—— =0
ot
0A
gem
— 2" =0
ot
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Kretanje mase se vrsi na takav nacin da ne postoji promena gustine mase i masene gustine struje
sa vremenom

0pm
™ _y
ot
L
ot
Na osnovu ovih uslova sistem jednacina (2.34-37) dobija jednostavniju formu
divE _ Pm
WEgem = 2
gem
divt_?)gem =0

TotEgem = 0

rOtﬁgem = ﬂgewjm (2.70)
Zamenom jednacine
Byem = rotAgem
u (2.70) dobijam

rot(rotAzem) = Ugemim
Ova jednacina se dalje pojednostavljuje koriS¢enjem vektorskog identiteta
rot(rot/fgem) = grad(diwfgem) - Affgem
, 1 dobija se jednacina

grad(divAgem) — AMgem = Hgemm (2.71)
Uveo sam Lorencov kalibracioni uslov za gravitaciju
.2 1 a(pgem
dlUAgem + C_Z at =0
Obzirom da se masena gustina ne menja tokom vremena iz ove jednacine sledi
div/fgem =0

Zamenom ove vrednosti u (2.71) dobija se diferencijalna jednacina za odredjivanje vektorskog
potencijala

Agem = _ﬂgewjm (2.72)
Sada ¢u dobiti diferencijalnu jednacinu za odredjivanje jacine gravitomagnetnog polja. Delujem
operatorom 7ot na jednacinu (2.70)
r0t(r0tByem) = gemT Ot Jim
Ova jednacina se dalje transformiSe koriS¢enjem vektorskog identiteta, i dobija se
grad(divByenm) — AByem = HgemTOt Jm
Kori$¢enjem jednacine
divﬁgem =0
sledi rezultat
ABjem = _.ugeertfm (2.73)
Potrebno nam je opste resenje jednacine (2.72). Da bismo dosli do tog reSenja opet se mozemo
koristiti analogijom sa elektrodinamikom. U slucaju magnetostatike vaZzi slede¢a jednacina

AL = —pof (2.74)
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Velicina A je vektorski potencijal, a J je gustina elektri¢ne struje. OpSte reSenje jednacine (2.74)

A=t f JE) 4y
am ), ¥ —7|
Naelektrisanje je lokalizovano u oblasti prostora zapremini V’. Vr$i se integracija po toj zapremini, a
vektor 7 odredjuje polozaje tacaka u toj zapremini.
Obzirom da postoji formalna analogija sa elektrodinamikom opste reSenje jednacine (2.72) glasi
/T _ .ugem f ]_)m(f))
gem - Am ), |7 -7

glasi

av: (2.74)

Koriste¢i jednacinu (2.32) dobijam
e _ _4_V f Jm (@)
gem = ¢z ), |F -7
U predhodnoj analizi razmatrao sam dva slu¢aja. U prvom slu¢aju masa koja se nalazi u oblasti
prostora zapremine V’ je mirovala. U drugom slucaju masa se kretala unutar te oblasti, 1 stvoreno je
stacionarno gravitaciono polje. Nije postojala promena gustine mase i masene gustine struje sa
vremenom, odnosno ove veli¢ine bile su samo funkcije polozaja

Pm = Pm (F')

dv (2.75)

Jm = Jm (1)
Naravno gustina mase i masena gustine struje mogu se menjati tokom vremena, tako da treba 1
ovu vremensku zavisnost ukljuciti u analizu

Pm = pm (P, 1) (2.76)
Jm = Jm (@, 1) (2.77)

To ¢e imati za posledicu da se jacine gravitoelektriCnog i gravitomagnetnog polja menjaju
tokom vremenom. Sada ne mozemo koristiti pojednostavljeni sistem jednacina, ve¢ moramo uzeti
sistem jednacina (2.34-37) u svom potpunom obliku.

Resavanje ovih jednacCina je pojednostavljeno uvodjenjem skalarnog i vektorskog potencijala.
Kada se oni odrede, onda na osnovu jednacina (2.43) i (2.46) dobijamo jacinu gravitoelektricnog i
gravitomagnetnog polja.

U dosadasnjem radu bile su izvedene sledece jednacine

. 1 0%E 1 a7,

AE,, ———9" = d —n 2.78
gem = 7 5.2 foom grad(pm)+igem 5t (2.78)

- 1 02Byem )
ABgem — 2 9tz = _.ugeert(]m) (2.79)

1 0% p

A —__rgem_ M 2.80
qugem 2 Ot2 Egem ( )

a 1024 )
AAgem - C_2 at;qzem = —HgemJm (2.81)

Ovde se pojavljuju tri vektorske veliCine i jedna skalarna funkcija @gemm. Svaka od vektorskih
veli¢ina ima po tri komponenata. Postoji jedna zajednicka karakteristika ovih jednacina, a to je da sve
komponente vektora, 1 skalarna funkcija ¢ 4., zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu istog tipa

25



F L o°F = 2.82
c? 0t2 (282)
Ovakva parcijalna diferencijalna jednacina zove se D’ Alamberova jednacina.

U pojedinim slucajevima moguce je da se na osnovu jednacina (2.78) i (2.79) direktno odrede
veliine Egem 1 Egem. Medjutim obicno se primenjuje pristup da se prvo odredi skalarni i vektorski
potencijal, a onda na osnovu jednacina (2.43) i (2.46) odredjuje se jaCina gravitoelektricnog i
gravitomagnetnog polja.

Za reSavanje D’ Alamberove jednacine razvijene su posebne matematicke metode. Nama je od
interesa da nadjemo opste reSenje jednacina (2.80) 1 (2.81). Da bi to postigao opet ¢u koristiti analogiju
sa elektrodinamikom. U elektrodinamici postoje jednacine koje su slicne jednacinama (2.80) 1 (2.81), i
one glase

100  p
c2 otz g,
L, 10%4 ;
Mg~ T
Opsta reSenja diferencijalnih jednacina za skalarni i vektorski potencijal glase
- 1 - - - 1 - -
R a p(r',t—EIr—r'I) (1—a) p(r',t+E|r—r'|)
p(r,t) = j —— dv + —— dv.
4me, J,, |7 — 7] dmey )y, |7 — 7|
>f - 1 - - >f - 1 - -
. a jirt—=Fr—-7| 1-—«a jirt+=|r—7r|
AG ) = “Of ( € )dV'+( )“"f ( _C )dV'
i ), |7 — 7| 41T v |7 — 7|
Velicina a je neki parametar. Fizicki prihvatljiva reSenja se dobijajuza a = 1
- 1 - -
) 1 f p(rut—glr—r'l)dv ) a3
rt = - - ’ .
o 0) 4me, Jy, |7 — 7| (2.83)
>f > 1 - -
A o) =20 ](r"t_zlr_r’l)dv 2.84
) t = - - - ! .
r 41 fv |7 — 7| ( )

Ovo su takozvani retardovani potencijali.
Ja ovde ne mogu da pruzim potpun matematicki dokaz, ali uzeéu da po analogiji sa
elektrodinamikom opsta reSenja diferencijalnih jednacina (2.80) 1 (2.81) glase

- 1 - - - 1 - N
- a Pm(T',t—E|T—T'|) 1-a) pm(r',t+E|r—r'|)
(pgem(r: t) = j - - dV’ + > > dV'
47ngem g |r - r'| 47ngem v |T' - T"l
> = 1 = =, - >, 1 - >,
i (7t)=a'ugemj ]m("'t—gh‘—r|)dV’+(1—a)ugemj' ]m(r,t+E|r—r|)
gem 4 ), |7 — 7| A v |7 — 7|

Fizicki prihvatljiva reSenja se dobijajuza a = 1

1 j pm(F'rt_%

ATEgem Jy

Pgem T t) =
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- - 1 - -
. Im@, t == =7])
Agem(F: t) = 'ugem f - r C_)
an J, |7 — 7|
, 1 mozemo ih nazvati retardovani potencijali gravitacionog polja.
Koris¢enjem jednacina (2.31) i (2.32) oni dobijaju oblik

- 1 - -
Pm (r',t —Elr —r'I)

rt)=— — dv: 2.85
gogem( ) y‘l;/‘ |T‘—T"| ( )

dy [ Jn(rt—2IF =7
c? )y, |7 — 7|

Ovi potencijali imace veliku primenu u daljem radu. Analiziracu ih za slucaj kada se jedna
Cestica krece, ali 1 za slucaj kada se sistem Cestica kre¢e unutar zapremine V.

Kada se cCestica mase m kreée ona u prostoru oko sebe stvara gravitoelektricno i
gravitomagnetno polje. Cilj mi je da dobijem jacinu gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja, ali
koriste¢i upravo retardovane potencijale gravitacionog polja.

Problem je prili¢no komplikovan sa matemati¢ke tacke gledista, pa sam prinudjen da koristim
odgovarajuc¢e jednacine iz elektrodinamike. Razmotrimo primer jedne naelektrisane Cestice koja se
kre¢e po nekoj fiksiranoj putanji. Polozaj ¢estice nam je poznat u svakom trenutku, i opisan je radijus
vektorom 7x(t). Brzina i ubrzanje Cestice odredjuju se na osnovu slede¢ih jedna¢ina

jgem(z) t) =—

dv (2.86)

L dr(®)
Ve = Tar
L du(t)
%=

Zelimo odrediti elektromagnetno polje u tacki B, koja je odredjena radijus vektorom # (slika 3).

A

—

Ll

Slika 3

Potrebno je uvesti i vektor R (t). On je definisan kao razlika vektora 7 i 7z(t).
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R(t) =7 — #(t) (2.87)
Moduo vektora R obelezi¢u sa R
Potrebno je neSto re¢i o tzv. retardovanom trenutku vremena. On se obelezava sa t,q, 1
odredjuje se na osnovu jednacine
5 |7 — Te(tree) | = c(t — trer) (2.88)
Cestica se krece po fiksiranoj putanji. U trenutku t ona se nalazi u tacki C, 1 njen polozaj je
opisan vektorom 7x(t). Smer kretanja Cestice je prikazan strelicom na slici 4.

z

A

—

Slika 4

Retardovani trenutak vremena je neki raniji trenutak vremena u odnosu na trenutak t. Cestica bi
se u retardovanom trenutku vremena nalazila u tacki D.

Kada sam detaljnije analizirao gustinu mase posmatrao sam skup od N atoma u zapremini V.
Pretpostavio sam da je rastojanje izmedju atoma mnogo vece od dimenzije atoma. Gustina supstance se
u ovom slucaju odredjuje se na osnovu jednacine (2.38)

N

pm(@ = ) m 8 7)) (2.89)
i=1

Ako umesto sistema Cestica imamo samo jednu Cesticu ¢iji je polozaj odredjen radijus vektorom
7x(t), onda predhodna jednacina dobija formu
pm (@, t) = mS(@F — 1(t)) (2.90)
Ovde sam uveo da postoji i vremenska zavisnost jer se poloZaj Cestice menja tokom vremena.
Ako je Cestica naelektrisana koli¢inom naelektrisanja g onda se gustina naelektrisanja odredjuje
na osnovu jednacine
p( 1) = q8(7 — () (2.91)
U elektrodinamici se pokazuje da se gustina struje u slucaju kretanja naelektrisane cestice
odredjuje na osnovu jednacine

J@ 1) = qB(0)8(F — 7(D)) (2.92)
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Ako se jednacine (2.91) i (2.92) zamene u retardovane potencijale koji su dobijeni na osnovu
elektrodinamike (jednacine (2.83) i1 (2.84)), 1 izvrSe odredjeni matematicki postupci dobijaju se tzv.
Lenard-Vihertovi potencijali (Alfred-Marie Liénard, Emil Johann Wiechert)

_ q 1
p(rt) = — (2.93)
4‘7T€0 <R _ Ve + R)
C
[tret]
- 1_7)"
AFD) = ‘Zoq c (2.94)
=
C
[tret]

U ovim jedna¢inama uveo sam indeks [t,..;]. On nam ukazuje na jednu veoma bitnu stvar, a to
je da sve veli¢ine u jednacinama (2.93) i (2.94) ne smemo odredjivati za vremenski trenutak ¢t nego za
retardovani trenutak vremena ¢t,.,;.

Na osnovu ovih potencijala, i jednacina (2.9) 1 (2.10) dobijaju se jacina elektricnog i magnetnog
polja koje generiSe naelektrisana Cestica u tacki odredjenoj radijus vektorom 7 u trenutku ¢

- q 1 - I_J)éR ( Vg 2) N . 1_7)(:R C_i(:
E(r,t) = R — 1—(— RX|IR— X — 2.95
(r ) 4‘7—[80R3< ﬁv . }—é):‘} {( c > (C) + c CZ ( )
1 - =

cR
- [ R x % V2  de- R Rxd./c ]
B(T‘,t)ZMOql— ¢ - 1_(_c)+ c2 _ ¢ zl
4 | 3. R c c B R |
R — == R — =5
| c ) c ) |
[tret]

Cilj mi je dobiti odgovarajuée jednacine za gravitaciono polje. Ja nisam u moguénosti da
izvedem kompletan matematicki proracun za slucaj gravitacije. Ali posto se gravitoelektromagnetizam
zasniva na formalnoj analogiji sa elektrodinamikom, ja ¢u izvrsiti konverziju jednacina (2.93-96) na
slede¢i na¢in. U prvom koraku koli¢inu naelektrisanja g zameni¢u masom, a veli¢ine &, i 4y zamenicu
veliCinama €germ 1 fhgem respektivno. U drugom koraku koristicu jednacine (2.31) 1 (2.32). Na taj nalin
dobijam sledece jednacine

[tret]

(2.96)

R 1
(pgem(r: t) = —ym S = (2.97)
(1=5)
R —
c
[tret]
. 4ym Uy
Agem(Tt) = —— — (2.98)
(1=5)
c
[tret]
. ym 1 - Uy R Vg 2 - Uz*R a
Epem@t) = — )3 {(R - >(1 - (?C) ) +R x KR x5 (2.99)
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(2.100)

-~ 4ym R X ¥ V2  dg- R R x dg/c
Byem (r;t) = — - - 3<1_(_C) =3 >_ _,C_>2
c
[tret]

Ovde kao i u slu¢aju elektrodinamike indeks [t,.;] nam ukazuje da sve veli¢ine u jedna¢inama
(2.97-100) ne smemo odredjivati za vremenski trenutak t nego za retardovani trenutak vremena t, ;.
Opet ¢u napomenuti da jednacine (2.97-100) nisu dobijene strogim matematickim izvodjenjem, veé
koris¢enjem formalne analogije izmedju gravitoelektromagnetizma i elektrodinamike. Da bi se
potvrdila (ili mozda opovrgla) validnost ovih jednaCina potrebno je strogo matematicko izvodjenje.

Jedna od karakteristika elektromagnetnog talasa je njegov intenzitet. Intenzitet talasa je povezan
sa Pointingovim vektorom (John Henry Poynting). U narednim poglavljima bi¢e reci o gravitacionim
talasima. Da bi naSao intenzitet gravitacionih talasa potrebno je da odredim analognu relaciju za
Pointingov vektor sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma. Da bi to postigao najpre ¢u morati da
ponovim izvodjenje Pointingove teoreme u elektrodinamici.

Posmatrajmo sistem naelektrisanih Cestica koji se nalaze u elektromagnetnom polju. Sistem se
sastoji od N Cestica, a i-ta Gestica ima naelektrisanje g; i brzinu ¥;. Na nju deluje Lorencova sila

ﬁi = qlE-I_ Qiﬁi X E

Energiju te Cestice oznaci¢u sa &;. Promenu energije ¢estice sa vremenom mozemo izraziti na

slede¢i nacin

dgi >
@i
, odnosno
dgl - >
kv

Sistem Cestica se nalazi u oblasti prostora zapremine V. Ukupna energija sistema Cestica

jednaka je zbiru energija svih pojedinacnih Cestica
N

€=Z€i

i=1
Ova energija se menja tokom vremena, i ta promena moze se izraziti na slede¢i nacin

N N
de d S
IR
i=1

i=1

N N
d N .
£57um(Sav) s
1 i=1

i:
Ako predjemo sa diskretne na kontinualnu raspodelu naelektrisanja dobijamo slede¢u jednacinu

, odnosno

N
%zgi =fpﬁ-ﬁdv=fj-ﬁdv (2.101)
Gustina struje moze se izrazitli_ rlla osnovu Maksvelove jednacine
.1 . 8E
J= ErotB - & s
Podintegralni izraz dobija slede¢u formu
L. 1, o L0E
]-Ezlu—o rotB—eOEE
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Dalje se transformiSe na slede¢i nacin

1. 1. 1. L OE
K E = —ErotB — —BrotE + —BrotE — eOE—
Ho Ho Ho at
Potom primenjujemo Maksvelovu jedna¢inu
(B 0B
rotk = ——=
, 1 dobijamo
1. 1. LB  ,OF
JE E——ErotB——BrotE——B &E —
Ho Ho ot at
Ovu jednacinu dalje transformisemo koris¢enjem Vektorskog identiteta
7 F = - L gin(E x B) 1503 i L
JrE= o v ot ot

Ovaj izraz zamenjujemo u jednacinu (2.101) 1 dobljamo

d < 1 gOEZ
—Zei=—jdw(—E><B V——j( )dv
dti=1 Ho

Nakon elementarnih transformacija i primene Gausove teoreme dolazimo do Pointingove

teoreme
&E 1 - S
Z &+ j( + —)dV # — (B x B)d3 (2.102)
s Ho
Iz ove jednaélne mozemo procitati Pointingov vektor
- 1 - -
P=—EXB (2.103)
Ho

Sada treba primeniti slicnu proceduru i na¢i Pointingov vektor za slucaj gravitacionog polja.
Sistem od N Cestica nalazi se u gravitacionom polju koje je opisano veli¢inama Egep, 1 Bger,. Promena
energije sistema Cestica odredjuje se na osnovu jednacine

N

d o

%zgi :f]m.Egede (2.104)
i=1

Na osnovu jednacine (2.37) dobijarzl

-

S 1 OE
Jm = T0tBgem — 9o
Hgem g l{gemc2 ot
Podintegralni izraz dobija slede¢u formu
I 1 - 1 0E,em -
Jm Egem = —Egeerthem - 7 c2 égtem gem
gem gem
, koji se dalje transformiSe na nacin
i+ Eyom = ——Byom0tByem — —— Byemr0tEyom + —— Byomr ot L 9Fgem
. = — ro - ro — ro -—
Jm * Egem Hgem gem gem Hgem gem gem Hgem gem gem .ugemcz ot gem
Sada primenjujem jednacinu (2.36)
. 9B,
rotEgem = —%
, 1 dobijam
T * Egem = —— EgemT0tByem — —— ByemTOtE gom — B I g
Jm " Egem HUgem gem gem gem gem gem Jem gem ™ 54 ,ugemcz ot gem
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Ovu jednacinu dalje transformiSem koriS¢enjem vektorskog identiteta

-

Jm* Egem = —ﬂ dw(Egem X Bgem) - _—_ R gem gem

E
gem Hgem gem ot :ugemc2 g ot
Zamenom ovog izraza u jednacinu (2.104) dobijam
di—fd' L B o X Byom | AV af L Bt — BB av
dt £ & = L .ugem gem gem ot (Zﬂgem gem Z/Jgemcz gem)

Nakon elementarnih transformacija i primene Gausove teoreme dobija se sledeca jednacina
N

Z+f(13 2y 1 p 2y

L gl Z#gem gem 2# CZ gem

gem

0
Jat

1 — - N
= — # (— Egem X Bgem)ds (2.105)
s Hgem

Iz ove jednacine mozemo procitati Pointingov vektor za gravitoelektromagnetizam

—

Rgem = —Egem X Bgem
gem
, odnosno
- Cz - —
Pyem = _mEgem X Bgem (2.106)

Ovaj rezultat koristicu kada budem prezentovao moje rezultate iz oblasti gravitacionih talasa.

U ovom poglavlju prezentovane su jednacine gravitoelektromagnetizma i osnovne teoreme.
Smatram da bi bilo adekvatno da najbitnije rezultate predstavim tabelarno. Tabela se sastoji od dve
kolone. U prvoj koloni bi¢e osnovni rezultati i teoreme iz elektrodinamike, a u drugoj koloni rezultati iz
gravitoelektromagnetizma.

Ovaj tabelarni prikaz omogucuje nam brzu preglednost dobijenih rezultata.

Elektrodinamika Gravitoelektromagnetizam
P o Pm
divE = — divE = —
v o WEg em Eoom
divB =0 divByem = 0
) 0B,
= —— 2 _ gem
rotB = poJ + C_ZE 7"Othem = .ugemjm + C_2 égtem
1 1 l6my
50'/10=C_2 ggemz_w,ﬂgemz_ 2
1
EgemMgem = (C/—Z)z
F=qE+qbxB ﬁéem=mfgem+mﬁx§gem
5 7 = p{} 5 fm = pmﬁ
p P pm . > _
6£+ div] : 0 _(?t + dlv],,:— 0
B =rotA Byem = rotAgem
, YA , 04
_ _ gem
E = —grady — E Egem - _grad¢gem - ot
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. 102 1 a7 , 1 02Egem
AE — C_2 otz = ggrad(p) + .uoa Egem - C_2 o2 )
_ Jm
- grad (pm)+,ugem W
gem
25 2F
a2y B, -~ Lgem
c2 9t2 gem 2 gg2
~ 10%B - 1 02Byem 3
- 550 UoTOL] ABgem — 252 i —UgemT 0t (Jom)
L 10%B AB 1 0°Bgem _
s ben ~ 7 =
- 1og . 1 0@gem
divA + C_ZE =0 dlUAgem + C_Z at =
L 109%4 ; , 1 0%Agem R
- C_ZW —HoJ AAgem - C_Z ot2 = ~HgemIm
_l(’)z_(pz_ﬂ A _laz(pgem__ Pm
c? ot? &o Pgem c? 0t? Egem
Ag = _P Agogem = 41y P
€o
% 1 p() , Pm ()
= —dV = — ———dV’
(p(r) 47'[80 -]‘-/‘ IT‘ T’I (pgem(r) V.]‘-/‘ I _T’I
AA = —,uof AAgem = _ﬂgemfm
4m ), |7 =7 gem e )y, 1P =7
AE = —Ugrotj AEgem = _.ugeertfm
oy L p(re—gli=71) o= pm (Pt =gl =71)
r! t = - - ’ rl t = _y - - ’
¢ 4mey Jy, |7 — 7] $gem v |7 — 7|
P i) PR oo R GRTE ) .
co=g] =5 gemTD =" ), T -7
¢t ! 0 —
§0 r, = N — (p r, = _)/m S —
48°<R—”C'R> gem <R_vé.R>
c (o
[tret] [tret]
2 — Hoq 1_7)c 1 — dym 65
A(r)t) = Agem (T, t) = — =
C c
5 5 [tret] 1 1 [tret]
SoE B 2 2
W = -— W =5 =k
12 2[10 gem z.ugem gem 2:ugemc2 gem
- - — — C2 - —
P_'u_OEXB Pgem:_@EgemXBgem
Tabela 1
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3. Dinamika vestackih Zemljinih satelita. Gravitomagnetno polje ravnomerno rotirajuce
lopte

Sateliti imaju mnoge prakti¢ne primene. Iz tog razloga izuzetno je bitno precizno poznavanje
njihovih orbita. Na satelit u toku kretanja deluju sile gravitacionog, ali i sile negravitacionog porekla.
Da bi se precizno odredila orbita satelita potrebno je poznavanje svih sila koje deluju na satelit.

Jednacina dinamike satelita moZe se napisati u slede¢em obliku

. yM,m _
mr=-——23"7 + Fyer (3.1)

Clan na levoj strani jedna¢ine (3.1) ukazuje nam da ova jednadina vaZi za slu¢aj kada se satelit
kre¢e brzinom mnogo manjom od brzine c. Masa Zemlje oznacena je sa M,, a masa satelita sa m. Na
desnoj strani jednacine prepoznajemo Njutnovu silu. Njutnov ¢lan je posebno izdvojen jer je
dominantan.

Sve ostale sile koje deluju na satelit predstavljaju male perturbacije, 1 za njih koristim
zajednicku oznaku ﬁper. Perturbujuée sile ne moZemo zanemariti jer one u duZzem vremenskom
intervalu mogu da izazovu promene orbite. Perturbujuce sile podelio sam u tri grupe. Prvu grupu ¢ine
sile gravitacionog porekla, i za njih koristim oznaku ﬁperl- Drugu grupu cine sile negravitacionog
porekla, 1 oznacavam ih sa ﬁpe”. Tre¢u grupu cine sile koje predstavljaju korekcije Njutnove

gravitacije, a dobijene su na osnovu opste teorije relativnosti. Za njih koristim oznaku ﬁotr. U skladu sa
ovim definicijama jednacina (3.1) dobija oblik.
3 yMZm > = > >
mr = _T'—3 + Fper 1 + Fper 2 + Fotr (32)

Sada ¢u dati dodatna objaSnjenja o perturbuju¢im silama gravitacionog porekla. Zemlja je
nepravilnog oblika, nehomogene unutrasnje gradje. Najve¢i poremecajni faktor na kretanje satelita ima
spljoStenost Zemlje. Slede¢i vazan poremecajni faktor predstavlja gravitaciono privla¢enje Sunca i
Meseca. Masa Meseca je mnogo manja od mase Sunca, ali Mesec je blizi Zemlji tako da je njegov
gravitacioni uticaj na satelit ve¢i od gravitacionog uticaja Sunca. Gravitaciono privlacenje Meseca
dovodi do nastanka plime i oseke tako da se i taj efekat uzima u razmatranje.

Postoje 1 nekoliko perturbujucih sila koje nisu gravitacionog porekla. Najznacajnija je sila koja
nastaje usled pritiska Suncevog zracenja. Pritisak nastaje kada se fotoni emitovani sa Sunca sudaraju sa
satelitom. Obzirom da fotoni poseduju impuls prilikom interakcije sa satelitom nastaje odredjena sila
koja satelitu daje poremecajno ubrzanje. Suncevo zracenje se jednim delom odbija od povrSine Zemlje,
1 to reflektovano zracenje takodje uti¢e na kretanje satelita. Ova pojava naziva se albedo.

Najmanji uticaj na kretanje satelita ima sila trenja koja nastaje usled otpora vazduha. Ta sila
trenja je veoma mala jer na visinama leta satelita atmosfera je veoma razredjena. Ovi poremecajni
efekti jesu mali, ali se uzimaju u razmatranje.

Potrebno je najpre precizirati referentni sistem u kome se odredjuje radijus vektor satelita. Za
opisivanje kretanja satelita obicno se koristi Konvencionalni inercijalni sistem (The Conventional
Inertial System (CIS)). DefiniSe se na slede¢i nacin. Koordinatni pocetak je u centru mase Zemlje. Osa
z se poklapa sa trenutnom osom rotacije Zemlje i orjentisana je u pravcu severnog pola. Jedini¢ni
vektor te ose oznaliCu sa €,,. Ovaj sistem oznaCicu sa S;. Osa x nalazi se u ekvatorijalnoj ravni, i
usmerena je ka tzv. y tacki (tacka prole¢ne ravnodnevice). O ovom pojmu bice viSe reci u narednom
tekstu. Jedini¢ni vektor ose x oznali¢u sa €,,. Osa y takodje se nalazi u ekvatorijalnoj ravni, i
kompletira pravougli sistem desne orjentacije. Jedini¢ni vektor ove ose je 1. Ovaj koordinatni sistem

je prikazan na slici 5
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Slika 5

Ovaj sistem ne rotira sa Zemljom, i ako se zanemari mala promena pravca ose rotacije Zemlje
sa vremenom moze se smatrati inercijalnim sistemom, i Kkoristiti se za opisivanje kretanja satelita.
Polozaj satelita odredjen je radijus vektorom

7 =X€y + Y€, + 26, (3.3)

Konvencionalni inercijalni sistem ne rotira. MoZemo uvesti sisteme koji ¢e rotirati zajedno sa
Zemljom. Jedan od takvih sistema je Terestricki referentni sistem. Koordinatni pocetak tog sistema se
poklapa sa centrom mase Zemlje, a osa z se poklapa sa trenutnom osom rotacije Zemlje. Osa x prolazi
kroz tacku preseka ekvatora i Grinickog meridijana, i nalazi se u ekvatorijalnoj ravni Zemlje. Osa y
takodje se nalazi u ekvatorijalnoj ravni, i kompletira pravougli sistem desne orjentacije. Medjutim i
ovde postoji jedan problem. Osa Zemljine rotacije menja svoj polozaj u odnosu na planetu Zemlju.
Problem je prevazidjen na taj nacin $to je izabran tzv. konvencionalni terestricki pol.

Zemlja se kre¢e oko Sunca po elipticnoj putanji. Ta putanja se nalazi u tzv. ravni ekliptike.
Uvodjenje ove ravni je vrlo korisno jer sve planete izuzev Merkura, kao i mnogi astronomski objekti u
Suncevom sistemu imaju orbite sa malom inklinacijom u odnosu na ravan ekliptike. Ova ravan nam
omogucuje da uvedemo neke koordinatne sisteme.

Prvo ¢u definisati Heliocentricni eklipti¢ki koordinatni sistem (The Heliocentric Ecliptic
Coordinate System). Ovaj sistem oznacicu sa S, (slika 6). Pocetak koordinatnog sistema se poklapa sa
centrom Sunca. Z osa je normalna na ravan ekliptike. Jedini¢ni vektor te ose oznadicu sa €,,. Ova osa
je usmerena ka severnom ekliptickom polu.
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Slika 6

Zemlja se krece po elipti¢noj putanji. Na slici 6 prikazana je putanja Zemlje po ravni ekliptike i
njen polozaj 21 marta. Na slici 6 prikazan je i smer kretanja Zemlje. Tog dana na severnoj hemisferi
pocinje proleée. To je dan prole¢nog ekvinocija tj. dan prole¢ne ravnodnevnice. Tada su dan i no¢
jednaki i traju po 12 sati, a suncevi zraci udaraju pod pravim uglom Zemljin ekvator.

Ovaj polozaj koji Zemlja ima 21 marta koristi se za definisanje x ose Heliocentri¢nog
ekliptickog koordinatnog sistema. x osa sistema S, dobija se povlacenjem prave koja prolazi kroz
centar Zemlje i centar Sunca. x osa je orjentisana od Sunca ka Zemlji, 1 pripada ravni ekliptike.
Jedini¢ni vektor ove ose oznaci¢u sa é,,. U dosadasnjem tekstu spomenuta je y tacka. Naziva se i tacka
prole¢ne ravnodnevice, mada se koristi i naziv proleéna tacka. x osa je usmerena ka y tacki.

Ostalo je jo§ da odredimo osu y. Ona je normalna na x i z ose. Osa y dobija se iz zahteva da
koordinatni sistem bude sistem desne orjentacije. Jedini¢ni vektor ove ose oznacicu sa €y, .

Pravac ose rotacije Zemlje nije paralelan sa z osom sistema S,, ve¢ ugao izmedju njih iznosi
priblizno 23,5°. Ovaj ugao oznac¢iéu sa ¥. Ovo ima za posledicu da je ekvatorijalna ravan Zemlje
nagnuta pod uglom od 23,5° u odnosu na ravan ekliptike (slika 7). Ova nagnutost pravca ose rotacije
Zemlje izaziva pojavu godiSnjih doba.

Ekvator

Sunce
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Slika 7

Vratimo se ponovo polozaju Zemlje na dan 21 mart. Na slici 8 nacrtana je ravan 8 kojoj pripada
ekvatorijalna ravan Zemlje, kada se Zemlja nalazi u polozaju na dan 21 mart. Deo ekvatorijalne ravni
Zemlje prikazan je pomoc¢u obojenog polukruga na slici 8. Osa x sistema S, je dobijena presekom ravni
ekliptike i1 ekvatorijalne ravni Zemlje (ravni ) Na slici 8 punom linijom je prikazana putanja Zemlje
oko Sunca.

AZ

A J

Slika 8

Jedini¢ni vektor ose rotacije Zemlje na slici 8 oznagio sam sa 7, i on je identi¢an sa vektorom
€,1. Vektor 7 moZemo translatorno pomeriti i on ¢e se na¢i u yOz ravni. Podetak vektora 71 poklopice
se sa tackom O. Prilikom ove translacije nismo promenili intenzitet, pravac i smer ovog vektora. U
sistemu S, ovaj vektor se moze izraziti na nacin

1 = —sinpé,; + cosyé,, (3.4)

Ako zanemarimo precesiju i nutaciju ovaj vektor se ne menja, odnosno pravac ose rotacije
Zemlje ostaje konstantan tokom vremena. Na slici 8 prikazao sam jo$ nekoliko vektora 71, i svi su oni
medjusobno ekvivalentni.

Uvescu jos jedan sistem koji je povezan sa ravni ekliptike. Naziv tog sistema je Geocentricni
eklipticki inercijalni koordinatni sistem (The Geocentric Ecliptic Inertial Coordinate System). Posto
sam uveo u razmatranje vise sistema ovaj sistem oznacicu sa S3. On je prikazan je na slici 9
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Slika 9

Koordinatni pocetak tog sistema poklapa se sa centrom mase Zemlje. Osa z je orjentisana u
smeru severnog ekliptiCkog pola. Jedini¢ni vektor ove ose oznacdiCu sa €,3, i on je identian sa
vektorom €,,. Osa x pripada ravni ekliptike, prolazi kroz centar mase Zemlje i usmerena je ka y tacki.
Jedini¢ni vektor ove ose oznali¢u sa €,3, i on je identi¢an sa vektorom €,,. Osa y bira se na taj nacin
da se dobije sistem desne orjentacije. Ova osa leZi u ravni ekliptike. Jedini¢ni vektor ove ose oznaci¢u
sa éy3, i on je identi¢an sa vektorom éyz. Na slici 9 je prikazan i vektor 71, odnosno jedini¢ni vektor ose
rotacije Zemlje.

Pravac ose rotacije Zemlje menja se tokom vremena. Zemlja nema oblik idealne sfere, nego je
malo spljoStena na polovima. Masa nije homogeno distribuirana unutar Zemlje. Zbog gravitacionog
uticaja Sunca, Meseca 1 planeta na nehomogenu i blago spljostenu Zemlju dolazi do sloZzenog
periodicnog kretanja njene ose rotacije u odnosu na zvezde i ekstragalakticke objekte. To kretanje se
moze razloziti na dve komponente. Prva komponenta se zove precesija, a druga nutacija. Precesija
Zemljine ose je pojava koju su zabeleZzili jo§ drevni astronomi. Ako produzimo osu rotacije Zemlje
dobi¢emo jednu zamisljenu pravu. Na toj pravoj definisaCemo jednu duz. Pocetak duzi nalazi se u
centru mase Zemlje. Tu tacku obelezi¢emo sa 0. Kraj duZi oznacicu tackom B, i ona se nalazi na nekoj
udaljenosti od tacke 0. Zbog precesije prava ¢e opisati rotacioni konus, a tatka B kruznicu. Vreme koje
je potrebno da tacka B opiSe kruznicu iznosi oko 25800 godina. Precesiono kretanje kombinovano je sa
nutacijom, koja predstavlja periodi¢nu promenu nagiba ravni ekvatora u odnosu na ravan ekliptike, sa
osnovnim periodom od 18,6 godina. Zbog efekata precesije i1 nutacije dolazi do konstantne rotacije y
tacke u ravni ekliptike sa periodom od oko 25800 godina. Za vremenski period od 72 godine y tacka se
pomeri u ravni ekliptike za jedan stepen.

Posmatrajmo kretanje Zemlje oko Sunca. Na slici 10 prikazana su dva poloZaja Zemlje. Ona su
oznacena sa 1 1 2. Na slici su predstavljena dva Geocentri¢na eklipticka inercijalna koordinatna sistema
koja se nalaze u polozajima 1 i 2. Za ove poloZaje predstavljen je i vektor 7, odnosno jedini¢ni vektor
ose rotacije Zemlje. Na slici 10 predstavljen je 1 Heliocentri¢ni eklipti¢ki koordinatni sistem. Sa slike se
uocCava da su koordinatne ose sistema S, 1 S3 medjusobno paralelne u svakom trenutku vremena. Na
slici je predstavljen 1 smer kretanja Zemlje oko Sunca.
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Slika 10

Sistemi S; 1 S3 imaju pojedine stvari zajednicke. Poceci oba sistema nalaze se u centru mase
Zemlje. Ose x su im paralelne, 1 usmerene su ka y tacki. Vazi slede¢a jednakost
€x1 = €x3 (3.5)
Postoje 1 odredjene razlike. Z osa sistema S5 je normalna na ravan ekliptike, a z osa sistema S;
je normalna na ekvatorijalnu ravan Zemlje. Ugao izmedju ove dve ose je priblizno 23,5°.
Na slici 11 prikazani su koordinatni sistemi S; 1 S3. Koordinatne ose sistema S; oznacene su sa

X3, Y3 1 Z3, a koordinatne ose sistema S; sa x;, y; 1 2.
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Slika 11

Iz sistema S; moze se dobiti sistem S; jednostavnom transformacijom. Ako izvr§imo rotaciju
sistema S3 oko ose x u pozitivnom smeru za ugao od 23,5° dobi¢emo sistem S; (slika 11)
Osa z; dobijena je rotacijom ose z; za ugao ¥ = 23,5 oko ose x3. Jedini¢ni vektor z ose
sistema S; oznaCio sam sa €,;. On se moze izraziti preko vektora €3 i €,3 na slede¢i nacin
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€,1 = —SimPé 3 + coSPe, 3 (3.6)
Jedini¢ni vektor y ose sistema S; oznacio sam sa €,,. On se moZe izraziti na sledeci nacin
€y1 = COSYPEy3 + SinPé,3 (3.7)
Sistemi S; 1 S3 imaju isti koordinatni pocetak (centar mase Zemlje). Neka je u sistemu S; dat
vektor 4
A= A8+ A)8y5 + Ayéyss (3.8)
Pocetak vektora 4 se poklapa sa koordinatnim pocetkom sistema S;. Mozemo postaviti pitanje
kolike su komponente ovog vektora u sistemu S;. Potrebno je resiti ovaj problem jer ¢e on imati i svoju
prakti¢nu primenu. Vektor A se nalazi i u sistemu S1 1 moze se izraziti na sledec¢i nacin
A= A_xé)xl + A_y§y1 + A_Zézl (3.9)
Da bi smo nasli komponente vektora A u sistemu S1 krenimo najpre od identiteta

- -

A=A

A_xéxl + A_yé)yl + A_zgzl = Axéx3 + Ayé)y3 + Azgz3 (310)
Ako pomnozimo jednacinu (3.10) sa €,; dobi¢emo

Ay = Ax(5x3 : gxl) + Ay(5y3 : é)xl) + AZ(§Z3 : é:xl) (3.11)
Ponovimo proceduru i za ostale dve komponente

Ay = Ax(é)x3 ' é)yl) + Ay(§y3 ' é)yl) + Az(éz3 ' éyl) (3.12)

A, = Ax(§x3 : é)zl) + Ay(§y3 : 521) + Az(ng : 521) (3.13)
Dobijeni rezultati mogu se prikazati u matri¢noj formi
Ay €x3 * gxl €y3 * gxl €23 " €x1||A,

Ay = |€x3°€y1 €y3°€y; €33°E€y1 Ay
- - - - - -

Az €x3 €71 €y3°€z1 €33°€5 AZ

Ako iskoristimo jednacine (3.5-7) dobijamo

[1 0 0

Ay
A, (3.14)
A,

0 cosy siny
0 —siny cosy

NS
Eals

Z
Matrica transformacije glasi

1 0 0
Tij = [0 cosy  siny (3.15)
0 —siny cosy
Moze se postaviti i inverzni problem. Recimo date su nam komponente vektora u sistemu S;, a
potrebno je odrediti komponente tog vektora u sistemu S;. Ovaj problem se moze resiti koris¢enjem

prezentovane procedure 1 matrice transformacije.

Za moju dalju analizu bitan je ¢lan ﬁotr koji figuriSe u jednacini (3.2). On se sastoji od tri sile
koje predstavljaju korekcije Njutnove gravitacije, a dobijene su na osnovu opste teorije relativnosti. U
daljem tekstu bi¢e prezentovani konkretni oblici tih sila. Putanja tela u gravitacionom polju u opstoj
teoriji relativnosti odredjuje se na osnovu geodezijske jednacine. U pojedinim slu¢ajevima jednacine
kretanja tela mogu se prikazati u vektorskoj formi, odnosno u obliku na koji smo navikli u Njutnovoj
mehanici. U radu [4] prezentovano je dopunsko ubrzanje koje se javlja kao posledica opSte teorije
relativnosti. Taj rezultat je dat u vektorskoj formi i jednostavniji je za analizu. Ja ¢u malo modifikovati
orginalne oznake iz rada [4] i taj rezultat predstaviti u obliku

M M . N
oy = 2|42 = (- F)| 7+ 47 PP +
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cr3 r2

LX) )+ ()] +

3|R l* 2R3 )l (3.16)

Ovaj rezultat je dobijen za slucaj slabog gravitacionog pola i nerelativisti¢kih brzina kretanja
probnih tela. Za slucaj gravitacionog polja Zemlje 1 kretanja satelita ovi uslovi su ispunjeni. Pri
dobijanju ove jednacine je pretpostavljeno da je Zemlja homogena lopta.

Potrebno je objasniti Sta znace pojedine veliCine. Univerzalna gravitaciona konstanta je
oznacena sa Y, a brzina svetlosti u vakuumu sa c. Masa Zemlje i masa Sunca oznacene su respektivno
sa M, i M. PoloZaj satelita u odnosu na Zemlju opisan je radijus vektorom 7. Za opisivanje poloZaja
Zemlje u odnosu na Sunce koristi se vektor R. Podetak tog vektora nalazi se u centru Sunca, a R je
moduo vektora.

Veli¢ina j je moment impulsa Zemlje po jedinici mase

I
Na osnovu ove jednacine jednostavno nalazimo moment impulsa Zemlje
L=]M, (3.17)

U ovoj aproksimaciji se uzima da je Zemlja idealna lopta sa homogenom distribucijom mase.
Na osnovu (3.17) jednacina (3.16) postaje
M M } .
oo = |47 = (7 7)| 7+ 4G - 7))+

Aotr = c2r3

2 [rz (7 xF)(F 1)+ (FxD)| +

X ]/Msﬁ .
3|R X (— 2R3) Xr (3.18)
Predhodna jednacinu naplsacu u obliku tri sabirka
. aotr - aSvarcvlld + aLT + ade Siter (3-19)
Prvi sabirak nazvacu Svarcvildovo ubrzanje, i ono je definisano slede¢om jednacinom
- VMZ )/MZ - > S\ S
Avarcvild = c2r3 4 r+ 4‘(7' . T)T (3.20)

Naziv poti¢e od nauénika Karla Svarcvilda (Karl Schwarzschild). On je dobio resenje
AjnStajnovih jednacina polja. Njegovo reSenje moze se primeniti i na dinamiku vestackih satelita. Ako
jednacinu (3.20) pomnoZim masom Vestackog zemljinog satelita dobicu silu

FSvarcvlld maSvarcvlld (3-21)
U skladu sa predhodnom diskusijom ovu silu nazvaéu Svarcvildova sila. Glavni doprinos ove sile na
vestacke satelite je precesija perihela njihove orbite. Ova sila GPS satelitima saopStava ubrzanje reda
10719 m/s2.
Drugi sabirak nazvacu LT ubrzanje i ono je definisano jedna¢inom

c2 3|z (r x 7)(7+ L) + (¥ x L)] (3.22)
Skracenica LT poti¢e od imena naucnika Lensa i Tiringa (Josef Lense, Hans Thirring). Oni su

predvideli efekat koji nosi naziv po njima, a sastoji se u tome da rotacija masivnih objekata (Zemlje)
ima uticaj na kretanje probnih tela (vestackih satelita). U Njutnovoj mehanici takav efekat ne postoji,
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jer gravitaciono polje zavisi jedino od mase tela, a ne od njegove rotacije. U jednacini (3.22) figurise
moment impulsa Zemlje, a on je povezan sa ugaonom brzinom, velicinom koja karakteriSe rotaciju
Zemlje. Kasnije se doSlo do zakljuCka da rotacija Zemlje moZe izazvati precesiju ziroskopa koji se
nalazi u satelitu koji orbitira oko Zemlje.

Jednacinu (3.22) pomnozi¢u masom vestackog zemljinog satelita, i dobicu silu koju ¢u nazvati
LT sila

Fir = md,; (3.23)

Ova sila GPS satelitima saopStava ubrzanje reda 1072 m/s2.

Preostao nam je jos tre¢i sabirak u jednacini (3.18). To ubrzanje nazvacu de Siterovo ubrzanje, i
odredjuje se na osnovu sledece jednacine

- = )/MSR) Y
Age siter = 3 |R X (_ C2R3) Xr (3-24)
Mozemo uvesti 1 de Siterovu silu
Fde Siter = made Siter (3'25)

Ova sila takodje ima malu vrednost, ali uti¢e na orbitu vestackog satelita. Ona GPS satelitima
saopStava ubrzanje reda 10711 m/s2. De Siterovo ubrzanje je posledica gravitacionog uticaja Sunca na
Zemlju.

U jednacini (3.2) figuriSe clan ﬁotr. On se sastoji od tri sile koje predstavljaju korekcije
Njutnove gravitacije, a dobijene su na osnovu opste teorije relativnosti. Na osnovu predhodne diskusije
sila ﬁotr moze se izraziti na slede¢i nacin

- -

Fotr = Fparcvita 7 Fur + Fae siter (3.26)
, 1jednacina (3.2) dobija oblik

s m_) - > = = -
mr = — r+ ngarcvild + FLT + Fde siter T Fper 1t Fper 2 (3-27)

r

Prilikom kretanja satelita postoje sile Fper 1 1 Fper2, koje imaju odredjeni uticaj na orbitu
satelita. Cilj ovog poglavlja nije detaljna analiza uticaja ovih sila, ve¢ perturbujuce sile koje su dobijene
na osnovu opste teorije relativnosti. Zato ¢u ja zanemariti sile ﬁperl i ﬁpeTZ iz dalje diskusije, i

jednacina (3.27) dobija jednostavniju formu
yMm , 5 5
T+ Fsparcvita + Fur + Fae siter (3.28)

mi = —

r3

Ova jednacina opisuje dinamiku satelita sa stanoviSta opSte teorije relativnosti. Postavlja se
pitanje kako dobiti odgovarajuu jednacinu sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma. Problem je
prilicno komplikovan jer se satelit nalazi u gravitacionom polju Zemlje, Sunca i Meseca. Taj problem

analizirac¢u u Sestom poglavlju. Bez obzira na svu kompleksnost problema, u daljem tekstu najpre ¢u

odrediti silu sa stanovista gravitoelektromagnetizma koja po svojoj formi odgovara sili ﬁLT. Na osnovu
(3.22) 1 (3.23) moze se napisati sledeca jednacina

- N 3 s 2 -
Fir = mb x {2 .3 [—r—zr(r L) + (7 % L)]} (3.29)
Na telo koje se krece u gravitomagnetnom polju deluje sila (jednacina (2.28))
Fyem = MV X Byep, (3.30)

Zapaza se formalna sli¢nost jednacina (3.29) 1 (3.30).

Jednacina (3.18) dobijena je sa stanoviSta opSte teorije relativnosti. Pri tome je koriS¢ena
pretpostavka da je Zemlja idaelna lopta sa homogenom distribucijom mase. Dobijanje jednacine (3.18)
zasniva se na aproksimaciji slabog gravitacionog polja i malih brzina probnih tela. U sluc¢aju Zemlje i
kretanja veStackih satelita ovi uslovi su ispunjeni.

U daljem radu i ja ¢u koristiti pretpostavku da je Zemlja idaelna lopta sa homogenom
distribucijom mase. Cilj mi je da odredim gravitoelektri¢no 1 gravitomagnetno polje Zemlje.
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Zemlja usled rotacije stvara gravitomagnetno polje, koje se ne menja tokom vremena. Takodje i
gravitoelektri¢no polje se ne menja tokom vremena. Zbog toga necu koristiti sistem jednacina (2.34-37)
koji opisuje vremenski promenljiva polja ve¢ ¢u koristiti slede¢i sistem jednacina

divE gy = 21 (3.31)
gem
divt_?)gem =0

rotEgem = 0

rOthem = ﬂgewjm
O ovom sistemu je ve¢ bilo re¢i u drugom poglavlju. Pokazano je da vektorski potencijal
zadovoljava jednacinu (2.72), i da opSte reSenje te jednacine glasi
i — _ 4_V j@)
gem =2 | F =7
Na osnovu jednacine (3.31) moze se dobiti jacina gravitoelektricnog polja. IzvrSimo integraciju
leve 1 desne strane jednacine (3.31) po zapremini I

5 1
jdivEgede'= fpde'
v €gem Jy.

Integral na desnoj strani jednacine daje masu Zemlje.

v (3.32)

- M,
divEgemdV: =
v Sgem
Primenom Gausove teoreme dobijamo

L. M,
# Egemds = (3.33)
s Egem

Pretpostavili smo da Zemlja ima oblik idealne lopte. To ima za posledicu da je vektor jacine
gravitoelektri¢nog polja kolinearan sa vektorom dS. Uze¢u da ovi vektori imaju suprotne smerove. U
skladu sa tom ¢injenicom povrSinski integral ima vrednost

jgg Egemdé’ = —Egem4r?n
S

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (3.33) i1 koriS¢enjem jednacine (2.31) dobija se rezultat

YM,
Egem = —3~
Ova jednacina moze se napisati u vektorskoj formi
=4 _ yMZ -
gem — 73 (3.34)

Odredjena je jaCina gravitoelektri¢nog polja. Lopte mase M usled rotacije generiSe
gravitomagnetno polje. Potrebno je odrediti jainu gravitomagnetnog polja Zemlje, odnosno resiti
jednacinu (3.32). Da bi to uradio najpre ¢u koristi analogiju sa elektrodinamikom, odnosno analizira¢u
jedan ilustrativan primer iz elektrodinamike. Uvodim u razmatranje jednu zapreminski naelektrisanu
loptu poluprecnika R. Naelektrisanje lopte je 1, a njena masa M. Lopta rotira oko jednog svog pre¢nika
konstantnom ugaonom brzinom w (slika 12).
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Slika 12

Potrebno je uvesti koordinatni sistem. Pocetak koordinatnog sistema poklapa se sa centrom
lopte, a z osa je duz ose rotacije lopte. Ose x 1 y nalaze se u ekvatorijalnoj ravni lopte, a izabrane su
tako da sa z osom cine trijedar desne orjentacije. Ovaj koordinatni sistem miruje, a lopta rotira u
odnosu na njega.

Zbog rotacije lopte nastaje magnetno polje unutar i van lopte. Analizirau samo magnetno polje
van lopte. Ja¢ina magnetnog polje van lopte u nekoj tacki odredjenoj radijus vektorom 7 odredjuje se
na osnovu jednacine

B2 MO 3(m : 772)? —
B(r) = -
) 4r3 [ r? ml
Veli¢ina i naziva se magnetni moment i odredjuje se na osnovu jednacine
1
mi=s f P YAV (3.35)
v

Predhodni izraz vazi sa kontinualnu raspodelu naelektrisanja. Za slucaj diskretne raspodele
naelektrisanja magnetni moment izraCunava se na osnovu jednacine

N
— 1 - -
N WAGEES (3.36)
i=1
Vektorski potencijal u magnetostatici odredjuje se na osnovu jednacine
5 G
A=t 1O 4 (3.37)

am ), |7 =17
U naSem primeru naelektrisanje je lokalizovano unutar lopte zapremine V°. Integracija se vrsi
po toj zapremini, a vektor 7 odredjuje poloZaje tataka unutar te zapremine.
Potrebno je naci vektorski potencijal (magnetno polje) u tacki koja se nalazi na velikoj
udaljenosti od zapremine V, odnosno ispunjen je sledeci uslov
|7| < |7] (3.38)
Veli¢ina |7 — 7’| moZe se izraziti u slede¢em obliku

|7 = =G -7)F - )
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odnosno

|7 —#| =r2 =27 -7 +12
Zbog uslova (3.38) posledn;ji sabirak u podkorenom izrazu moze se zanemariti, i dobijamo
rezultat
27 -1

2

|7 —7|=r [1-—

Ako je h mnogo manje od jedinice vazi slede¢a aproksimacija
h
Vi—-h=1- 3

Njenim koriS¢enjem dobijamo

L rr
|7 — 7| zr(l— = ) (3.39)

Potrebana je recipro¢na vrednost veli¢ine |7 — 7| jer ona figuriSe u jednac¢ini za vektorski
potencijal

1
s = (3.40)

Q

1 1 1+F-77’
7 =7 r r2

1 1 7.7

T YTt 3

¥ —7| r r

Zamenom ovog izraza u jednacinu za vektorski potencijal dobijamo

2o _Ho [ e 1T
AR =7 f JEG+
v,

, odnosno

(3.41)

.
v

/T(?):ﬂf FE) AV +
arr ),

nr 4

Ova jednacina moZe se napisati u obliku
A = A (@) + Ay (7)

Ovde je izvrSeno razlaganje vektorskog potencijala po multipolima. Prvi ¢lan naziva se
monopolni, a drugi dipolni. Prilikom razvoja funkcije 1/|7# — 7’| uzeo sam samo dva ¢lana, a ostale
sam zanemario. U skladu sa tim figuriSu samo monopolni i dipolni ¢lan. Naravno funkcija 1/|7 — 7|
moze se razviti u red koji ¢e sadrzati proizvoljan (N) broj ¢lanova. To ¢e imati za posledicu da se
vektorski potencijal moze prikazati u obliku zbira N sabiraka.

Analizirajmo najpre monopolni ¢lan

re = MO >
A = — ) dve
n@) = 4| 76
Prvo ¢emo transformisati podintegralni izraz koriste¢i definiciju gustine struje
f FF)dV = f pidV
v v

45

I’l'O J‘ - >\ 2/
T -r)j@) dv
nr3 )y,



, a potom ¢emo preci sa kontinualne raspodele naelektrisanja na diskretnu

N
j pvdV: = Z -V
v i=1

Nakon ovih transformacija dobili smo sledec¢i rezultat

f J)av =Y ac b (342)
v =

Elektri¢ni dipolni moment sistema odredjuje se na osnovu jednacine
N

_ Z g 7 (3.43)
i=1

Potrazimo sada vremensku promenu ove Veliéine

dt dtqu rl qu ZQl Ul

Zamenom ovog rezultata u Jednacmu (3 42) dobijj amo
dp
j@#)dv: = — 3.44
|, iGav = (3:44)
U magnetostatici vazi uslov da nema promene elektricnog dipolnog momenta sistema sa
vremenom
dp _
dt
Na osnovu ovog uslova sledi da je monopolni ¢lan jednak nuli.
Ostalo je jo$ da analiziramo dipolni ¢lan. On je definisan relacijom

AP = 4“ 0 (3.45)
Moze se pokazati da vazi relacija
1
f (P AV = =57 % f P X ) dV- (3.46)
v v

Magnetni moment odredjuje se na osnovu jednacine (3.35). Koriste¢i ovu veli¢inu jednacina
(3.46) postaje

f - PYE) AV = 7 x 7
%4

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (3.45) dobijamo
o M X T

Koris¢enjem relacije
B(#) = rotA(7)
dobijamo jacCinu magnetnog polja

B(r) = pp— 2 (3.47)

Ovu proceduru treba primeniti za dobijanje jaCine gravitomagnetnog polja koje stvara lopta
mase M koja rotira oko jednog svog precnika konstantnom ugaonom brzinom w. Lopta ima homogenu
distribuciju mase. Poluprecnik lopte oznacio sam sa R. Koristicu koordinatni sistem koji je prikazan na
slici 12. Zbog rotacije lopte nastaje gravitomagnetno polje unutar i van lopte. AnaliziraCu samo

gravitomagnetno polje van lopte.

g Ia(m-m ﬁl
—m
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Vektorski potencijal u gravitoelektromagnetizmu odredjuje se na osnovu jednacine
[ Iy
gem="2 ) -7

Potrebno je odrediti jacinu gravitomagnetnog polja u tacki koja se nalazi na velikoj udaljenosti

od zapremine V. Kao i u slucaju elektrodinamike ispunjen je uslov
7| < |7

Zbog vazenja ovog uslova mogu koristiti jednacinu (3.41), i vektorski potencijal dobija sledeci

oblik

5 4y

- - 4y > o>\ -
Agem = - 2 Jm()AV" — C2T3f (T - ) (@) AV (3.48)
v v

Vektorski potencijal moze se predstaviti u obliku zbira dva sabirka

Agem(?) = Agemm(?) + Agemd(?)
Po analogiji sa elektrodinamikom prvi ¢lan nazva¢u monopolni, a drugi dipolni. Oni su
definisani slede¢im jedna¢inama

e - 4)/ - -

Agemm(r) = _EJ“/ Jm(T)dV (3.49)
re - 4y > o\ -

Agemd(r) = CZTBJ‘; (T - ) () AV (3.50)

U gravitoelektromagnetizmu koristimo masenu gustinu struje. Podintegralni izraz u jednacini
(3.49) transformisac¢emo koriste¢i definiciju masene gustine struje

ffm(?’)dv':f pmvdV’
v v

, a potom ¢emo preci sa kontinualne raspodele mase na diskretnu

N
f pmvdV: = z m; - v
v i=1

Nakon ovih transformacija dobili smo slede¢i rezultat

N
j 7 (F)dV = z m; (3.51)
4 i=1

U elekrodinamici uvedena je veli¢ina elektricni dipolni moment sistema. U
gravitoelektromagnetizmu uvodim veli¢inu Pge,,. Tu veli¢inu nazvac¢u maseni dipolni moment sistema,
1 ona se odredjuje na osnovu slede¢e jednacine

N
Pgem = Z m; -1y (3.52)
i=1
v v - .y v . . .
Potrazi¢u vremensku promenu veli¢ing pger,. Uradicu slican postupak kao u elektrodinamici

5 N N 5 N

(wﬂ:izm.fzvzzm.dr’lzzm.ﬁ!

dt dt ¢ LY. Lodt 4 bt
i=1 i=1 =1

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (3.51) dobijam

dﬁ em
T (¥ dv: = —rgem

Na osnovu ovog rezultata monopolni ¢lan postaje
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; N 4y dPgem
Agemm(r) = T2y C‘lgt (3.53)
Ovaj ¢lan u opstem slucaju razli¢it je od nule. U ovom konkretnom primeru rotirajuce lopte
jednak je nuli. Razlog dobijanja nulte vrednosti je simetrija lopte u odnosu na njen centar. Mozemo
uzeti da se lopta sastoji od velikog broja materijalnih tacaka. Svaka materijalna tacka ima istu masu m.
Radi lakse analize posmatrajmo materijalne tacke koje se nalaze u ekvatorijalnoj ravni lopte. Izaberimo
proizvoljnu materijalnu tacku. Radijus vektor te tacke oznac¢imo sa 7;. Ovoj materijalnoj tacki
mozemo naci simetriénu materijalnu tacku u odnosu na centar lopte. Radijus vektor te tactke ozna¢imo
sa 7',. Za vektore 7', 1 7, vazi relacija

F,l - - F'Z
Ovo su suprotni vektori. Oc¢igledno je da vazi i sledeca jednacina
mF'l +m F'Z == 0 (3.54)
Veli¢ina pge,, definiSe se na osnovu jednaine (3.52)

N
Boem = ) mi- ¥ (3:55)
i=1

Potrebno je naéi ovu sumu za slucaj lopte. Izaberimo neku materijalnu tacku koja ne mora
pripadati ekvatorijalnoj ravni lopte. Toj materijalnoj tacki mozemo naci simetriénu materijalnu tacku u
odnosu na centar lopte. Njihove radijus vektore ozna¢imo sa 73 i 774. Za ovaj par materijalnih tacaka
vaze jednacine

-

Ty = —1,

mis +miry =0 (3.56)
Ovaj postupak ponavljamo i za druge materijalne tacke. Cilj nam je nac¢i sumu na desnoj strani

jednacine (3.55). Dosada smo u analizu uveli Cetiri Cestice (dva para). Ako saberemo jednacine (3.54) i
(3.56) dobijamo
miy +mi, +mits + mir, =0
Ako izvr§imo ovakvo sumiranje za sve parove materijalnih tataka dobi¢emo da je suma na desnoj
strani jedna¢ine (3.55) jednaka nuli, odnosno da je veli¢ina P, jednaka nuli.
Preostaje nam da analiziramo dipolni ¢lan

r — 4y > >\ -
Ayema®) = = 5 | P @V (357)
U elektrodinamici vazi jednacina (3.46). Uzeéeu da u gravitoelektromagnetizmu vazi jednacina
1
j (P AV = =7 f 2 x T () dV- (3.58)
v v

Integral koji se pojavljuje na desnoj strani ove jednacine mozemo zameniti odgovaraju¢om sumom
N
[ #xim@ar = m x
v i=1

Ova suma predstavlja moment impulsa tela

n

Z = Z m; (?'i X 1_7)’1')
i=1

U skladu sa tim jednacina (3.58) postaje

15
f PP AV = =L X 7
. 2

Koris¢enjem ovog rezultata vektorski potencijal dobija oblik

48



2yL x 7

Agema(®) = =5 (359)
Primenom jednacine
Byem = rotAgem
dobijam jainu gravitomagnetnog polja
Bgem = — 2,3 I mE Ll (3.60)

Ovaj rezultat moZe se primeniti za odredjivanje gravitomagnetnog polja Zemlje, jer sam
pretpostavio da je Zemlja idealna loptom sa homogenom distribucijom mase.
U skladu sa tim moment inercije Zemlje odredjujemo na osnovu jednacine

2 2
I =z MR,

Sa R, je oznaCen polupreénik Zemlje. Sa @, oznali¢u vektor ugaone brzine rotacije Zemlje.
Moment impulsa Zemlje odredjuje se na osnovu sledece jednacine

o 2
L=1&,= gMZRzzaz (3.61)

Jaline gravitoelektricnog i1 gravitomagnetnog polja Zemlje odredjuju se na osnovu jednacina
(3.34) 1 (3.60). Koris¢enjem jednacine (2.28) dobijam da na vestacki satelit deluje sila

N yM,m . . (2y [ 3(L-#)7F -
Fjem = — 2 r+mv><{ l—( )+L (3.62)

r3 c?r3 r?
Posmatrajmo drugi sabirak u jednacini (3.62). On je povezan sa gravitomagnetnim poljem koje
Je uzrokovano rotacijom Zemlje oko svoje ose. Ovu komponentu sile oznacicu sa Fgep, 1

L (2v [ 3L o
Fgeml =mv X C2r3 - ""2 + L (363)

Ako uporedimo ovu silu sa ﬁLT vidimo da su jednacine (3.63) i (3.29) identi¢ne. Znaci na
osnovu teorije gravitoelektromagnetizma dobio sam rezultat koji je identi¢an sa rezultatom iz opSte
teorije relativnosti. Rezultati dati jednacinama (3.60) i (3.63) veoma su povoljni za teoriju
gravitoelektromagnetizma.

4 Efekti retardacije za slucaj kretanje tela po kruznim (elipticnim) orbitama

Postoji odredjeni skup eksperimenata koji Cine eksperimentalnu osnovu opSte teorije
relativnosti. Pojedini eksperimenti izvrSeni su u gravitacionom polju Zemlje. Pojedine potvrde
validnosti opSte teorije relativnosti dobijene su proucavanjem nekih astronomskih objekata. Postoji
jedan veliki problem, a to je da efekti koje predvidja opsta teorija relativnosti su veoma mali, i tesko ih
je eksperimentalno proveriti. Ovo narocito vazi za dinamiCke efekte. Njih je ponekad veoma teSko
razdvojiti od odredjenih efekata Njutnove gravitacije.

Opsta teorija relativnosti koristi se 1 za proucavanje pojava u Solarnom sistemu. Johan Kepler
(Johannes Kepler) je formulisao tri zakona o kretanju planeta oko Sunca. Po Kepleru planete se krecu
oko Sunca po elipticnim putanja, a u zajednickoj zizi tih elipsi nalazi se centar Sunca. Najveci
ekscentricitet orbite ima Merkur, 1 on iznosi 0,206 a najmanji Neptun 0,009. Ekscentricitet zemljine
orbite iznosi 0,017. Cesto se uzima da se planete kreéu po kruznim putanjama.

U predhodnom poglavlju analizirano je gravitomagnetnog polja koje nastaje usled rotacije
Zemlje oko svoje ose. Zemlja stvara gravitomagnetno polje 1 usled njenog kretanja oko Sunca. Sunce i
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Zemlja mogu se smatrati materijalnim tackama zbog njihovog velikog medjusobnog rastojanja. Primer
koji ¢u analizirati je kretanje Zemlje oko Sunca. Medjutim rezultati analize koja sledi mogu se
primeniti na bilo koju planetu Suncevog sistema. Oni se mogu primeniti i na analizu kretanja veStackih
satelita.

Potrebno je odrediti jaCinu gravitoelektricnog i jacinu gravitomagnetnog polja koje stvara
Zemlja usled njenog kretanja oko Sunca. Da bi to uradio koristi¢u jednacine (2.99) 1 (2.100) koje ovom

prilikom ponovo navodim
Eom(@t) = — 2 ! gtk (1 (vé)2>+§x DR 41
gem\t) = ""p3 5. B\’ c c c c? 41
Y
(%)
[tret]

|
- 4ym| R X Uy V2 d¢-R R x de/c
S M N R
= ot
c
[tret]

Prilikom analize ovih jednacina uzeo sam primer Cestice mase m koja se kre¢e u nekom
inercijalnom sistemu po fiksiranoj putanji. Polozaj estice nam je poznat u svakom trenutku vremena, 1
opisan je radijus vektorom 7(t) . Cestica u prostoru oko sebe stvara gravitoelektri¢no i
gravitomagnetno polje. JaCine tih polja odredjuju se u proizvoljnoj tacki koja je odredjena radijus
vektorom 7. Jedna&ine (4.1) i (4.2) su najuopstenije jednacdine. Za slu¢aj kretanja Zemlje oko Sunca one
¢e dobiti jednostavniju formu, jer ¢u koristiti odredjene aproksimacije. Zemlja se kre¢e po elipti¢noj
putanji oko Sunca, ali zbog jednostavnosti prora¢una uzeéu da se krece po kruznoj putanji. Masu
Zemlje oznacicu sa m.

Za opisivanje ovog kretanja koristicu Heliocentri¢ni eklipticki koordinatni sistem. Ovaj sistem
oznacio sam sa S,. PocCetak koordinatnog sistema nalazi se u centru Sunca (slika 6). Radijus vektor
Zemlje oznacicu sa 7, a vektor brzine i ubrzanja oznaci¢u su sa Uy i d.

Zemlja zbog kretanja u prostoru oko sebe stvara gravitoelektricno i gravitomagnetno polje.
Odredicu jacine ovih polja u koordinatnom pocetku sistema S,, u skladu sa tim vazi sledec¢i uslov

(4.2)

F=0 (4.3)
Vektor R odredjuje se na osnovu jednacine
R=#%-%() (4.4)
Koris¢enjem uslova (4.3) dobijam
R =—%() (4.5)
U opstem slucaju moduo vektora R se oznadava sa R, ali zbog jednacine (4.5) pisacu
R =1y

Posto je specifikovana tacka za koju se odredjuju jaCine gravitoelektri¢nog i gravitomagnetnog
polja jednacine (4 1) 1(4.2) dobijaju formu
()= o

1 L Ve Tk Ve 2\ L
gem( )— —_> 3{<Té+ < C>(1—(_C))—réx
T3 < Vg rv) 4 ¢
1+
CT%
tret
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sl

- 4m[ T X Dy N PR T X de/cC ]
Bgem(ﬁ t) = — yz - S C_> s\ 1- (_C) —— 7| T - S C/_> 2 (4.7)
C Vs * T C C Vs * T
(Té + u) <Té + M)
c
[tret]

c
Uzeo sam da se Zemlja krece po kruznoj putanji. To ima za posledicu da je skalarni proizvod
vektora brzine i radijus vektora u svakom trenutku jednak nuli
U ovom slucaju ubrzanje planete je centripetalno ubrzanje. Ono se odredjuje na osnovu
jednacine

Vs 2
¢
Koris¢enjem jednacina (4.8) i (4.9) jednacine (4.6) i (4.7) se pojednostavljuju i dobijaju formu
S ym((, Vg-re U2\ S L. 1
Egem(r;t) = _3{<ré +— C) (1 - (_C) > — Te X [(Dg - 1) X die] _3} (4.10)
T'(: ¢ ¢ ¢ [tret]
- - 4ym ?é X 1_55 Ve 2 C_ié . _)é
Byem(T18) = =3 [ - <1 - (?) - (4.11)
[tret]
Pri dobijanju ovih jednacina iskoriS¢ena je Cinjenica da je
?5 X C_l)é = 6
Nakon elementarnih algebarskih transformacija jednacine (4.10) 1 (4.11) postaju
S ym(, Te-1: L w2 Be-r)ve . |
Egem(18) = 7,6_3{7'6 + CC - — T (?C) - % — Te X [(Ve - 1) ¥ aé]c—g (4.12)
[tret]
L XDl vE G-
Byem (17t) = —4ym Crés . <c_2 - C—4 + CC4 )l (4.13)
[tret]

U jednacini (4.12) zanemarujem sabirke koji sadrze faktor 1/c3, dok u jednacini (4.13)
zanemarujem sabirke koji sadrze faktor 1/c*, tako da dobijam sledece jednacine za odredjivanje ja¢ina
gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema S,

S ym|, U2\ Uy Te
Egem(@6) = 75 Iré <1 - (?C) ) e Cl (4.14)
¢ [tret]
- dym [# X Uy
Bgem(rr t) = - 2 3 (4.15)
¢ [tret]

U drugom poglavlju napomenuo sam da indeks [t,.;] ukazuje da sve veli¢ine u jedna¢inama ne
smemo odredjivati za vremenski trenutak t nego za retardovani trenutak vremena t,..;. Iz tog razloga
potrebna je dalja analiza ovih jednacina.

Retardovani trenutak vremena odredjuje se na osnovu jednacine (2.88)

|F - Fé(tret)l = C(t - tret) . (4-16)

Ja¢ine polja odredjujem za koordinatni pocetak sistema 7# = 0, pa uskladu sa tim jedna¢ina

(4.16) dobija oblik
[e(tree)| = c(t — trer) (4.17)

Uzeo sam da se Zemlja kreé¢e po kruznici. Radijus vektor planete u sistemu S, moze se napisati

u obliku

7(t) = 1e[cos(wt) éy, + sin(wt)é,] (4.18)
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Sa w oznacio sam ugaonu brzinu rotacije Zemlje, i ona je konstantna veli¢ina. Polupre¢nik
kruzne putanje oznacio sam sa 7%.
Brzina i ubrzanje planete odredjuju se na osnovu jednacina

D(t) = rew|—sin(wt)é,, + cos(wt)é,,| (4.19)
dx(t) = —rew?[cos(wt)éy, + sin(wt)é,,| (4.20)

Jednacina (4.20) moZe se napisati u obliku
C_l)é(t) = —G)ZT_')é(t) (421)

Retardovani trenutak vremena je neki raniji trenutak vremena u odnosu na trenutak ¢ .
Predhodne veli¢ine mogu se odrediti i za t,..;. U slu¢aju radijus vektora dobijamo

Te(trer) = T [Cos(wtret) Exz t sin(wtrer) gyz] (4.22)

Jednostavno je pokazati da vazi sledeca jednacina
|7e(tree)| = 1%
Zamenom ovog rezultata u (4.17) dobijamo
e = c(t — tret)

Retardovani trenutak vremena odredjuje se na osnovu jednacine

Te
tret =t — - (4.23)
Brzina i ubrzanje takodje se mogu odrediti za retardovani trenutak vremena, i te jednacine glase
ﬁé(tret) = réw[_Sin(wtret)éxZ + Cos(wtret)é)yz] (4'24)
aé(tret) = _wz?é(tret) (4.25)

U jednacinama (4.14) i (4.15) fizicke veli¢ine moraju biti odredjenje za retardovani trenutak
vremena t,... Pojedine veli¢ine su konstantne tj. one ne zavise od vremena. To su na primer intenzitet
brzine rotacije planete (v) i polupreénik kruzne putanje (rx). JednaCine (4.14) i (4.15) mogu se
napisati u obliku

Van2\  Ve(trep) * Te
gm(t)———PamaQe(;))+¢;%?—ﬂ (4:26)
- dym [Te(t X Ve(t
Bgem(ﬁ t) - _ 1/2 I ( ret) c( ret)l (4.27)
Korisno je napomenuti de se intenzitet brzine rotacije planete odredjuje na osnovu jednacine

Ve = e
Moze se uspostaviti veza izmedju vektora 7x(t,..) i 7x(t). To se postize na taj nalin $to se
uzima da je veli¢ina 1/c mnogo manja od t, i izvr$i se razvoj vektorske funkcije u Tejlorov red
. ey L drs(t) ; 1o 1 d%7(t) ; 1:\2
(=5 = o + TXO (L1, LD (T
c dt c 2! dt c
Ako se u razvoju zadrzimo samo na prva dva ¢lana i iskoristimo jednacinu (4.21) dobijamo

R(t-2) = 7@ -5 (%) + %(—a)zfé(t)) (%)2 (4.28)

Izvr§imo razvoj i vektorske funkcije Ug(t,¢r) u red

) ) dc() e 1d*0e(t) [ 1)
vé(t—%)— Ue(t) + vel (_%)-I_ZI dtzt( %)

Ova jednacina moze se napisati u obhku

B W N V.10
b (¢ —?) = Bu(t) — Gx(t) (?) 55 (C) + .. (4.29)
Tre¢i izvod radijus vektora odredjuje se na osnovu jednacine
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d37.(0) i
dtC:Z = _wzvé(t)

Zamenom ovog rezultata i jednacine (4.21) u jednacinu (4.29) dobijamo
Lo T s oy ey, 1o Tey?
Vg (t c) = Ue(t) — (—w*1:(t)) (c) + 2( w*ve(t)) (c) + ...
Kao i u slu€aju radijus vektora zadrzatemo se samo na prva dva c¢lana razvoja vektorske
funkcije

5 (e - = 5 22 1o, 3%
Vg (t c) = vg(t) + (w ré(t)) (c) + 2( W vé(t)) (c) (4.30)
Zamenom jednacina (4.28) 1 (4.30) u jednacinu (4.26), i nakon algebarskih transformacija
dobija se sledeca jednacina

2
=1 —s ym Vg - 2 -
Egem(T;t) = e l(l - 2—22)7”5(15) T3 3 Ué(t)l

Clan koji sadrzi faktor 1/c® moZemo zanemariti i dobijamo slede¢u jednadinu
2
= — ym Vet S
Egem(17t) = e (1 - ﬁ) T:(t) (4.31)
Na osnovu ove jednacine odredjujemo jacinu gravitoelektricnog polja koje stvara Zemlja u
koordinatnom pocetku sistema S,.
Polozaj planete odredjuje se na osnovu jednacine (4.18)

7:(t) = recos(wt) €y, + sin(wt)é,,]

Te Uéz

Radijus vektor se menja tokom vremena. To ima za posledicu da se pravac vektora Egem (7, t) takodje
menja tokom vremena, ali njegov intenzitet ostaje konstantan.

Mozemo napomenuti da se jednacina (4.31) razlikuje od odgovarajuceg rezultata u Njutnovoj
mehanici koji glasi

(F D =27®
Te

Sa G(7, t) je oznadena jadina gravitacionog polja.

Jadina gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema S, odredjuje se na osnovu
jednacine (4.27)

Egem(ﬁ t) =—

4ym [776 (tret) X ﬁé(tret) (4 32)

3 c?

U ovu jednadinu zamenimo jednacine (4.28) i1 (4.30). Kada se izvrSi vektorsko mnoZenje
vektora 7i(tyer) 1 Ve(trer) dobice se ukupno devet sabiraka. Svaki pojedina¢ni sabirak pomnoZimo sa
1/c?. Na taj nacin izraz u uglastim zagradama smo transformisali u sumu od devet sabiraka. Samo u
slucaju sabirka 7(t) X ¥x(t) figurisaée faktor 1/c2. U svim ostalim sabircima javljaju se faktori oblika

1/c™, gde je n vece od dva, i ti sabirci se zanemaruju. Na osnovu ove analize dobijamo

S 4ym [7(t) X Ve(t)
Bjem(@t) = — 3 l : = - (4.33)
Moment impulsa planete odredjuje se na osnovu jednacine
L = m#(t) x Be(t)
, 1 jednacinu (4.33) moZemo napisati u obliku
- . 4}/2
Bgem(rf t) =— ric? (4.34)

Ako zanemarimo gravitacioni uticaj drugih planeta na Zemlju moment impulsa bi¢e konstantna
veli¢ina. To ¢e imati za posledicu da je vektor jacine gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku
sistema S, konstantan, odnosno ne menja se po intenzitetu, pravcu i smeru.
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U predhodnom poglavlju odredjena je jaCina gravitomagnetnog polja koje nastaje usled rotacije
Zemlje oko svoje ose. Ona se odredjuje na osnovu jednacine (3.60). Napomenuo sam da Zemlja stvara
1 druga gravitomagnetna polja. U ovom poglavlju razmatrao sam gravitomagnetno polje koje nastaje
usled kretanja Zemlje oko Sunca. Zemlja se kre¢e po elipticnoj putanji oko Sunca, ali zbog
jednostavnosti prora¢una analizirao sam kruznu putanju. U skladu sa tom pretpostavkom dobio sam
jednacine (4.31) 1 (4.34).

Sada ¢u analizirati slucaj kretanja planete po elipti¢noj putanji. Masu planete oznaci¢u sam, a
radijus vektor sa 7. Vektore brzine i ubrzanja planete oznali¢u sa U¢ i dg. U slucaju kretanja planete po
kruznoj putanji uzeo sam da se poc¢etak koordinatnog sistema nalazi u centru Sunca (slika 6). Za slucaj
kretanja planete po elipti¢noj putanji potrebno je uvesti odgovaraju¢i koordinatni sistem. Pocetak tog
koordinatnog sistema takodje se nalazi u centru Sunca, ali u ovom sluc¢aju Sunce nije u centru kruznice,
nego se centar Sunca poklapa sa jednom od ziza elipse (slika 13). Osa x ovog sistema se poklapa sa
velikom poluosom elipse, koja je na slici oznacena sa a, 1 usmerena je ka y tacki. Osa y je paralelna sa
malom poluosom elipse. Na ovaj nacin definisan je orbitalni koordinatni sistem. Oznaci¢u ga sa S,. Na
slici 13 prikazane su i ZiZe elipse, koje su oznacene sa F; i F,

Slika 13

Odredicu jacinu gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema S,. Ispunjen je uslov

7=0
Polaznu osnovu za dalju analizu daje jednacina (4.7) koju ponovo navodim
- N 4)/7’7’1. Fé X 1-7)(: Vg 2 C_l)(: : Fé F(: X C_l)é/C ]
Byem (1) = — c? e 7\ 1= (?) ) + A A (435)
(e e22) (e o2
[tret]
Ona se moze napisati u obliku
-~ T X Dy 1 w2 dp-ix 1 A Xdg
B0 = | (1 ) LR |y

- > 3

_3 - -
¢ Te + Ve ' Te
TeC ¢ c
[tret]

Zanemari¢u sabirke koji sadrze faktore 1/¢31i1/c*, i jedna¢ina (4.36) dobija oblik
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-, 4
Byem(Tt) = ——— — (4.37)
C°Ty Vs * Tx
(1+5)
T'CC [tret]
Posmatrajmo sada ovaj faktor
1
1—7) . .3
1+ C)
< recC
Veli¢ina
e 7
re€C

, koju ¢u oznaditi sa h je zaista mala po brojnoj vrednosti, i to po dva osnova. Skalarni prozvod vy - 7«
ima malu vrednost, jer je ugao izmedju vektora 7 i ¥ priblizno 90°. Sa druge strane imamo da je
brzina planete mnogo manja od c.

Koristim slede¢u aproksimaciju
1
(1+h)3

Primenom jednacine (4.38) dobijam

1 Uy + T«

¢ T

(1 * rec )

Zamenom ovog rezultata u (4.37) dobijam sledecu jednacinu

4
[En
I
w
=

(4.38)

Q
Uy
I
w

-

1_7)(:’7‘(:

=) ltred

=4 — 4ym - -
Byem (7, t) = _CZ—Té?’(ré Xv)(1 -3 y
Ona se moze napisati u obliku

= N 4}/m 5 5 1 313(: . Fé
Byem(1it) = — e (T X V) <c_2 - c3r ) [ (4.39)

tret]
Sabirak koji sadrzi faktor 1/c® zanemarujem, i jednacina (4.39) dobija oblik
- 4y mis« X Uy
Bgem(r, t) =T T3 (440)
¢ ré [tret]
Koris¢enjem momenta impulsa jednacina (4.40) moze se napisati u obliku
— - 4)/ Eé
Bgem(r, t) = Q53 (441)
¢ Té [tret]
Jednacine (4.40) i (4.41) mogu se napisati i na slede¢i nacin

E (F) t) - _ 4)/7’71 ?é(tret) X Eé(tret)
gemt c? [r(:(tret)]3

(4.42)

4)/ ZE (tret)

C_2 [ré(tret)]s
U jednacinama (4.40-43) i dalje figuriSe retardovani trenutak vremena t,.;. On se odredjuje na
osnovu jednacine (2.88)

Byem (T, 1) = — (4.43)

|7 — Fé(tret)l = c(t — tret) (4.44)
Obzirom da se polja odredjuju u pocetku koordinatnog sistema S, jednacina (4.44) dobija
jednostavniju formu

|Fé(tret)| =c(t— tret) (4.45)
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U slucaju kretanja planete po kruznici retardovani trenutak vremena odredjuje se na osnovu

jednacine
Te
bret =t — ?

Pri dobijanju ovog rezultata iskori¢ena je €injenica da intenzitet radijus vektora 7 (koji sam
oznacio sa 1) ima konstantnu vrednost.

U slucaju kretanja planete po elipticnoj putanji situacija je sloZenija jer se rastojanje izmedju
planete i Sunca (odnosno intenzitet radijus vektora 7i) menja tokom vremena. To ima za posledicu da je
jednacina (4.45) komplikovanija za reSavanje od slucaja kada se planeta krece po kruznoj putanji.

Ve¢ sam istakao da ako se zanemari gravitacioni uticaj drugih planeta na Zemlju njen moment
impulsa imace konstantnu vrednost. Taj zakljucak vazi i za ostale planete Suncevog sistema.

Planeta se kre¢e po elipticnoj putanji. U trenutku t radijus vektor i vektor brzine imaju
vrednosti 7:(t) i Ux(t). Moment impulsa planete u tom trenutku je

Le(t) = mit (1) X De(t)

Mozemo postaviti pitanje o vrednosti momenta impulsa u retardovanom trenutku vremena. Da
bi to pitanje analizirali podsetimo se primera kretanje Gestice koji je prikazan na slici 4. Cestica se
kreée po fiksiranoj putanji. U trenutku t ona se nalazi u tacki C, i njen polozaj je odredjen vektorom
7«(t). Retardovani trenutak vremena je neki raniji trenutak vremena u odnosu na trenutak t. Cestica bi
se u retardovanom trenutku vremena nalazila u tacki D.

Za slucaj kretanja planete radijus vektor i vektor brzine planete u retardovanom trenutku
vremena imaju vrednosti 7x(t,e;) 1 UVg(trer), @ moment impulsa odredjuje se na osnovu jednacine

zé(tret) = MTx(trer) X Ve(tre)

U svakom trenutku vremena moment impulsa ima stalnu vrednost. Moment impulsa je
konstantna veli¢ina koju ¢u oznaciti sa L. Moment impulsa ima istu vrednost i u trenutku t, i1 u trenutku
t,er, 0dnosno

L=L«t) (4.46)

L = L(tyer) (4:47)
Kada se planeta krec¢e po elipticnoj orbiti moment impulsa odredjuje se na osnovu jednacine
(7.43)

L = m\yMsa(1 — e?)é, (4.48)

Sa m je oznafena masa planete, a sa Mg masa Sunca. Ekscentricitet elipse je oznacen sa e, a
velika poluosa sa a. Pravac jedini¢nog vektora €, je normalan na ravan u kojoj se kre¢e planeta.

Na osnovu jednacina (4.47) 1 (4.48) dobijamo

Zé(tret) = m\/yMsa(l - ez)éz

Koriste¢i ovaj rezultat jednacina (4.43) moZe se napisati u obliku

— o2
Egem(ﬁ t) = _4_)2/m\/)/Msa(1 3 ‘ )gz
c [ré(tret)]

Posmatrajmo sada neku proizvoljnu oblast oko Sunca. To moze biti sfera poluprecnika r. Uzecu
da polupre¢nik sfere iznosi nekoliko suncevim radijusa. Izbor vrednosti poluprecnika sfere je sasvim
proizvoljan. Zbog jednostavnosti dalje analize vratimo se ponovo primeru kruznog kretanja Zemlje oko
Sunca. Na osnovu jednacina (4.31) i (4.34) odredjuju se jacine polja u koordinatnom pocetku sistema

(4.49)

S,. Mozemo pretpostaviti da se intenziteti vektora Egem i Egem u bilo kojoj tacki te oblasti odredjuju na
osnovu jednacina (4.31) 1 (4.34). Pretpostavka je sasvim korektna jer poluprecnik sfere je mnogo manji
od rastojanja izmedju Sunca i Zemlje, tako da su promene intenziteta vektora E gem 1 §gem unutar sfere
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zanemarljive. Medjutim dozvoli¢emo moguénost promene pravca vektora Egem jer se radijus vektor
koji opisuje polozaj Zemlje menja sa vremenom.

Razmotrimo sada hipoteti¢ku situaciju da postoji telo koje se nalazi u toj oblasti, i ono orbitira
oko Sunca. Masu tog probnog tela oznaciu sa m,, a njegovu brzinu sa ﬁp. Ono se nalazi u
gravitacionom polju Sunca, ali ¢e na njega delovati 1 gravitaciono polje Zemlje. Jacine
gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja Zemlje u toj oblasti odredjuju se na osnovu jednacina
(4.31)1(4.34). U skladu sa jednac¢inom (2.28) sila koja deluje na probno telo je

Fyem = MpEgem + myU, X Byep
Ovom jednacinom je kvantitativno opisan gravitacioni uticaj Zemlje na probno telo.

Moze se proucavati gravitacioni uticaj Zemlje na Suncu, medjutim prevashodni cilj ove analize
je odredjivanje gravitacione sile kojom Sunce deluje na Zemlju odnosno na neku planetu Suncevog
sistema.

Na slici 10 prikazano je kretanje Zemlje oko Sunca. Prikazana su dva polozaja Zemlje. Ona su
oznacena sa 1 i1 2. Na slici 10 predstavljena su dva Geocentri¢na eklipticka inercijalna koordinatna
sistema koja se nalaze u polozajima 1 i1 2. Zbog analize koja sledi potrebno je ponovo koristi sliku 10.
Ja ¢u tu sliku ponovo navesti u radu, ali ¢u je sada oznaciti brojem 14. Za dva polozaja Zemlje koji su
na slici 14 oznaceni sa 1 i 2 predstavljen je i vektor 7, odnosno jedini¢ni vektor ose rotacije Zemlje. Na
slici 14 predstavljen je i1 Heliocentricni eklipticki koordinatni sistem. Sa slike se uocava da su
koordinatne ose sistema S, i S; medjusobno paralelne u svakom trenutku vremena. Na slici
predstavljen je i smer kretanja Zemlje oko Sunca.

Z
A
—-
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] v
FEAN ‘ hy
—»
/ X ¥
Slika 14

Problem kretanja Zemlje oko Sunca mozemo posmatrati i na drugaciji nacin. Postavicemo
posmatraca na Zemlji, u sistemu S3. On ¢e opisivati kretanje Sunca oko Zemlje. On moze tvrditi da
Zemlja miruje, a da se Sunce kre¢e oko nje. Ova tvrdnja ima smisla jer postoji relativno kretanje
izmedju Zemlje 1 Sunca. Zbog jednostavnosti analize uze¢u da se Zemlja kre¢e oko Sunca po kruznoj
putanji.

Na slici 15 takodje sam predstavio dva polozaja Zemlje prilikom njenog kretanja oko Sunca. Ti
polozaji su oznaceni sa 1 1 2. Posmatrac u sistemu S, za odredjivanje polozaja Zemlje koristi radijus
vektor 7. PoloZzaji Zemlje koji su na slici 15 oznaceni sa 1 i 2 odredjeni su radijus vektorima 7 i 7x,
respektivno.
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Slika 15

Posmatrac¢ u sistemu Zemlje (sistemu S3) opisuje kretanje Sunca oko Zemlje. On polozaj Sunca
u odnosu na Zemlju opisuje radijus vektorom 7;. Kada se Zemlja nalazi u poloZzaju 1 sa stanovista
posmatrada u sistemu S; polozaj Sunca odredjen je radijus vektorom 7, a kada se Zemlja nalazi u
polozaju 2 sa stanovista posmatraca u sistemu S; poloZaj Sunca odredjen je radijus vektorom 7,. Da bi
uspostavili vezu sa vektorima 7%, i 7x, ponovimo najpre konstataciju da su koordinatne ose sistema S, i
S3 medjusobno paralelne u svakom trenutku vremena.

Zadrzimo se najpre na polozaju 1. Posmatrajuci sliku 15 mozemo zakljuciti da je

Ts1 = —Ty
Za polozaj 2 mozemo izvesti slican zakljucak

Tso = —Teo
Vazi opsti zakljucak

U ovoj analizi uzeo sam da se Zemlja kre¢e oko Sunca po kruZznoj putanji. Radijus vektor

planete odredjuje se na osnovu jednacina (4.18)
7:(t) = recos(wt) €y, + sin(wt)é,,]

Sa w oznacio sam ugaonu brzinu rotacije Zemlje oko Sunca, i to je konstantna veli¢ina.
Poluprec¢nik kruzne putanje oznacio sam sa 7.

Na osnovu jednacina (4.50) 1 (4.18) dobijamo

7.(t) = —ré[cos(wt) €y + sin(a)t)é’yz] (4.51)

U tre¢em poglavlju pokazano je da sistemi S, i S3 imaju medjusobno paralelne koordinatne ose,

1 vaze sledece jednacine

éxz = §x3 (4‘52)
éyz = é)y3 (4‘53)
Na osnovu (4.52) 1 (4.53) jednacina (4.51) postaje
7.(t) = —ré[cos(a)t)é’x3 + sin(wt)5y3] (4.54)
Koriste¢i jednacinu (4.54) jednostavno je dokazati sledecu jednacinu
7% =

Na osnovu jednacine (4.54) mozemo odrediti vektor brzine kretanja Sunca sa stanovista
posmatraca u sistemu Zemlje
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U () = —rew[—sin(wt)éys + cos(wt)5y3]
Koriste¢i jednacine (4.52) i (4.53) vektor U moze se napisati i na slede¢i nacin
() = —réa)[—sin(a)t)é’xz + cos(a)t)gyz] (4.55)
U ovoj analizi uzeo sam da se Zemlja kre¢e oko Sunca po kruznoj putanji. Radijus vektor
planete odredjuje se na osnovu jednacine (4.18), a vektor brzine na osnovu jednacine (4.19) koju
ponovu navodin
De(t) = rew|—sin(wt)é,, + cos(wt)é,,|
Uporedjivanjem jednacina (4.55) 1 (4.19) dobijamo sledeci rezultat

vs = _vé (4‘56)
Jednostavno je pokazati da je moduo vektora U jednak brzini kretanja Zemlje oko Sunca
|ﬁs| =7,

Za posmatraca u sistemu Zemlje (sistemu S3) Sunce rotira oko Zemlje. Polozaj Sunca odredjuje
se na osnovu jednacine (4.54) ili jednacine (4.51), a brzina na osnovu jednacine (4.55). Sa njegovog
stanoviSta Sunce se krece po kruznici i stvara gravitoelektri¢éno i gravitomagnetno polje u njegovom
sistemu. Mozemo odrediti jacine ovih polja u koordinatnom pocetku sistema S;. Medjutim nema
potrebe ponavljati celokupnu proceduru izvodjenja jednacina za jacine ovih polja, jer je taj problem ve¢
resen.

Koristec¢i jednacine (4.31) i (4.33) dobijamo

= _ YM v,2\ .
Egems(r: t) = T‘S?’S (1 - ﬁ) Ts (t) (4.57)
Byems(Tt) = — 3 > l —— (4.58)

Sa M, je oznaCena masa Sunca.
Kod vektora Egepm s 1 Byem s koristim indeks s da bi naznacCio da gravitaciono polje poti¢e od
Sunca. Vektori 7;(t) i Us(t) odredjuju se u sistemu Zemlje (u sistemu S3). Mnogo je pogodnije koristiti

vektore iz Heliocentri¢nog ekliptickog koordinatnog sistema odnosno vektore 7x(t) i U¢(t). Na osnovu
jednacina (4.50) i (4.56) dobijamo

o _ YM v\
Ejoms(Tt) = — ré; (1 - F) 7(t) (4.59)

§gems(Y_': t)=-— .3 (4.60)

C

Kada se neko telo mase m krece u inercijalnom sistemu ono u prostoru oko sebe stvara
gravitoelektri¢no 1 gravitomagnetno polje. Ta polja odredjuju se na osnovu jednacina (2.99) i (2.100).
Ovo su najuopstenije jednacine. Cestica se kreée u inercijalnom sistemu po fiksiranoj putanji. Polozaj
Cestice nam je poznat u svakom trenutku vremena, i opisan je radijus vektorom 7x(t). Za opisivanje
kretanja Zemlje oko Sunca koristio sam Heliocentricni ekliptiC¢ki koordinatni sistem. Pocetak
koordinatnog sistema nalazi se u centru Sunca. Radijus vektor Zemlje ozna¢io sam sa 7k, a vektore
brzine i ubrzanja sa Uy i d; (slika 6). Zemlja predstavlja materijalnu tacku (Cesticu) koja se kreée u
inercijalnom sistemu. Malo ¢u izmeniti oznake u jedna¢inama (4.59) i (4.60). Umesto vektora 7:(t)
koristi¢u vektor 7, (t). Ta dva vektora su identi¢na

4y M, [Te(t) X Ue(t)
.

re(t) = 7,(t) (4.61)
Umesto vektora vUx(t) koristi¢u vektor ¥,(t). Ta dva vektora su takodje identi¢na
Ue(8) = 7,(¢) (4.62)

Na osnovu (4.61) 1 (4.62) jednacine (4.59) i (4.60) dobijaju oblik
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- . YM
Egems(rf t) =-— " 35 (1 -

zZ

v,?
262) 7.(t) (4.63)

E)gems(r: t) =-— 73 (4.64)

Z

Na osnovu jednacina (4.63) i (4.64) odredjujemo jacinu gravitoelektrinog i gravitomagnetnog
polja u koordinatnom pocetku sistema S (sistemu Zemlje), a vektori 7, i ¥, odredjuju polozaj i brzinu
Zemlje u Heliocentricnom ekliptickom koordinatnom sistemu (sistemu S5).

U dosadasnjoj analizi razmatrao sam hipoteticku situaciju da oko Sunca orbitira neko telo.
Podsetimo se odredjenih rezultata i zakljuCaka te analize. Najpre sam uveo jednu oblast oko Sunca. Ta
oblast bila je sfera poluprec¢nika r. Poluprecnik sfere bio je nekoliko Suncevim radijusa, a izbor
vrednosti poluprenika sfere bio je sasvim proizvoljan. Zemlja se krece oko Sunca i1 stvara
gravitoelektri¢no 1 gravitomagnetno polje, a jacine polja u koordinatnom pocetku sistema S, odredjuju
se osnovu jednacina (4.31) 1 (4.34). Medjutim pokazao sam da su intenziteti vektora Egem 1 §gem
konstantni u bilo kojoj tacki te oblasti, i da se odredjuju na osnovu jednacina (4.31) i (4.34). Ovaj
rezultat se dobija zbog pretpostavke da je poluprecnik sfere mnogo manji od rastojanja izmedju Sunca i
Zemlje, 1 promene intenziteta vektora E gem 1 Egem unutar sfere su zanemarljive.

Pretpostavio sam da oko Sunca orbitira neko hipoteticko telo koje se nalazi u toj oblasti. U toj
oblasti postoji gravitoelektricno i gravitomagnetno polje, a jaCine tih polja odredjuju se osnovu
jednacina (4.31) i (4.34). Masu probnog tela oznagio sam sa m,, a njegovu brzinu sa v,,. U skladu sa
jednacinom (2.28) sila koja deluje na probno telo je

4y Mj [@(t) X T, (t)

Egem = mpEgem + my, v, X Bgem

MozZemo analizirati slican primer u slucaju Zemlje. Uvodim u analizu jednu sfernu oblast oko
Zemlje. Poluprecnik sfere iznosi nekoliko Zemljinih radijusa, a izbor vrednosti poluprecnika je sasvim
proizvoljan. Na osnovu jednacina (4.63) i (4.64) odredjujemo jafinu gravitoelektricnog i
gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema S3 (sistemu Zemlje). Ta polja poticu od
Sunca. PosSto je poluprecnik sfere mnogo manji od rastojanja izmedju Sunca i Zemlje, intenziteti
vektora Egems i §gems konstantni su u bilo kojoj tacki te oblasti. Predhodno smo imali hipoteticku
situaciju da oko Sunca orbitira neko telo, 1 odredjena je sila koja deluje na to probno telo. U slucaju
Zemlje probno telo je vestacki satelit. Brzinu satelita u sistemu S; oznadi¢u sa Ug,., @ njegovu masu sa
m. Na osnovu jednacine (2.28) dObl] am silu kO_]a deluje na vestacki Zemljin satelit

Egems - mEgems + mvsat X Bgems (4-65)

Ova sila opisuje gravitacioni uticaj Sunca na vestacki Zemljin satelit, 1 u skladu sa tim koristim
indeks s.

Uves¢u u analizu telo mase m koje miruje na povrSini Zemlje. Ono se nalazi u gravitacionom
polju Zemlje, ali i1 u gravitacionom polju Sunca. Gravitaciona sila koja deluje na telo mase m, a potice
od Sunca dobija se na osnovu jednacina (2.28) i (4.63). Tu silu oznacicu sa ﬁgem 1

. Mgm v,”
Fgemlz_yr (1_ > > ()

z
Planetu Zemlju moZemo u mislima podeliti na skup tela. Taj skup sastojace se od velikog broja

tela. Broj tela koja sacCinjavaju Zemlju oznaci¢u sa N. Svako pojedinacno telo neka ima masu m. Na
svako telo mase m deluje sila ﬁgem 1. Ukupnu silu koja deluje na planetu Zemlju oznacicu sa Ijjqem u»> @
ona se odredjuje na osnovu jednacine

N
F"gemu = Lgems Z m; (4.66)
i=1
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, odnosno
F‘;]emu = Egem sM, (4.67)
Sa M, oznacio sam masu Zemlje. U jednacini (4.66) vektor jacine gravitoelektricnog polja
nalazi se ispred sume, jer on ima istu vrednost u svakoj tacki planete Zemlje. Jednacina (4.67) moze se
napisati na sledeci na¢in

=4 yMSMZ UZZ -
Fgemu = _rz—3<1 — 5.2 (4.68)
Ovu silu moZemo zapisati kao sumu dva sabirka
= yMSMZ - yMSMZ vZZ -
Fyemu = _7”2—3r2(t) + 7'2—32C2 7,(t)

Pored Njutnovog c¢lana figuriSe i dopunski ¢lan koji zavisi od brzine kretanja Zemlje. Taj ¢lan
¢e svakako imati uticaj na kretanje Zemlje oko Sunca, i bi¢e analiziran u daljem radu.

U analizu moramo uzeti i gravitaciono polje Meseca. Zemlja i Mesec krecu se oko zajednickog
centra mase koji se nalazi na udaljenosti od oko 4600 km od Zemljinog centra. Mesec se krece oko
Zemlje po elipticnoj orbiti. Ja ¢u ovu fizicku situaciju pojednostaviti. Najpre ¢u zanemariti kretanje
Zemlje i Meseca oko zajedni¢kog centra mase, odnosno uzecu da se centar mase ovog binarnog sistema
poklapa sa centrom Zemlje. Problem ¢u dalje pojednostaviti time Sto ¢u uzeti da se Mesec kre¢e oko
Zemlje po kruznoj putanji. Moze se uzeti da je srednje rastojanje izmedju centara Zemlje i Meseca oko
385000 km. Ova vrednost rastojanja je oko 60 Zemljinih radijusa. Orbita Meseca nalazi se u ravni koja
je nagnuta u odnosu na ravan ekliptike pod uglom od 5,14°. Ova inklinacija orbite nije velika, i zbog
jednostavnosti dalje analize uze¢u da se Meseceva orbita nalazi u ravni ekliptike.

Uveséu posmatraca u sistem Sz (u sistemu Zemlje). Polozaj Meseca u ovom sistemu odredjen je
radijus vektorom 7,,,, a njegova brzina vektorom v,,. Mesec se za posmatraca na Zemlji kre¢e po
kruznoj putanji (slika 16)

Slika 16

Radijus vektor 7, i vektor brzine Meseca v, odredjuju se na osnovu jednacina
T (t) = rm[cos(wmt)é’x3 + sin(wmt)5y3]

U (£) = Ty [— sin(wmt) €z + cos(wmt)éys]
Ugaona brzina rotacije Meseca oko Zemlje oznacena je sa w,,
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Jacdine gravitoelektri¢nog i gravitomagnetnog polja Meseca u koordinatnom pocetku sistema Sg
(sistemu Zemlje) odredi¢u koriS¢enjem jednacina (4.31) 1 (4.33). Materijalna tacka (Cestica) koje se
ovde kre¢e je Mesec tako da ¢u umesto vektora 7i i Uy koristiti vektore 7., i U,,. U skladu sa ovom
zamenom 1 na osnovu jednacina (4.31) 1 (4.33) dobijam

- o YM Um?\ L

Egemm(T;t) = rmZ‘ (1 — 2%) 7 () (4.69)
. . 4y M, [T () X U (£)
Bgemm (7", t) = - rmgm I = c2 = (4.70)

Sa M,, je oznacena masa Meseca. Kod vektora Egemm 1 Egemm koristim indeks m da bi
naznacio da gravitaciono polje poti¢e od Meseca.

U predhodnoj analizi uveo sam odredjenu oblast oko Zemlje. U toj oblasti orbitiraju vestacki
Zemljini sateliti. Ta oblast bila je sfera poluprec¢nika r. Poluprecnik sfere bio je nekoliko Suncevim
radijusa, a izbor vrednosti poluprec¢nika sfere bio je sasvim proizvoljan. Analiziran je gravitacioni
uticaj Sunca i dobijena je jednacina (4.65).

Na osnovu jednacina (4.69) 1 (4.70) odredjujem jaCine gravitoelektricnog 1 gravitomagnetnog
polja Meseca u koordinatnom pocetku sistema S5 (u sistemu Zemlje). Ponovo ¢u uvesti sfernu oblast u
analizu, ali moram napomenuti pojedine stvari. Kada je analiziran gravitacioni uticaj Sunca na vestacke
Zemljine satelite imali smo da je poluprecnik sfere bio mnogo manji od rastojanja izmedju Sunca i
Zemlje, 1 u skladu sa tim intenziteti vektora Egem g1 Egem s imali su istu vrednost u bilo kojoj tacki te
oblasti.

U sluc¢aju Meseca situacija je drugacija. Srednje rastojanje izmedju centara Zemlje i Meseca je
oko 60 Zemljinih radijusa. I u slu¢aju Meseca uvodim sfernu oblast u analizu, ali ¢u uzeti konkretnu
vrednost za polupre¢nik sferne oblasti oko Zemlje. Ta vrednost neka iznosi 2R,. Sa R, oznacen je
poluprecnik Zemlje. Poluprecnik sferne oblasti je oko 30 puta manji od srednjeg rastojanja izmedju
centara Zemlje 1 Meseca, odnosno polupre¢nik sferne oblasti uporediv je sa srednjim rastojanjem

izmedju centara Zemlje i Meseca. To bi moglo rezultirati da intenziteti vektora Egem g1 §gem s hemaju
istu vrednost u svim tackama te sferne oblasti. Mogla bi nastati promena intenziteta vektora Egem sl
Egems u toj oblasti. Medjutim zbog jednostavnosti analize uzecu da su intenziteti vektora Egems 1

Egem s konstantni, odnosno da imaju istu vrednost u bilo kojoj tacki te sferne oblasti.
Brzinu satelita u sistemu S; ozna¢io sam sa Ug,;, a njegovu masu sa m. Na osnovu jednacine
(2.28) dobijam silu koja deluje na vestacki Zemljin satelit
Egemm = mEgemm + mﬁsat X Bgemm (4-71)
Ova sila opisuje gravitacioni uticaj Meseca, i1 u skladu sa tim koristim indeks m u jednacini.

5 Tomsonova precesija

Da bi objasnili Tomsonovu precesiju potrebno je da se podsetimo pojedinih elemenata kvantne
mehanike. MoZemo re¢i da je kvantna mehanika nastala kao rezultat teznje nau¢nika da objasne
odredjene eksperimentalne rezultate koji su dobijeni uglavnom u drugoj polovini devetnestog veka 1
pocetkom dvadesetog veka, a koje klasi¢na mehanika i klasicna elektrodinamika nisu uspele da
objasne. Ovde treba pre svega spomenuti slede¢e eksperimentalne rezultate: zracenje crnog tela,
rezultate iz oblati spektroskopije, fotoelektri¢ni efekat i toplotni kapacitet ¢vrstih tela. Veliki impuls za
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nastanak kvantne mehanike bila je potreba da se objasne spektri atoma, i to prvenstveno emisioni
spektri.

Najpe je stvorena matri¢na mehanika. To je bila prva logicki konzistentna formulacija kvantne
mehanike. Nakon toga Sredinger razvija talasnu mehaniku. Njegov cilj bio je da odredi jednaéinu koja
¢e opisivati de Broljeve talase. Kasnije je pokazano da su matricna mehanika i talasna mehanika
medjusobno ekvivalentne, i da predstavljaju dve forme kvantne mehanike.

Centralno mesto u nerelativisti¢koj kvantnoj mehanici pripada Sredingerovoj jednagini. Ona
odredjuje vremensku evoluciju talasne funkcije sistema

ih angz, 2 Hy(#t) (5.1)

Sa(# t) je oznadena talasna funkcija, i je imaginarna jedinica. Veli¢ina H je Hamiltonijanski

operator, a h je redukovana Plankova konstanta, i odredjuje se na osnovu jednacine
h
C2m
Prema standardnoj interpretaciji kvantne mehanike talasna funkcija daje najkompletniji opis
fizickog sistema. Talasna funkcija 1 je u opStem slucaju kompleksna funkcija, i ne moze se meriti u
eksperimentima. Za talasnu funkciju se koristi 1 naziv vektor stanja. FiziCki smisao ima kvadrat modula
talasne fukcije

W12 =9y
Verovatnoca da se Cestica nadje u nekom elementu zapremine dV u trenutku ¢ odredjuje se na
osnovu jednacine

P = [lwa.orar
Ova jednacina nam ukazuje da je kvantna mehanika probabilisti¢ka teorija.
5 Za slucaj jedne Cestice koja se kre¢e u nekom polju, i ima potencijalnu energiju V (7, t)
Sredingerova jednacina glasi

ih W@ _[ K A+VEO|Y@E t) 5.2
: at | 2m noye, (5:2)
U slucaju da potencijalna energija ne zavisi od vremena jednacina (5.2) dobija oblik

(T, h2 R
in lp; b _ [—ﬁA+V(r)llp(r,t) (5.3)

Ako uporedimo jednacine (5.1) i (5.3) vidimo da Hamiltonijanski operator ima formu
2

- h ,
H = _ﬁA + V(T) (54)

U klasi¢noj mehanici koristimo veli¢ine kao §to su impuls, kineticka energija, potencijalna
energija itd. U kvantnoj mehanici svakoj dinamickoj varijabli pridruZzuje se linearni operator. Impulsu
iz klasi¢ne mehanike pridruzuje se operator impulsa u kvantnoj mehanici. Taj operator se definiSe na
osnovu jednacine

p = —ihv (5.5)
Kineti¢ka energija moze se izraziti preko impulsa
p?
E, = —
T 2m
Operator kineticke energije odredjuje se na osnovu jednadine
32
= _ Db
E., = — 5.6
= (56)

Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacine (5.5), i dobijamo
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— h?
Ex=—-—A 5.7
- V (57)
Jedna od prvih primena kvantne mehanike je reSavanje Sredingerove jednacine za atom
vodonika. Elektron se nalazi u elektrostatickom polju protona, pa u skladu sa tim potencijalna energija
elektrona odredjuje se na osnovu jednacine

1 e?

dmtey T

Operator potencijalne energije glasi

N 1 e?

4rtey T
Sa r je oznaceno trenutno rastojanje elektrona od protona.
U klasicnoj mehanici zbir kinetiCke i potencijalne energije daje ukupnu energiju sistema. U
kvantnoj mehanici zbir operatora kinetiCke energije 1 operatora potencijalne energije daje
Hamiltonijanski operator. Za slucaj atoma vodonika Hamiltonijanski operator glasi

P h2 1 e? 58
) - 2u Atey T 58)
, a Sredingerova jednacina dobija oblik
_oY(r,t) h? 1 e? .
ih ot = [— ZA - 47‘[80 ? l/)(T', t) (59)

Sa u je oznacena tzv. redukovana masa za sistem elektron i proton. Ona se odredjuje na osnovu
jednacine
mym,
h= m, +m,
Sa m, oznacena je masa elektrona, a sa m,, masa protona.
Vrednosti energetskih nivoa atoma vodonika dobijeni su reSavanjem jednacine (5.9)

pe*
n = — —8eozh2n2 (5.10)
Sa n je oznacen glavni kvantni broj.
Jednacina (5.10) moze se napisati i u obliku
Rhc
En = —? (511)

, gde je sa R oznacena tzv. Ridbergova konstanta.

Koris¢enjem jednacCine (5.11) i drugog Borovog postulata dobijena je jednaCina za odredjivanje

talasne duzine svetlosti koju atom vodonika emituje ili apsorbuje
1 1 1
~=R (nz mz) (5.12)

Kada se snimi spektar atoma vodonika (emisioni, apsorcioni) dobijaju se odgovarajuce
spektralne linije. Talasne duzine koje odgovaraju tim spektralnim linijama odredjuju se na osnovu
jednacine (5.12). Ove spektralne linije nazovimo glavnim spektralnim linijama.

Snaznu potvrdu validnosti kvantnoj mehanici dalo je objasnjenje spektra atoma vodonika.
Medjutim dalji napredak u spektroskopskoj tehnici omogucio je da se registruju spektralne linije,
odnosno da se izmere talasne duzine koje se ne mogu dobiti na osnovu jednacine (5.12). Proucavanjem
spektara sa poboljSanom spektroskopskom tehnikom primeceno je da se umesto jedne glavne
spektralne linije pojavljuju dve ili vise spektralnih linija koje su medjusobno malo razdvojene. Ova
pojava primecena je kod pojedinih glavnih spektralnih linija. Pojava podele glavne spektralne linije u
dve ili viSe komponenata u spektroskopiji naziva se fina struktura.
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Trebalo je objasniti finu strukturu. Da bi ilustrovao kako je to uradjeno najpre cu

Hamiltonijanski operator definisan jednacinom (5.8) oznaditi sa H,
h? 1 e?

Hy=— (5.13)

2u dmtey T
Ovom Hamiltonijanskom operatoru dodata su tri operatora koji predstavljaju male korekcije. Te
operatore oznaéiéu sa H;, H, i H;. Ukupni Hamiltonijanski operator postaje
H=H,+H +H,+H, (5.14)
Da bi se odredili energetski nivoi za finu strukturu, a potom i odgovarajuce talasne duzine
primenjuje se vremenski nezavisna teorija perturbacije. Operatori H;, H, i H; predstavljaju male
perturbacije za operator Hy. Ja se neéu zadrzavati na primeni vremenski nezavisne teorije perturbacije u
cilju objaSnjenja fine strukture spektra atoma vodonika, ali ¢u dati pojedina objasnjenja u vezi
operatora H,, H, i H;. Moj prevashodni cilj je Tomsona precesija koja je povezana sa spin-orbitalnom
interakcijom odnosno operatorom H,.
Zadrzimo se najpre na operatoru H;. Kineticka energija u klasi¢noj mehanici odredjuje se na
osnovu jednacine
2
Ek = p_
2m
U kvantnoj mehanici pridruZen je operator kineticke energije (jednacina (5.7)).

U specijalnoj teoriji relativnosti kineticka energija Cestice odredjuje se na osnovu jednacine

E, = \/p%c? + m2c* — mc? (5.15)

Sa m je oznacena masa mirovanja Cestice, a sa p njen impuls. Jednacina (5.15) mozZe se napisati u

obliku
E, =mc l Il + ( C) 1] (5.16)

Za slucaj malih brzina imamo da vazi
p K mc

/ Pl pn 1Py,
1+(mc) ~1+2(mc) 8(mc)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (5.16) dobijamo
P
7 2m 8m3c3

Vidimo da pored izraza za kineticku energiju iz klasi¢ne mehanike figuriSe i dopunski ¢lan.

Ovom dopunskom ¢&lanu pridruZuje se operator u kvantnoj mehanici, a to je upravo operator H,
o (®*)?
] H, = R (5.17)

Kada je Sredinger formulisao svoju jedna¢inu u njoj nije figurisao spin elektrona. Spin Cestice
(elektrona) je kasnije uveden u kvantnu mehaniku, i ne pojavljuje se prirodno iz Sredingerove
jednacine. Ako Cestica ima nenulti spin onda ¢e se imati magnetski moment, i ako se Cestica nadje u
magnetnom polju imac¢e dopunsku energiju.

Kada se atom vodonika stavi u staticko magnetno polje zapaza se da se umesto jedne glavne
spektralne linije pojavljuju dve ili viSe spektralnih linija koje su medjusobno malo razdvojene. Ova je
primeceno kod pojedinih glavnih spektralnih linija, i ova pojava naziva se Zemanov efekat (Pieter
Zeeman). Naravno ova pojava postoji 1 kod drugih atoma. Medjutim ¢ak i kada se atom vodonika ne
nalazi u spoljasnjem magnetnom polju, dolazi do podele glavne spektralne linije u dve ili vise
komponenata. Ta pojava se u spektroskopiji naziva fina struktura.

Zbog ovog uslova dobijamo

4

65



Da bi se objasnila fina struktura konstatujmo najpre da elektron ima nenulti spin, pa u skladu sa
tim poseduje magnetski moment. Fina struktura spektra atoma vodonika moze se analizirati posebno od
Zemanovog efekta, odnosno uzima se da se atom vodonika ne nalazi u spoljasnjem magnetnom polju.
Medjutim elektron se krece u elektrostatiCkom polju protona, 1 ako uvedemo sistem koji je vezan za
elektron u tom sistemu postojac¢e magnetno polje. Obzirom da elektron poseduje magnetski momenat i
nalazi se u magnetnom polju posedovac¢e dopunsku energiju. Takva analiza 1 analogija sa klasicnom
elektrodinamikom dovela je do uvodjenja slede¢eg Hamiltonijanskog operatora, koji éu oznaditi sa H,

~ 2 1 5 3
H4=< ¢ > L-5 (5.18)

41ey ) m2c3r3

Sa L je oznacen operator momenta impulsa elektrona, a sa S operator spina. Sa stanovista
kvantne mehanike doslo je do interakcije spina elektrona sa magnetnim poljem koje postoji u sistemu
elektrona. Ova interakcija naziva se spin-orbitalna interakcija.

Medjutim na osnovu Hamiltonijanskog operatora H, ne moZe se objasniti fina struktura atoma
vodonika. Izlaz iz ove situacije predlozio je nauc¢nik Tomas (Llewellyn Hilleth Thomas). On je otkrio
pojavu precesije koja nosi naziv po njemu. PredloZio je da treba izvrsiti korekciju operatora H,, tako
Sto treba dodati faktor 1/2. Hamiltonijanski operator na osnovu koga se moze objasniti fina struktura

oznati¢u sa H, i on glasi
P (L N 5.19
272 <4n80> m2c3r3 (519

Ovaj operator figuriSe u izrazu za ukupni Hamiltonijanski operator (jednacina (5.14)). Operatori
H, i H, razlikuju se za faktor 1/2, i taj faktor predstavlja Tomsonovu korekciju. Pri dobijanju tog
faktora Tomson je koristio specijalnu teoriju relativnosti i efekat dilatacije vremena.

Operator H; koji figuriSe u jednagini (5.14) naziva se Darvinov ¢lan (Charles Galton Darwin).
On se odredjuje na osnovu sledece jednacine

= () s 5.20
7 8 <4n80>m202 ) (5:20)

Elektron se nalazi u elektrostatickom polju protona, i poseduje potencijalnu energiju. Darvinov
¢lan opisuje promenu potencijalne energije (potencijala) elektrona. Darvinov ¢lan jedino uti¢e na ona
kvantna stanja opisana talasnom funkcijom kod kojih je orbitalni kvantni broj jednak nuli (I = 0). Za
talasne funkcije kod kojih je orbitalni kvantni broj ve¢i od nule Darvinov ¢lan na njih nema uticaj.

Postoji dosta literature o Tomsonovoj precesiji, i razli¢itih pristupa za objasnjenje ovog
fenomena. U daljem tekstu ja ¢u se zadrzati na odredjenim rezultatima u vezi Tomsonove precesije koji
se mogu primeniti u teoriji gravitacije. Da bi ilustrovao Tomsonovu precesiju mogao bih uzeti sledeci
primer. Oko jednog tela koje miruje 1 ima naelektrisanje Q kre¢e se po kruznoj putanji telo koje ima
naelektrisanje q. Medjutim posto je u predhodnoj diskusiji bilo re¢i o atomskoj fizici predhodni primer
zameni¢u kretanjem elektrona oko jezgra. PoSto je masa elektrona mnogo manja od mase jezgra
uzimamo da jezgro miruje. Zbog jednostavnosti analize uzeéu da se elektron kre¢e po kruznoj putanji.
Rastojanje elektrona do jezgra oznacicu sa r, a brzinu elektrona sa v. Ovo bi odgovaralo planetarnom
modelu atoma, ali kvantne efekte u daljoj analizi ne¢u uzimati u razmatranje.

Uvodim dva koordinatna sistema S 1 S;. Sistem S je vezan za jezgro, a sistem S; za elektron.
Koordinatne ose sistema S obelezene su sa x i y, a koordinatne ose sistema S; sa x; 1 y;.. Na slici 17
prikazan je i smer rotacije elektrona.
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Slika 17

U pocetnom trenutku kooordinatne ose sistema S 1 S; su paralelne. Pocetni polozaj elektrona
oznacen je sa A. Na slici 17 prikazan je i vektor brzine elektrona u tom pocetnom trenutku. Pravac
vektora brzine poklapa se sa osom y;. Sistem S; je vezan za elektron. To je pokretni sistem jer se
elektron krece oko protona. On je uveden na taj nacin da se osa y; uvek poklapa sa pravacem vektora
brzine u svakom trenutku vremena.

Kada ne bi postojala Tomsonova precesija pravac vektora brzine u svakoj tacki putanje
poklapao bi se sa pravcem tangente. Vreme koje je potrebno elektronu da prilikom svog kretanja opise
jedan pun krug, odnosno da se vrati u pocetni polozaj odredjen tatkom A nazvacu period rotacije

elektrona. Ono se odredjuje na osnovu jednacine

AT 5.21
== (521)

Nakon povratka elektrona u polozaj odredjen tackom A pravac vektora brzine je identi¢an sa
pravcem vektora brzine koji je elektron imao u pocetnom trenutku. Nije doSlo ni do promene
intenziteta i smera vektora brzine. Sve je ovo u saglasnosti sa klasi¢cnom mehanikom.

Istakao sam da je Tomson koristio specijalnu teoriju relativnosti 1 efekat dilatacije vremena
prilikom objasnjenja pojave precesije koja nosi naziv po njemu. Sa stanoviSta posmatraca u sistemu S
do¢i ¢e do pojave Tomsonove precesije. Kada se elektron nakon vremena T vrati u pocetni polozaj
pravac vektora brzine bi¢e malo pomeren u odnosu na pravac koji je imao u po¢etnom trenutku. To je
predstavljeno na slici 18
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Slika 18

Sistem S; je pokretni sistem koji je vezan za elektron. Osa y; se poklapa sa pravcem vektora
brzine u svakom trenutku vremena. Obzirom da je doslo do promene pravca vektora brzine to znaci da
je doslo do rotacije koordinatnog sistema S;. Na slici 18 ugao izmedju osa x i x; je oznafen sa Ag.
Znaci nakon vremena T koordinatni sistem se zarotirao za ugao Ag.

Sa stanovista posmatraca u sistemu S ugaona brzina rotacije koordinatnog sistema S; odredjuje
se na osnovu jednacine

3 ( Y ) axv (5.22)
Wy = |—— .
"7 \1+y/) ¢2
Veli¢ina wr naziva se Tomsonova precesiona frekvenca, a y je Lorencov faktor
1

. /1—(%)2

Za slucaj malih brzina jednacina (5.22) dobija oblik
— 1 - -
Wr = F(a X V) (5.23)

U ovom slucaju elektron se kre¢e po kruznoj putanji i ubrzanje elektrona jednako je
centripetalnom ubrzanju

a=——n (5.24)
Sa 71 je oznacen jedini¢ni vektor

SU

7
r
Zamenom jednacine (5.24) u jednacinu (5.23) dobijam Tomsonovu precesionu frekvencu
3
v

—

Br = — (5.25)

. 2c?r
Vektor k je jedini¢ni vektor €iji je pravac normalan na ravan orbite elektrona.

Tomsonovu precesiju moze izazvati ne samo Kulonova sila ve¢ i neka druga sila, ali mora
postojati komponenta ubrzanja koja je normalna na pravac vektora v. U slu¢aju pravolinijskog kretanja
vektori brzine 1 ubrzanja imaju isti pravac i ne dolazi do pojave Tomsonove precesije.
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Vratimo se primeru rotacije elektrona oko jezgra (slika 18). Kao rezultat Tomsonove precesije
za posmatraca u sistemu S koordinatni sistem S; rotirate ugaonom brzinom koja se odredjuje na
osnovu jednacine (5.25). Posle vremena T ose koordinatnog sistema zarotirane su za ugao A

Ap = wrT

Koris¢enjem jednacina (5.25) 1 (5.21) dobijamo

2

v
Ap=—m (5.26)

Harihar Behera je u svojim radovima [5] i [6] razmatrao primenu Tomsonove precesije u
oblasti gravitacine fizike. Po mom misljenu dao je neke veoma bitne zakljucke u vezi Tomsonove
precesije koji imaju dalekoseZne posledice u oblasti gravitacione fizike. On je radio na objasnjenju
precesije perihela Merkura. Tomsonovu precesiju moze izazvati ne samo Kulonova sila ve¢ i neka
druga sila, ali mora postojati komponenta ubrzanja koja je normalna na pravac vektora v.

Obzirom da se u radovima [5] i [6] autor bavio precesijom perihela Merkura, zadrza¢u se na
tom primeru. Tomsonova precesija u tom slucaju uzrokovana je Njutnovom gravitacionom silom.
Ubrzanje Merkura odredjuje se na osnovu jednacine

_ YMs
a=— r—31' (52 7)
U radu [5] autor Tomsonovu precesionu frekvenciju obelezava sa w4y i dobija sledeéi rezultat
— )/MS - -
WgT = W (W x7r) (5.28)

Ovaj rezultat jednostavno se dobija zamenom jednacine (5.27) u jednacinu (5.23).

Behera pokazuje da zbog postojanja Tomsonove precesije treba uvesti dodatnu silu koja deluje
na Merkur. Tu silu je oznacio sa ﬁTh, 1 ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

Frp = my¥ x B, (5.29)
Sa my je oznacio masu Merkura, a ¥ je brzina Merkura.

Ja ¢u prihvatiti egzistenciju ove sile, ali ¢u je obeleziti sa ﬁT, 1 nazvacu je Tomsonova sila.
Smatram da ima smisla uvesti ovu silu i to iz slede¢eg razloga. Kada sam razmatrao kretanje elektrona
oko jezgra konstatovao sam da kada elektron opiSe jedan pun krug, i nakon vremena T vrati se u
pocetni polozaj, pravac vektora brzine je malo pomeren u odnosu na pravac koji je imao u pocetnom
trenutku. To je predstavljeno na slici 18. Ugao za koji je zarotiran sistem S; odredjuje se na osnovu
jednacine (5.26). Obzirom da je doSlo do promene pravca brzine mozemo smatrati da je ta promena
uzrokovana delovanjem sile.

Veli¢inu B; Behera odredjuje na osnovu jednacine

- UXg
By = = (5.30)
, gde je g gravitaciono ubrzanje Merkura
- YMs
g = —r—ST (53 1)
Behera dobija sledeci rezultat za silu ﬁTh
= ymOMS - - —
Frp = —WU X (U X T') (532)

Pri tome je koristio jednacine (5.29-31)
Veoma bitan zakljucak daje u vezi veliine §g. Po njemu kada se Merkur kre¢e oko Sunca on se

nalazi u gravitomagnetnom polju Sunca koje je kvantitativno opisano vektorom B, a poreklo ovog
polja lezi u Tomsonovoj precesiji. Behera se poziva na analogiju sa elektromagnetizmom. Analogija
ima smisla jer jednacina (5.29) po svojoj formi podse¢a na Lorencovu silu.
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Ja sam uveo gravitomagnetno polje §gem. Ono se odredjuje na osnovu sistema jednacina (2.34-

37). Medjutim polje §g je sasvim drugacije prirode. Behera smatra da poreklo ovog polja lezi u

Tomsonovoj precesiji. Istakao sam da se Tomsonova precesija objasnjava koriS¢enjem specijalne
teorije relativnosti i efekta dilatacije vremena. Ja ¢u prihvati postojanje ovog polja koje je Behera uveo,
ali umesto oznake §g koristi¢u oznaku ET 1 nazvacu ga Tomsonovo polje.

O kretanju vestackih satelita u gravitacionom polju Zemlje bilo je reci u tre¢em poglavlju. Za
opisivanje kretanja satelita obi¢no se koristi Konvencionalni inercijalni sistem (slika 5). Poloza;j satelita
u tom sistemu odredjuje se pomocu radijus vektora 7, a vektor brzine satelita je oznaen sa U.
Jednacina (3.1) predstavlja jednacCinu dinamike satelita. Njutnov ¢lan je posebno izdvojen na desnoj
strani jednacine (3.1) jer je on dominantan. Ako se zanemare perturbujuce sile koje deluju na satelit
jednacina dinamike satelita (3.1) dobija oblik

3 )/MZm -
mr = —
r3
Na osnovu ove jednacine jednostavno je odrediti ubrzanje satelita
i=_YMzz (5.33)
=- .

Satelit se kre¢e u gravitacionom polju Zemlje. Dolazi do pojave Tomsonove precesije 1
Tomsonove sile. Tomsonova sila odredjuje se na osnovu jednacine
Fr = m® x By (5.34)
Jednacina (5.34) je po svojoj sustini ista sa jednacinom (5.29) samo sam promenio oznake.
Tomsonovo polje odredjuje se na osnovu jednacine

B; =Cizaxa (5.35)
Koris¢enjem jednacine (5.33) dobijam
= _YM;,
BT = mr Xv (536)
Na osnovu jednacina (5.34) i (5.36) dobijam izraz za Tomsonovu silu koja deluje na satelit
o :Vr”f_jjax (# X D) (5.37)

Ova sila bi¢e uzeta u obzir kada se proucava dinamika vestackih Zemljinih satelita. Medjutim
rezultati prezentovani u ovom poglavlju imaju opStu vaznost i bi¢e koriS¢eni 1 u drugim primerima iz
oblasti gravitacione fizike.

6. JednaCina  dinamike  veStackih  Zemljinith  satelita  sa  stanoviSta
gravitoelektromagnetizma. Keplerovi orbitalni elementi

U treCem poglavlju prezentovana je jednacina dinamike veStackih Zemljinih satelita.
Dominantan ¢lan u jednacini (3.2) je Njutnova sila. Sve ostale sile koje deluju na satelit predstavljaju
male perturbacije. Njih sam podelio u tri grupe. Prvu grupu ¢ine sile gravitacionog porekla, a drugu
grupu predstavljuju sile negravitacionog porekla. Tre¢u grupu Cine sile koje su korekcije Njutnove
gravitacije, a dobijene su na osnovu opSste teorije relativnosti. U tre¢em poglavlju zadrZzao sam se samo
na tre¢oj grupi sila, tako da je jednacina (3.2) dobila jednostavniji oblik

M,m_,
e T+ Fypr

mr = —
3

Sila ﬁotr sastoji se od tri komponente. Ta sila ve$tackom satelitu saopStava ubrzanje d,;, koje
se odredjuje na osnovu jednacine (3.18). Ovaj rezultat je dobijen za slu€aj slabog gravitacionog polja i
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nerelativistickih brzina kretanja probnih tela. Za slucaj gravitacionog polja Zemlje i kretanja satelita ovi
uslovi su ispunjeni. Pri dobijanju ove jednaline je pretpostavljeno da je Zemlja idealna lopta sa
homogenom distribucijom mase.

Za opisivanje kretanja satelita obicno se koristi Konvencionalni inercijalni sistem (slika 5).
PoloZaj satelita u tom sistemu odredjuje se pomocu radijus vektora 7 (jednacina (3.3))

T =X + Y, + 26,
Vektor brzine satelita u tom sistemu oznacicu sa v.

Cilj ovog poglavlja je dobijanje jednacine dinamike veStackog Zemljinog satelita, ali sa
stanoviSta gravitoelektromagnetizma. To je prilicno komplikovan problem jer se satelit nalazi u
gravitacionom polju Zemlje, Sunca i Meseca. Masu satelita oznac¢i¢u sa m, a masu Zemlje sa M,.

Najpre moram uciniti jednu digresiju u vezi efekta vremenske dilatacije. Uzmimo u razmatranje
dva identi¢na atomska Casovnika. Jedan se nalazi na povrSini Zemlje, a drugi u GPS satelitu. Satelit za
posmatraca na Zemlji kreée se po idealno kruznoj putanji, a za Zemlju ¢emo pretpostaviti da je idealna
lopta sa homogenom distribucijom mase. Brzina kojom se kre¢e GPS satelit oko Zemlje je 4 km/s.
Vreme u sistemu GPS satelita ¢e proticati sporije nego u sistemu ¢asovnika koji se nalazi na Zemlji.
Mozemo izracunati koliko ¢e atomski Casovnik u sistemu GPS satelita kasniti u odnosu na atomski
casovnik koji se nalazi na Zemlji.

Neka u sistemu Casovnika koji se nalazi na Zemlji protekne vremenski interval At,. U sistemu
casovnika GPS satelita protekne vremenski interval At,,; koji je krac¢i od vremenskog intervala At,.

Saglasno specijalnoj teoriji relativnosti vremenski intervali At,,; 1 At, povezni su jedna¢inom

Atyqe = At, / 1- ()2 (6.1)

Za infinitezimalne vremenske intervale vaZzi slede¢a jednacina

dt,,, = dt, /1 _ (%)2 (6.2)

U jednalini (6.1) v je relativna brzina izmedju atomskih ¢asovnika. Uze¢emo da ta brzina ima
vrednost 4 km/s. KoriS¢enjem ove vrednosti mozemo odrediti razliku u pokazivanju casovnika.
Obzirom da je Atg,; manje od At,, ta razlika sa stanovista specijalne teorije relativnosti iznosi

2
At = At, — Atog = At,[1— [1- (g) (6.3)

Ako uzmemo da je duzina vremenskog intervala At, jednaka jedan dan odnosno 86400 sekundi
mozemo na osnovu jednacine (6.3) izracunati koliko ¢e atomski ¢asovnik u GPS satelitu kasniti u
odnosu na atomski ¢asovnik koji se nalazi na povrsini Zemlje. To kaSnjenje u toku jednog dana iznosi

At =7,68-107%s

Ovo kasnjenje ima kumulativni efekat i mora se korigovati. Korekcija se mora izvrsiti jer da bi
GPS sistem pravilno funkcionisao ¢asovnici moraju biti sinhronizovani. Korekcija se delimi¢no vrsi 1
usled dejstva gravitacionog polja, jer atomski casovnik u GPS satelitu se nalazi u slabijem
gravitacionom polju, i vreme u tom sistemu brze proti¢e nego vreme u sistemu ¢asovnika koji se nalazi
na povrsini Zemlje.

Ovaj primer sa GPS satelitom sam iskoristio da bi ukazao na ¢injenicu da vreme ne protice isto
u sistemu Zemlje 1 sistemu veStackog satelita. Ja ¢u najpre napisati jednac¢inu dinamike satelita sa
stanoviSta posmatraca u sistemu Zemlje. Obzirom da se satelit nalazi u gravitacionom polju Zemlje,
Sunca i Meseca najuopstenija jednaéina glasi

l\/i ﬁjgemz Egems + ﬁ:gemm
1- (32

(6.4)



. . o v . . . . . v = =
Sile koje potiCu od gravitacionog dejstva Zemlje, Sunca i Meseca oznacio sam sa Fyer, 7, Fyem s

1 Fyem m respektivno. Ove sile bice odredjene sa stanovista gravitoelektromagnetizma.

U daljem tekstu bi¢e pokazano da se svaka od ovih sila sastoji od viSe komponenata, i jednacina
(6.4) dobija sledec¢i oblik

)

gemzl + Fgemzz + Fgesz + Fgemsl + Fgemsz + FgemsB + Fgemml + F gemm 2 (6-5)
Ovo je jednacina dinamike vestackog Zemljinog satelita sa stanoviSta posmatraca u sistemu
Zemlje (sistemu S; ). Radijus vektor i vektor brzine u tom sistemu oznaceni su sa 7 i U.
Mogu se napisati 1 odgovaraju¢e jednaCine sa stanoviSta posmatraca u sistemu satelita.
Najuopstenija jednacina glasi

dt l F"gemz F"gems + Egemm
sat / (_

Uporedjivanjem jednacina (6.4) 1 (6.6) vidimo da imaju identi¢an matematicki oblik, ali postoji
jedna sustinska razlika. U jednacini (6.6) figuriSe vreme koje se meri u sistemu satelita i ono je
oznaceno sa tg,.

Jednacina (6.6) moZe se napisati i u slede¢em obliku

dtsae W]

gemzl +Fgemzz +Fgemz3 +Fgemsl +Fgem52 +Fgems3 +Fgemm1 + +F gemm?2 (6-7)

Jednacina (6.7) je posledica predhodne konstatacije da se svaka od sila Ii]em 25 ﬁ:qem g1 Ii,emm
sastoji od viSe komponenata.

(6.6)

Za posmatraca u sistemu Sy sile Fyem 2, Fgem s 1 Fgemm 1maju odredjenu matematicku formu.

Medjutim ja sam uzeo da i za posmatraca u sistemu satelita sile Ijjqemz, %ems i Ii]emm imaju istu
matemati¢ku formu kao i sa stanovista posmatraca u sistemu S; .

Postavlja se jedno izuzetno bitno pitanje, a to je da li koristiti jednacinu (6.4) ili jednacinu (6.6)
za opisivanje kretanja satelita. Ja sam se odlucio za koris¢enje jednacine (6.6). Prilikom proucavanja
kretanja satelita mi koristimo vreme u sistemu Zemlje (sistemu S;), a u jednacini (6.6) figuriSe vreme u
sistemu satelita. Medjutim jednacinu (6.6) transformisacu i dobi¢u jednacinu u kojoj figuriSe vreme
koje se meri u sistemu Zemlje (sistemu S;). Prilikom tih transformacija visa puta ¢u koristiti jednacinu
(6.2).

Najpre ¢u transformisati levu stranu jednacine (6.6) bez uzimanja u obzir efekta vremenske
dilatacije.

Koris¢enjem Lorencovog faktora y
1

)’=—\/1_7(%)2

leva strana jednacine (6.6) moZze se napisati na sledeci nacin

(6.8)
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d[ mv ]d(mﬁy)

dtsat v
1- @)

Nakon diferenciranja dobijamo

d(mvy) dv - mE dy
=m Y+ mv
dtsat dtsat dtsat
Ovaj izraz dalje se transformise na sledeé¢i nacin
d(mvy) dv - mB dy dv
=m Y+ mv—
dtsat dtsat av dtsg,
Izvod y faktora po brzini je
dy v v
2o (1= (232
dv c? ( (c) )
, odnosno
dy v ,
dv 2V
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (6.9) dobijamo
d(mvy) dv N %( dv ) v,
=m y+ mv —Y
dtsat dtsar dtsqt/ €*

(6.9)

(6.10)

U drugom sabirku na desnoj strani jednagine (6.10) figuriSe faktor 1/c?, i taj sabirak moZemo

zanemariti. U skladu sa tim jednacina (6.10) dobija oblik
d(mvy) dv
=m

= 14
o . dt.sat dlsar
Ona se moze zapisati 1 na slede¢i nacin
d(mvy) dv 1

=m
dtsqe dtsqt Vi,
1-Q)

Na osnovu ovog rezultata jednacina (6.6) moze se napisati u obliku
dv 1

m :F,'gemz+F,'gems+F:qemm
dtsat 1 Uyo
-

(6.11)

(6.12)

Jednacina (6.12) je dobijena bez uzimanja u obzir efekta vremenske dilatacije. Medjutim kada
se proucava dinamika satelita, kretanje je opisano u sistemu S;, odnosno u sistemu Zemlje, i vreme se
meri u tom sistemu. U jednacini (6.12) figuriSe vreme u sistemu satelita tako da je potrebno
transformisati ovu jednacinu. To ¢e biti uradjeno u daljem tekstu, i u toj analizi koristi¢u jednacinu

(6.2).
Jednacina (6.12) moze se zapisati i na slede¢i nacin
v S 5 S v
mdtsat = (Fgemz + Egems + F:gemm) 1- (E)Z
Kori$¢enjem jednacine (6.2) ova jednacina dalje se transformise
v S - 5 v
m—v = (F;;emz + F;;ems + F,'gemm) 1- (Z)Z
dtz /1 - (E)z
, odnosno
dl_; - - = v 2
mE = (F:gemz + F"gems + Egemm)(l - (E) )
z
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Brzina kretanja satelita sa stanoviSta posmatraca u sistemu satelita odredjuje se na osnovu
jednacine
dr
dtsat
Koris¢enjem ovog rezultata jednacina (6.13) dobija oblik

-
v =

d dr . . } v
md_tz dtsat) = (Fgemz + Fyems + Egemm)(l - (E) )
Ova jednacina dalje se transformiSe primenom jednacine (6.2)
d ar . } i o
Y S Y S (RO T
Aaefi- )

Dobijena je jednacina u kojoj samo figuriSe vreme koje se meri u sistemu Zemlje.
Potrebno je diferencirati izraz na levoj strani jednacine (6.14). Taj postupak ve¢ je prezentovan
u dosadasnjem tekstu (jednacina (6.10)), i ne¢u ga ponavljati. Primenom jednacine (6.10) dobijam
d*7 L(dvyv S S S 2
mFZZY‘l’ mv(d_t)c_zy = (Egemz+Egems+F‘;]emm) (1_(5) ) (6-15)
U drugom sabirku na levoj strani jednacine (6.15) figurise faktor 1/c?, i taj sabirak mozemo
zanemariti. U skladu sa tim jednacina (6.15) dobija oblik

d*7 S . . N2
mdt 2V = (F‘;]emz + Egems + Egemm) (1 - (E) )
Z
Ona se moze napisati i na slede¢i nacin
dzf-’ N R R v 2 3/2
mdtzz = (F‘;;emz + Fgems + Egemm) (1 - (E) ) (6.16)

Obzirom da je brzina satelita mnogo manja od c vazi sledeca aproksimacija

2\ /2 3 v
_(Z ~1 2022
(1 (c) ) 1 2 (c)
Njenim koris¢enjem jednacina (6.16) dobija oblik
d*7 , 3 v

2
mFZz = (Egemz + F:gems + F"gemm) (1 _E(E) )

mjt_z; = _jqemz (1 - % (g)z) + ﬁ:qems (1 - ;(g)z) + ﬁ:qemm (1 - ; (?)2) (6.17)

Ja ¢u najpre analizirati gravitacioni uticaj Zemlje. Iz tog razloga privremeno ¢u zanemariti
gravitacioni uticaj Sunca i Meseca, pa jednacina (6.17) dobija jednostavniju formu
a* 3 v\2
o (1-369)
Istakao sam da se svaka od sila ngem 75 Ijjqem s ﬁ:qemm sastoji od viSe komponenata. Sila ngem 2
sastoji se od tri komponente, i u skladu sa tim jednacina (6.18) postaje
d*7 -

. S 3 v\?2
mﬁzzz (Fgemzl+Fgemzz+Fgem23) (1_5(5) )

, odnosno

, odnosno

e = Fonen (130 ) Foonen (130 ) #Frones (13)) 69

{
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U ovoj jednacini figurisu tri sile. Najpre ¢u odrediti silu ﬁgem 21. U tre¢em poglavlju objasnio
sam da Zemlja u prostoru oko sebe stvara gravitomagnetno polje zbog svoje rotacije. Jacina
gravitomagnetnog polja odredjuje se na osnovu jednacine (3.60)

3 2y [3 (Z . F)F Zl
gem — 2,3 r2
Obzirom da se satelit krece u gravitomagnetnom polju na njega ¢e delovati sila
. q 2y [B(L-7)F -
Fgemz 1 =mv X {_ o213 [ ) - Ll} (6.20)

Ovo je prva komponenta u jednacini (6.19).

Silu ﬁgem 22 mozemo jednostavno dobiti. To je Tomsonova sila (jednacina (5.37))
S M,m
Foemza =%6x (7 X D) (6.21)

Ostalo je jo§ da se izvrSi analiza sile ﬁgem ,3. Da bi to uradio moramo se najpre podsetiti
odredjenih rezultata iz Cetvrtog poglavlja. Zemlja se krece po elipticnoj putanji oko Sunca, ali sam
zbog jednostavnosti proracuna u tom poglavlju najpre analizirao kruznu putanju. Jednacdine (4.31) i
(4.34) koriste se za odredjivanje jacine gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja u centru Sunca.
Ovo gravitaciono polje stvara Zemlja. Pokazao sam da se ove jednacine mogu Koristiti i za opisivanje
gravitacionog polja u okolini Sunca.

U daljoj analizi uveo sam posmatraca na Zemlji (u sistemu S3). On moze tvrditi da Zemlja
miruje, a da se Sunce kreCe oko nje. JaCine gravitoelektriCnog i1 gravitomagnetnog polja u
koordinatnom pocetku sistema S5 (sistemu Zemlje) odredjuju se na osnovu jednacina (4.63) 1 (4.64).
Ove jednacine se mogu koristiti 1 za odredjivanje gravitacionog polja u okolini Zemlje. U daljoj analizi
uveo sam telo mase m koje miruje na povrSini Zemlje. Pokazao sam da sa stanovista posmatraca na
Zemlji gravitaciona sila koja deluje na telo mase m, a poti¢e od Sunca odredjuje se na osnovu
jednacine

Foomy = —Z
gem 1,3 2c?

) 7, (t)

Ovaj rezultat sam generalizovao 1 dobio sam silu koja deluje na planetu Zemlju (jednacina

(4.68))
= yM;M, v,%\
Foemu = — 7,3 (1 - ?) T,(t)

Istakao sam da za opisivanje polozaja satelita u Konvencionalnom inercijalnom sistemu
(sistemu S;) koristim radijus vektora 7. Vektor brzine u tom sistemu oznalen je sa U. Satelit stvara
gravitaciono polje. Jacine gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema
S; koji se poklapa sa centrom Zemlje mogu se na¢i primenjujuci predhodno prezentovane metode, ali
gravitaciono polje satelita nije od velikog interesa za dalju analizu. Sli¢no predhodnom sluc¢aju (gde je
analizirano kretanje Sunca oko Zemlje) mozemo uvesti posmatraca u sistemu satelita. Pomatra¢ moze
tvrditi da Zemlja rotira oko njega. Ako primenimo predhodno prezentovane metode mozemo naci
jacinu gravitoelektricnog i1 gravitomagnetnog polja u polja u sistemu satelita

. _yMym (1 s

=4 yMZ vz -

Egem sat — 73 1- 0c2 r(t) (6.22)
- 4y M, [7(t) x v(t)

Bgemsat = - 73 . I o2 (6.23)

Ovde treba dati jednu primedbu. U slucaju kretanja Zemlje oko Sunca, ovi se objekti mogu
smatrati materijalnim tackama, jer je rastojanje izmedju njih mnogo vece i od polupre¢nika Sunca i
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poluprecika Zemlje. Ta Cinjenica je koriS¢ena prilikom izvodjenja jednacina (4.63) 1 (4.64). U slucaju
kretanja Zemlje oko satelita, Zemlja se ne moze smatrati materijalnom tackom, pa bi to verovatno
dovelo do toga da se pojavi korekcioni faktor u jednacinama (6.22) 1 (6.23).

Na osnovu jednacine (4.68) odredjuje se sila koja deluje na planetu Zemlju. Ako primenimo
sli¢no rezonovanje kao u tom sluc¢aju, mozemo dobiti silu koja deluje na satelit. Masu satelita oznacio
sam sa m, a jacina gravitoelektri¢nog polja odredjuje se na osnovu jednacine (6.22). Sila koja deluje na
satelit sa stanovista posmatraca u sistemu satelita dObl_]a se na osnovu jednacine

F

gemz3 — mE gem sat
, odnosno

9 yM,m v?
Fgemz3 = - 3 (1 —?> T(t) (624)

Odredjena je i sila ﬁgemz 3.
Analizirajmo sada pojedine sabirke u jednacini (6.19). Prvi sabirak se moze napisati u obliku
N 3,02\ L 3w 2y [3(L-P)F -
Fremz1 (1 - E(E) ) = Fromz1 — mb X E(E) {— =3 l - Ll} (6.25)
U drugom ¢lanu na desnoj strani jednacine (6.25) figuriSe faktor 1/c*, i taj ¢lan se zanemaruje.
U skladu sa tim jednacina (6.25) dobija sledecu formu

N 3 \2 N 2y [3(C-#)7F -
Fgemz1 <1 - E(E) > ~ mv X {_ c273 l 72 - Ll} (6.26)
Primenimo ovaj postupak i kod drugog sabirka u jednaéini (6 19). On se moze napisati u obliku
S 3 102 _YM,m L L 3
Fromza(1-5(5) | =57 x G x9) -0 x @ x 95 ()
Zanemarivanjem ¢lana koji sadrzi faktor 1/c* dobijamo
N 3\ yMm.,
Fgemzz<1—§(z) >z o X (X D) (6.27)

Analizirajmo sada i tre¢i sabirak u jednacini (6.19). On se moze napisati u obliku

S 3 v\2 yM,m v? yM,m v?\,3 v,
Fromes(1-3(2)) = =0 (1 g2z ) 7+ 2 (1 22 ) 73 O

Nakon elementarnih algebarskih transformacija dobijam

S 3 /v\2 YyM,m_, yM,m1,wn?*_, yM,m3 2, yM,m3 v
Foenza (1-3(0) ) = =57+ 53 (0) P+ (0) 7o

Poslednji ¢lan u ovoj jednadini sadrzi faktor 1/c* i njega ¢u zanemariti

> 3 /1\2 yM,m , yM,m1 vzé yM,m3 v\2 |
Foenza (1-3(5) ) =~ 57+ 3 () P+ Q) 7

- 3 v\2 M,m M,m (v\?
Fgemz3(1_§(z))--’—yr§ T_')+2yr§ (E) 7 (6.28)
Vidimo da pored Njutnovog c¢lana u jednacdini (6.28) figuriSe 1 dopunski ¢lan. To je
perturbativni ¢lan.
Zamenom jednacina (6.26), (6.27) i (6.28) u jednacinu (6.19) dobijamo

d?7 yM,m 2y B(Z F)F yM,m yM,m
m = — 7+mvXx{— —Llt+2——|-) 7T+ —==V x (¥ x7) (6.29
dt,? r3 c2r3|  r? r3 (c) r3c? (7% 9) (629)
Ovo je diferencijalna jednacina kretanja satelita sa stanovista gravitoelektromagnetizma. Ovom
jednacinom je opisan samo gravitacioni uticaj Zemlje na kretanje vesStackog satelita.

c

, odnosno
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Medjutim satelit se nalazi i u gravitacionom polju Sunca i Meseca pa je potrebno analizirati i
njihov uticaj. To ¢e biti uradjeno u daljem tekstu. Krenimo najpre sa analizom gravitacionog uticaja
Sunca na vestacki satelit.

Vise puta sam napomenuo da se kretanje satelita opisuje u Konvencionalnom inercijalnom
sistemu. Taj sistem sam oznacio sa Sy, i prikazan je na slici 5. Da bi odredio gravitacioni uticaj Sunca
na vestacki satelit najpre ¢u koristiti Geocentri¢ni ekliptiki inercijalni koordinatni sistem. Taj sistem je
oznacen sa S3, 1 prikazan je na slici 9. Koordinatni pocetak sistema S5 poklapa se sa centrom mase
Zemlje. Osa z je orjentisana u smeru severnog ekliptickog pola. Osa x pripada ravni ekliptike, prolazi
kroz centar mase Zemlje, 1 usmerena je ka y tacki. Osa y bira se na taj nacin da se dobije sistem desne
orjentacije. Ova osa lezi u ravni ekliptike.

Odredi¢u komponente vektora jacine gravitoelektricnog, gravitomagnetnog polja i komponente
Tomsonovog polja u sistemu S;. Ovi rezultati bi¢e kasnije koriS¢eni prilikom dobijanja diferencijalne
jednacine kretanja satelita u sistemu S; .

Uveséu posmatraca u sistemu S; . Pokazao sam da se jaCine gravitoelektricnog 1
gravitomagnetnog polja koje poti¢e od Sunca u koordinatnom pocetku sistema S5 (sistemu Zemlje)
odredjuju na osnovu jednacina (4.63) i (4.64).

Zbog njihove vaznosti ove jednadine ponovu ¢u napisati

- . yM (%
Egems(r,t) = — rz3s (1 - 222

2

)Fz(t) (6.30)

4y M, [7,() X B,(t) (6.31)
c? |

Bgems(ﬁt) = - 73
z

Ove jednacine mogu se koristiti 1 za odredjivanje gravitacionog polja u okolini Zemlje, odnosno
u oblasti u kojoj se kre¢u vestacki sateliti.
Sada ¢u odrediti komponente vektora jacine gravitoelektricnog polja u sistemu S;. Jednacine
(6.30) 1 (6.31) dobijene su za slucaj kretanja Zemlje oko Sunca po kruznoj putanji, i u skladu sa tim
vektor 7, (t) mozZe se izraziti na slede¢i na¢in
7,(t) = rz[cos(wt) €xz + sin(wt) éyz] (6.32)
VeliCina 1, je intenzitet radijus vektora, 1 on je jednak rastojanju izmedju Sunca i Zemlje. Sa w
je oznacena ugaona brzina rotacije Zemlje oko Sunca, a jedini¢ni vektori koordinatnog sistema S, su
€x2, €y2 1 €.
Kori$¢enjem jednacine (6.32) jednacina (6.30) moze se napisati u obliku
2
Ejoms(Tt) = — ];IVZS (1 - ZZ> [cos(wt) &y, + sin(wt) €, ] (6.33)
Z
Vektor jacine gravitoelektriénog polja u sistemu S; moze se izraziti preko svojih komponenata
koje ¢u oznaciti sa Egem s x» Egemsy 1 Egems 2
Egem S(F: t) = Egem N x5x3 + Egem N y5y3 + Egem s 2523 (6-34’)
Da bi smo transformisali jednac¢inu (6.33) moramo se podsetiti ¢injenice da su koordinatne ose

sistema S, i S3 medjusobno paralelne. Kao posledica toga vaze jednaline (4.52) i (4.53) koje ¢u
ponovo navesti

- _ =
€x2 = €x3
- _ =
€y = €y3
Vazi i jednacina
- -
€, = €53 (635)

Kori$¢enjem ovih identiteta jednacina (6.33) dobija oblik
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=g — VMS vZZ - . -
Egems(T,t) = — — 1- [cos(a)t) €x3 + sin(wt) eyg] (6.36)

2c?
Z
Uporedjivanjem (6.36) i (6.34) dobijamo

YM v,?

Ejemsx = — T‘ZZS (1 - 222> cos(wt) (6.37)
YM v\

Egemsy = — rzj (1 — ﬁ) sin(wt) (6.38)
Egemsz =0

Potrebno je odrediti i komponente vektora jacine gravitomagnetnog polja u sistemu S;. Da bi to
uradio treba najpre naci vektor brzine. On se dobija kori§¢enjem jednacine (6.32)

7,(t) = rzw[—sin(a)t) €y, + cos(wt) 5y2] (6.39)
Zamenom jednacina (6.32) 1 (6.39) u jednacinu (6.31) dobijam
- . 4yM,w
Bgems(rr t)=— 2 €22
Z
Na osnovu jednacine (6.35) sledi
- . 4yM;w |
Bgem srt)=— 2 €23 (6.40)
zZ

Vektor jacine gravitomagnetnog polja u sistemu S; moze se izraziti preko svojih komponenata
koje ¢u oznaciti sa Byem s x> Bgem sy 1 Bgem s z

Bgem s (F: t) = Bgem N xé)x3 + Bgem S yé)y3 + Bgem N zé)zB
Jedino je z komponenta razli¢ita od nule, i odredjuje se na osnovu slede¢e jednacine
B b 6.41
gems z T, c2 ( . )
Zemlja se kre¢e u gravitacionom polju Sunca. Dolazi do pojave Tomsonove precesije i
Tomsonove sile. Tomsonovo polje odredjuje se na osnovu jednacine (5.35). Primenom te jednacine za

slucaj kretanja Zemlje oko Sunca dobijamo

- 1
By = C—zﬁz X d, (6.42)
Ubrzanje Zemlje moZze se odrediti na osnovu Njutnovog zakona gravitacije
- yMS -
a, = — Y'Z_STZ (643)

Zamenom jednacine (6.43) u (6.42) dobija se
= YM[7(0) X 5,(0)
BT =
1,3 c?
Ova jednacina dalje se transformise kori§¢enjem jednacina (6.32) i (6.39)
- yM,w |
BT = €z2

1,C?
Na osnovu jednacine (6.35) dobijamo
B, =M@, (6.44)
=——¢ .
T TZCZ z3
Vektor ja¢ine Tomsonovog polja u sistemu S3 moze se izraziti preko svojih komponenata koje
¢u oznaciti sa By x, By, 1 By,
Bgems(ﬁ t) = BT x§x3 + BT y8y3 + BT 2523
Jedino je z komponenta razlicita od nule
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_YMsw

Br, (6.45)

1,C?
Vektor brzine i radijus vektor satelita u sistemu S; oznaciéu sa Vgy; i Tsqe. Zemlja se nalazi u
Tomsonovom polju, a samim tim i satelit. Na osnovu jednacine (5.37) moZzemo odrediti Tomsonovu
silu koja deluje na satelit
Fr = mByy X By
Ova jednacina vazi sa stanoviSta posmatraca u sistemu Ss.

Satelit se nalazi u gravitoelektricnom 1 gravitomagnetnom polju Sunca, tako da ¢e na njega
delovati sila u skladu sa jednac¢inom (2.28). Toj sili treba dodati i Tomsonovu silu. Ako su nam poznate
sile koje deluju na satelit mogli bi smo postaviti diferencijalnu jednaCina kretanja satelita sa stanovista
posmatraca u sistemu S;.

Medjutim prevashodni cilj je dobijanje diferencijalne jednacine kretanja satelita sa stanovista
posmatraca u sistemu S;. Da bi to postigao potrebno je najpre odrediti jainu gravitoelektricnog i
gravitomagnetnog polja u sistemu S;. To se moze uraditi koriS¢enjem jednacine (3.14) i postupka
prezentovanog u tre¢em poglavlju. Ako su nam poznate komponente vektora A u sistemu S3 na osnovu
jednacine (3.14) odredi¢emo komponente tog vektora u sistemu Sj .

o v . v . . . . v =
Vektore jaCine gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja u sistemu S5 oznacio sam sa Egems
g . . .o . . . o . . . v
1 Byem - Naravno 1 u sistemu §; postoji gravitaciono polje. Za opisivanje tog polja sa stanovista
posmatraca u sistemu S; koristicu vektore jacine gravitoelektriCnog i gravitomagnetnog polja, i te
.« = P . . v . . . .
vektore oznaciCu sa Egerm s 1 1 Bgem s 1- Indeks 1 je uveden da bi naznacio da su ovi vektori odredjeni u
sistemu S;. Ovi vektori mogu se izraziti preko svojih komponenata.
=

- -

Egems 1= Egems 1x€x1 + Egems lyeyl + Egems 1z€z1 (6-4’6)

- - - -
Bgem s1 = Bgem s1x€x1 T Bgem s1y€y1 + Bgem s1z€z1 (6.47)
Jedini¢ni vektori koordinatnog sistema S; su €y, €1 1 €,;.

Komponente vektora Egem s poznate su nam. Na osnovu jednacine (3.14) dobijamo

Egemslx 1 0 0 Egemsx
Egemsiy| = [0 co.sv,b siny Egemsy]
Egems 1z 0 —siny cosy 0
, odnosno
Egems 1x = Egemsx (6.48)
Ejems1y = Egems yCOSlp (6.49)
Egem s1z = _Egem s ySinl/J (6.50)
Koristec¢i jednacine (6.37) 1 (6.38) jednacine (6.48-50) dobijaju oblik
YM v,?
Ejemsix = — rZZS (1 — 2;) cos(wt) (6.51)
YMs v\
Egems1y = _rZ_Z 1-— 502 sin(wt) cosy (6.52)
Y M; v\ .
Egems1z = —5 | 1 — 5 | sin(wt) siny (6.53)
T, 2c

Vektor E| gem s 1 MOZe se izraziti preko svojih komponenata
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5 yM; vzz R ) R . . >
Egems1 = — — 1- 52 [cos(wt) éx1 + sin(wt) cosye,,; — sin(wt)siny ezl] (6.54)
Z
Ugao v iznosi 23,5°. On je definisan u tre¢em poglavlju. To je ugao izmedju ekvatorijalne
ravni Zemlje 1 ravni ekliptike
Ovakvu proceduru primeni¢emo i na vektor jafine gravitomagnetnog polja. Komponente

vektora Egem s poznate su nam. Na osnovu jednacine (3.14) dobijam

Bgem Ss1lx 1 0 0 0
Bgems z

0 cosy siny
0 —siny cosy

Bgemsly =

Bgem slz
, odnosno

Bgemslx =0

Bgem s1y — Bgem szSiny

Bgem s1z = Bgem s2C0SY

Koris¢enjem jednacine (6.41) dobijam sledece rezultate

Bgemslx = 0(6.55)

Bgems1y = —————Ssiny (6.56)

Bgemsi1z = — e cosy (6.57)

Vektor §g em s 1 MoZe se izraziti preko svojih komponenata
- 4yM,w

gems1l = —

2 [simpé,,, + cospé,, | (6.58)
z

Zemlja se nalazi u gravitacionom polju Sunca, a samim tim i satelit. Sa stanoviSta posmatraca u
sistemu S3 Tomsonovo polje odredjuje se na osnovu jednacine (6.44). Jedino je z komponenta razli¢ita

od nule. Naravno 1 u sistemu S; postoji Tomsonovo polje. Vektor tog polja oznacicu sa ET 1- Indeks 1

je uveden da bi naznacio da je ovaj vektor odredjen u sistemu S;. Vektor §T 1 moze se izraziti preko
svojih komponenata

=4 - - -
Bry=Brixéx1 + Briy€y1 + Brq z€5

Komponente vektora ET poznate su nam. Na osnovu jednacine (3.14) dobijam

Brix 1 0 0 0
Briy| = [O cosy siny|| O
Bri, 0 —siny cosypllBr,
, odnosno
BT 1x — 0 (659)
Ble = BTZSinll) (660)
BTlZ = BTZCOSI,[) (661)
Na osnovu jednacine (6.45) dobijamo rezultat

Brix=0
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B =——co0S
T1z TZC l/)

Vektor §T 1 moze se izraziti preko svojih komponenata
- yM;w
By, = e (sinyé,, + cosypé,;) (6.62)
Jednacina (6.6) je najuopstenija jednacina kretanja satelita. Ovu jednacinu sam transformisao i
dobio sam jednacinu (6.17)

e By (128 * s (13 ) ) # e (1 -3 (2))

Ovo je diferencijalna jednacina kretanja satelita sa stanovista posmatraca u sistemu S;. U ovom
sistemu radijus vektor satelita je oznafen sa 7, a vektor brzine sa ¥. Svaka pojedina¢na sila koja
figuriSe u ovoj jednacini sastoji se od viSe komponenata. U predhodnom tekstu analizirao sam
gravitacioni uticaj Zemlje na kretanje satelita. Tada sam zbog jednostavnosti analize privremeno
zanemario gravitacioni uticaj Sunca i Meseca na satelit, 1 jedna¢inu (6.17) redukovao sam u jednacinu

(6.18). Takodje sam odredio i komponente sile ﬁbem 2

Predhodno navedeni pristup primenjujem i u slucaju analize gravitacioniog uticaj Sunca na
kretanje satelita. U skladu sa tim privremeno ¢u zanemariti gravitacioni uticaj Zemlje i Meseca, pa
jednacina (6.17) dobija jednostavniju formu

d2 S 3 2
o120
Sila ﬁ'gem , sastoji se od tri komponente. U skladu sa tom konstatacijom jednacina (6.63) dobija
oblik
d*7 , , . 3 12
mm = (Fgemsl + Fgemsz + FgemsB) (1 _E(Z) )
z

, odnosno

m;t—zi = ﬁgems 1 <1 — ;(§)2> + ﬁgemsz (1 — ; (§)2> + ﬁgems3 (1 - % (g)z) (6.64)
Z

Odredio sam vektore E, gem s 1s §gem s1 §T 1- Satelit se nalazi u gravitoelektricnom polju Sunca
1 na njega deluje sila. Ta sila odredJuJe se na osnovu Jednacme
Fgemsl mE gems1 (6'65)

To je prva komponenta sile ﬁgem .
Satelit se nalaziiu grav1t0magnetnom polju Sunca i na njega deluje sila
Fgemsz_mUXB ems1 (6-66)
To je druga komponenta sile F_;em s
Ostalo je da se odredi i tre¢a komponenta. Zemlja se nalazi u Tomsonovom polju (koje potice
od Sunca) a samim tim 1 satelit. Na osnovu jednacine (5.37) mozemo odrediti Tomsonovu silu koja
deluje na satelit. Tu silu oznacicu sa F gem s 3 10Na SE odredju_]e na osnovu sledec¢e jednacine

Fgems 3 = mv X BT 1 (6.67)
Analizirajmo sada pojedine sabirke u jednacini (6.64). Prvi sabirak moze se napisati u obliku
5 3 /v\? - 3 /v\?
Fgemsl(l_i(z) ) :mEgemsl(l_E(E) ) (6.68)

Zamenom jednacine (6.54) u jednacinu (6.68) dobijamo
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ﬁgemsl <1 _;(g)z) =

yMsm 3w

v,? ,

(1 - 2;) [cos(wt) &1 + sin(wt) cosypé,,, — sin(wt)simp &,] <1 -5 (Z) )

Nakon elementarnih algebarskih operacija, i zanemarivanjem ¢lana koji sadrzi faktor 1/c*
dobijam

5 3 /N2

Fgem51<1 _E(z) ) ~
mM v, 3 v\2

_ Vr s ( z (E) ) [cos(wt) &y, + sin(wt) cospé,, — sin(wt)sing &,,] (6.69)
Z

1,2

Izraz na desnoj strani jednacine (6.69) prili¢no je glomazan. Zbog jednostavnosti zapisivanja

izraz na desnoj strani jednacine (6.69) oznacicu sa F;em 1
mM 2 3 v\2
)/r - s <1 z (Z) ) [cos(wt) & + sin(wt) cospé,; — sin(wt)siny é,,| (6.70)
V4

Kao posledica ovog pojednostavljivanja jednacina (6.69) dobija oblik

Fgeml = -

5 3 v\? S
Fgemsl(l_i(z) ) ngeml (6-71)
Drugi sabirak u jednacini (6.64) moze se napisati u obliku
S 3 /1y\2 L = 3 /v\2
Fgemsz (1 —E(E) ) =mv XBgemsl(l —E(E) ) (672)

Zamenom jednacine (6.58) u jednacinu (6.72) dobijamo

s 3 v 2 4ymM w R ] . . 3 v 2
Foems2 (1 - E(E) ) = _rz—czsv X [smlpeyl + cosd)ezl](l — E(E) )
Nakon $to se izvrSe elementarne algebarske operacije, i zanemari ¢lan koji sadrzi faktor 1/ c

dobijamo

s 3 v 2 4ymMSw - . - g
Foems2 <1 — E(E) ) ~ _rZTv X [sml,l)ey1 + cosy[)ezl] (6.73)
Izraz na desnoj strani jednacine (6.73) oznacicu sa ﬁgem 2
= 4ymMSw - . - -
Foem2 = S X [sznz/)eyl + cosd)ezl] (6.74)
VA
, 1jednacina (6.73) dobija oblik
5 3 /v\? ,
Fgemsz(l_i(z) ) ngemZ (6'75)
Ostalo je da se izvrs$i analiza trec¢eg sabirka u jednacini (6.64). On se moZze napisati u obliku
5 3 v\2 L = 3 v\2
Fgems3<1—§(z) )zm”XB“(l_E(E)> (6.76)
Zamenom jednacine (6.62) u jednacinu (6.76) dobijamo
> 3 v\2 . YMw , R 3 /v\2
Fyemss (1 —5 (E) ) =mv X 7}% (smlpeyl + cosd)ezl) (1 5 (E) )

I u ovom slucaju izvrSe se elementarne algebarske operacije, i zanemari se ¢lan koji sadrzi
faktor 1/c*

= 3 v 2 - VMS(U . - g
Fyemss (1 —5 (E) ) ~muv X o (smlpeyl + cosd}ezl) (6.77)
Izraz na desnoj strani jednacine (6.77) oznacicu sa ﬁgem 3
= - VMSw . - -
Fyems = mv X 3 (smlpey1 + Cosgl)ezl) (6.78)
z
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, 1 jednacina (6.77) dobija oblik

- R S
Fgems3(1_§(z) ) ~ Fgem3 (6.79)
Zamenom jednacina (6.71), (6.75) 1 (6.79) u jednacinu (6.64) dobijamo
d S S
mdtzngem1+Fgem2+Fgem3 (6.80)
Z

Ovo je diferencijalna jednacina kretanja satelita sa stanoviSta posmatraca u sistemu S;. Ova

-

jednacina opisuje gravitacioni uticaj Sunca na satelit. Sile ﬁgem 15> Fgem2 1 ﬁgem 3 odredjuju se na
osnovu jednacina (6.70), (6.74) 1 (6.78) respektivno.

Sada ¢u analizirati gravitacioni uticaja Meseca na vestacki satelit. U ¢etvrtom poglavlju bilo je
reci o gravitoelektricnom 1 gravitomagnetnom polju koje stvara Mesec. Analiza je vrSena sa stanovista
posmatraca u sistemu S;. Radi lakSe analize uzeo sam da se Mesec krece po kruznoj putanji. Polozaj
Meseca u ovom sistemu odredjen je radijus vektorom 7, a njegova brzina vektorom v,

T (t) = Tfcos(wpt)éys + sin(wmt)§y3] (6.81)

U (t) = T [— sin(wm )8y + cos(wmt)éys] (6.82)
Sa w,, oznaCena je ugaona brzina rotacije Meseca oko Zemlje, a sa 13, rastojanje uzmedju Meseca 1
Zemlje. Intenzitet vektora brzine v, (t) oznacicu sa v, i on se odredjuje na osnovu sledece jednadine
Um = WnTm
JaCine gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja Meseca u koordinatnom pocetku sistema Ss
(sistemu Zemlje) odredjuju se na osnovu jednacina (4.69) i (4.70). Zbog njihove vaznosti ove jednacine

ponovu ¢u napisati
2

- . yM v
)= 212

3 2
m 2c

> 7 (t) (6.83)

4y My, [1 (£) X Uy (2)
L (60

Bgemm Tt) =— 3
m

Pri dobijanju ovih jednacina ja sam pojednostavio fizicku situaciju, da bi lakSe izvrSio
matematicke proracune. O tim pojednostavljenjima bilo je re€i u Cetvrtom poglavlju, 1 ovde ¢u ponoviti
pojedine stvari. Zemlja i Mesec krecu se oko zajednickog centra mase koji se nalazi na udaljenosti od
oko 4600 km od Zemljinog centra. Mesec se krec¢e oko Zemlje po elipti¢noj orbiti. Ja sam ovu fizi¢ku
situaciju pojednostavio. Najpre sam zanemario kretanje Zemlje i Meseca oko zajednickog centra mase,
odnosno uzeo sam da se centar mase ovog binarnog sistema poklapa sa centrom Zemlje. Problem sam
dalje pojednostavio time S$to sam uzeo da se Mesec krece oko Zemlje po kruznoj putanji. Srednje
rastojanje izmedju centara Zemlje i Meseca je oko 385000 km. Ova vrednost rastojanja je oko 60
Zemljinih radijusa. Orbita Meseca nalazi se u ravni koja je nagnuta u odnosu na ravan ekliptike pod
uglom od 5,14°. Ova inklinacija orbite nije velika, i zbog jednostavnosti analize uzeo sam da se
Meseceva orbita nalazi u ravni ekliptike. Na osnovu ovakvih pretpostavki dobio sam jednacine (4.69) i
(4.70).

Potrebno je dobiti sa stanoviSta posmatraca u sistemu S; diferencijalnu jednacinu koja ¢e
opisivati gravitacioni uticaj Meseca na vestacki satelit. Da bi to postigao najpre ¢u odrediti komponente

vektora Egemm 1 §gemm u sistemu S;. Na osnovu jednacine (6.81) jednacina (6.83) moze se napisati u
obliku

. . YM V2
Egemm(r: t) = " ;n (1 - 27:2

) [cos(wmt)éxs + sin(wpt)éys] (6.85)
m
Iz ove jednacine mozemo odrediti komponente vektora E gemm- One glase

83



_]/IVI_m(l_U :

E m_
gemmXx ,rmz 2C2

) cos(wy,t)

YM Un®\ .
Ejemmy = UL (1 - 2722> sin(wpy,t)

Ejemmz =10
Potrebno je odrediti i komponente vektora jacine gravitomagnetnog polja. Zamenom (6.81) i

(6.82) u (6.84) dobijam
Ay My,

8ys (6.86)

B rt) = —
gemm TmC2

Jedino je z komponenta vektora §gem m razlicita od nule.

Naravno 1 u sistemu S; postoji gravitaciono polje koje potice od Meseca. Za opisivanje tog
polja sa stanovi§ta posmatraca u sistemu S; koristicu vektore jacine gravitoelektricnog i
gravitomagnetnog polja, i1 te vektore oznacic¢u sa Egemm 11 Egemm 1 respektivno. Indeks 1 je uveden
da bi naznacio da su ovi vektori odredjeni u sistemu S;. Ovi vektori mogu se izraziti preko svojih
komponenata

= - - -
Egemm 1= Egemm 1x€x1 + Egemm 1yey1 + Egemm 1z€z1 (6-87)

-

- - -
Bgem mi1 = Bgem mi1x€x1 T Bgem m1y©€y1 + Bgem m1z€z1 (6.88)
Jedini¢ni vektori koordinatnog sistema S; su €1, €1 1 €,;.

Komponente vektora Egem m poznate su nam. Na osnovu jednacine (3.14) dobijamo

Egemmlx 1 0 0 Egemmx
Egemmly = [0 COSl[J SiTlllJ Egemmy]
Egemm 1z 0 —sim/; COSI/) 0
, odnosno
Egemm 1x — Egemmx (6.89)
Egemmly = EgemmyCOSlp (6.90)
Egemmlz = _EgemmySinlp (6.91)

Kori$¢enjem komponenata vektora Egem m jednacine (6.79-81) dobijaju oblik

yM v, 2
Ejemmix = ;n (1 - m2> cos(wp,t) (6.92)
Tm 2c
Y M Un”\ .
Egemmiy = — | 1 — 5 | sin(wmt) cosy (6.93)
Tm 2c
VM (- v\ .
Ejemmiz = ——F | 1 — 55 | sin(wpyt) sing (6.94)
T 2c

Vektor Egepm m 1 moZe se izraziti preko svojih komponenata
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gemm1 = " ~ 52 [cos(wmt) €x1 t+ sin(wp,t) cosyé,; — sin(wy,t) smt/)ezl] (6.95)
Ovakvu proceduru primeni¢emo i na vektor jaCine gravitomagnetnog polja. Komponente
vektora §gem m poznate su nam. Na osnovu jednacine (3.14) dobijam
Bgem milx 1 0 0 0
= [0 cosyp  siny 0 ]
0 —siny cosyPllBgemmz

Bgemm 1y
B

gemm1lz

, odnosno
Bgemm 1x=0
Bgemm 1y = Bgem m zSinyY

Bgemm 1z = BgemmzCOSlp
Na osnovu jednacine (6.86) sledi
Bgemm 1x = 0(6.96)

4yM. w
B _ymm

gemm1ly —

2 siny (6.97)
m

4y M,

Bgemmlz =

o osy (6.98)

Vektor §g em m 1 MOZe se izraziti preko svojih komponenata
. 4y M,, w R .
Bgemmi1 = — # [sml,l)ey1 + 6031/)621] (6.99)
Jednacina (6.6) je najuopstenija jednacina kretanja satelita. Ovu jednacinu sam transformisao i
dobio sam jednacinu (6.17)

= By (128 * s (13 () ) # e (1 -3 (2))

Ovo je diferencijalna jednacina kretanja satelita sa stanovista posmatraca u sistemu S;. U ovom
sistemu radijus vektor satelita je oznafen sa 7, a vektor brzine sa ¥. Svaka pojedina¢na sila koja
figuriSe u ovoj jednacini sastoji se od viSe komponenata. U predhodnom tekstu analizirao sam
gravitacioni uticaj Zemlje i Sunca na kretanje satelita, i odredio sam komponente sile ﬁ'gem 21 ﬁbem s

Pristup koji sam koristio za odredjivanje gravitacionog uticaja Zemlje i Sunca na kretanje
satelita primenicu i u slucaju analize gravitacioniog uticaj Meseca na kretanje satelita. U skladu sa tim
privremeno ¢u zanemariti gravitacioni uticaj Sunca i Zemlje, pa jednacina (6.17) dobija jednostavniju
formu

d*r

5 3 /v\?2

m

Sila Ii,emm sastoji se od dve komponente. U skladu sa tom konstatacijom jednacina (6.100)
dobija oblik
d*7

S S 3 v\?2
mdt 7= (Fgemm1+Fgemm2) (1__(_) )
z

2 \c
, odnosno
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a*+ 3 \2\ o 3 v\2
B (130 ) B0 5CF) a0
Odredio sam vektore Egemm 11 §gemm 1- Satelit se nalazi u gravitoelektricnom polju Meseca i
na njega deluje sila. Ta sila odredjuje se na osnovu jednacine
ﬁgemml = mEgemml (6.102)

To je prva komponenta sile ﬁgem m-
Satelit se nalazi 1 u gravitomagnetnom polju Meseca 1 na njega deluje sila

Fgemmz = mv X Egemml (6.103)

To je druga komponenta sile F_;em m-
Analizirajmo sada pojedine sabirke u jednacini (6.101). Prvi sabirak moZe se napisati u obliku
5 3 v\? > 3 v\?
Foremm 1 (1 -2(9) ) = MEyemm 1 (1 -2 ) (6.104)
Zamenom jednacine (6.95) u jednacinu (6.104) dobijamo

- 3 v\2
Fgemml (1 _E(E) ) =
mM. V2 3 v\2
Y 2m <1 - i) [cos(wmt) € + sin(wpyt) cosipé,; — sin(wpt) siné, | (1 - = (—) )

2c? 2\c
Nakon elementarnih algebarskih operacija, i zanemarivanjem ¢lana koji sadrzi faktor 1/c*
dobijam

Tm

mM Up? 3 0\2
ymMpy, <1 m (E) ) [cos(wmt) & + sin(wpyt) cosipé,; — sin(wpt) singé,; | (6.105)
Izraz na desnoj strani jednacine (6.105) prili¢no je glomazan. Zbog jednostavnosti zapisivanja
izraz na desnoj strani jednacine (6.105) oznaci¢u sa ﬁgem 4

-

Fgem 4=
mM, Vn? 3 1\2
14 rmZm (1 - Zicz -3 (E) ) [cos(wmt) €1 + sin(wyt) cosypéy,; — sin(wy,t) Sinpé 4 | (6.106)
Kao posledica ovog pojednostavljivanja jednacina (6.105) dobija oblik
> 3 v\2 "
Fgemml (1 _E(E) ) = Fgem4 (6'107)
Drugi sabirak u jednacini (6.101) moZe se napisati u obliku
> 3 v\2 T 3 v\2
Fgemm2(1—§(z) )=mvagemm1<1—§(E) ) (6.108)
Zamenom jednacine (6.99) u jednacinu (6.108) dobijamo
o 3 v\2 4ymM,,w,, . N . PN
Fgemm 2 (1 —3 (E) ) = —71; X [smv,beyl + cosd}ezl](l -5 (E) )

Nakon §to se izvrSe elementarne algebarske operacije, i zanemari ¢lan koji sadrzi faktor 1/c*
dobijamo

, 3 v\?2 4ymM,, wy, L .
Foemm 2 (1 -3 (E) ) ~ —ﬁv X [sinpé,, + cosypé,| (6.109)
Izraz na desnoj strani jednacine (6.109) oznacicu sa ﬁgem 5
= 4ymmem - . - -
Fyems = —TU X [Slmpey1 + coswezl] (6.110)

, 1 jednacina (6.109) dobija oblik
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S 3 /1y\2 S
Fgemmz(l_z(_) )ngemS (6'111)

c
Zamenom jednacina (6.107) 1 (6.111) u jednacinu (6.101) dobijamo
a* S
mo7 = Fgema + Fgems (6.112)
zZ

Ova jednacina opisuje gravitacioni uticaj Meseca na satelit. Sile F;em 4l ﬁgem 5 odredjuju se na
osnovu jednacina (6.106) 1 (6.110).

Satelit se nalazi u gravitacionom polju Zemlje, Sunca i Meseca. Analiziran je gravitacioni uticaj
svakog od ovih astronomskih tela na vestacki satelit i dobijene su jednacine (6.29), (6.80) i (6.112).
Leve strane ovih jednacina su iste. FiguriSe proizvod mase satelita i drugog izvoda radijus vektora po
vremenu koje se meri u sistemu S;. Na desnim stranama ovih jednacina figuriSu sile koje deluju na
satelit. Ukupna sila koja deluje na satelit jednaka je vektorskom zbiru svih sila koje se nalaze na desnim
stranama jednacina (6.29), (6.80) 1 (6.112). U skladu sa tim diferencijalna jedna¢nacina kretanja satelita
glasi

d*7 yM,m | . 2y 3(2-?)? S yM,m ,v\2 , yM,m , |
mdtzzz— 3 r +mv X 7,3 = —L +2r—3(2) r+mvx(r><v)
+Fgem1+Fgem2+Fgem3+Fgem4+Fgem5 (6.113)

Ova jednacina opisuje gravitacioni uticaj Zemlje, Sunca i Meseca na vestacki satelit, i to je
najuopstenija jednacina. Dobijanje ove jednacine bio je glavni zadatak ovog poglavlja.
Zbog preglednosti predstavicu u obliku tabele sile koje figuriSu u jednacini (6.113)

Zemlja _yM;m 2

r3

) 2y [3(L-#)F -
mv X {— 2,3 l 2 — Ll}

2
N
r

LU

r3
VMZm -
—— U

3.2 X (F X D)

Sunce mM v,2 3 \2
_ymis <1 _ (Z) ) [cos(wt) &1 + sin(wt) cosypé,; — sin(wt)siny é1]

4ymM,w | N 5
—TZTU X [sml/)ey1 + cosd;ezl]

- )/MS
mv X

w
—3 (sinyé,, + cosypé,;)
VA

2c2 2\c
— sin(wpyt) sinpé,]

Mesec ymM,, " V2 3(17 2
T

—) ) [cos(wint) €1 + sin(wpt) cospé,,

4ymM,, w
_ VM Om 5 o [simpé,,, + cospé,, ]

T, C?
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Tabela 2

Moze se procenti maksimalna vrednost svake od ovih perturbujuéih sila koje deluju na satelit, i
u skladu sa tim odrediti koje perturbujuée sile ¢e imati glavni uticaj na orbitu satelita.

Postavlja se pitanje o eksperimentalnoj proveri jednacine (6.113). Ovo pitanje je sasvim
korektno, ali treba imati na umu da i u slucaju jednacine (3.18) eksperimentalna provera je izuzetno
teska. Jednacina (3.18) je dobijena na osnovu opste teorije relativnosti, i ona glasi

M M . .
Goey = 12|41 A7+ 4GP +

(r x#)(#- L) + (¥ x L)]

cr3 r2

X yM¢R N
3 [R X (_—02R3 )l Xr
Ona se moze napisati u obliku (jednacina (3.19))
dotr = Asparcvita T Aur + Qae siter

Eksperimentalna provera jednacine (3.18) je izuzetno teSka, jer ubrzanja su mala. O
vrednostima tih ubrzanja bilo je reci u tre€em poglavlju.

Glavni doprinos ubrzanju satelita daje Njutnov ¢lan. Obelezi¢u ga sa dy jyn

. yM,m
anjutn = — r—gr

Ako bi satelit bio izloZzen samo dejstvu Njutnove sile, a Zemlju smatrali idealnom loptom sa
homogenom distribucijom mase, satelit bi se kretao po krugu ili elipsi. Svi ¢lanovi na desnoj strani
jednacine (3.18) predstavljaju perturbacije. Ova dopunska ubrzanja dobijena su na osnovu opste teorije
relativnosti. Ako ta ubrzanja pomnozimo masom satelita dobi¢emo perturbujuce sile koje deluju na
satelit. Zbog njihovog dejstva do¢i ¢e do malih deformacija orbite satelita. Na satelit deluju 1 druge
perturbujuc¢e sile. To moZzemo zakljuciti na osnovu jednacine (3.2). Te sile takodje izazivaju
deformacije orbite satelita, medjutim u ovom radu ja sam se prvenstveno zadrzao na perturbujuc¢im
silama koje se dobijaju na osnovu opste teorije relativnosti.

Postoje sateliti Cija se putanja moze precizno pratiti koriS¢enjem lasera. U tu grupu spadaju
sateliti LAGEOS 1 LAGEOS 2. Oni su po konstrukciji skoro identi¢ni. Imaju oblik sfere ¢iji je precnik
60 cm. Nemaju senzore 1 elektroniku. Na njihovim povrSinama nalaze se po 426 ogledala za refleksiju.
Zbog tih ogledala LAGEOS sateliti podsecaju na lopticu za golf. Imaju viSestruku namenu. Koriste se
za pracenje kretanja Zemljinih tektonskih ploca, za merenje Zemljinog gravitacionog polja i praéenje
promene ose rotacije Zemlje. To su primarni ciljevi LAGEOS satelita, medjutim mogu se koristiti 1 za
proucavanje efekata iz opste teorije relativnosti.

Polozaj LAGEOS satelita odredjuje se koriS¢enjem pulsnog lasera. On se nalazi u odredjenoj
stanici na Zemlji. Pulsni laser emituju kratke pulseve koji se kroz teleskop Salju u pravcu satelita.
Laserska svetlost se reflektuje od ogledala na satelitu, i vraca ka istoj stanici na Zemlji. Svetlost se
fokusira pomocu teleskopa i registruje osetljivim detektorom. Precizno se meri vremenski interval od
trenutka emitovanja laserskog pulsa do trenutka kada je registrovan pomocu osetljivog detektora. Na
osnovu tog vremenskog intervala odredjuje se trenutni polozaj satelita. Preciznost odredjivanja
polozaja satelita ovom metodom je izuzetno velika. Na osnovu takvih merenja zakljuceno je da se
orbita satelita tokom vremena menja, odnosno menjaju se Keplerovi orbitalni parametri. Uzrok
promene orbite satelita su perturbujuce sile koje figurisu u jednacini (3.2).
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Ovi eksperimentalni podaci o kretanju LAGEOS satelita su iskoriS¢eni za proucavanje efekata
opste teorije relativnosti. Zadrzacu se samo na perturbuju¢im silama koje se dobijaju na osnovu opste
teorije relativnosti. Ako jednacinu (3.18) pomnozimo masom satelita dobi¢emo perturbujuce sile koje
deluju na satelit

Fotr = Fiparcvita + Fur + Fae siter (6.114)

Zbog dejstva ovih sila do¢i ¢e do malih deformacija orbite satelita, odnosno do promena

. . . ) . . = . . .
Keplerovih orbitalnih parametara. Svarcvildova sila (Fg,g,cpiiq) 1zaziva promenu argumenta perihela
sa VIemenom Wy, cvita- Lens-Tiringova sila (F; ) izaziva promenu argumenta perihela sa vremenom

@7 1 longitude uzlaznog &vora ;. De Siterova sila (ﬁde siter) 1zaziva promenu longitude uzlaznog
&vora Qg, sirer- Konkretne jednacine za vremenske promene Keplerovih orbitalnih parametara mogu se
na¢i u literaturi. Ti teorijski rezultati o promeni Keplerovih orbitalnih parametara sa vremenom
uporedjeni su sa eksperimentalnim rezultatima koji su dobijeni proucavanjem kretanja LAGEOS
satelita.

U predhodnom tekstu spomenuti su Keplerovi orbitalni parametri. Da bi ih bolje objasnio
moramo se podsetiti Orbitalnog koordinatnog sistema koji sam uveo u Cetvrtom poglavlju. Taj
koordinatni sistem oznacio sam sa S,. Tada sam analizirao kretanje planete po elipti¢noj putanji. Ovaj
sistem je prikazan na slici 13. Pocetak tog koordinatnog sistema nalazi se u centru Sunca koji se
poklapa sa jednom od ziza elipse. Osa x ovog sistema se poklapa sa velikom poluosom elipse. Osa y je
paralelna sa malom poluosom elipse. Na slici 13 prikazane su i zize elipse, koje su oznacene sa F; i F,.

I u slucaju kretanja satelita oko Zemlje moze se uvesti Orbitalni koordinatni sistem. Zbog
generalnosti diskusije uzecu da se satelit krece po elipti¢noj putanji. Na slici 19 prikazan je deo putanje
koju opisuje satelit prilikom kretanja. Taj deo putanje oznacen je punom linijom. Sistemi S; 1 S,
predstavljeni su na istoj slici. Na slici su oznacene ose Konvencionalnog inercijalnog sistema. Orbita
elipse lezi u ravni koja se zove orbitalna ravan. U slucaju dinamike satelita koordinatni pocetak sistema
S, nalazi se u centru mase Zemlje koji se poklapa sa Zizom elipse. Centar mase Zemlje oznaen je na
slici 19 tackom 0. Osa x Orbitalnog koordinatnog sistema usmerena je ka perihelu koji je na slici 19
oznacen tackom P. Osa y normalna je na osu x i paralelna je sa malom poluosom elipse. Osa y nalazi
se u orbitalnoj ravni. Trenutni poloZaj satelita oznaen je tatkom S. Strelica odredjuje smer kretanja
satelita.

Slika 19
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Putanje satelita mogu imati proizvoljan polozaj u Konvencionalnom inercijalnom sistemu. Da
bi se precizirao polozaj satelita uvedeni su Keplerovi orbitalni elementi. To su velika poluosa (a),
ekscentricitet (e), inklinacija (i), longituda uzlaznog ¢vora (Q), argument perihela (w) i prava
anomalija (V).

Orbita elipse lezi u ravni koja se zove orbitalna ravan. Inklinacija (i) je ugao izmedju orbitalne i
ekvatorijalne ravni.

Na slici 19 punom linijom je prikazan deo putanja satelita, a strelicom je oznacen smer kretanja
satelita. U odredjenim trenucima putanja satelita seCe ekvatorijalnu ravan. Uzlazni ¢vor je tacka u kojoj
satelit prolazi kroz ekvatorijalnu ravan pri svom kretanju prema severu. Ta tacka je na slici 19
oznacena sa M. Odgovarajuca tacka na suprotnoj strani zove se silazni ¢vor. Longituda uzlaznog ¢vora
(), je ugao u ravni ekvatora izmedju x ose Konvencionalnog inercijalnog sistema i prave odredjene
tackama O 1 M.

Perihel je na slici oznacen tatkom P. Tacke O 1 P formiraju glavnu osu elipse. Argument
perihela w je ugao u orbitalnoj ravni izmedju prave odredjene tackama O i M, i glavne ose elipse.

Na slici je oznacen i ugao v koji se zove prava anomalija. To je ugao u orbitalnoj ravni koji se
meri izmedju x ose sistema S, i pravca radijus vektora koji opisuje trenutni polozaj satelita. Kada se
satelit krece po kruznoj putanji prava anomalija menja se linearno sa vremenom. Kada se satelit krece
po elipsastoj putanji njegova brzina se menja. To ima za posledicu da se prava anomalija ne menja
linearno sa vremenom. Zbog toga se alternativno koriste ekscentri¢na anomalija E i srednja anomalija
M.

Vektor polozaja satelita u Orbitalnom koordinatnom sistemu moze se odrediti koriS¢enjem
prave anomalije (v)

7 =1c0S(V)€yy + 1sin(v)éy,
Sa r je oznaCeno trenutno rastojanje izmedju satelita i koordinatnog pocetka sistema S,. Jedini¢ni
vektori koordinatnih osa ovog sistema oznadeni su sa €, i §y4.

Polozaj satelita u Konvencionalnom inercijalnom sistemu odredjuje se na osnovu jednacine
(3.3)

T =X + Y, + 26,

Ako bi satelit bio izloZen samo dejstvu Njutnove gravitacione sile, a Zemlju smatrali idealnom
loptom sa homogenom distribucijom mase onda bi putanja satelita bila kruznica ili elipsa. Putanja bi
bila odredjena odgovaraju¢im Keplerovim orbitalnim parametrima. U ovom slucaju ti parametri su
konstantni, ne menjaju se tokom vremena.

U sluc¢aju kada postoji perturbujuca sila dolazi do promene Keplerovih orbitalnih parametara u
toku vremena. Te promene odredjuju se na osnovu Gausovih planetarnih jednac¢ina. To je sistem od
Sest diferencijalnih jednacina, i on glasi

da _ IRes n(v) + a(——ez) l (6.115)
dt  ny1 —e? l .
de_\/l—e e + cos (v)
F7ini— [Rsm(v) + (HTOS(V) + cos(v))S] (6.116)
Ccll—(: = i[ Rcos(v) + (1 + ﬁ)b’sin(v)] — (fl—fcos(i) (6.117)
di r
Frin m_ cos(w +v)W (6.118)
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an T sin(w + v)

—_—= 6.119
dt  na?v1-e2? sin(i) ( )
dM +1 2r (1—e?) R (1—e2)[1+ r ]S'() 6120
dat T hala e cos(v) nae a(l —e?) Sy (6.120)
Veli¢ina n je srednja ugaona brzina satelita, i odredjuje se na osnovu jednacine
21
n=—=a32/[/yM, (6.121)

T
Period obilaska satelita oko Zemlje oznacen je sa T.
Potrebno je objasniti Sta predstavljaju veli¢ine R, S i W. Neka na satelit deluje perturbujuca sila

Sa m je oznacena masa satelita.
Kompnente perturbujuceg ubrzanja (perturbujuce sile) mozemo odrediti u Konvencionalnom

inercijalnom sistemu. Medjutim uvodi se jedan lokalni koordinatni sistem. On ima tri ose koje su
medjusobno ortogonalne, a jedini¢ne vektore tih osa oznafi¢u sa é, , € i €,,. PoCetak tog lokalnog
koordinatnog sistema poklapa se sa trenutnim polozajem satelita.

Vektori é,, €, i €, odredjuju se na osnovu jednacina

(7 X D)
Y
Veli¢ine R, S 1 W su komponente vektora perturbujuéeg ubrzanja u ovom lokalnom
koordinatnom sistemu. One se odredjuju na osnovu slede¢ih jednacina

ew

R=¢.-a (6.123)
S=¢é-d (6.124)
w=e,-a (6.125)
, odnosno
T
R=--a
T

FXD)XT
|7 X v|r
(7 X V)
TR x D
Ako nam je poznata perturbujuca sila F' na osnovu sistema jednacina (6.115-120) odredjujemo
kako se menjaju Keplerovi orbitalni parametri tokom vremena.

Sila ﬁotr sastoji se od tri komponente (jednacina (6.114)). Za svaku komponentu moze se
primeniti sistem jednacina (6.115-120), 1 nac¢i kako se menjaju Keplerovi orbitalni parametri tokom
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vremena. Ja sam u predhodnom tekstu spomenuo te rezultate, ali konkretne jednacine za vremenske
promene Keplerovih orbitalnih parametara nisam naveo. Te jednacine mogu se naci u literaturi.
Napomenuo sam da su ti teorijski rezultati uporedjeni sa eksperimentalnim rezultatima koji su dobijeni
prucavanjem kretanja LAGEOS satelita.

Ova procedura moze se primeniti i u slucaju jednacine (6.113) koja je dobijena na osnovu
gravitoelektromagnetizma. Glavni doprinos ubrzanju satelita daje Njutnova sila. Sve ostale sile u
jednacini (6.113) predstavljaju perturbujuce sile. Istakao sam da se moze procenti maksimalna vrednost
svake od ovih perturbujucih sila koje deluju na satelit, 1 u skladu sa tim odrediti koje perturbujuce sile
¢e imati glavni uticaj na orbitu satelita. Nakon §to odredimo te perturbujuce sile koje imaju glavni
uticaj na orbitu satelita mozemo primeniti opisanu proceduru za svaku od tih sila i na¢i promenu
Keplerovih orbitalnih parametara sa vremenom. Na taj nac¢in mogla bi se potvrditi, ili opovrgnuti
validnost jednacine (6.113).

Jednacina (6.113) je prilicno komlikovana jer u njoj figuriSu dosta perturbujucih sila. To se
moglo 1 ocekivati jer se satelit nalazi u gravitacionom polju Zemlje, Sunca 1 Meseca. Postoje slucajevi
kada je analiza i odgovaraju¢a diferencijalna jednacina kretanja jednostavnija. Kao primer uzecu
kretanje Merkura oko Sunca. To je bitan primer jer je u slu¢aju Merkura najpre zapazena pojava
precesije perihela. Ta pojava se javlja i kod drugih planeta Suncevog sistema, ali je kod Merkura
najizrazenija.

Da bi analizirao precesiju perihela Merkura i druge eksperimente iz oblasti gravitacione fizike
zadrzacu se najpre na klasi¢noj fizici i analizirati tzv. Keplerov problem.

7. Keplerov problem

Pocetkom sedamnestog veka vecina naucnika je prihvatila heliocentricni sistem. Medjutim
naucnicima toga vremena nisu bili jasni uzroci koji dovode do takvog kretanja planeta oko Sunca. Na
osnovu podataka koje je sakupio astronom Tiho Brahe, Johan Kepler je formulisao tri zakona kretanja
planeta oko Sunca.

Keplerovi zakoni glase:

Planete se krecu oko Sunca po eliptiénim putanjama. U zajednickoj zizi tih elipsa nalazi se
centar Sunca.

Radijus vektor Sunce-planeta opisuje u jednakim intervalima vremena iste povrsine.

Kvadrati vremena obilazenja planeta oko Sunca, srazmerni su kubovima velikih poluosa
njihovih elipti¢nih orbita.

Medjutim Johan Kepler nije uspeo da objasni kretanje planeta. Taj problem razresio je Isak
Njutn.

Njutnovog zakona gravitacije glasi:

Intenzitet sile uzajamnog privlac¢enja bilo kojih dvaju tela, ¢ije su dimenzije zanemarljive u
odnosu na rastojanje medju njima, ili izmedju tela koji imaju sferni oblik, srazmeran je proizvodu masa
tih tela a obrnuto srazmeran kvdratu rastojanja medju tim telima.

Kao primer uzmimo dve homogene lopte koje imaju mase m; i m,. Medjusobno rastojanje
izmedju centara lopti ozna¢imo sa r. Njutnov zakon gravitacije u matematickoj formi glasi

_ymim,
72

Ja ¢u najpre prezentovati osnovne rezultate Njutnove mehanike za slucaj kretanja planeta u
Suncevom sistemu, a kasniji ¢u primenjivate te rezultate na slucaj kretanja vestackih satelita oko
Zemlje. Sa M, oznaci¢u masu Sunca, a sa m masu neke planete. Intenzitet gravitacione sile saglasno
Njutnovom zakonu gravitacije ima vrednost
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yMgm

=
Potrebno je podsetiti se osnovnih elemenata i jednacina koje opisuju elipsu. Jednacina elipse u
Dekartovom koordinatnom sistemu ima oblik

= (7.1)

Saglasno prvom Keplerovom zakonu centar mase Sunca poklapa se sa jednom Zizom elipse.
Zize elipse na slici 20 oznaene su sa F; i F,. Uzeéu da se centar mase Sunca poklapa sa Zizom F;.
Tacka na elipti¢noj putanji u kojoj je planeta najbliza Suncu naziva se perihel. Njoj suprotna tacka je
afel. Perihel je na slici 20 oznacen taCkom A, afel je oznacen taCkom N. Velika poluosa elipse na slici
je oznacena sa a, 1 ona je brojno jednaka duZzini duzi OA. Sa b je oznacena mala poluosa elipse. Ona je
brojno jednaka duZini duzi OB. 1z Zize F, moZemo povu¢i pravu koja je normalna na x osu. Ova prava
sece elipsu u dvema tackama koje ¢u oznaciti sa C i D. Uvedena je veli¢ina p koja se naziva parametar
elipse. Numericka vrednost veli¢ine p jednaka je rastojanju izmedju taaka C i D.

-
e

Slika 20

Rastojanje izmedju tacke O (centra elipse) i1 Zize F; oznacicu sa ¢

0F1 =C
Obzirom da su ZiZe simetri¢ne u odnosu na tacku O vaZi i slede¢a jednacina
0F2 =C

Za opisivanje kretanja planete moze se koristiti Dekartov koordinatni sistem. Medjutim mnogo
je pogodnije koristiti Orbitalni kordinatni sistem. O njemu je ve¢ bilo re¢i u predhodnom tekstu. Taj
sistem je oznacen sa S,. Koordinatni pocetak sistema S, nalazi se u centru mase Sunca koji se poklapa
sa zizom F;. Osa x Orbitalnog koordinatnog sistema usmerena je ka perihelu koji je na slici 20 oznacen
tackom A. Osa y je normalna na osu x. Ona prolazi kroz zizu F; i paralelna je sa malom poluosom
elipse. Ose x 1 y nalaze se u ravni ekliptike. Trenutni polozaj planete oznacen je tackom S. Prava
anomalija (v) je ugao koji se meri izmedju duzi OA i pravca radijus vektora koji odredjuje trenutni
polozaj satelita.

Vektor polozaja planete u Orbitalnom koordinatnom sistemu moze se odrediti koriS¢enjem
prave anomalije (v)

7 =1coS(V)éyy + 15in(v)éy, (7.2)
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Sa r je oznaceno trenutno rastojanje izmedju planete i koordinatnog pocetka sistema S,. Jedini¢ni
vektori koordinatnih osa ovog sistema oznaceni su sa €, i €y,.
Radijus vektor u ovom sistemu moze se izraziti na nacin
7= XExy + Ve, (7.3)
Umesto ugla v u daljem radu koristicu ugao ¢. U skladu sa tom zamenom jednacina (7.2)
dobija oblik
7 =1 cos(Q)exs + 1sin(@)éy, (7.4)
Jednacina elipse u Dekartovom koordinatnom sistemu odredjuje se na osnovu jednacine (7.1).
U sistemu S, jednacina elipse glasi
p
r=—1=
1+ ecosg
Ekscentricitet elipse definiSe se na osnovu jednacine

e = /1 _ (g) (7.6)

On opisuje stepen deformacije elipse tj. odstupanje elipse od kruznice. U slucaju kruzne putanje
ekscentricitet je jednak nuli.
Kada se planeta nalazi u perihelu onda je ona minimalno udaljena od Sunca. To rastojanje
oznacicu sa Ty,;,. Ono se moze izracunati na osnovu sledece jednacine
Tin = 0A — OF;

(7.5)

, odnosno
Tmin =@ —C (7.7)
Za taj polozaj planete ugao ¢ jednak je nuli. Na osnovu jednacine (7.5) dobijamo
Fo = —2 (7.8)
™ 1+4e '
Na osnovu jednacina (7.7) 1 (7.8) sledi
a—c= d (7.9)

Kada se planeta nalazi u afelu onda je ona maksimalno udaljena od Sunca. To rastojanje
oznacicu sa T;,4,. Za afel vazi sledeca jednacina

Tmax = @+ ¢ (7.10)
Kada se planeta nalazi u afelu onda je ugao ¢ jednak m. Na osnovu jednacine (7.5) sledi
p
Tmax =75 (7.11)

Izjednacavanjem levih strana jednacina (7.10) i (7.11) dobija se

= 7.12
a+c - ( )

Jednacine (7.9) 1 (7.12) predstavljaju sistem od dve jednacCine sa dve nepoznate veliCine.
Resavanjem ovog sistema jednacina dobijamo

p =a(l—e?) (7.13)
c=ae (7.14)
Na osnovu jednacine (7.13) jednacina (7.5) moZe se napisati u obliku
a(l—e?)
r=—" (7.15)
1+ ecose

Mozemo izracunati i rastojanja 7y,in 1 nax
Tmin=a—c=a—ae=a(l—e)

Tmax =a+c=a+ae=a(l+e)
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Lako je pokazati da vaze i slede¢e jednacine
_ Tmin T Tmax
2

_ Tmax — Tmin

Tmax T Tmin
Velika i mala poluosa elipse mogu se izraziti preko parametra elipse p 1 ekscentriciteta elipse e

p
a=1—03 (7.16)

Da bi se pojednostavila analiza kretanja planete uvodi se predpostavka da je gravitaciona
interakcija planete sa ostalim planetama Sunéevog sistema zanemarljiva, odnosno Sunce-planeta Cine
izolovani sistem. Masa Sunca je mnogo veca od mase planete, i u skladu sa tim centar mase ovog
binarnog sistema nalazi se u centru Sunca. Gravitaciona sila je centralna, a potencijalna energija
odredjuje se na osnovu jednacine

Za ovaj sistem vazi zakon odrzanja energije. Pored zakona odrzanja energije vazi i zakon
odrzanja momenta impulsa.

Problem kretanja planete matematicki mnogo je jednostavnije reSavati u sistemu S, 1 koristiti
polarne koordinate. Ugao (v) (odnosno ugao ¢) meri se izmedju duzi OA i pravca radijus vektora koji
opisuje trenutni polozaj planete. Trenutni polozaj planete na slici 20 oznacen je tackom S. r je trenutno
rastojanje izmedju planete 1 koordinatnog pocetka sistema S,. PolozZaj planete moze se izraziti na
osnovu jednacine (7.3), ili jednacine (7.4). Koordinate x 1y, i polarne koordinate (7, ¢) povezane su

jednacinama

x =1rcos(p)

y =rsin(@)
U analitickoj mehanici uvodi se tzv. Lagranzeva funkcija
L=E,-E,
Za slucaj kretanja planete oko Sunca ona ima oblik
m._ . .oy, YMsm
L= 7(1”2 +r29?) + — (7.18)
Ojler-Lagranzeve jednacine glase
d (aL) oL 0 719
de\or/) or (7.19)
d <6L> oL 0 720
dt\o¢p) dp (7.20)
Kori$¢enjem jednacina (7.18-20) dobijamo dve diferencijalne jednacine
dr’9) =0 7.21
L YM
F—rp?=— rzs (7.22)

Jednacina (7.21) je povezana sa zakonom odrZzanja momenta impulsa. Uvodim integracionu
konstantu h, i jednacina (7.21) dobija oblik

95



p=h
, odnosno

. h
P="3 (7.23)
Zamenom veli¢ine ¢ u jednacinu (7.22) dobija se sledeca jednacdina
L _h* yM
TR e
Ova jednacina moze se dalje transformisati. Najpre ¢u transformisati prvi izvod veli¢ine r
. dr drde

"Tdt T depdt
Na osnovu jednacine (7.23) dobijam

(7.24)

dr h

Moze se transformisati 1 drugi izvod

___d(dr)_ d(dr)dgo_ d(dr h)h iy
"Zat\dt) T dp\dt) dt T do \derz)r? (7.26)

Cilj ovih transformacija bio je da se izgubi vremenska zavisnost. Na osnovu ovih transformacija
dobio sam da veli¢ina r i njeni izvodi ne zavise od vremena nego od ugla ¢.

Uvodi se veli¢ina u na nacin
1

u= " (7.27)
Odredimo najpre prvi izvod veli¢ine u po uglu ¢
du  1dr
dp  r2dg
, odnosno
dr  ,du
dp  do
Na osnovu jednacine (7.27) dobijamo
dr  1du 728
dp  u?dg (7.28)
Zamenom jednacine (7.28) u jednacinu (7.25) dobija se
du
r=——~h 7.29
=g (729)
Na osnovu jednacina (7.27) 1 (7.28) jednacina (7.26) dobija oblik
.o dZu 2 2
r=—- d_(pzh u (730)

Nakon zamene jednacine (7.30) u jednacinu (7.24), i elementarnih transformacija dobija se
sledec¢a jednacina

d?u y M,
d_<p2 +u= 2 (73 1)
Resenje ove diferencijalne jednacine glasi
yM.
u==Acos(p— @y + hzs (7.32)

VeliCine A i ¢, su integracione konstante. One se odredjuju iz pocetnih uslova. Moze se uzeti
da je integraciona konstanta ¢, jednaka nuli, i jednacina (7.32) dobija oblik
Y M;
h2

1
- = Acos(p) +
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Transformacijom ove jednacine dobija se

hZ
M
= hz” s (7.33)
1+ V_MsA cos(p)
Ako uporedimo ovu jednacinu sa jednac¢inom (7.15) dobijamo
hZ
=a(1—e?)
Y M;
hZ
A=e
YM;
, odnosno
h = yMsa(1 — e?) (7.34)
ey M; eyM; e

A= = =
h? yM.a(l—e?) a(l—e?)

Obzirom da se razmatra kretanje planeta po elipsama ekscentricitet moze imati vrednosti u

intervalu
0<ex<l1

Jednacina (7.33) predstavlja jednaCinu elipse u polarnim koordinatama. Ona je reSenje
diferencijalne jednacine (7.31). Ovim postupkom je pokazano da se planete krecu po elipsama,
odnosno dobijen je rezultat koji je u saglasnosti sa prvim Keplerovim zakonom.

Potrebno je dati odredjenje komentare u vezi drugog Keplerovog zakona. Polozaj planete u
Orbitalnom koordinatnom sistemu opisuje se pomocu radijus vektora. Pri tome se moze koristiti
jednacina (7.2), ili jednacina (7.3). Obzirom da su uvedene polarne koordinate radijus vektor moze se
izraziti 1 na slede¢i nacin

T =re, (7.35)

Vektor €, je jediniéni vektor i usmeren je od koordinatnog pocetka sistema S, ka trenutnom
polozaju planete.

Vektor brzine odredjuje se na osnovu sledece jednacine

UV="18é +1pe, (7.36)
Vektor é,, je takodje jedini¢ni vektor i njegov pravac normalan je na pravac vektora é,.

Uvodi se i vektor €,. Njegov pravac je normalan na ravan u kojoj se kre¢e planeta. On sa
vektorima €, i €, ¢ini trijedar desne orjentacije.

Element povrsine ds u polarnim koordinatama odredjuje se na osnovu jednacine

d _1! 2d
S—ET Q

U toku malog vremenskog intervala dt radijus vektor Sunce-planeta prebriSe element povrsine
ds. Kepler je ustanovio da radijus vektor Sunce-planeta u jednakim intervalima vremena prebrise iste
povrsine. To znaci da veli¢ina ds/dt koja se naziva sektorska brzina je konstantna

ds 1 _do
=2 T
it r I (7.37)
To se moze pokazati na sledeci nacin. Na osnovu jednacine (7.23) dobijam
ds h
—_—== 7.38
dt 2 ( )

Obzirom da je h konstanta sledi da je i sektorska brzina konstantna veli¢ina.
Odredimo sada moment impulsa planete
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L = mrxv

L= mré x(1é, + rq')é(p)

, odnosno
L = mr2¢é, (7.39)
Intenzitet vektora momenta impulsa odredjuje se na osnovu jednacine
L=mr%¢ (7.40)

Lako je pokazati da se vektor momenta impulsa planete ne menja tokom vremena. Izvod
momenta impulsa po vremenu glasi

dL _ d(m¥xP)
dat  dt
dL dé . dv
— =M—XV +mrx—

dt dt dt
, odnosno
dL - -
— =mrxa
dt
Obzirom da je gravitaciona sila centralna moZemo napisati slede¢u jednacinu
= VMSm -
= — r
r3
Na osnovu ove jednacine sledi
dL - ( )/MSm —>)
— =7rx(— 7
dt r3
, odnosno
dL 5
dt

Intenzitet, pravac i smer vektora momenta impulsa ne menjaju se tokom vremena.
Na osnovu jednacina (7.37) 1 (7.40) dobijam
E = i L 7.41
dt 2m (7.41)
Na osnovu jednacine (7.41) moze se zakljuciti da je drugi Keplerov zakon posledica zakona odrzanja
momenta impulsa.
Zamenom jednacine (7.38) u jednacinu (7.41) dobija se

L =mh (7.42)
Kori$¢enjem jednacine (7.34) moZemo odrediti intenzitet vektora momenta impulsa
L = m\yMsa(1 — e?) (7.43)

, 1 on ima konstantnu vrednost.
Na osnovu jednacine (7.43) moze se dobiti jednacina za odredjivanje ekscentriciteta elipse ako
nam je poznat intenzitet momenta impulsa

L2

= [1-—
¢ m2yM.a

(7.44)
Sada ¢u analizirati tre¢i Keplerov zakon. Period kretanja planete oko Sunca oznali¢u saT.
Povrsina elipse odredjuje se na osnovu jednacine
S =abr
Koristec¢i jednacine (7.16) 1 (7.17) dobija se sledeéa jednacina

b=ay1—e? (7.45)
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U skladu sa ovim rezultatom povrsina elipse odredjuje se na osnovu jednacine
S =ma?y1 — e? (7.46)
Sektorska brzina je konstantna veli¢ina. U toku jednog perioda T radijus vektor Sunce-planeta
opisace povrsinu S, i mozemo napisati slede¢u jednacinu
ds ma*v1—e?
dt T
Zamenom sektorske brzine u jednacinu (7.41) dobijamo
ma’vl—e? L
— 7 =7 (7.47)
Intenzitet momenta impulsa planete odredjuje se na osnovu jednacine (7.43). Zamenom te
vrednosti u jednacinu (7.47) dobija se sledeca jednacina

ma*Vvl—e? myyM;a(1 — e?)

T 2m
Nakon elementarnih algebarskih transformacija dobija se rezultat
T?  Anm? 748
a3 - ,y MS ( " )

Veli¢ina na desnoj strani jednadine (7.48) upravo je konstanta proporcionalnosti u treCem
Keplerovom zakonu.
Vektor brzine kretanja planete odredjuje se na osnovu jednacine (7.36)

U =Té +1pé, (7.49)
Ova jednacina zapisuje se i u obliku
U= 1,6 + 1,6, (7.50)

Potrebno je odrediti komponente brzine v, i v,,. Najpre ¢u odrediti komponentu v,.. Ona se
odredjuje na osnovu jednacine

_& 751

UT' - dt ( ' )
, odnosno

_drdg 759

T (752)
Kori$¢enjem jednacine (7.15) dobijam prvi izvod veli¢ine r po uglu ¢
dr a(l—e?esin

_ a(1 = eVesin(p) 753)

do (14 ecosg)?
Zamenom jednacina (7.53) 1 (7.23) u jednacinu (7.52) dobijam
he sing
a (1-e?)
Ova jednacina dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (7.34)

v, = V—Mesingo (7.54)
" a(l—e?)

Komponenta v, odredjuje se na osnovu jednacine

Uy =

Vp =T (7.55)
Na osnovu jednacine (7.23) dobijam
h
= - 7.56
v, = (7.56)

Zamenom jednacina (7.15) 1 (7.34) u jednacinu (7.56) dobija se
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Y M;
U(p = m(l + €COS(p) (757)
Sada ¢u naci kvadrat brzine kretanja planete. Krenimo od jednacine
v =12+ 1,° (7.58)
Na osnovu jednacina (7.54) 1 (7.57) dobija se
yM
2 _

v = a(l—_sez)(ezsinz(p + (1 + ecosg)?)
, odnosno
2 yMS
~a(l —e?)
Ova jednacina dalje se transformise na sledec¢i nacin
2 _ )/MS
a(l—e?)

v (1 + e? + 2ecosg) (7.59)

v (2 + 2ecosp + e — 1)

2 _ VMS

V= a(l—e?)

(2(1 + ecosg) — (1 — e?))

2 _ yM;2(1 + ecos) _YM
a(l—e?) a
Na osnovu jednacine (7.15) dobijam

v: yM,  yM

2 T 2a
Ako pomnozimo ovu jednac¢inu masom planete m dobijamo zakon odrzanja energije

mv?  yMgm  yMgm

2 T 2a
Intenzitet vektora brzine odredjujemo na osnovu jednacine (7.61)

2 1
v= /)’Ms(; —2) (7.61)

Ukupna energija sistema Sunce-planeta je konstantna i odredjuje se na osnovu jednacine (7.62)

Mgm
E=-Y - (7.62)
Korisno je odrediti i brzine planete u perihelu i afelu. Da bi to uradio koristi¢u jednacinu (7.59).

Kada se planeta nalazi u perihelu onda je ugao ¢ jednak nuli, pa na osnovu jednacine (7.59) dobijam

yM; [1+e
Uperihel = a 1—e (7.63)

Kada se planeta nalazi u afelu onda je ugao ¢ jednak m i dobija se slede¢i rezultat

yM; [1—e
Vafelt = a 1+ e (7.64)

Na osnovu jednacine (7.44) odredjuje se ekscentricitet elipse ako nam je poznat intenzitet
momenta impulsa. Medjutim ekscentricitet elipse moze se izraziti preko ukupne energije sistema i
intenziteta momenta impulsa. Na osnovu jednacine (7.62) moze se odrediti velika poluosa elipse

yMsm
2E

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (7.44) dobija se
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(7.60)

a=—



(yM,)*m

Obzirom da se planeta krece oko Sunca dolazi do promene ugla ¢ tokom vremena, i moZzemo
definisati ugaonu brzinu

de
w = E
Medjutim ugaona brzina nije konstantna veli¢ina. Na osnovu jednacina (7.40) 1 (7.43) dobijam
L=L

mr2¢g = m\yMsa(l — e2)
, odnosno

o1
¢ = —JrMsa(1-e?)
Ova jednacina dalje se transformiSe kori§¢enjem jednacine (7.15), i dobija se zavisnost ugaone
brzine od ugla ¢

Y M;
a3

(p:

(1 —e?)™3/2(1 + ecosg)? (7.66)

Koris¢enjem treceg Keplerovog zakona moze se definisati i srednja ugaona brzina rotacije
planete oko Sunca

(7.67)

8. Precesija perihela Merkura

Godine 1859 francuski astronom Urbain Le Verrier ukazao je na anomaliju u precesiji perihela
Merkura. On je doSao do zakljucka da je precesija perihela Merkura veca nego §to se moze o¢ekvati na
osnovu Njutnove teorije. Ovaj rezultat je predstavljao problem za Njutnovu mehaniku. Urbain Le
Verrier je do tog rezultata doSao koriste¢i predhodno dobijena astronomska merenja, i vrseci
matemati¢ke proracune.

Da bi bolje objasnili ovu pojavu podsetimo se odredjenih rezultata Njutnove mehanike. Kepler
je doSao do zakljucka da se planete kre¢u oko Sunca po elipticnim putanjama. U zajednickoj zizi tih
elipsa nalazi se centar Sunca.

Putanja Zemlje oko Sunca nalazi se u ravni ekliptike. Ravan u kojoj se nalazi orbita planete je
orbitalna ravan. Uzmimo na primer planetu Saturn. Nagib orbitalne ravni planete Saturn u odnosu na
ravan ekliptike iznosi 2,5°. I kod drugih planeta Sunéevog sistema inklinacija njihovih orbitalnih ravni
u odnosu na ekliptiku nije velika. Malo vecée odstupanje je jedino izrazeno upravo kod Merkura.
Njegova orbitalna ravan nalazi se pod uglom od 7° u odnosu na ravan ekliptike. Obzirom da ovi uglovi
nisu veliki moze se priblizno smatrati da se sve planete Suncevog sistema kre¢u u ravni ekliptike.

Radi jednostavnosti analize uze¢u da se Merkur krece u ravni ekliptike. Za opisivanje kretanja
planete Merkur koristi¢u sistem S,, odnosno Orbitalni kordinatni sistem. O ovom sistemu je ve¢ bilo
re¢i u cetvrtom poglavlju. Ovaj sistem je prikazan na slici 13. Koordinatni pocetak sistema S, nalazi se
u centru mase Sunca koji se poklapa sa jednom Zizom elipse. Osa x ovog sistema se poklapa sa
velikom poluosom elipse, koja je na slici 13 oznacena sa a, i usmerena ka y tacki. Osa y je paralelna sa
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malom poluosom elipse, i takodje se nalazi u ravni ekliptike. z osa je normalna na ravan ekliptike i
usmerena je ka severnom eklipticCkom polu.

Period rotacije Merkura oko Sunca oznaci¢u sa T, i on iznosi 87,97 dana. Masu Merkura
oznali¢u sa m, a masu Sunca sa My. Vektor poloZaj planete u sistemu S, oznacicu sa 7, a vektore
brzine i ubrzanjasa v i d.

Neka se Merkur u poc¢etnom trenutku nalazi u perihelu. Perihel je na slici 21 oznacen tackom P,
afel tackom A.

Slika 21

Primeceno je da se polozaj perihela Merkura tokom vremena menja. Nakon dovoljno dugog
vremenskog intervala perihel ¢e se naci u tacki Py, a afel u tacki A;. Ova pojava naziva se precesija
perihela Merkura. Sa slike 21 vidimo da se velika osa elipse zaokrenula za ugao Aa. Perihel rotira oko
tacke O konstantnom ugaonom brzinom. Ta promena polozaja perihela je mala, ali je zapazena u
astronomskim merenjima. Merenja su pokazala da se za period od 100 godina perihel Merkura pomeri
za ugao od 574 lu¢nih sekundi. Podsetimo se da je jedan stepen jednak 60 lu¢nih minuta, a jedan lu¢ni
minut je jednak 60 lu¢nih sekundi. Ugaona brzina rotacije perihela Merkura je

w = 5747/100 godina

Na osnovu Njutnove mehanike moze se dobiti vrednost od 531 lu¢ne sekunde. Glavni uzrok
koji izaziva precesiju perihela Merkura sa stanovista Njutnove mehanike je gravitaciono privlac¢enje
drugih planeta. Najveci doprinos daju Venera, Jupiter i Zemlja. Postoji jo§ jedan uzrok koji izaziva
precesiju perihela Merkura, a on poti¢e od Sunca. Sunce ima oblik elipsoida i gravitaciono polje u tom
slu¢aju razlikuje se od gravitacionom polja kada bi Sunce imalo oblik idealne lopte. Ovaj uticaj izazvan
elipsoidnim oblikom Sunca po intenzitetu mnogo je manji od uticaja planeta na precesiju perihela
Merkura.

Postoji razlika izmedju izmerene vrednosti (574~/100 godina) i vrednosti dobijene na osnovu
Njutnove mehanike (5317/100 godina). Astronom Urbain Le Verrier prvi je ukazao na ovu razliku
izmedju izmerene i teorijski dobijene vrednosti. Medjutim on je dobio da razlika iznosi 38 lucne
sekunde za 100 godina. Astronom Simon Newcomb korigovao je ovaj rezultat i dobio je vrednost od
43 lu¢ne sekunde za 100 godina.
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Savremena istrazivanja koja se zasnivaju na koriS¢enju radio talasa daju sledecu vrednost
42,56"/100 godina

Postavilo se pitanje kako objasniti ovu anomaliju. PredloZene su razne teorije. Neke teorije
zasnivale su se na postojanju dopunske materije koja svojim gravitacionim poljem utice na Merkur 1
izaziva njegovu precesiju. Razmatrana je moguénost postojanja medjuplanetarne prasine, nepoznate
mase blizu Sunca i moguénost asteroidnog polja u okolini Merkura. Cak je razmatrana i moguénost
postojanja nove planete. Medjutim ove pretpostavke bile su odbacene jer se nisu slagale sa
astronomskim posmatranjima.

Predlozene su i radikalne hipoteze koje su se zasnivale na modifikaciji Njutnovog zakona
gravitacije. Medjutim ni ovi teorijski modeli nisu bili uspesni.

Objasnjenje precesije perihela Merkura dao je AjnStajn na osnovu njegove OpSte teorije
relativnosti. Njegov rezultat je u dobroj saglasnosti sa astronomskim merenjima. On je izveo sledecu
jednacinu

Ap =3 K 8.1
) = —e?) (81)
VeliCina R, je Svarcvildov radijus Sunca, i odredjuje se na osnovu jednacine
2y Mg
Rs = C—Z (82)
Zamenom jednacine (8.2) u jednacinu (8.1) dobija se
Ap = 6Ty M, 8.3
Y= za(1 —e?) (83)

Jednacina (8.3) moze se dalje transformisati korisS¢enjem tre¢eg Keplerovog zakona (jednacina
(7.48))

A 24m3a?
= T2c%2(1 — e?)

Treba dati dopunska objasnjenja u vezi jednacine (8.3). Zadrzimo se najpre na oznakama u
jednacini. Sa Mg oznaCena je masa Sunca. Merkur se kreée po elipti¢noj putanji. Velika poluosa
njegove elipti€ne putanje oznacena je sa a. Ekscentricitet elipse oznacen je sa e. Na slici 21 prikazano
je da se polozaj perihela Merkura menja tokom vremena. Ja sam uzeo proizvoljan vremenski interval, i
nakon tog vremenskog intervala perihel se nalazi u tacki P;, a afel u tacki A;. Velika osa elipse
zaokrenula se za ugao Aa. Rotacija perihela vrs$i se u smeru kretanja Merkura. Ako uzmemo da je
vremenski interval jednak periodu rotacije Merkura oko Sunca (T = 87,97 dana), onda ¢e se perihel
zaokrenuti za ugao A koji se odredjuje na osnovu Ajnstajnove jednacine.

Precesija perihela Merkura predstavlja jedan od klasi¢nih testova Opste teorije relativnosti. Ova
precesija postoji 1 kod drugih planeta u Sun¢evom sistemu, ali nije toliko izraZena kao od Merkura.
Precesija se javlja i kod drugih astronomskih objekata. Spomenucu asteroid Ikarus koji je veoma
pogodan za proucavanje ovog efekta, jer ima orbitu sa velikim ekscentricitetom 1 periodicno prolazi
veoma blizu Sunca.

Da bi jos bolje sagledali ovu pojavu zamislimo hipoteticku situaciju da je Merkur jedina planeta
u Sunéevom sistemu. Saglasno Njutnovoj mehanici orbita planete bila bi elipsa. Polozaj elipse ne bi se
menjao tokom vremena. Diferencijalna jednacina kretanja planete glasi

(8.4)

d?u yM,
Veli¢ina u uvedena je na osnovu jednacine (7.27)
u=- (8.6)

r
Postupak resavanja diferencijalne jednacine (8.5) prezentovan je u predhodnom poglavlju.

Jednacina (7.15) predstavlja opste reSenje diferencijalne jednacine (8.5)
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a(l—e?)
r=—
1+ ecose

Ono se moze napisati u obliku
1+ ecos(p)
u=—

» (8.7)
Diferencijalna jednacina kretanja planete sa stanovista Opste teorije relativnosti glasi
d*u M, 3yM
Vs Vs e (8.8)

a2 T e
Postupak dobijanja ove diferencijalne jednacine, i nacin njenog reSavanja prezentovan je u
knjizi [7]. Ja ¢u koristiti te rezultate u cilju analize jednacine (8.8). Kod Merkura postoji precesija koja
se meri. Medjutim ta precesija nije toliko velika, i ako se ne zahteva velika astronomska preciznost
uzima se da se Merkur krece po elipti€noj orbiti. Ta elipti¢na orbita menja polozaj u prostoru, ali taj
efekat nije veliki. Ovo nas navodi na zakljuak da reSenje diferencijalne jednacine (8.8) mozemo
potraziti u obliku
1+ ecos(p)
u = T + n
Funkcija ) je nepoznata funkcija, 1 ona ima malu vrednost. Sa matematicke tacke glediSta ona
predstavlja perturbaciju.
Zamenom jednacine (8.9) u jednacCinu (8.8) dobijam
d? (1+ ecos(p) 1+ecos(p)\ yM; d*n 3yM, [1 + e cos(p) 2
+ — =+ +7
de? ( P ) ( P > h? de? c? [ p
Izraz na levoj strani jednacine (8.10) je jednak nuli, jer funkcija data jednacinom (8.7)
predstavlja reSenje diferencijalne jednacine (8.5).
Dobija se sledeca diferencijalna jednacdina
d*n 3yM, 11+ e cos(¢) 2
1., -,
dg? c? p
Ova diferencijalna jednacina dalje se pojednostavljuje. Veli¢ina  na desnoj strani ove
diferencijalne jednacine zanemaruje se, jer je mnogo manja u odnosu na veli¢inu (1 + e cos(¢)/p)

(8.9)

(8.10)

d?n e 3y M, [1 +e cos(<p)]2
dp? =" p
, odnosno
d? 3yM
d_goz +n= C]z/pzs [1+4 2e cos(p) + e?cos?(p)] (8.11)
Ova jednacina moze se dalje transformisati koriS¢enjem trigonometrijskog identiteta
1+ cos(2
cos?(@) = — (2¢9)
, odnosno
d?n 3y M, e?\ 6yMe 3yM,e?
do? +n = 22 1+ > + 2—pzcos(<p) + szcos(zw (8.12)
Uvodim slede¢u oznaku
3yM;
a= 22 (8.13)
, 1 diferencijalna jednacina (8.12) dobija slede¢i oblik
I = a1+ + 20e cos() + %= cos(20) 8.14
do? n=a 5 ae cos(@ 5 cos(2¢ (8.14)
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Da bi se resila ova diferencijalna jedna¢ina moze se koristi metod koji je predlozen u radu [8].
Metod se zasniva na tome da opSte reSenje diferencijalne jednacine potrazimo u obliku
n = A+ Bosin(¢) + Ccos(2¢) (8.15)
Veli¢ine A, B i C su nepoznati koeficijenti koje trebamo odrediti.
Drugi izvod veli¢ine i po uglu ¢ glasi
d2
d_gaz = 2Bcos(2¢) — Besin(¢p) — 4Ccos(2¢) (8.16)
Zamenom jednacina (8.16) 1 (8.15) u jednacinu (8.14) dobijamo
e? ae?
A+ 2Bcos(¢p) —3Ccos(2¢p) = a (1 + 7) + 2ae cos(p) + Tcos(Zgo)

Uporedjivanjem levih i desnih strana ove jednacine dobija se da koeficijenti A, B i C imaju

sledeée vrednosti
2
A= 1+—
a( + 2)

B = «ae
eZ
C = —az
Opste resenje diferencijalne jednacine (8.14) glasi
e? ae?
n=a <1 + 7) + aepsin(@) + <_T> cos(2¢p) (8.17)

Veli¢ina ¢ ima malu vrednost, i u skladu sa tim svi sabirci u jednacini (8.17) imaju malu
vrednost. Prvi sabirak u jednacini (8.17) je konstantan i nije od interesa za dalje proucavanje. U tre¢em
sabirku figuriSe funkcija cos(2¢). Ona je periodi¢na i ne moZe da izazove vecu promenu funkcije 7.
Treéi sabirak sadrzi i faktor e?. Vrednost ekscentriciteta Merkurove orbite je 0,2056. Faktor e? ima
vrednost 0,042, odnosno treci sabirak je oko 140 puta manji od prvog, i ovaj sabirak zanemarujem. Od
interesa je samo proucavanje drugog sabirka u jednacini (8.17). Faktor ¢sin (¢) u poc€etku ima malu

vrednost, ali postepeno raste sa vremenom 1 postaje znacajan. Prvi i treéi sabirak u jednacini (8.17)
zanemaruju se i dobijamo sledecu jednacinu

n = aepsin(¢)
, odnosno
_3yM;
= oy epsin(p)

Na osnovu jednacine (8.9) dobijamo opste reSenje diferencijalne jednacine
_1+ecos(ep) N 3y M, )
u= c2p2 epsin(p)

p
, odnosno
1 3yM
u= 5 1+ ecos(p) + Z/Zps eq sin(p)
Ovu jednacinu dalje ¢u transformisati koris¢enjem veli¢ine f koja se definiSe na slede¢i nacin
3yM
= (8.18)
c°p
, 1 dobijam
1
u= 5 [1+ e (cos(p) + Bo sin(p))] (8.19)

Da bi ovu jednacinu dalje transformisali koristimo slede¢i trigonometrijski identitet
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cos(¢p — @PB) = cos(¢) cos(By) + sin(p)sin(Byp)
On se moze napisati u obliku

cos(@(1 — B)) = cos(¢) cos(By) + sin(p)sin(Be) (8.20)
Obzirom da veli¢ina f ima malu vrednost vaze sledec¢e aproksimacije

cos(Bp) = 1

sin(Bp) = B

Koris¢enjem ovih aproksimacija jednacina (8.20) postaje

cos(¢(1 —p)) = cos(p) + Bosin(p)
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (8.19) dobijam

1
u= 5[1 + ecos(p(1 — B))] (8.21)
Ova jednacina moze se napisati i na sledec¢i nacin
a(l-—e?)

"T1+ ecos(p(1—Pp)) (8.22)

, 1 ona predstavlja reSenje diferencijalne jednacine (8.8).
U slucaju klasi¢ne mehanike poloZaj planete odredjuje se na osnovu jednacine (7.15)
a(l—e?)
r= 1+ ecose

Kada se planeta nalazi u perihelu onda je ona minimalno udaljena od Sunca. To rastojanje
oznacio sam sa Ty,;,. Za taj polozaj planete ugao ¢ jednak je nuli, i na osnovu jednacine (7.15) dobija
se

Tmin = a(1 —e)
Nakon jedne rotacije Merkura oko Sunca ugao ¢ jednak je 2m i planeta se ponovo nalazi u perihelu.

Sa stanovista Opste teorije relativnosti kretanje Merkura odredjuje se na osnovu jednacine
(8.22). Na slici 21 prikazano je da se polozaj perihela Merkura menja tokom vremena. Perihel je na
slici 21 oznacen tackom P, afel tackom A. Neka se Merkur u poc¢etnom trenutku nalazi u perihelu.
Rastojanje izmedju Sunca i Merkura tada je minimalno, i to rastojanje oznaci¢u takodje sa 7,;,. U tom
pocetnom trenutku ugao ¢ jednak je nuli. Rastojanje 7,,;, moze se odrediti na osnovu jednacine (8.22),
1 ono ima vrednost

Tmin = a(1 —e)

Kada je ugao ¢ bio jednak nuli rastojanje izmedju Sunca i Merkura bilo je minimalno. Postavlja
se pitanje kolika je slede¢a vrednost ugla ¢ za koju ¢e rastojanje izmedju Sunca i Merkura ponovo biti
minimalno. Na osnovu jednacine (8.22) zaklju¢ujemo da ¢e se to desiti kada je ispunjen sledeci uslov

p(1-p)=2m (8.23)
Ovaj zakljucak mozemo 1 matematicki proveriti. Kosinus ugla 2m jednak je jedinici i na osnovu
jednacine (8.22) dobijamo
a(l—e?)
r=— "7
1+e
, odnosno
Tmin = a(1 —e)

Merkur je ponovo minimalno udaljen od Sunca, ali se on ne nalazi u tacki P. Perihel se malo
pomerio u odnosu na svoj pocetni polozaj koji je bio odredjen tackom P. Doslo je do precesije perihela
Merkura. Kretanje perihela je prikazano na slici 21.

Taj novi polozaj perihela odredjuje se na osnovu jednacine (8.23)

21
P=1_ B
Obzirom da veli¢ina f ima malu vrednost mozemo koristiti slede¢u aproksimaciju
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~1+p

1-p
Na osnovu ove aproksimacije jednacina (8.24) dobija oblik
¢ =2n(1+p)
, odnosno
¢ =2n + 2nf

U slucaju klasiéne mehanike planeta opise ugao 2m i ponovo se nadje u perihelu. Sa stanovista
Opste teorije relativnosti planeta opiSe ugao 2m plus ugao 2mf da bi se ponovo nasla u perihelu. Na
osnovu toga mozemo zakljuciti da se perihel Merkura u odnosu na x osu sistema S, zaokrenuo za ugao
2. Taj ugao oznacicu sa A¢ 1 on se odredjuje na osnovu sledece jednacine

Ap = 2nf (8.25)

Na osnovu jednacine (8.18) dobijam

6y M,
Ap = ————
a(l—e?)c?

Ovaj rezultat je identi¢an sa AjnStajnovim rezultatom. Tokom vremena ovaj proces se ponavlja
i dolazi do kretanja perihela Merkura konstantnom ugaonom brzinom.

Sada ¢u analizirati precesiju perihela Merkura sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma. U
Sestom poglavlju izveo sam jednacinu (6.113). Ova jednacina opisuje gravitacioni uticaj Zemlje, Sunca
1 Meseca na veStacki satelit. Ova jednacina prilicno je komplikovana jer u njoj figuriSu dosta
perturbujucih sila. Diferencijalna jednacina kretanja Merkura imace jednostavniji matematicki oblik u
odnosu na jedna&inu (6.113). Napomenuo sam da se orbitalna ravan Merkura nalazi pod uglom od 7° u
odnosu na ravan ekliptike. Radi jednostavnosti analize uze¢u da se Merkur krece u ravni ekliptike.

Na Merkur deluju i ostale planete Suncevog sistema. Zbog jednostavnosti analize uzecu da je
Merkur jedino izloZzen gravitacionom dejstvu Sunca, a da je gravitaciono dejstvo ostalih planeta na
Merkur zanemarljivo. Takvo pojednostavljenje imali smo i u okviru Opste teorije relativnosti. Pri
dobijanju jednacine (8.3) zanemaren je gravitacioni uticaj ostalih planeta na Merkur.

Prilikom izvodjenja diferencijalne jednacine kretanja Merkura koristicu mnoge rezultate i
zakljucke iz Sestog poglavlja.

U Sestom poglavlju bilo je re¢i o efektu vremenske dilatacije. Tada sam razmatrao primer dva
identi¢na atomska casovnika, od kojih se jedan nalazio na povrsini Zemlje, a drugi u GPS satelitu. I u
slucaju kretanja Merkura oko Sunca mora se uzeti u obzir efekat vremenske dilatacije. Mozemo uvesti
dva posmatraca. Jedan od njih je hipoteticki posmatra¢ i nalazi se na Suncu, a drugi se nalazi na
Merkuru. Posmatraci imaju identi¢ne atomske Casovnike. Srednja brzina kretanja Merkura oko Sunca
iznosi 47,36 km/s, i saglasno specijalnoj teoriji relativnosti ovi atomski ¢asovnici neée izmeriti isti
vremenski interval. Posmatrac¢ koji se nalazi na Merkuru pomocu atomskog ¢asovnika izmerio bi kraci
vremenski interval od vremenskog intervala koji bi izmerio hipoteticki posmatra¢ na Suncu. Ako
posmatra¢ na Suncu izmeri vremenski interval Atg posmatra¢ na Merkuru izmeri¢e vremenski interval
At,,.-. Saglasno specijalnoj teoriji relativnosti ovi vremenski intervali povezni su jedna¢inom

v
Atyper = Ats, / 1- (E)Z

Za infinitezimalne vremenske intervale vaZzi sledec¢a jednacina

v
At ey = dt; /1 - ) (8.26)

Ja ¢u najpre napisati jednacinu dinamike Merkura sa stanovisSta posmatraca u sistemu Sunca.
Najuopstenija jednacina glasi
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(8.27)

dt, mj Fpems

Sila koja poti¢e od gravitacionog dejstva Sunca oznacio sam sa ﬁ'gem s. Ova sila bi¢e odredjena
sa stanovista gravitoelektromagnetizma.

U daljem tekstu bi¢e pokazano da se sila ﬁ'gem s sastoji od visSe komponenata, i jednacina (8.27)
dobija sledeci oblik

d mv N

T :Fgem51+ﬁgem52+ﬁgems3 (8.28)
dtg ’1_ (2)2
c

Ovo je jednadina dinamike Merkura sa stanovista hipotetiCkog posmatraca koji se nalazi na
Suncu.
Mogu napisati i odgovarajuée jednaine sa stanoviSta posmatrata na Mekuru. Najuopstenija

jednacina glasi
d [ mv ]_

=F (8.29)
gems
Jednacina (8.29) moze se napisati i u slede¢em obliku
d [ mﬁ ] - - -
:Fgemsl+Fgem52+Fgems3 (8.30)

Jednac¢ina (8.30) je posledica predhodne konstatacije da se sila ﬁgem s sastoji od vise
komponenata.

Uporedjivanjem jednacina (8.27) 1 (8.29) vidimo da imaju identiCan matematicki oblik, ali
postoji jedna sustinska razlika. U jednacini (8.27) figuriSe vreme koje se meri u sistemu Sunca i ono je
oznaceno sa tg, a u jednacini (8.29) figuriSe vreme koje se meri u sistemu Merkura i oznaceno je sa
tmer-

Za posmatraca u sistemu Sunca sile ﬁgem s1s ﬁgemsz iﬁgems3 imaju odredjenu matematicku

formu. Medjutim ja sam uzeo da i za posmatrac¢a u sistemu Merkura sile ﬁgem s1 F;em s2 1 ﬁgems 3
imaju istu matematicku formu kao i sa stanovista posmatraca u sistemu Sunca.

Postavlja se jedno izuzetno bitno pitanje, a to je da li koristiti jednacinu (8.27) ili jednacinu
(8.29) za opisivanje kretanja Merkura. U Sestom poglavlju bila je sli¢na dilema da 1i koristiti jednac¢inu
(6.4) ili jednacinu (6.6) za opisivanje kretanja satelita. Ja sam se tada odlucio za koriS¢enje jednacine
(6.6). U slucaju Merkura polazna jednacina bi¢e jednacina (8.29). Ovu jednacinu ¢u transformisati i
dobicu jednacinu u kojoj figuriSe vreme koje se meri u sistemu Sunca. Prilikom tih transformacija visa
puta ¢u koristiti jednacinu (8.26).

Najpre ¢u transformisati levu stranu jednacine (8.29) bez uzimanja u obzir efekta vremenske
dilatacije. Taj postupak je ve¢ prezentovan u Sestom poglavlju.

Koris¢enjem Lorencovog faktora y
1

. /1—(%)2
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leva strana jednacine (8.29) mozZe se napisati na slede¢i nacin

d(mvy)

W{J—7:J T

Nakon diferenciranja dobijamo
d(mvy) dv

=m y+ mv
Atmer Atimer dtmer
Ovaj izraz dalje se transformiSe na sledec¢i nacin
d(mvy) dv mE dy dv 831)
=m Y+ mv— :
dtmer Atmer dv dtyer
Izvod y faktora po brzini je
dy v v
L= (1= (5?32
il A CRl GOl
, odnosno
dy v
dv 2 2’
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (8.31) dobijamo
d(mvy) dv N _,( dv ) v, (832)
=m y+ mv =y :
dtmer Atmer Atmer c?

U drugom sabirku na desnoj strani jednacine (8.32) figurise faktor 1/c?, i taj sabirak moZemo
zanemariti. U skladu sa tim jednacina (8.32) dobija oblik
d(mvy) dv
=m
dtmer dtmer
Ona se moze zapisati i na sledec¢i nacin
d(mvy) dv 1

14

=m (8.33)
dtmer dtmer Vy2
1-()
Na osnovu ovog rezultata jednacina (8.30) moze se napisati u obliku
dv 1 S S .
m = F + F, + F,
gems1 gems 2 gems3
dtmer 1— (2)2
\/ c
, odnosno
S V2
d ( emsl+ em52+Fgem53) 1_(2) (8'34)
mer

Jednacina (8.34) je dobijena bez uzimanja u obzir efekta vremenske dilatacije. Potrebno je
transformisati ovu jednacinu i dobiti diferencijalnu jednadinu u kojoj ¢e figurisati vreme u sistemu
Sunca. To ¢e biti uradjeno u daljem tekstu, a da bi se to postiglo potrebno je koristi jednacinu (8.26).

Na osnovu jednacine (8.26) dobijamo

dv

m—v = (ﬁgemsl +ﬁgem52 +ﬁgems3) 1- (g)z
at, [1- %
, odnosno
dv S . . N2
md_tsz( gemsl+FgemsZ+Fgems3)(1_(E) ) (8.35)
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Brzina kretanja Merkura sa stanovisSta posmatraca u sistemu Merkura odredjuje se na osnovu
jednacine
dr
dtmer
Koris¢enjem ovog rezultata jednacina (8.35) dobija oblik

d [ d7 - - v,
mdt dt ( em51+Fgem52+Fgems3)(1_(z))

Ova jednacina dalje se transformiSe primenom jednacine (8.26)

-
v =

d d? - N 5 VN2
m——|| ——F—— :(Fgem51+Fgem52+Fgems3)(1_(_)) (8'36)

dtg dt. 1_(%)2 c

Dobijena je jednacina u kojoj samo figuriSe vreme koje se meri u sistemu Sunca.
Potrebno je diferencirati izraz na levoj strani jednacine (8.36). Taj postupak ve¢ je prezentovan
u dosadasnjem tekstu, 1 ne¢u ga ponavljati. Koris¢enjem jednacine (6.10) dobijam
d? N AN S . N\ 2
mFSZV + mv <d_tS>C_2y - (Fgemsl + Fgemsz + Fgems3) (1 - (E) ) (8'37)
U drugom sabirku na levoj strani jednacine (8.37) figuri$e faktor 1/c?, i taj sabirak moZemo
zanemariti. U skladu sa tim jednacina (8.37) dobija oblik

27 , , . v
mdt zV = (Fgemsl + Fgemsz + FgemsS)(l - (E)z)
S
Ona se moze napisati i na slede¢i nacin
d*7 , , 2\ /2
dt2 ( emsl+FgemsZ+Fgems3)<1_(E) ) (8-38)
Obzirom da je brzina Merkura mnogo manja od ¢ vazi sledeca aproksimacija

2. 3/2

- =1-3

Njenim koris¢enjem jednacina (8.38) dobija oblik
d*7 , 3 /v\2
mdtzz ( emsl+ emsZ+Fgems3)<1_§(E) )
, odnosno

i = Foones (1=3 ) ) Fomez (130) )+ Bomes (1-30)) @39

U ovoj jednadini figuriSu tri sile. Najpre ¢u odrediti silu ﬁgem s1- U tre¢em poglavlju objasnio
sam da Zemlja u prostoru oko sebe stvara gravitomagnetno polje zbog svoje rotacije. Jacina
gravitomagnetnog polja Zemlje odredjuje se na osnovu jednacine (3.60). Ovaj rezultat je dobijen pod
pretpostavkom da je Zemlja idealna lopta sa homogenom distribucijom mase. U sluc¢aju Sunca situacija
je dosta komplikovanija. Sunce ne rotira kao kruto telo. Po hemijskom sastavu 75 procenata mase
Sunca ¢ini vodonik, dok je ostatak uglavnom helijum. Manje od 2 procenta ¢ine tezi elementi kao $to
su kiseonik, ugljenik i gvozdje. Sunce je u plazmenom stanju i njegov period rotacije oko vlastite ose
varira sa latitudom. Period rotacije Sunca u ekvatorijalnoj oblasti je oko 25 dana, a na polovima oko 35
dana. Situacija se komplikuje i time $to unutradnji slojevi Sunca rotiraju razli¢itim brzinama u odnosu
na spoljasnje slojeve Sunca. Kretanje sunceve plazme je prilicno komplikovano, ali Sunce zbog
kretanja njegove materije stvara gravitomagnetno polje. Problem izraCunavanja tog gravitomagnetnog
polja bio bi prilicno komlikovan.
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Pretpostavimo da smo odedili vektor jaCine gravitomagnetnog polja koji ¢u oznaciti sa qum s
Sunce stvara gravitomagnetno polje. Oko Sunca krec¢e se Merkur i saglasno jednacini (2.28) na njega
¢e delovati sila ﬁgem s1

-

Fgems1 = mv X Bgem s (8.40)

Ova sila figuriSe u jednacini (8.39). Medjutim kasnije ¢u pokazati da je sila F_)fqem s1 po
intenzitetu mnogo manja od Tomsonove sile, 1 moze se zanemariti. Na taj nacin moZemo izbegnuti
problem ta¢nog odredjivanja gravitomagnetnog polja Sunca.

Da bi procenio intenzitet sile Fyep, s 1 sloZeni problem kretanja sunCeve plazme pojednostavicu
na taj nacin §to ¢u uzeti da Sunce rotira kao kruto telo. Sunce ¢u smatrati idealnom loptom sa

homogenom distribucijom mase. U skladu sa tim moment inercije Sunca odredjujemo na osnovu
jednacine

Sa R je oznacen poluprecnik Sunca.
Obzirom da se ugaona brzina rotacije sunceve plazme menja sa latitudom potrebno je uvesti

srednju vrednost ugaone brzine rotacije Sunca koju ¢u oznaciti sa w,. Uze¢u da ona ima vrednost
2t 2mrad

We = — = ———
S T 27dan
Sa w, oznacen je vektor ugaone brzine rotacije Sunca.
Moment impulsa Sunca moze se izraziti na nacin
- ., 2 .
L=1d= gMSRS2 s
Na osnovu jednacine (3.60) dobijam vektor jacine gravitomagnetnog polja Sunca

. 2y [B(L-#)F -
gems = T 2.3 2z L
Obzirom da se Merkur krece u gravitomagnetnom polju na njega ¢e delovati sila

S R 2y S(Z . F)F N
Foems1 =mv X {— 7,3 R L (8.41)

Ovo je prva komponenta sile ﬁ'gem s

Silu ﬁgem s 2 mozemo jednostavno dobiti. To je Tomsonova sila (jednacina (5.37))
= yMSm - - -
gems2 — WU X (T X 17) (842)
Napomenuo sam da je sila ﬁgem s1 po intenzitetu mnogo manja od Tomsonove sile. Sada ¢u to
pokazati. Zbog jednostavnosti analize uze¢u da se Mekur kre¢e po kruznoj putanja. Srednja brzina

kretanja Merkura oko Sunca iznosi 47,36 km/s, a srednje rastojanje izmedju Sunca i Merkura je
57321000 km. Polupre¢nik Sunca iznosi 6,955 - 10° km. Uporediéu vrednosti intenziteta sila ﬁgem s1

iF
gems2-
Merkur se kre¢e u ravni ekliptike i skalarni proizvod vektora 7* i L jednak je nuli. U skladu sa
tim jednacina (8.41) dobija oblik
, 2ym ,
Fgem s1 = W v XL
Intenzitet ove sile ima vrednost
4ymvM R w;
F, gems1 — 50273

(8.43)
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Zbog jednostavnosti analize uzeo sam da se Mekur kre¢e po kruznoj putanji. U skladu sa tim
intenzitet Tomsonove sile ima vrednost

yM mv?
Fgemsz = 7202 (8.44)
MozZemo formirati koli¢nik intenziteta sila
F, S5vr
gems 2 _ (8_4-5)

Fgems 1 B 4‘R52(Us

Zamenom odgovaraju¢ih brojnih vrednosti u jednacinu (8.45) dobijam da je Tomsonova sila

2609 puta veca od sile ﬁgem s1- Ovim je pokazano da je opravdano zanemarivanje sile ﬁgem s1- Zbog
ovog rezultata jednacina (8.39) dobija oblik

d*7 . 3 v\2 . 3 v\2
m gz = Foems2 (13 (0) )+ Faomsa (1-3C) ) (846)
Z

Ostalo je jos da se odredi sila ﬁgem s3. Da bi to uradio moramo se najpre podsetiti odredjenih
rezultata 1 metoda iz Cetvrtog poglavlja. Zemlja se krece po elipti€noj putanji oko Sunca, ali sam zbog
jednostavnosti proracuna u tom poglavlju najpre analizirao slu¢aj kretanja Zemlje po kruznoj putanji.
Koristio sam Heliocentri¢ni eklipticki koordinatni sistem. Radijus vektora brzine Zemlje u tom
koordinatnom sistemu oznacio sam sa 7,(t), a vektor brzine sa v,. Intenzitet vektora brzine Zemlje
oznacio sam sa v,. Najpre sam dobio jednacine (4.31) i (4.34). One se koriste se za odredjivanje jaCine
gravitoelektri¢nog i1 gravitomagnetnog polja u centru Sunca. Ovo gravitaciono polje stvara Zemlja.

U daljoj analizi uveo sam posmatra¢a na Zemlji (u sistemu S3). On moze tvrditi da Zemlja
miruje, a da se Sunce kre¢e oko nje. Sa stanovista posmatraca u sistemu Zemlje (sistemu S3) poloZzaj
Sunca odredjuje se na osnovu jednacine (4.54) ili jednacine (4.51), a brzina na osnovu jednacine (4.55).
Sa njegovog stanovista Sunce se kre¢e po kruZznici 1 stvara gravitoelektri¢no 1 gravitomagnetno polje u
njegovom sistemu. Pokazao sam da se jaCine gravitoelektriCnog 1 gravitomagnetnog polja u
koordinatnom pocetku sistema S5 (sistemu Zemlje) odredjuju se na osnovu jednacina (4.63) i (4.64).
Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

, . Y Mg v,%\
Egems(rf t) =-— 73 1- 7, (t)

Z
2
h 2c

=AM [T X 9, (0)
Bgems(r: t) - rzg c2

Pokazao sam da se ove jednacine mogu koristiti i za opisivanje gravitacionog polja u okolini
Zemlje.

Na osnovu jednacine (4.63) dobio sam silu koja deluje na planetu Zemlju sa stanovista
posmatraca u sistemu Zemlje (jednacina (4.68))

= yMS MZ vZ 2 -
Fiemu = — 7,3 <1 - F) 7,(t)

Koriste¢i ove rezultate 1 metode prezentovane u Cetvrtom poglavlju moze se dobiti sila koja
deluje na planetu Merkur. U cetvrtom poglavlju koristio sam Heliocentri¢ni eklipticki koordinatni
sistem. Sada koristim Orbitalni kordinatni sistem (sistem S,). Vektor polozaj planete u sistemu S,
oznadio sam sa 7, a vektore brzine i ubrzanja sa ¥ i d. Moram napomenuti da su ova dva sistema veoma
sli¢na.

Merkur se kre¢e po elipti¢noj putanji. Ekscentricitet njegove orbite iznosi 0,206. U slucaju
elipticnih orbita izraCunavanje odgovarajucih jacina gravitoelektriénog i gravitomagnetnog polja je
matemati¢ki veoma komlikovano. Da bi izbegao taj problem, ja ¢u pretpostaviti da se Merkur krec¢e po
kruznoj putanji. Takvo pojednostavljenje imali smo i1 u slu€aju kretanja Zemlje oko Sunca. Dalja
analiza bice identi¢na sa onom prezentovanom u cetvrtom poglavlju. Merkur prilikom kretanja stvara
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gravitoelektriéno i gravitomagnetno polje. Primenjuju¢i ve¢ prezentovanr metode moze se odrediti
jacina gravitoelektricnog 1 gravitomagnetnog polja u centru Sunca. Ovo gravitaciono polje stvara
Merkur. U slucaju kretanja Zemlje oko Sunca dobio sam jednacine (4.31) 1 (4.34).

Odredjivanje gravitacionog polja koje stvara Merkur u okolini Sunca nije nam od presudnog
interesa, 1 zato se primenjuje pristup koji je prezentovan u Cetvrtom poglavu. Taj pristup se sastoji u
uvodjenju posmatraca na Merkuru. On moze tvrditi da Merkur miruje, a da se Sunce kre¢e oko njega.
Sa njegovog stanovista Sunce se kre¢e po kruZznici i stvara gravitoelektri¢no i gravitomagnetno polje u
njegovom sistemu. Uslucaju kretanja Zemlje oko Sunca primenjujué¢i ovaj pristup dobijene su
jednacine (4.63) 1 (4.64). Potrebno je dobiti odgovarajuce jednaCine za slucaj kretanja Merkura oko
Sunca. Pretpostavio sam da se Merkur kre¢e oko Sunca po kruznoj putanji, 1 mogu se primeniti iste
metode kao u slucaju kretanja Zemlje oko Sunca. Ovom prilikom opet ponavljam da za analizu kretanja
Merkura koristim Orbitalni kordinatni sistem (sistem S, ). Vektor polozaj planete Merkur u sistemu S,
oznacio sam sa 7, a vektore brzine i ubrzanja sa ¥ i d. Ako primenim iste metode kao u Cetvrtom
poglavlju dobicu da se jacine gravitoelektri¢nog i gravitomagnetnog polja u sistemu Merkura odredjuju
se na osnovu slede¢ih jednacina

= YM v?

Egems(r, t) = — r3s <1 - F) r(t) (8.47)
- _ 4y M, [7(t) X ¥(t)

Bgems(r: t) =— 3 = I 2 (8.48)

Ovo gravitaciono polje poti¢e od Sunca.

Moram napomenuti da se jednacine (8.47) 1 (8.48) mogu direktno dobiti iz jednacina (4.63) i
(4.64), na taj nacin $to se vektori 7, i ¥,, zamene vektorima 7 i ¥, a veli€ine 7, i v, veli¢inama r i v.

Ako iskoristimo jednacinu (8.47) i postupak prezentovan u Cetvrtom poglavlju dobi¢emo silu
koja deluje na planetu Merkur. Ta sila se izraCunava na osnovu sledece jednacine

e yMgm v?
Fgemss = — 3 <1 - 2C2>r (8.49)
Odredjena je i sila ﬁgem $3-
Jednacina (8.49) moze se napisati u obliku
= yMSm - )/Msm ‘UZ -
Fgems3 =- 73 r 3 ZCZT (8.50)

Vidimo da pored Njutnovog c¢lana u jednacini (8.50) figuriSe 1 dopunski ¢lan. To je
perturbativni ¢lan.

Analizirajmo sada pojedine sabirke u jednacini (8.46). Prvi sabirak se moze napisati u obliku
2

- 3 v 2 YM m - - - VM m - - - 3 v
Fgemsz (1 —E(E) ) = #U X (Fxv)— T3Z'2 v X (X U)E(E) (8.51)
U drugom ¢lanu na desnoj strani jednacine (8.51) figuriSe faktor 1/c*, i taj ¢lan se zanemaruje.
U skladu sa tim jednacina (8.51) dobija slede¢u formu
= 3 v 2 yMSm - - -
Forems2 <1 - E(Z) ) ~ S DX Fx D) (8.52)
Drugi sabirak u jednacini (8.46) moze se napisati u obliku

. 3 (v\2 yMgm v2 | 3 (v\2
romss(1-3(2) ) = -2 (1-5)7 (1-3))
Nakon elementarnih algebarskih transformacija dobijam
S 3 v\2 YMsm ., yMgm1 2, yMgm3 >, yMsm3 Vo,
Foemsa (1-3(2) ) == 1+ T Q) 7+ a3 () -
Poslednji ¢lan u ovoj jednagini sadrzi faktor 1/c* i njega ¢u zanemariti
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o 3 v\2 yMsm | yMom ,v\2
Fgems3<1—§(z) )z— P2 (E) 7 (8.53)
Zamenom jednacina (8.52) 1 (8.53) u jednacinu (8.46) dobijamo
d?7 yMem , _yMm v\2, yMim
mdts2 ST T 2 r3 (E) T
Ovo je diferencijalna jednacina kretanja Merkura sa stanovista gravitoelektromagnetizma.
Jednacina (8.54) moze se dalje transformisati kori§¢enjem dvostrukog vektorskog proizvoda

VX (FXV) =702 —9v(V-7)

, odnosno

U X (F X V) (8.54)

, odnosno

d?7 yM;m ., _yMgm v\2_, yMim
Da bi resio ovu diferencijalnu jednacinu koristicu polarne koordinate. Radijus vektor i vektor
brzine odredjuju se na osnovu jednacina (7.35) i (7 36)

T =re,

v(v-7) (8.55)

- . > .« >
V=re +TrQe,
Vektor ubrzanja odredjuje se na osnovu sledece jednacine

d={F—-re>eé,. + (rp +2rp)é, (8.56)
Najpre ¢u transformisati desnu stranu jednacine (8.55)
a’t _ yMgm_,  yMgm ., yMgm ., o, N
mdts2 = — r; e +3 Cziz v2e, — ﬂ%(rer + r<pe(p)[(rer + r(pe(p) . (rer)]
, odnosno
d?7 yMsm YyM¢m .  yMgm
mdts2 =— r; e, + ﬁvzer F(rr e + 127 @é,)

Kori$¢enjem jednacine (8.56) dobijam slede¢u jednacinu

yMSm - yMSm 2=
2 e +3 2,2 ve, —
Na osnovu ove vektorske jednacine dobijaju se dve diferencijalne Jednacme

)/Mm

m@ —r¢®)é, + m(ry + 2r¢)é, = — — (172, + 1?7 Qéy)

. g YMs  YM YM; |
F—re? = " 2V v? czr; 72 (8.57)
M.m
G+ 25 = — yczsr P (8.58)

Desna strana jednacine (8.58) ima malu vrednost. Iz tog razloga desnu stranu jednacine (8.58)
izjednacicu sa nulom i dobijam slede¢u jednacinu

r¢+21rp =0
Ona se moze napisati u slede¢em obliku
1d(?¢) _
rodty
, odnosno
d(r3q

9 _,
dt,

Ovaj rezultat je identian sa rezultatom iz klasicne mehanike. Moze se uvesti integraciona
konstanta h i dobijam sledec¢u jednacin
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r°g =h
, odnosno
. h
Na osnovu jednacine (7.36) moze se dobiti kvadrat intenziteta vektora brzine
v =72+ r2p? (8.60)
Zamenom jednacine (8.60) u jednacinu (8. 57) dobij ase
. VM M
F—re
, odnosno
M yM; M
forg?=-01 352 40 yzr; : (8.61)
Jednacina (8.61) transformise se koriS¢enjem jednacme (8.59), 1 dobijam
h?  yM, yM, yM
F—— =3 h? 2 8.62
T + r? c’r4 * 2r2 ( )
Da bi se transformisala jednacina (8.62) uvodi se smena
1
u = ;
, 1 koriste se jednacCine (7.29) 1 (7.30)
_ du B
7= a0
d?u
7 =— o7 h2u?
Nakon elementarnih algebarskih transformacija iz jednacine (8.62) dobija se jednacina (8.63)
d?u yM, yM yM du
_d(pz +u— 7 = u? — cz ( )2 (8.63)

Sa stanovista OpSte teorije relativnosti dlferencualna Jednacma kretanja planete odredjuje se na
osnovu jednacine (8.8)
d?u yM, 3yM;
= +——u
de? h? c?
Resenje ove diferencijalne jednacine ima oblik
_1+ecos(y) N

p
Funkcija 7 ima malu vrednost. Istakao sam da sa matematicke tacke glediSta ona predstavlja

perturbaciju.
Analogno postupku iz Opste teorije relativnosti reSenje diferencijalne jednacine (8.63) trazi¢u u

obliku
_1tecos(e) ;OS((’)) +¢ (8.64)
Funkcija ¢ je nepoznata funkcija, i ona prestavlja perturbaciju.
Zamenom jednacine (8.64) u jednacinu (8.63) dobija se
d? (1+ ecos(p) 1+ecos(p)\ yM, dzf YM,
+ - —-J— 3
e A G
Izraz na levoj strani jednacine (8.65) jednak je nuh, jer funkc1ja data jednacCinom (8.7)
predstavlja reSenje diferencijalne jednacine (8.5).
Dobija se sledec¢a diferencijalna jednacina

yM; du
u? —2—=(-)> 8.65
=G (865)
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d? 3yM.[1 + ecos 2 M.[d 1+ecos d 1
Z+C st[ (<p)+(] _ZVZS_ (<p))+_c
do? c p c? |do p
, odnosno
d? 3yM.[1 + ecos 2 M| esin
S ) 4 s[ (<p)+(] _,YMs (<p) {
d? c? p c?

Ova diferencijalna jednacina dalje se pojednostavljuje. Veliéina( 1 njen prV1 izvod na desnoj
strani ove diferencijalne jednacCine zanemaruju se jer su mnogo manje u odnosu na veliine

(1 +ecos(p)/p)iesin(e)/p
ﬁ+( _3yM; [1 + ecos(<p)] yM I e sin(p)|*

de? - c2 c2 p
, odnosno

d?

C 3yMg  2yM; 3yM Y M
o7 +{=-— T o7p? 2 — - 2e cos(¢p) — 2 > e?cos®(p)

Ova jednacina moze se dalje transformisati kOI‘lSCCIl_] em trigonometrijskog identiteta
1+ cos(2
cos?(@) = 1+ cos(29)
2

d>?

a¢ 3yMs  SyM; 3yM; Y M;
do? +{=-— T T 2077 e? — 27 2e cos(p) — 20772 e? cos(2¢) (8.66)

Metod resavanja diferencijalne jednacine (8.14) predlozen je u radu [8]. Metod se zasniva na
tome da opste reSenje diferencijalne jednacine (8.14) trazimo u obliku
n = A+ Bosin(¢) + Ccos(2¢)
Pokazao sam kako se odredjuju koeficijenti A, B i C.
Isti metod primenicu i za reSavanje diferencijalne jednacine (8.66). Opste reSenje diferencijalne
jednacine (8.66) trazim u obliku
{ = A+ Bosin(p) + Ccos(2¢p) (8.67)
Veli¢ine A, B i C su nepoznati koeficijenti koje trebamo odrediti.
Drugi izvod veli¢ine ¢ po uglu ¢ glasi

2
d_q){z = 2Bcos(2¢) — Bosin(p) — 4Ccos(2¢p) (8.68)
Zamenom jednacina (8.68) 1 (8.67) u jednacinu (8.66) dobijam
_ _ _ 3yMg  5yM 3 Y M,
A+ 2Bcos(¢) —3Ccos(2¢) = — c)Z/pZS - ZZszZ 2 — y = 2e cos(p) — 2 e? cos(2¢p)

Uporedjivanjem levih i desnih strana ove jednacine dObl]a se da koeﬁcuenti A, B i C imaju
slede¢e vrednosti

Opste resenje diferencijalne jednacine (8.66) glasi
{ = A+ Bosin(p) + Ccos(2¢p)
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Analiza ove jednacine sli¢na je kao u sluc¢aju Opste teorije relativnosti. Prvi sabirak u jednacini
(8.67) je konstantan i nije od interesa za dalje proucavanje. U trecem sabirku figuriSe funkcija
cos(2¢). Ona je periodi¢na i ne moze da izazove vecu promenu funkcije {. Kao i u sluc¢aju Opste
teorije relativnosti od interesa je samo proucavanje drugog sabirka u jednacini (8.67). Faktor ¢sin (¢)
u pocetku ima malu vrednost, ali postepeno raste sa vremenom i postaje znacajan. Prvi i tre¢i sabirak u
Jednacini (8.67) zanemaruju se i dobijamo sledecu jednacinu
¢ = Bosin(¢)
, odnosno
3yM ]
{=- Czpzs epsin(p) (8.69)
Vidimo da se funkcije ¢ 1 n razlikuju po predznaku.
Na osnovu jednacina (8.64) 1 (8.69) dobijamo
1+ ecos 3yM
u= - () — c);pzs epsin(p) (8.70)
, 1to je opste reSenje diferencijalne jednacine (8.63)
Postupak transformacije ove jednaCine zasniva se na ve¢ prezentovanom postupku iz Opste
teorije relativnosti. Najpre ¢u jednacinu (8.70) zapisati u obliku

1 3yMg .
u= » [1 + e cos(p) — Zp e sm(go)] (8.71)
Kao i u slucaju Opste teorije relativnosti uvodim oznaku S (jednacina (8.18))
3y M
B=—3
c°p

, 1jednacina (8.71) dobija sledeci oblik
1
u= 5 [1+ e (cos(p) — B sin(p))] (8.72)

Da bi ovu jednacinu dalje transformisali koristimo slede¢i trigonometrijski identitet

cos(p + @p) = cos(p) cos(By) — sin(p)sin(By)
On se moze napisati u obliku

cos(p(1 + B)) = cos(¢) cos(By) — sin(p)sin(By) (8.73)
Obzirom da veli¢ina f ima malu vrednost vaze slede¢e aproksimacije

cos(Bop) = 1

sin(Bp) = Bo
Koris¢enjem ovih aproksimacija jednacina (8.73) postaje
cos(p(1+B)) = cos(p) — Bosin(p)
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (8.72) dobijam

u= %[1 + ecos(p(1 + B))] (8.74)

Ova jednacina moZe se napisati i na slede¢i nacin

a(l—e?)
~1+ecos(p(1+B)
, 1 ona predstavlja reSenje diferencijalne jednacine (8.63).

Jednacina (8.75) nije identi¢na sa jednac¢inom (8.22) koja je dobijena na osnovu Opste teorije
relativnosti. Postavlja se pitanje da li na osnovu jednacine (8.75) moze da se opiSe efekat precesije
perihela Merkura.

Na slici 21 prikazano je da se poloZaj perihela Merkura menja tokom vremena. Perihel je na
slici 21 oznafen taCkom P, afel tatkom A. U okviru predhodno prezentovane analize koja pripada
Opstoj teoriji relativnosti uzeo sam da se Merkur u po¢etnom trenutku nalazi u perihelu. Rastojanje
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izmedju Sunca i Merkura tada je minimalno, i to rastojanje oznadio sam sa 7y,;,. U tom pocetnom
trenutku ugao ¢ jednak je nuli. Rastojanje 7,,,;,, moZe se odrediti na osnovu jednacine (8.22), i ono ima
vrednost

Tmin = a(l —e)

U slucaju klasicne mehanike planeta opiSe ugao 2w i ponovo se nadje u perihelu. Pokazao sam

da sa stanovista Opste teorije relativnosti Merkur opise ugao ¢
¢ =2n + 2nf (8.76)
, da bi se ponovo naSao u perihelu. Na osnovu toga zaklju¢io sam da se perihel Merkura u odnosu na x
osu sistema S, zaokrenuo za ugao 2mf3. Taj ugao oznacio sam sa A¢, i on se odredjuje na osnovu
jednacine (8.25)
Ap = 2nf

I u slucaju jednacine (8.75) koja je dobijena na osnovu gravitoelektromagnetizma mozemo
primeniti slican pristup. Neka se Merkur u poc¢etnom trenutku nalazi u perihelu. Ugao ¢ tada je jednak
nuli. Rastojanje izmedju Sunca i Merkura tada je minimalno, 1 ono ima vrednost

Tmin = a(l —e)

Postavlja se pitanje kolika je sledeca vrednost ugla ¢ za koju ¢e rastojanje izmedju Sunca i
Merkura ponovo biti minimalno. Na osnovu jednacine (8.75) zaklju¢ujemo da ¢e se to desiti kada je
ispunjen sledeci uslov

p(1+p)=2mn (8.77)

Ovaj zakljucak mozemo 1 matematicki proveriti. Kosinus je tada jednak jedinici i na osnovu

jednacine (8.75) dobijamo
Tmin = a(l —e)

Merkur je ponovo minimalno udaljen od Sunca, ali se on ne nalazi u tacki P. Perihel se malo
pomerio u odnosu na svoj pocetni polozaj koji je bio odredjen tackom P. Taj novi polozaj perihela
mozemo odrediti koris¢enjem jednacine (8.77)

L 8.78
Obzirom da veli¢ina f ima malu vrednost mozemo koristiti slede¢u aproksimaciju
1

— ~1-

1+p0 p
Na osnovu ove aproksimacije jednacina (8.78) dobija oblik

¢ =2n(1-p)

, odnosno
@ =21 —2nf (8.79)

Ovaj rezultat razlikuje se od rezultata iz OpSte teorije relativnosti (jednacina (8.76)). Sa
stanoviSta OpSte teorije relativnosti Merkur opiSe ugao 2m plus ugao 2mff da bi se ponovo nasao u
perihelu. Medjutim sa stanovista gravitoelektromagnetizma Merkur opiSe ugao 2w minus 278 da bi se
ponovo nasao u perihelu. Postoji neslaganje izmedju jednacina (8.76) i (8.79), ali 1 sa stanoviSta
gravitoelektromagnetizma sledi postojanje precesije perihela Merkura.

Da bi dalje analizirali primenu ovih teorija na precesiju perihela Merkura primenicu sledeci
pristup. Sa stanovista klasi¢ne mehanike rastojanje izmedju Sunca i Merkura odredjuje se na osnovu
jednacine (7.15)

a(l—e?)
r=——">-
1+ ecose
, a sa stanoviSta Opste teorije relativnosti na osnovu jednacine (8.22)
a(l—e?)

g ecos(p(1—pB))
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Ove jednacine nisu identi¢ne. Za istu vrednost ugla ¢ jednacine (7.15) i (8.22) daée razlicite
vrednosti za rastojanje izmedju Sunca i Merkura. Da bi se bolje sagledala ta razlika moze se nacrtati i
odgovarajuci grafik.

Najpre ¢u formirati razliku jednacina (7.15) 1 (8.22), 1 tu razliku ¢u oznaciti sa Ary

A a(l—e?) a(l—e?)
T ecosp 1+ ecos(p(1—p))

Vrednost ekscentriciteta Merkurove orbite je 0,2056. Faktor e? ima vrednost 0,042. Velika
poluosa iznosi 57909050 km, a veli¢ina f ima vrednost 1077. Ove podatke iskoristiéu da dobijem
grafik koji ¢e pokazati kako se menja Ar; u funkciji ugla . Grafik je predstavljen na slici 22. Ugao ¢

menja se u intervalu od 0 do 507.

b Ar; (km)
150—§ ' | |‘
100—: |I |[

50

i 1Hg | o(rad)

-50

~100 | ‘ |
] I

-150—5 |

Slika 22

Na slici 22 uocava se da postoji linearno povecenje razlike Ar; kada ugao ¢ raste. Ako se uzme
1 mnogo veca vrednost za ugao ¢ od vrednosti 507 opet postoji to linearno povecanje razlike Ar; sa

uglom ¢.
I u slucaju gravitoelektromagnetizma moze se formirati odgovarajuci grafik. Sa stanovista

klasicne mehanike rastojanje izmedju Sunca i Merkura odredjuje se na osnovu jednacine (7.15), a sa
stanovista gravitoelektromagnetizma na osnovu jednacine (8.75)
B a(l—e?)
" 1+ ecos(p(1 + B)
Formiracu razliku jednacina (7.15) 1 (8.75), i tu razliku oznaci¢u sa Ar,

a(l—e?) a(l-—e?)
1+ ecosp 1+ ecos(p(l+p))
Na slici 23 predstavljen je grafik koji pokazuje kako se menja Ar, u funkciji ugla ¢. Ugao ¢

takodje se menja u intervalu od 0 do 507.

Arz =
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Slika 23

I na slici 23 uocava se da postoji linearno poveéenje razlike Ar, kada ugao ¢ raste. Ako se
uporede grafici predstavljeni na slikama 22 i1 23 primecuje se da su oni veoma sli¢ni. To me navodi na
zakljucak da jednacina (8.75) koja je dobijena na osnovu gravitoelektromagnetizma moze da se koristi
za objasnjenje precesije perihela Merkura.

Predstavic¢u jos nekoliko grafika koji idu u prilog ovoj mojoj tvrdnji. Sa stanoviSta Opste teorije
relativnosti rastojanje izmedju Sunca i Merkura odredjuje se na osnovu jednacine (8.22), a sa stanovista
gravitoelektromagnetizma na osnovu jednacine (8.75). Grafik jednacine (8.22) predstavljen je na slici
24 a. Grafik jednacine (8.75) predstavljen je na slici 24 b. Grafik jednacine (8.22) predstavljen je
pomocu crvenih tackica, a grafik jednaine (8.75) predstavljen je pomocu plavih linija. Zbog
preglednosti slika ugao ¢ menja se u intervalu od 0 do 5m. U cilju uporedjivanja rezultata

gravitoelektromagnetizma sa rezultatom OpSte teorije relativnosti na istom grafiku predstavio sam
jednacine (8.22) i (8.75) (slika 24 c).

120



4 1 (km)
6.5 x 10?—:
6. 10”'—:
55 x 10”'—:
B x 10"'—: ;
0 5 10 15 o)
Slika 24 a
r (km)
A A /
[ ) [
I [ 11 [
6.5 % 107 | | /
v fi. | |
| ' f J
] | | | '|
6 = 107 | | | |
T 3 L
I ‘ | *
1 H H
5.5x 1071 f \ ff \
f h | '|
i i ‘
5 w107 | 1' | 1'
1§ Vo \
1/ / \
W | \ . et . .
0 5 10 15 o(rad)
Slika 24 b

121



4 11 (km)
rz(km)
ﬂ‘ N f
[ i /
T § o |
65 %107 | - /
¢ 0 [ J
[ . .f
yop | f
G.xlo?-_ r |.] [ || II
I ' | \ |
| 1\ r ‘ﬁ .'
-1 / f
EEx10 ] ]I lI f '[ ]'
| \ .f “ [
1 4 L S
5 % 107 I 1‘1 .JI II |'I
11 / L
/ \ .
.5 N o
0 ) 10 15 (_p(]’dd)
Slika 24 ¢

Jednacine (8.22) i1 (8.75) nisu identi¢ne. Za neku konkretnu vrednost ugla ¢ na osnovu ovih
jednacina dobi¢emo razli¢ite vrednosti za rastojanje izmedju Sunca i Merkura. Medjutim sa slike 24 ¢
primecujemo da grafici funkcija koji su dobijeni na osnovu jednacina (8.22) 1 (8.75) imaju isti oblik.

U Sestom poglavlju analizirao sam gravitacioni uticaj Zemlje, Sunca i Meseca na vestacki
Zemljin satelit 1 dobio sam jednacinu (6.113). Ovde ¢u analizu pojednostaviti 1 razmatrau samo

gravitacioni uticaj Zemlje. Gravitacioni uticaj Sunca i Meseca zanemaruje se, i za ovakav slucaj vazi
jednacina (6.29)

d?7 yM,m | . 2y [3(L-#)7 - yM,m v\2, yM,m , _ |
mdtzz = — 3 r+mvx{—czr3I (rz ) —Ll}+2 3 (Z) T 302 U X (F X V)

U slucaju precesije perihela Merkura analizirao sam elipticnu putanju. Sada ¢u analizirati slucaj

kretanja vestackog satelita oko Zemlje po kruznoj putanji. Neka se satelit kre¢e po kruznoj putanji koja

se nalazi u ekvatorijalnoj ravni Zemlji. Polupre¢nik kruzne putanje oznacicu sa r. Intenzitet brzine ne

menja se tokom vremena, i oznacen je sa v. Vreme koje figuriSe u jednacini (6.29) meri se u sistemu
Zemlje (u sistemu S;) i oznaceno je sa t,.

Moment impulsa Zemlje L odredjuje se na osnovu jednacine (3.61).

- 2
L=1w= EMZRZZBZ (8.80)
Sa R, je oznacen poluprecnik Zemlje, a masa Zemlje je oznacena sa M,,.

Ako se koriste polarne koordinate radijus vektor i vektor brzine odredjuju se na osnovu
jednacina (7.35) 1 (7.36)

- -
r=re,
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U =T1é +1pé,
, a vektor ubrzanja na osnovu jednacine (8.56)
d=F—-rep*eé. + T +2rp)é,
Satelit se krece u ekvatorijalnoj ravni Zemlje. To ima za posledicu da je skalarni proizvod
vektora 7 i L jednak nuli, i jednacina (6.29) dobija sledec¢i oblik
d?7 YyM,m, 2ym, - _yM,m (v)z L. yM,m

- r+ UVXL+2 W

m =
dt,? r3 c?r3 r3 \c
Ova jednacina moze se dalje transformisati koriS¢enjem dvostrukog vektorskog proizvoda
VX (FXV)=7v2 -0 7)

VX (F X V) (8.81)

, odnosno

d’t _ yM,m, 2ym_, - _yM;m w2, 6 yM,m
_ 742 ( ) #—

me— = xL+3 oy (5 7) (8.82)
VA

r3 r c
U slu¢aju kruznog kretanja ugao izmedju vektora # i ¥ jednak je 90°. Skalarni proizvod vektora

71 ¥ jednak je nuli, i jednacina (8.82) dobija sledeéi oblik
d?7 yM,m ., 2ym

L= S YMym 2

mdtzz_ 3 C2T3UXL+3 3 (E) T

Vektor brzine u polarnim koordinatama odredjuju se na osnovu jednacine (7.36)
UV="1é +1pe,

Obzirom da se satelit kre¢e po kruznici veli¢ina 7 jednaka je nuli i vektor brzine dobija sledeci

(8.83)

oblik
U=r@e, (8.84)
Izvod ugla ¢ po vremenu t, je ugaona brzina satelita
do
=— 8.85
© = (8.85)

, 1 ona ima konstantnu vrednost.
Na osnovu jednacina (8.84) 1 (8.85) jednostavno je odrediti intenzitet vektora brzine
vV =wr (8.86)
Uzec¢u najpre slucaj da se satelit kre¢e u smeru rotacije Zemlje. Vektorski proizvod vektora v i
L odredjuje se na osnovu sledece jednacine

> 2
- _ - 2 -
VXL =wre, X-M,R,"w,e,

5
, odnosno
- 2
DXL = = wrM,R,*w,é, (8.87)
Zamenom jednacina (7.35), (8.86) i (8.87) u jednacinu (8.83) dobijamo
dr YM,m , 4yM,mwR,*w, ., YM,mw?
mdtz2 ~ T2 7 c?r? ér cz

Levu stranu ove jednacine transformiSemo koris¢enjem jednacine (8.56)

. v i oy yM,m ,  4yM,mwR,’w, yM,maw?
m((F —rg?)é, + (rp + 2r¢)é,) = —r—;er + g%er + 3ZC—2er
Na osnovu ove jednacine dobijamo dve diferencijalne jednaCine

M,  AYMoRw, L yM,o?
rz2 5 c?r? c?

r—r = .
i —rg? (8.88)
r$ + 27 =0 (8.89)
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Jednacina (8.89) moze se napisati u slede¢em obliku

1d(r?p)
X 70
r dt,
, odnosno
d(r?¢
T _,
dt,

Ovaj rezultat je identi¢an sa rezultatom iz klasi¢éne mehanike. Uvodi se integraciona konstanta h
1 dobijam sledece jednacine
r2¢p =h

. h
P="2 (8.90)
Satelit se kre¢e po kruznoj putanji poluprecnika r koji ima konstantnu vrednost. 1z tog razloga
prvi i drugi izvod poluprecnika r po vremenu jednaki su nuli, i jednacina (8.88) dobija slede¢i oblik
YM, 4yM;oR 0,  yM,w’

T2 5 c2r? c?

2

rw

, odnosno
2
b2 oYM 4YMoRw, YM,w? (891)
r3 5  c%r3 rc? '
Na osnovu ove jednacine za datu vrednost r moze se odrediti ugaona brzina rotacije satelita.
Na osnovu Njutnove mehanike ugaona brzina rotacije satelita odredjuje se na osnovu jednakosti

centripetalne i gravitacione sile

muv?

8.92
" 2 (8.92)

Obzirom da se problem razmatra sa stanovista klasiéne mehanike ugaonu brzinu rotacije satelita
oznacicu sa wy,.
Intenzitet orbitalne brzine i ugaone brzine w; povezani su slede¢om jednac¢inom

_YMm

V= Wgr (8.93)
Na osnovu jednacina (8.92) 1 (8.93) dobijam
, _YM,
w" =3 (8.94)
Kori$¢enjem ovog rezultata jednacina (8.91) dobija oblik
22 4w lwR, W, 3 Wi 2T w? 805
- Wk g c2 - c2 ( . )

Ova jednacina povezuje ugaonu brzinu w rotacije satelita oko Zemlje koja je dobijena na
osnovu gravitoelektromagnetizma sa ugaonom brzinom w; koja je dobijena na osnovu klasi¢ne
mehanike.

Razmatrao sam slucaj satelita koji rotira u smeru rotacije Zemlje i dobio sam jednacinu (8.95).
Sada ¢u analizirati slucaj da satelit rotira u smeru suprotnom od smera rotacije Zemlje. Za ovaj slucaj
vektor brzine ima slede¢i oblik

U=-1pé,
, odnosno
U= —Twe, (8.96)
Intenzitet vektora brzine ima vrednost
vV =wr (8.97)

Naravno i1 za ovakav smer kretanja satelita vazi jednacina (8.83). Da bi transformisali ovu
jednacinu odredimo najpre vektorski proizvod vektora v i L
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- 7 - 2 -
VXL =—-wre,X gMZRZZwZeZ
, odnosno

- 2
DXL = -z wrM,R,*w,é, (8.98)
Zamenom jednacina (7.35), (8.97) 1 (8.98) u jednacinu (8.83) dobijamo

d*f _ yM;m_, 4yM,mwR,’w, YM,mw?
dt,> r2 ' 5 c?r? e +3 cz o

Ova jednacina dalje se transformiSe koriS¢enjem jednacine (8.56) i dobijamo dve diferencijalne
jednacine

m

YM, 4yM,wR,’w, +3VMzw2

.o . 2 _
F—re? =
¢ 2 5 c?r? c?

(8.99)

rd + 2r¢p =0
Obzirom da r ima konstantnu vrednost prvi i drugi izvod poluprecnika r po vremenu jednaki su
nuli, 1 jednacina (8.99) dobija sledeci oblik
YM, 4yM,oR’w,  yM,w’
= = -3 8.100
r3 5 ¢%r3 rc? ( )
Kori$¢enjem jednacine (8.94) dobijamo jednacinu koja povezuje ugaonu brzinu w sa ugaonom
brzinom wy,

2

w

fwkza)Rzza)Z_ wtr?w? (8101)
5 c? c?

Ako uporedimo jednacine (8.101) i (8.95) vidimo da one nisu identi¢ne. Razlikuju se po
predznaku ispred drugog sabirka, ali razlika izmedju ugaonih brzina koje se odredjuju na osnovu
jednacina (8.95) 1 (8.101) nije velika.

Zamislimo sada hipoteticku situaciju da Zemlja ne rotira. U tom slu¢aju moment impulsa
Zemlje jednak je nuli i jednacina (8.83) dobija sledeci oblik

w? = w,? +

d?7 yM,m , _yM,m ,v\2
MorT= s T3 )7 (8.102)
Potrebno je odrediti ugaonu brzinu rotacije satelita. Intenzitet vektora brzine ima vrednost
V= wr (8.103)
Zamenom jednacina (8.56) 1 (8.103) u jednacinu (8.102) dobijamo
. 2N 2 . RN yMZm - yMmez -
m((F —r@°)e, + (r + 219le,) = — el +3 o
Ova jednacina dalje se transformiSe na osnovu jednacine (7.35)
M,m M,mw?
m (G = r¢?é, + (1§ + 274)E, ) = — Y S+ 3VZC—25T (8.104)
Na osnovu jednacine (8.104) dobijamo dve diferencijalne jednacine
L YM, YM,»?
F—r@? =— " +3 = (8.105)
rg + 219 =0

Obzirom da je drugi izvod poluprecnika r po vremenu jednak nuli jednacina (8.105) dobija
slede¢i oblik
2 VMZ )/MZ(I.)Z

0= -3 (8.106)
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Koris¢enjem jednacine (8.94) dobijamo jednacinu koja povezuje ugaonu brzinu w sa ugaonom
brzinom wy,

wlr?w?
e, (8.107)

9. Eksperiment Gravity Probe B

Postoji odredjeni skup eksperimenata koji ¢ine eksperimentalnu osnovu opSte teorije
relativnosti. U dosada$njem radu istakao sam da postoji veliki problem u vezi ove problematike, a to je
da efekti koje predvidja opsta teorija relativnosti su veoma mali 1 tesko ih je eksperimentalno proveriti.

U ovom radu dosta se pozivam na elektrodinamiku, i u skladu sa tim napravi¢u jedno
poredjenje izmedju elektrodinamike 1 opSte teorije relativnosti u vezi eksperimentalne provere
teorijskih predvidjanja. U slucaju elektrodinamike eksperimentalna provera moze se lako izvrSiti u
vec€ini slucajeva. Medjutim kod opste teorije relativnosti to nije slucaj.

Leonard Sif (Leonard Schiff) u radu prezentovanom na medjunarodnoj konferenciji o teoriji
relativnosti 1 gravitaciji odrzanoj 1962 godine u VarSavi izmedju ostalo ukazao je na mali broj
eksperimenata iz opSte teorije relativnosti:

’Postoji upadljiva razlika izmedju eksperimentalnih osnova specijalne 1 opSte teorije
relativnosti. Specijalna teorija relativnosti je opSirno potvrdjena u nekoliko aspekata...Situacija je
kompletno razliita sa opStom teorijom relativnosti. Do sada postoje samo tri tako zvana “krucijalna
testa”: gravitacioni crveni pomeraj, skretanje svetlosti kada prolazi blizu Sunca, i precesija perihela
orbita unutrasnjih planeta, posebno Merkura”.

Da bi se prevazislo ovo stanje Leonard Sif je preuzeo i konkretne korake. Objavio je rad koji je
publikovan februara 1960 godine. U tom radu on predlaze da se koriste orbitiraju¢i ziroskopi radi
testiranja opste teorije relativnosti. Medjutim ovakav predlog imao je i Dzordz Pju (George Pugh).
Njegov rad je objavljen u novembru 1959 godine.

Ovde treba ista¢i jednu &injenicu. I u sluéaju Leonarda Sifa i DZordZa Pjua desio se fenomen
koji se povremeno pojavljuje u nauci, a to je da pojedini naucnici nezavisno jedan od drugog dodju do
istih rezultata.

Radovi pomenitih nau¢nika predstavljaju teorijsku osnovu za eksperiment Gravity Probe B.
Naucnik Vilijam Ferbank (William Fairbank) jednom je primetio:

”Misija ne moze biti jednostavnija od Gravity Probe B. To je samo zvezda, teleskop 1 rotirajuca
sfera”.

Medjutim od Lenardovog rada do objavljivanja kona¢nih rezultata misije proteklo je 47 godina,
1 uloZeno je oko 750 miliona dolara za realizaciju eksperimenta Gravity Probe B. Da bi se realizovao
ovaj eksperiment bilo je potrebno razviti nove tehnologije.

Istakao sam da je Leonard Sif predoZio koris¢enje orbitirajuéih Ziroskopa u cilju provere opste
teorije relativnosti. Kada se spomene ziroskop obi¢no prva asocijacija nam je decija igracka zvana
¢igra. Medjutim u eksperimentu Gravity Probe B kuglice od kvarca polupre¢nika 38 mm koris¢ene su
kao ziroskopi. U satelitu se nalaze Cetiri identi¢ne kvarcne kuglice. Svaka kuglica moze da rotira oko
neke ose koja prolazi kroz njen centar, i u skladu sa tim kuglica poseduje moment impulsa.

Proizvodnja ovih kuglica bila je pravi tehnoloski poduhvat. Morale su biti razvijene potpuno
nove tehnologije i metode za bruSenje i poliranje kuglica, kao 1 novi instrumenti za merenje precnika i
stepena sferi¢nosti kuglica. Za izradu kuglica posluzio je kvarc. On je izabran zato §to je to stabilan
materijal i jednobrazno se skuplja na hladno¢i. Ove kuglice su oblozene hemijski ¢istim slojem metala
niobijuma. Debljina sloja je 1270 nm.
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Kuglice su skoro savrSene sfere. Da bi smo shvatili kolika je sferi€nost zamislimo da se
polupre¢nik kuglice poveca viSe od devedeset miliona puta. Ona bi tada imala veli¢inu Zemljinog
meseca. Ako bi smo posmatrali njenu povrSinu primetili bi smo da je razdaljina izmedju najviSe tacke
na njenoj povrsini i najniZze tatke manja od 0,6 m. Ovo poredjenje nam jasno ukazuje na izuzetnu
sferi¢nost koja je postignuta kod ovih kuglica.

Na slici 25 prikazan je satelit 1 njegovi glavni delovi. Na slici uo¢avamo deo koji se naziva
Science Instrument Assembly. On ima oblik pravougaonog bloka. Vecina materijala koji je koris¢en za
izradu ovog dela je kvarc, i sastoji se iz viSe delova. Na jednoj strani nalazi se teleskop. Na drugoj
strani su Cetiri kvarcna kucista u kojima su smestene kvarcne kuglice. Svaka kvarcna kuglica se nalazi
u posebnom kvarcnom kucistu. Svako kvarcno kuciste sastoji se od dve identi¢ne polovine. Unutar
kuciSta nalaze se tri para elektroda. Na slici 25 prikazana je kvarcna kuglica, jedno kuciste i elektrode
koje se nalaze u njemu.

The Gravity Probe B Satellite q
National Aeronautics and Grav )

Space Administration ProBe

.
4 ‘

The 650-Gallon Dewar

Instrument
Assembly

The World's
Roundest Gyroscope

- 5.5-inch Aperture

Telescope

The SQUID Monitors
the London Moment

Slika 25
Oko svake kuglice nalazi se prsten koji je napravljen od niobijuma. Ovaj metal je

superprovodnik. Taj prsten je povezan sa uredjajem koji nosi naziv SQUID (Superconducting Quantum
Interference Device). Na slici 25 prikazana je jedna kvarcna kuglica, superprovodni prsten i SQUID.
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Ovi naucni instrumenti se nalaze u uredjaju koji nosi naziv dewar. Naziv dewar poti¢e od imena
Skotskog nau¢nika James Dewar koji je prvi stvorio takav uredjaj. Pomocu svog uredjaja on je uspeo da
ohladi helijum na —254°C. Umesto naziva dewar mozZe se koristiti i mnogo poznatiji naziv termos.

Teleskop odnosno satelit u svakom trenutku misije bio je usmeren ka zvezdi IM Pegasus.
Usmerenost satelita ka zvezdi postignuta je pomocu teleskopa i pogonskih motora. Teleskop je morao
biti fokusiran ka centru zvezde. ZiZna daljina teleskopa je 3,8 m. Teleskop je montiran unutar satelita, a
osa teleskopa se poklapa sa centralnom osom satelita i uredjaja dewar (slika 30). Ovo usmeravanje
teleskopa (satelita) ka zvezdi IM Pegasus prikazano je na slici 26. (Slike 26, 28, 29, 31, 32 i 33
dobijene su koris¢enjem video materijala koji se moze naci na sajtu [9])

Slika 26

Ovde treba napraviti jednu digresiju u vezi zvezde. Ono §to mi nazivamo IM Pegasus je ustvari
sistem od dve zvezde koje orbitiraju oko centra mase. Posto je rastojanje izmedju zvezda malo mi ovaj
binarni sistem pomocu teleskopa vidimo kao jednu zvezdu. Jedino koriS¢enjem mocnih teleskopa
mozemo razdvojiti svaku individualnu zvezdu u ovom binarnom sistemu.

Zbog odredjenih razloga odlu¢eno je da orbita satelita bude polarna. Satelit se nalazi na visini
od 642 kilometara. Putanja satelita prikazana je punom linijom na slici 27.

F dragging effect
39 milliarcseconds/year
(0.000011 degreesfyear)

Guide star
IM Pegasi
(HR 8703) o

Geodetic effect
6,606 milliarcsecondsfyear
(0.0018 degrees/year)

Slika 27
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Na slici 27 prikazana je jedna od cetiri kuglice. Istakao sam da se kuglice nalaze u svojim
ku¢istima. U toku misije kuglice lebde 1 rotiraju unutar kvarcnih kuciSta. Lebdenje je postignuto
primenom napona od 100 mV na tri para elektroda koje se nalaze u unutrasnjosti kuéista.

Rotacija kuglica postignuta je na slede¢i nacin. Kroz specijalno dizajnirani kanal u kucistu i
preko kuglica proteran je gasoviti helijum brzinom bliskom brzini zvuka. Nakon dovodjenja kuglica u
stanje rotacije, helijum se izbacuje napolje, a kuglice nastavljaju da nesmetano rotiraju u vakuumu.
Nakon izbacivanja helijuma u kudistu se ostvaruje toliko nizak pritisak da bi kuglica mogla da rotira
narednih 1000 godina uz gubitak od jedva jednog procenta pocetne brzine. Frekvencije rotacije kuglica
bile su u intervalu od 61,8 H, do 82,1 H,.

Istakao sam da je teleskop odnosno satelit u svakom trenutku misije bio usmeren ka zvezdi IM
Pegasus. U jednom trenutku misije koji mozemo nazvati i pocetnim trenutkom ose rotacije kuglica bile
su takodje usmerene ka zvezdi IM Pegasus. Ta pocetna orjentacija ose rotacije kuglice prikazana je na
slici 28. Zbog preglednosti na slici 28 prikazan je samo teleskop i rotirajuéa kuglica.

The telescope makes: it
possible to monitor

the gyro spin-axis orientation,
relative to the guide star.

Slika 28

Tokom misije satelit je stalno bio usmeren ka zvezdi IM Pegasus, ali osa rotacije kuglice tokom
vremena menjala je svoj polozaj. Nakon izvesnog vremena osa rotacije kuglice imala je polozaj
prikazan na slici 29.

The telescope makes: it
possible to monitor

the gyro spin-axis orientation,
relative to the guide star.

Slika 29
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Ovu pojavu precesije predvideli su Leonard Sif i DZordZ Pjui koris¢enjem opste teorije
relativnosti. Ova promena ose rotacije kuglice pracena je 50 nedelja u toku misije. 15 avgusta 2005
godine tim misije Gravity Probe B zavrSio je sakuplanje podataka i poceo je skup kalibracionih testova
ziroskopa (kuglica), teleskopa i uredjaja SQUID. Ovaj proces trajao je do kraja septembra 2005 godine.
Konacni rezultati misije objavljeni su 2007 godine, znaci 47 godina od Lenardovog rada.

Ja sam slikovito objasnio da dolazi do promene ose rotacije kuglice tokom vremena, medjutim
postavlja se pitanje kako meriti ovu promenu ose rotacije. Da bi se to postiglo koristi se
superprovodljivost. Pojavu superprovodljivosti otkrio je 1911 godine holandski fizicar Kamerling Ones
(Kammerlingh Onnes) koji je prou¢avao ponaSanje metala na niskim temperaturama. Prilikom svojih
istrazivanja on je primetio da elektricni otpor izuzetno Ciste zive postaje jednak nuli na temperaturi od
4,2 K. Pojavu totalnog gubitka elektricnog otpora Kamerling Ones kasnije je registrovao i kod drugih
metala kada ih je ohladio na temperaturama nekoliko stepeni iznad apsolutne nule.

Temperatura na kojoj supstanca prelazi u superprovodno stanje naziva se kriti¢na temperatura i
obelezava se sa T,. Kada elektricna struja proti¢e kroz provodnik recimo bakarnu Zicu na sobnoj
temperaturi postoji elektricni otpor. Medjutim kada se odredjeni elementi (legure) ohlade ispod kriti¢ne
temperature oni prelaze u superprovodno stanje. Tada kroz njih struja protie bez ikakvog otpora,
odnosno njihov elektri¢ni otpor je jednak nuli. Ako bi smo u prstenu koji se nalazi u superprovodnom
stanju indukovali elektricnu struju ona bi u njemu kruzila bez ikakvih gubitaka sve do trenutka dok se
ne narusi superprovodno stanje.

Superprovodnici pokazuju neke interesantne karakteristike. Za primenu superprovodnika u
eksperimentu Gravity Probe B bitno je istrazivanje fizicara Frica Londona (Fritz London). On je otkrio
da ako se metalna lopta ohladi ispod kriti¢ne temperature 1 zarotira ona ¢e u prostoru oko sebe stvoriti
magnetno polje. Magnetno polje stvori¢e superprovodni materijal i drugog oblika, pod uslovom da se
nalazi u stanju kretanja.

Istakao sam da su kvarcne kuglice oblozene slojem metala niobijuma. Niobijum je
superprovodnik, a njegova kriticna temperatura je 8,9 K. Ove kvarcne kuglice smeStene su u kvarcnim
ku¢istima koje se nalaze u delu satelita koji nosi naziv Science Instrument Assembly. Ovaj deo se
sastoji od viSe naucnih instrumenata, a nalazi se u uredjaju koji nosi naziv dewar (slika 25). Zapremina
uredjaja dewar je 2441 litara, a visina je 2,7 m. Ovaj uredjaj prikazan je na slici 30.




Slika 30

Na slici 30 moze se uociti teleskop 1 tzv. Science Instrument Assembly. U dosadasnjem tekstu
ve¢ sam istakao, ali ponovo navodim da se osa teleskopa poklapa sa centralnom osom uredjaja dewar.

U unutrasnjosti uredjaja postignuta je kriogena temperatura od 2,3 K. Ovakva temperatura
morala je biti odrzavana najmanje 16 meseci, $to je predstavljalo tehnic¢ki izazov. Odrzavanje kriogene
temperature je postignuto koris¢enjem te¢nog helijuma i odredjenih uredjaja namenjenih u tu svrhu.

Obzirom da je temperatura u unutrasnjosti uredjaja dewar 2,3 K a kriti¢na temperatura za
niobijum je 9,8 K ovaj metal preSao je u superprovodno stanje. Svaka kuglica nalazi se u stanju rotacije
i pokrivena je slojem niobijuma koji je superprovodnik. Ovo ima za posledicu da se oko svake kuglice
stvara magnetno polje. Osa magnetnog polja tacno se poklapa sa osom rotacije kuglice. Ovo poklapanje
ose magnetnog polja i ose rotacije kuglice prikazano je na slici 31.

Slika 31

Prilikom diskusije o konstrukciji satelita istakao sam da se oko svakog kuc¢ista nalazi prsten od
superprovodnog niobijuma koji je fiksiran za kuciste. Superprovodni prsten je povezan sa uredjajem
SQUID. Osa rotacije kuglice tokom vremena menjala je svoj polozaj u odnosu na kuciSte, odnosno
superprovodni prsten. Na slici 32 prikazana je rotiraju¢a kuglica, superprovodni prsten 1 uredjaj
SQUID.

| souip
IREADDUT,

Slika 32
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U nekom kasnijem trenutku osa rotacije kuglice imala je polozaj prikazan na slici 33.

Slika 33

Rotiraju¢a kuglica stvara magnetno polje 1 postoji magnetni fluks kroz povrSinu prstena. Ovaj
magnetni fluks menjao se tokom vremena, jer se poloZaj ose magnetnog polja menjao tokom vremena.
Promenljivi magnetni fluks izazvao je nastanak napona, odnosno elektri¢ne struje u superprovodnom
prstenu. Napon je meren pomocu izuzetno osetljivog uredjaja SQUID. Na taj nacin je postignuto da se
merenjem napona u stvari meri promena ose magnetnog polja, odnosno promena pravca ose rotacije
kuglice u odnosu na superprovodni prsten (kvarcno kuéiste, satelit).

Potrebno je matematicki opisati kretanje kuglice (ziroskopa). Da bi to postigli moramo uvesti
koordinatni sistem. Koordinatni sistem koji se moze koristiti za tu svrhu definisan je u radu [10]. U tom
radu uveden je pokretni, ali ne rotirajuci ortogonalni koordinatni sistem. Koordinatne ose tog sistema
definisane su na slede¢i nacin. z osa je paralelna sa pravcem vektora momenta impulsa Zemlje. Na slici
27 punom linijom prikazana je putanja satelita. Ovakvu putanju opisuje i centar svake kuglice. Ravan u
kojoj se nalazi putanja satelita naziva se orbitalna ravan. U radu [10] je naznaceno da x osa
koordinatnog sistema pripada orbitalnoj ravni. y osa se uvodi na taj nacin da se dobije sistem desne
(leve) orjentacije. y osa je normalna na orbitalnu ravan. U radu [10] naznaceno je da se orjentacija osa
tokom vremena ne menja, bez obzira Sto je sistem pokretan. Ovaj sistem oznaciu sa Sz. Ovaj
koordinatni sistem predstavljen je na slici 34. Sliku 27 modifikovao sam na taj nacin §to sam nacrtao
koordinatne ose sistema Ss i dobijena je slika 34.

132



6,606 milliarcsecondsfyear
{0.0018 degreesfyaar)

Slika 34

Ja ¢u prihvatiti orjentaciju osa prezentovanu u radu [10] i1 ¢injenicu da je re¢ o pokretnom
sistemu, ali ¢u razreSiti neke nedoumice o koordinatnom pocetku sistema Sg. Koordinatni pocetak
sistema S5 mogao bi se poklopiti sa bilo kojom tackom unutar satelita, medjutim zbog pogodnosti
uzecu da se koordinatni pocetak sistema poklapa sa centrom jedne kuglice. Na slici 27 punom linijom
prikazana je putanja satelita. Takvu putanju opisuje i centar svake kuglice. Pocetak koordinatnog
sistema S takodje se kre¢e po toj punoj liniji prikazanoj na slici 27. Ovo proizilazi iz ¢injenice da se
pocetak koordinatnog sistema poklapa sa centrom kuglice. Satelit ravnomerno kruzi oko Zemlje, i u
skladu sa tim koordinatni sistem vr$i ravnomerno kruzno kretanje, ali njegove ose zadrzavaju fiksirani
pravac tokom vremena.

Kuglice rotiraju 1 poseduju moment impulsa. Dovoljno je izvrsiti analizu za jednu kuglicu.
Poluprec¢nik kuglice oznacicu sa 1, i on ima vrednost 38 mm. Masu kuglice oznaci¢u sa my, a njenu
ugaonu brzinu sa wj. Moment inercije kuglice odredjujemo na osnovu jednacine

I = gmkrkz

, a intenzitet vektora momenta impulsa na osnovu sledece jednacine
Lk =1 KWk
Na slici 35 prikazan je koordinatni sistem Ss. Pocetak koordinatnog sistema koji je oznacen sa
O poklapa se sa centrom kuglice.
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Slika 35

Teleskop odnosno satelit je u svakom trenutku misije bio usmeren ka zvezdi IM Pegasus. Na
slici 35 sa n oznaden je jedini¢ni vektor. Pravac vektora nn poklapa se sa pravcem svetlosnog zraka koji
dolazi sa zvezde IM Pegasus, odnosno opticka osa teleskopa poklapa se sa pravcem jedini¢nog vektora
n. U ovom koordinatnom sistemu vektor n je konstantan, odnosno ne menja intenzitet, pravac i smer
tokom vremena.

U jednom trenutku misije, koji sam nazvao pocetnim trenutkom misije osa rotacije kuglice bila
je usmerena ka zvezdi IM Pegasus (slika 28). Osa rotacije kuglice poklapa se sa pravcem vektora
momenta impulsa. Ako koristimo predhodno uvedene vektore, to bi znacilo da su u pocetnom trenutku

misije vektori 7 i Zk imali paralelne pravce. Medjutim tokom vremena osa rotacije kuglice menjala je
svoj polozaj, odnosno vrsila je precesiono kretanje. Ovo precesiono kretanje su u svojim radovima
predvideli Leonard Sif i Dzordz Pjui koriste¢i opstu teoriju relativnosti.

Sa stanovista opste teorije relativnosti pokazuje se da se intenzitet vektora momenta impulsa
ziroskopa (kuglice) tokom vremena ne menja, ali se menja njegov pravac. U koordinatnom sistemu Sg

promena vektora L; odredjuje se na osnovu sledece jednacine.

dL, — -
—=QOXL 9.1
— . CE

Velicina Q odredjuje se na osnovu jednacine
—~ vyl [3(w, -7 _ 3yM, |
4= c?r3 I rz Zl 2c2r3 "
Potrebno je objasniti pojedine veli¢ine koje figuriSu u jednacini (9.2). Sal i w, oznaeni su
respektivno moment inercije i ugaona brzina Zemlje. Radijus vektor i brzina satelita oznadeni su sa 7 i
¥. Medjutim moramo precizirati u kom koordinatnom sistemu se odredjuju ovi vektori. Uveden je
sistem S5 1 objasnjena je orjentacija njegovih osa. Sistem koji ¢u koristiti za opisivanje kretanja satelita
oznacicu sa Sg. Koordinatne ose sistema Sg paralelne su koordinatnim osama sistema Ss. Koordinatni
pocetak sistema Sg poklapa se sa centrom Zemlje. z osa ovog sistema je paralelna sa pravcem vektora
momenta impulsa Zemlje. x osa sistema Sg prolazi kroz centar Zemlje i dobija se kao presek orbitalne
ravni satelita i ekvatorijalne ravni Zemlje. Ova osa za razliku od x ose sistema S tokom vremena ne
menja svoj polozaj. y osa se uvodi na nacin da se dobije sistem desne (leve) orjentacije. Iz ovog
zahteva sledi da se y osa nalazi u ekvatorijalnoj ravni Zemlje, i da je normalna na orbitalnu ravan
satelita.

X U (9.2)
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U ovako uvedenom sistemu satelit se kre¢e u xOz ravni. Ekscentricitet orbite je veoma mali,

iznosi svega 0,0014 i mozemo smatrati da se satelit kre¢e po kruznoj putanji. Sa 1, j i k ozna¢imo
jedini¢ne vektore koordinatnih osa sistema Sg. Obzirom da se satelit kree u xOz ravni sistema Sg, 1
vr$i ravnomerno kruzno kretanje radijus vektor satelita mozemo izraziti na slede¢i nacin

7 =r(cos(wt) T+ sin(a)t)E) (9.3)
Vektor brzine satelita odredjujemo na osnovu jednacine
¥ = ro(—sin(wt) T+ cos(wt)k) (9.4)

Sa w oznacena je ugaona brzina rotacije satelita. Ona se jednostavno dobija primenom klasi¢ne
mehanike

m(wr)? _ yM,m

9.5
" 2 (9.5)
, odnosno
_|rM,
w= =3
U jednacini (9.5) sa m je oznacena masa satelita.
Vektor ugaone brzine Zemlje @, u sistemu S moZe se izraziti na slede¢i nadin
w, = wyk (9.6)
Veli¢ina () moZe se napisati kao zbir dva ¢lana
Q= Qur + Qqe sitter (9.7)

Clan ﬁde sitter Naziva se de Siterova (de Sitter) precesija ili geodetska precesija, i odredjuje se
na osnovu jednacine
- SYMZ - -
Qge Sitter =523 XV (9.8)
Iz ove jednacine zakljucujemo da je vektor Q4. sit¢err NOrmalan na orbitalnu ravan satelita.

Clan ELT je povezan sa Lens-Tirigovim efektom (Lense-Thirring) i naziva se gravitomagnetna
precesija. On se odredjuje na osnovu jednacine

'QLT = c213 [ r2 — Wy (99)
Koris¢enjem jednacina (9.3), (9.4) i (9.8) jednostavno se dobija sledeci rezultat
— 3YyM,w
Qae sitrer = =5 —J (9.10)

Na osnovu jednacine (9.10) zakljucujemo da se intenzitet, pravac i smer vektora ﬁde sitter
tokom vremena ne menjaju.

Medjutim u sluc¢aju vektora ﬁLT postoji vremenska zavisnost. To se jasno uocava ako
analiziramo faktor (w, - 7)7 koji figuriSe u jednacini (9.9). Na osnovu jednacina (9.3) i (9.6) dobijamo

(@, - I = w,r?(cos(wt) sin(wt) T+ sin? (wt)l_c’) (9.11)
Zamenom jednacine (9.11) u (9.9) dobijamo
- lw - S
QO = % [3 cos(wt) sin(wt) T + 3sin?(wt)k — k|

Obzirom da postoji vremenska zavisnost potrebno je naci srednju vrednost pojedinih ¢lanova
koji figuri$u u ovoj jednacini. Ako imamo neku funkciju f(t) koja zavisi od vremena srednja vrednost
te funkcije u vremenskom intervalu At (At = t, — t;) odredjuje se na osnovu jednacine

s
(D)) = ﬂ
[ dt
1
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, odnosno

f f®)de

(F) =T —

Potrebno je odrediti srednje vrednosti funkcua
fi = cos(wt) sin(wt)

f> = sin?(wt)
Vremenski interval At za koji se odredjuje srednja vrednost funkcija f; 1 f;, je period rotacije
satelita oko Zemlje. Taj period oznaci¢u sa T 1 on je povezan sa ugaonom brzinom rotacije satelita oko

Zemlje slede¢om jedna¢inom
21

w
Odredimo najpre srednju vrednost funkcije f;

fOT cos(wt) sin(wt) dt
T

(cos(wt) sin(wt)) =
Jednostavno je pokazati da vazi slede¢a jednacina
(cos(wt) sin(wt)) =0
Za slucaj funkcije f, dobijamo sledeci rezultat
fOT sin?(wt)dt

(sin?(wt)) = 7

, odnosno

(sin?(wt)) = >

Srednja vrednost Vektora gravitomagnetne precesije odredjuje se na osnovu sledece jednacine
(QLT) = [3(cos(a)t) sin(wt))T + 3(Sln2(wt))k k]

Koris¢enjem predhodno dObl_] enih rezultata o srednjim vrednostima dobijamo slede¢i rezultat
— ylw, -
Q) = Tzrzk (9.11)
Rezultati dati jednacinama (9.1) 1 (9.2) dobijeni su na osnovu opste teorije relativnosti. Vektori
Qe sitter 1 (ﬁLT) medjusobno su ortogonalni.

Intenzitete vektora Qg gitter 1 {Qur) 0znacicu sa Qe sitrer 1 Q. Oni se odredjuju na osnovu
slede¢ih jednacina

Qge site _3rMyo (9.12)
e Sitter 202y
ylw,
= 9.13
LT 20213 ( )

U skladu sa ovim definicijama jednacine (9.10) 1 (9.11) mogu se napisati u obliku

5
Qae sitter = —Qae sitter]

(-(_iLT> = Qurk
U jednacini (9.12) sa w oznacena je ugaona brzina rotacije satelita. Ona se dobija na osnovu
jednacine (9.5)

(9.14)



Zamenom jednacine (9.14) u (9.12) dobijamo
3 (yMp)*?
Qe sitter = F# (9.15)

Vrednosti veli¢ina Qg gitter 1 Q7 SU izuzetno male, i njihovo merenje predstavljalo je pravi
tehnoloski poduhvat.

Zamenom odgovarajuc¢ih brojnih vrednosti u jednacine (9.15) i (9.13) mozemo dobiti vrednosti
velicina Q g, sitter 1 Q. Medjutim pre nego Sto to uradim moramo se podsetiti odredjenih definicija za
uglove. Jedan stepen jednak je 60 lu¢nih minuta

19 =60’
Jedna lu¢na minuta jednaka je 60 lu¢nih sekundi
1" = 60"
Na osnovu ovih definicija sledi da je jedan stepen jednak 3600 lu¢nih sekundi
19 =3600"
Jedna lu¢na sekunda moze se izraziti na slede¢i nacin

1 1 0

, odnosno jedna lu¢na sekunda je 3600-ti deo jednog stepena.
Cesto se jedna lu¢na sekunda zapisuje kao 1 arcsecond

1" =1 arcsecond (9.17)
Na osnovu definicija (9.16) 1 (9.17) sledi
1
— 0
1 arcsecond 3600 1 (9.18)
Veli¢ina 1 miliarcsecond definiSe se na sledeéi nacin
1 miliarcsecond = 1000 arcsecond (9.19)
Veli¢ina miliarcsecond Cesto se oznacava sa mas, odnosno
1 mas = 1 miliarcsecond (9.20)
Koris¢enjem definicija (9.18), (9.19) 1 (9.20) dobijamo
1 1
— 0
1ma5—100036001 (9.21)

Ove definicije za uglove potrebne su nam da bi izrazili konkretne vrednosti za Q g, sitrer 1 Qpr-

Satelit se krece po kruznici poluprecnika 642 km. Zamenom odgovaraju¢ih brojnih vrednosti u
jednacine (9.13) 1 (9.15) dobijamo

mas
Qo suter = 66061 2 (9.22)
Q;r = 39,2 mas 9.23
LT — ) gOd ( ' )

mas je jedinica za ugao (definicija (9.21)). Sa god u jednacinama (9.22) i (9.23) je oznacen
vremenski interval od jedne godine. Veli€ine Qg , gitrer 1 1 mogu se izraziti i na sledec¢i nacin

1

Qe sitter = 0,0018 ﬁ (9.24)
10

Q;r =0,000011 Jod (9.25)

Na osnovu jednacina (9.24) 1 (9.25) zakljucujemo da veli¢ine Q4. gi¢ter 1 QO iMmaju dimenzije
ugaone brzine. Ove veliCine su izuzetno male i njihovo merenje predstavljalo je pravi tehnoloski
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poduhvat. Analizom podataka sakupljenih u eksperimentu Gravity Probe B dobijene su sledece
vrednosti

mas
Qe sitter = 6601,8 + 18,3 god (9.26)
Qur=372+472 = 9.27
LT — e = god ( . )

Ovi rezultati prezentovani su u radu [11]. Ove eksperimentalno odredjene vrednosti su u
izuzetno dobroj saglasnosti sa rezultatima opste teorije relativnosti.

Sada ¢u analizirati eksperiment Gravity Probe B sa stanovista gravitoelektromagnetizma. Da bi
to uradio potrebno je da se podsetimo pojedinih rezultata iz elektrodinamike i mehanike.

U tre¢em poglavlju prezentovao sam jedan primer iz elektrodinamike. Uveo sam u razmatranje
jednu zapreminski naelektrisanu loptu poluprecnika R. Naelektrisanje lopte je @, a njena masa M (slika
12). Lopta rotira oko jednog svog precnika konstantnom ugaonom brzinom w, i zbog rotacije lopte
nastaje magnetno polje unutar i van lopte. IzvrSio sam analizu samo za magnetno polje van lopte.
Ja¢ina magnetnog polja van lopte u nekoj tacki odredjenoj radijus vektorom 7 odredjuje se na osnovu
jednacine

N 3m-r)yr  _,
B(¥) = [ 2 — ml
Veli¢ina 1 naziva se magnetni moment i odredjuje se na osnovu jednacine (3.35)
it f 7 x J(#)dV
2,
U jednacini (3.35) integracija se visi po zapremini u kojoj je lokalizovano naelektrisanje. U
ovom primeru naelektrisanje je lokalizovano unutar lopte zapremine V. Vektor 7 odredjuje polozaje

tacaka unutar zapremine V.
Na slici 36 prikazana je kruzna provodna kontura. Ova kontura se nalazi u ravni. Jedini¢ni

R
vektor €iji je pravac normalan na ovu ravan oznacicu sa k. Polupre¢nik kruzne konture je r. Kroz ovu
konturu proti¢e struja ¢iji se intenzitet i smer tokom vremena ne menjaju. Intenzitet struje oznacicu sa
I. Poprecni presek strujne konture oznacic¢u sa S.

Slika 36

Primenom jednacine (3.35) za slucaj strujne konture prikazane na slici 36 dobija se slede¢i
rezultat

m = Ir?mk (9.28)
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Povrsinu koja je obuhvacena strujnom konturom oznaci¢u sa S. U ovom slucaju povrsina S
jednaka je povrSini kruga

S=rin (9.29)
Zamenom jednacine (9.29) u (9.28) dobijamo
m = ISk (9.30)
Moze se uvesti vektor S na sledeéi nagin
S =Sk
U skladu sa ovom definicijom jednacina (9.30) dobija oblik
m=1S (9.31)

Ovde sam analizirao kruznu provodnu konturu. Medjutim jednacina (9.31) vazi za bilo kakav
oblik strujne konture koja se nalazi u ravni. Ako se strujna kontura postavi u magnetno polje u opStem
slucaju na konturu ¢e delovati sila i moment sile. Za dalju analizu veoma je bitno dati dodatna
objasnjenja u vezi momenta sile koji deluje na strujnu konturu.

Na slici 37 prikazana je strujna kontura koja se nalazi u homogenom magnetnom polju. Strujna
kontura ima oblik pravougaonika. Duzu stranicu pravougaonika oznaci¢u sa a. Kracu stranicu
pravougaonika oznaci¢u sa b, 1 ona se poklapa sa linijjama sila magnetnog polja. Kontura je pri¢vrs¢ena
na odgovaraju¢u osovinu. Kontura moze da rotira oko ose koja je prikazana isprekidanom linijom na
slici 37

Slika 37

Kada kroz konturu protiCe jednosmerna struja intenziteta I na stranice provodne konture
delovace Amperova sila. Na slici 37 prikazan je smer kretanja struje. Ove Amperove sile stvorice
moment sile 1 ram pocinje da rotira. Moment sile koji deluje na ram odredjuje se na osnovu jednacine

M=mxB (9.32)

Obzirom da provodna kontura ima oblik pravougaonika magnetni moment odredjuje se na

osnovu sledece jednacine

= abl k
Vektor k je jedini¢ni vektor €iji je pravac normalan na povrsinu provodne konture.

Prilikom analize primera iz elektrodinamike prikazanog na slici 12 dobio sam jednacinu (3.46).
Ovu jednacinu ponovo navodim
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1
f - P)E) AV = —=7 x f P ox ) dV:
Vv 2 v

Magnetni moment odredjuje se na osnovu jednacine (3.35). Koriste¢i ovu veli¢inu jednaéinu
(3.46) transformisao sam i dobio sam slede¢i rezultat

f - PYE) AV = 7 x 7
V:

Ovaj primer iz elektrodinamike bio mi je potreban da bi lakSe odredio jaCinu gravitomagnetnog
polja koje stvara lopta mase M koja rotira oko jednog svog pre¢nika konstantnom ugaonom brzinom w.
Lopta ima homogenu distribuciju mase. Polupre¢nik lopte oznacio sam sa R. Koristio sam koordinatni
sistem koji je prikazan na slici 12. Zbog rotacije lopte nastaje gravitomagnetno polje unutar i van lopte.
Analizirao sam samo gravitomagnetno polje van lopte.

Prilikom te analize dobio sam jednacinu (3.58)

1
f (?~?')jm(F')dV'=——?xj Px T () dV-
v 2 v

Jednacina (3.58) po svojoj formi veoma je slicna jednacini (3.46). Jednadinu (3.46)
transformisao sam koriS¢enjem definicije magnetnog momenta.

Obzirom da se gravitoelektromagnetizam zasniva na formalnoj analogiji sa elektrodinamikom
uvescu veli¢inu koja je analogna magnetnom momentu iz elektrodinamike. Tu veli¢inu oznaci¢u sa
Mgem 1 Nazvacu je gravitacioni magnetni moment. Ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

—> 1 - - -
Mgem = 5] 7 X () dV (9.33)
v

Ako uporedimo jednacinu (9.33) sa jednac¢inom (3.35)

1
= f 7 x J(#)dV
2)y,

vidimo da postoji formalna sli¢nost izmedju njih.
Integral koji se pojavljuje na desnoj strani jednacine (9.33) mozemo zameniti odgovaraju¢om
sumom

N
f P XYV = Y m (X B
v =1

Ova suma predstavlja moment impulsa tela

N
Z = z m; (77’1' X ﬁ’l’)
i=1

U skladu sa tim dobijam slede¢i rezultat za veli¢inu Mgy,
1.

gem =51 (9.34)

Ako se gravitacioni magnetni moment nadje u gravitomagnetnom polju na njega ¢e delovati
moment sile
M = Myem X Byem (9.35)
I ova jednacina je dobijena po analogiji sa elektrodinamikom.
Zamenom jednacine (9.34) u jednacinu (9.35) dobijamo

— 1—) -
M =L X Byem (9.36)

Potrebno je podsetiti se 1 odredjenih rezultata iz mehanike. Na slici 38 prikazan je Ziroskop. On
se sastoji od masivnog diska i osovine. Kontakt osovine i podloge ostvaruje se u tacki A. Ziroskop
moze da menja polozaj u prostoru. Trenje koje se javlja izmedju osovine i podloge moze se zanemariti.
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Slika 38

Na slici 38 oznaceno je i rastojanje a. Ono se odredjuje od tacke A do centra mase diska. Masu
diska oznaci¢u sa m, a njegov poluprecnik sa R. Ziroskop rotira oko ose simetrije diska. Pravac ose

rotacije diska poklapa se sa osovinom. Moment inercije diska odredjuje se na osnovu slede¢e jednacine

1
I = =mR?
5m

Masa diska je mnogo veca od mase osovine, 1 moment inercije diska je mnogo vec¢i od
momenta inercije osovine. Iz tog razloga ja ¢u zanemariti moment inercije osovine, i u skladu sa tim
moment inercije ziroskopa jednak je momentu inercije diska. Ugaonu brzinu rotacije Ziroskopa oko ose
simetrije oznac¢i¢u sa w. Zbog rotacije ziroskopa oko ose simetrije on poseduje moment impulsa koji se
odredjuje se na osnovu jednacine

L = lwi, (9.37)

Sa 11, oznacen je jedini¢ni vektor. On je prikazan na slici 38. Pravac vektora 71, poklapa se sa
osom rotacije Ziroskopa.

Na slici 38 prikazan je rotirajuci Ziroskop ¢ija je osa pod nekim uglom u odnosu na vertikalu.
Kraj vektora 71, oznacen je tatkom B. Obzirom da se Ziroskop nalazi u gravitacionom polju ocekivalo
bi se da padne, medjutim rotiraju¢i Ziroskop pokazuje pojavu precesije. Kraj vektora 7, kretace se po
kruznici konstantnom ugaonom brzinom. Ta ugaona brzina naziva se ugaona brzina precesije i
oznaCiu je sa w,,. Kruznica po kojoj se krece kraj vektora 11, prikazana je na slici 38 isprekidanom
linijom. Prilikom pojave precesije ugao izmedju ose rotacije ziroskopa i vertikale ostaje stalan,
odnosno osa rotacije ziroskopa opisuje konus.

Ziroskop usled rotacije oko ose simetrije poseduje moment impulsa koji se odredjuje na osnovu
jednacine (9.37). Zbog pojave precesije ziroskop rotira oko vertikalne ose ugaonom brzinom w,,.

Zbog ove rotacije ziroskop poseduje dopunski moment impulsa koji ¢u oznaciti sa AL. Ugaona brzina
precesije (wp,) je mnogo manja od ugaone brzine rotacije ziroskopa oko ose simetrije. Kao posledicu

toga imamo da je intenzitet vektora AL mnogo manji od intenziteta vektora L, odnosno dopunski
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. 7 v o, v oo v - .
moment impulsa (AL) moze se zanemariti. PoSto smo zanemarili veli¢inu AL moment impulsa
ziroskopa odredjuje se na osnovu jednacine (9.37)

L = lwi,
Jednacina dinamike rotacije ¢vrstog tela glasi
dL i
== (9.38)
U jednacini (9.38) sa M je oznacen ukupni moment sile koji deluje na ziroskop.
Radijus vektor centra mase odredjuje se na osnovu jednacine
7 = an, (9.39)
, a moment sile na osnovu jednacine
M=7%xF (9.40)

Obzirom da se ziroskop nalazi u gravitacionom polju sila koja deluje na Ziroskop odredjuje se
na osnovu sledece jednacine

F=mg (9.41)
Zamenom jednacina (9.39) 1 (9.41) u jednacinu (9.40) dobijamo
M = afiy X m§ (9.42)

Vektor M prikazan je na slici 38. Pravac vektora M uvek se poklapa sa pravcem tangente na
kruznicu koja je prikazana isprekidanom linijom na slici 38.
Zamenom jednacine (9.42) u jednacinu (9.38) dobijamo
dal _
P ang X mg (9.43)

Na osnovu jednacine (9.43) moZe se odrediti ugaona brzina precesije ziroskopa. Da bi smo to
postigli napiSimo najpre jednacinu (9.43) na sledeci nacin
c _ .
7r = Mg xan
Ovu jednacinu dalje transformiSemo
dL _ (am R
dt Tw Y
, 1na osnovu jednacine (9.37) dobijamo

) x (wiy)

ar _ (F=g) I 9.44
dt = Vw9 (©.44)
Vektor ugaone brzine precesije odredjuje se na osnovu jednadine

- am

Qpr = —Eg (945)

-
Koris¢enjem veliCine {1, jednacina (9.44) moze se napisati na sledeci nacin
-

il - -
= =Gy xL (9.46)

Sa slicnom jednacinom ve¢ smo se susreli u dosadasnjem tekstu, to je bila jednacina (9.1). Ona
opisuje pojavu precesije kvarcne kuglice. Jednacinu (9.1) ovde ponovo navodim
e Gyl

Vektor () odredjen je na osnovu opste teorije relativnosti. Sa L, oznaCen je vektor momenta
impulsa kuglice. Polupre¢nik kuglice oznacio sam sa 13, masu kuglice sa m;,, a njenu ugaonu brzinu sa

wy. Moment inercije kuglice odredjuje se na osnovu jednacine

2 2
Iy = gmkrk
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, a intenzitet vektora momenta impulsa na osnovu sledece jednacine
Lk = Ika)k
U slucaju ziroskopa postoji kontakt izmedju ziroskopa i podloge. Kontakt se ostvaruje u tacki
A. U eksperimentu Gravity Probe B kvarcne kuglice predstavljaju Ziroskope. U ovom slu¢aju kvarcne
kuglice (ziroskopi) lebde unutar kvarcnih kucista. Ne postoji kontakt izmedju kuglice i kvarcnog
ku¢ista.
Kvarcna kuglica usled rotacije ima moment impulsa, i sa stanovista gravitoelektromagnetizma
poseduje gravitacioni magnetni moment. Na osnovu jednacine (9.34) dobijamo
1-
mgem == ELk (94’7)
Kuglica se nalazi u gravitomagnetnom polju. Na nju ¢e delovati moment sile, i dolazi do pojave

precesije. Moment sile koji deluje na kuglicu moZzemo dobiti na osnovu jednacine (9.36)

— 1a -

M = ELk X Bgem (9.48)
Primenom jednacine (9.38) na slucaj kretanja kvarcne kuglice dobijamo sledecu jednacinu
dL, —
Fra M (9.49)
Zamenom jednacine (9.48) u jednacinu (9.49) dobijamo
dL, 1.
dt = ELk X Bgem
Ova jednacina moze se napisati u obliku
dL, 1. -
W = —EBgem X Ly (950)

Iz ove jednacine mozemo odrediti vektor ugaone brzine precesije kvarcne kuglice sa stanovista
—
gravitoelektromagnetizma. Tu veliCinu oznaci¢u sa Qgep . Ona se odredjuje na osnovu sledece
jednacine

- 1.,

'Qgem = _EBgem (9.51)
Zamenom jednacine (9.51) u jednacinu (9.50) dobijamo

dL, - -

W = 'Qgem X Lk (952)

Ova jednacina je po formi identi¢na jednacini (9.46) odnosno jednacini (9.1).

Da bi smo odredili veli¢inu ﬁgem potrebno je odrediti jainu gravitomagnetnog polja u sistemu
Ss. Treba napomenuti da jednacina (9.52) vazi sa stanovisSta posmatraca u sistemu Ss. O tom sistemu je
ve¢ bilo re¢i u predhodnom tekstu. Taj sistem je prikazan na slici 34. Sistem Ss je pokretan ali
orjentacija njegovih osa tokom vremena ne menja se.

Pokazacu u daljem tekstu da se jacina gravitomagnetnog polja u sistemu S5 sastoji od tri
komponente

§gem = E;gem 1t Egemz + Egem3 (9.53)
Zamenom jednacine (9.53) u jednacinu (9.51) dobijamo
— 1 — — —
'Qgem = - E (Bgem 1t Bgem 2+ Bgem 3) (9.54)

Definisao sam i sistem Sg. Koordinatne ose sistema Sg paralelne su koordinatnim osama sistema
Ss. Koordinatni pocetak sistema Sg poklapa se sa centrom Zemlje, a koordinatni pocetak sistema Ss
poklapa se sa centrom jedne kvarcne kuglice.

Bilo je potrebno objasniti pojedine veli¢ine koje figuriSu u jednacini (9.2). Radijus vektor i
brzina satelita oznaceni su sa 7 i U. Ovi vektori odredjeni su u sistemu S,. Satelit se u sistemu S, krece
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u x0Oz ravni. Istakao sam da je ekscentricitet orbite satelita veoma mali, iznosi svega 0,0014 i mozemo

smatrati da se satelit kre¢e po kruznoj putanji. Sat, Ji k oznagio sam jedini¢ne vektore koordinatnih
osa sistema Sg. Radijus vektor satelita odredjuje se na osnovu jednacine (9.3), a vektor brzine satelita
na osnovu jednacine (9.4).

Zbog pogodnosti u daljem radu jedini¢ne vektore koordinatnih osa sistema Sy 0znacicu sa €,,
§y6 i €,¢, odnosno vaze sledeci identiteti

~l
Il
.

X6
] = €y6
N
kzé)zé

Jedini¢ne vektore koordinatnih osa sistema Ss oznaCicu sa €ys, €,5 i €,5. Obzirom da su
koordinatne ose sistema Sg 1 Sg paralelne u svakom trenutku vremena vaze sledece jednacine

Exs = Ex6 (9.55)
§y5 = §y6 (9.56)
€s5 = €6 (9.57)

Neka je u sistemu Sg dat vektor A
A= A8+ AyByg + Ay (9.58)
Podetak vektora A poklapa se sa koordinatnim pocetkom sistema Sg. Sistem Sy je pokretan, ali
fiksirajmo njegov polozaj u odnosu na sistem Sg u nekom proizvoljnom trenutku vremena. Uzecemo da
je vektor A slobodan vektor, odnosno on se moze pomeriti iz koordinatnog pocetka sistema Sg u
koordinatni pocetak sistema Sg. Prilikom tog pomeranja vektor A nije promenio intenzitet, pravac i
smer. Vektor A se sada nalazi u sistemu S 5 1 moze se izraziti preko svojih komponenata
A= A,8ys + Ay8ys + Aeys (9.59)
Mozemo postaviti pitanje kolike su komponente vektora A u sistemu Ss. Da bi smo nasli
komponente vektora A usistemu S 5 krenimo najpre od identiteta
A=4
Na osnovu jednacina (9.58) 1 (9.59) dobijamo
Aylys + Ayeys + A,8,5 = Aylrs + AyEys + A,85
Kori$é¢enjem jednacina (9.55-57) dobijamo sledece rezultate

Ay = Ay (9.60)
A, =4, (9.61)
A, =4, (9.62)

Rezultati dati jednac¢inama (9.55-57) 1 (9.60-62) imaju veliki znacaj za dalju analizu.

Sada ¢u odrediti veli¢inu Egem 1 koja figuriSe u jednacini (9.54). Ako pretpostavimo da je
Zemlja idealna lopta sa homogenom distribucijom mase jacina gravitomagnetnog polja odredjuje se na
osnovu jednacine (3.60). Posmatrac iz sistema Sg odredjuje ovo gravitomagnetno polje. Da bi naznacio
ovu ¢injenicu uvodim indeks S¢. U skladu sa ovom malom korekcijom jednacina (3.60) dobija oblik

5 2v [3(L-#)7
=

Bgem Se T c273 72 (9.63)



Odredjena je jaCina gravitomagnetnog polja sa stanovista posmatraca iz sistema Sg, medjutim
potrebno je odrediti ja¢inu gravitomagnetnog polja sa stanoviSta posmatraca iz sistema Ss. Vektor
Egem s, ima komponente u sistemu Sg, medjutim te komponente imaju istu vrednost i u sistemu Ss.
Ova konstatacija je direktna posledica jednacina (9.60-62). Obzirom da pored jednacina (9.60-62) vaze
1 jednacine (9.55-57) dobijamo sledeci rezultat

o
Bgeml = Bgem Se

Bgem1 = — 2)/3[ ( 2 ) _Ll
c?r r

, odnosno

(9.64)

U jednacini (9.64) sa L oznagen je moment impulsa Zemlje. On se mozZe izraziti na sledeci
nacin
L=138, (9.65)
Moment inercije Zemlje oznaden je sa I, a vektor ugaone brzine rotacije Zemlje sa @, .
Zamenom jednacine (9.65) u jednacinu (9.64) dobijamo
- 2yl, l3(c7)z -7

Bgem 1=

c?r3 r2

azl (9.66)
Sada ¢u odrediti komponentu §gem ». U petom poglavlju bilo je rec¢i o Tomsonovoj precesiji. U
tom poglavlju konstatovano je postojanje Tomsonovog polja (jednaina (5.36)). Ovo polje odredjuje
posmatrac iz sistema Sg. Da bi to naznacio kao 1 u predhodnom sluc¢aju uvodim indeks Sg, 1 u skladu sa
ovom malom korekcijom jednacina (5.36) dobija oblik
=g y - -
rss = ﬁr X ¥ (9.67)
Posmatra¢ u sistemu S5 takodje konstatuje postojanje Tomsonovog polja. Ja¢inu Tomsonovog
polja sa stanovista posmatraca iz sistema Ss oznacicu sa §gem2. Da bi smo odredili veli¢inu §gem2
primenjujemo predhodno opisanu procediru i dolazimo najpre do rezultata
Bgem2 = Brs,
Koris¢enjem jednacine (9.67) dobijam sledeci rezultat
= YM; .
Byemz = ﬁr X ¥ (9.68)
Odredjena je i komponenta Egem ». Preostaje da se odredi komponenta §gem 3. Da bi to postigli
potrebno je najpre da se podsetimo odredjenih metoda i rezultata prezentovanih u ¢etvrtom poglavlju.
Zemlja zbog svog kretanja u prostoru oko sebe stvara gravitoelektri¢no i gravitomagnetno polje. Jafine
ovih polja u koordinatnom pocetku sistema S, odredjuju se na osnovu jednacina (4.31) i1 (4.34). Sistem
S, je Heliocentri¢ni eklipti¢ki koordinatni sistem, i1 prikazan je na slici 6. Koordinatni pocetak tog
sistema nalazi se u centru Sunca. Zemljina putanja na slici 6 prikazana je isprekidanom linijom. Putanja
Zemlje se nalazi u ravni ekliptike. Zemlja se krece po elipti¢noj putanji, medjutim zbog jednostavnosti
proratuna uzeo sam da se Zemlja kre¢e po kruznoj putanji, i nakon izvrSene analize dobio sam
jednacine (4.31) 1 (4.34).
Zemlja se nalazi u gravitacionom polju Sunca, i bilo je potrebno opisati gravitacioni uticaj
Sunca na Zemlju. Prilikom te analize dobio sam jednacine (4.63) i (4.64) koje zbog njihove vaznosti
ponovo navodim

. _ YM v,?
Egems(rf t) = - " 3S (1 - 222

zZ

) 7, (t)
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Bgems(ﬁt) = - 73
z

Na osnovu jednacina (4.63) 1 (4.64) odredjujemo jac¢inu gravitoelektri¢nog i1 gravitomagnetnog
polja u koordinatnom pocetku sistema S; (sistemu Zemlje). Sistema S; je Geocentriéni eklipticki
inercijalni koordinatni sistem. On je definisan u tre¢em poglavlju, i prikazan je na slici 9. U daljem
radu pokazao sam da se jednacine (4.63) i (4.64) mogu koristiti ne samo za odredjivanje jaine
gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku sistema S; ve¢ 1 u odredjenoj
oblasti oko Zemlje. Odredio sam i gravitacionu silu kojom Sunce deluje na Zemlju ( jednacina (4.68)).

Prilikom izvodjenja jednacina (4.63) i (4.64) koristio sam 1 sliku 14. Na slici 14 prikazano je
kretanje Zemlje oko Sunca. Prikazana su dva polozaja Zemlje. Ona su oznacena sa 1 i 2. Na slici je
oznacen 1 smer kretanja Zemlje oko Sunca. Na slici su predstavljena i dva Geocentri¢na eklipticka
inercijalna koordinatna sistema koja se nalaze u polozajima 1 i 2. Na slici je predstavljen i
Heliocentri¢ni eklipticki koordinatni sistem. Sa slike se uocava da su koordinatne ose sistema S, i S3
medjusobno paralelne u svakom trenutku vremena.

4y M, rz(t) X 172(1f)l
CZ

Ovo obnavljanje je od velike koristi za odredjivanje veli¢ine §gem3 koja figuriSe u jednacini
(9.54). Koordinatne ose sistema Sg oznacicu sa Xs, Vs 1 Zg, a koordinatne ose sistema Sg sa xg, Vg 1 Zg.
Na slici 34 predstavljeno je kretanje kvarcne kuglice (satelita) oko Zemlje. Prilikom definisanja sistema
S5 naveo sam da se koordinatni poCetak ovog sistema poklapa sa centrom kvarcne kuglice. Koordinatni
pocetak sistema Sg poklapa se sa centrom Zemlje.

Na slici 39 prikazan je koordinatni sistem Sg 1 oznacene su njegove koordinatne ose. Kruzna
putanja kvarcne kuglice (satelita) oko Zemlje prikazana je isprekidanom linijom na slici 39. Na slici je
naznacen 1 smer kretanja kvarcne kuglice oko Zemlje.

Slika 39

Brojevima 1 i1 2 oznacena su dva polozaja kvarcne kuglice u kojima ¢e se ona naci prilikom
svog kretanja oko Zemlje. Na slici je predstavljen sistem S5 kada se nalazi u polozaju 1, i kada se
nalazi u polozaju 2. Zbog preglednosti slike koordinatne ose sistema S5 oznac¢io sam samo za polozaj 1.

Satelit se nalazi u gravitacionom polju Zemlje. Potrebno je odrediti jaCinu gravitomagnetnog
polja u sistemu Ss. To gravitomagnetno polje je u stvari veliina Egem 3. MoZemo konstatovati slicnost
slike 39 sa slikom 14. Ovde sam ukratko obnovio postupak dobijanja jednacina (4.63) i (4.64). Da bi
dobio veli¢inu Egem 3 bilo bi potrebno izvrsiti analizu koja je veoma sli¢na analizi koja je izvrSena u
postupku dobijanja jednacina (4.63) 1 (4.64). Ja tu analizu ne¢u ponavljati iz prostog razloga jer je
fizicka situacija prikazana na slici 39 gotovo identi¢na fizickoj situaciji prikazanoj na slici 14. Polozaj
satelita u sistemu S, odredjen je radijus vektorom 7 (jednacina (9.3)), a vektor brzne satelita
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odredjujemo na osnovu jednadine (9.4). Intenzitete vektora 7 i ¥ oznaci¢u sar i v. U jednacini (4.64)
vektori 7, i U, odredjuju poloZaj i brzinu Zemlje u Heliocentri¢nom ekliptic¢kom koordinatnom sistemu
(sistemu S,). U jednacini (4.63) sa 7, oznaen je intenzitet vektora 7,, a sa v, oznaen je intenzitet
vektora v,.

Satelit se nalazi u gravitacionom polju Zemlje, i1 potrebno je odrediti ja¢inu gravitomagnetnog
polja u sistemu Ss. Zbog izuzetne sli¢nosti fizicke situacije prikazane na slici 39 sa fizi¢kom situacijom
prikazanom na slici 14 jacinu gravitoelektricnog 1 gravitomagnetnog polja u koordinatnom pocetku
sistema Sg odredjujem koriS¢enjem jednacina (4.63) i (4.64) i to na slede¢i nacin. Vektore 7, i v, koji
figiruSu u jednacinama (4.63) i (4.64) zameni¢u vektorima 7 i ¥. Veli¢ine 1, i v, zamenic¢u veli¢inama r
1 v. Masu Sunca Mg zameni¢u masom Zemlje M,. Nakon ovih formalnih transformacija jednacina
(4.63) 1 (4.64) dobijam sledece jednacCine

S YM v?

Egemz(r, t) =— r3Z <1 - F) r (9.69)
- . 4yM, [# x ¥
Bgemz(r: t) = — 73 o2 (9.70)

Na osnovu jednacina (9.69) 1 (9.70) odredjujemo jacinu gravitoelektri€énog i gravitomagnetnog
polja u koordinatnom po&etku sistema Ss. Vektori 7 i ¥ odredjuju polozaj i brzinu satelita u sistemu Sg.

Jalina gravitomagnetnog polja koja je odredjena jednacinom (9.70) je u stvari veli¢ina §gem 3

- 4yM, [7# X ¥

Bgems = ——3~ |z (9.71)

Zamenom jednacina (9.66), (9.68) 1 (9.71) u jednacinu (9.54) dobijamo

— 1 2}/12 3(52 ¢ F)F . 3]/MZ - .

Qgem = _E(— C2r3 I 2 — Wy| — r3C2 r X 17)

, odnosno
= 125 3(52 : ?)F — 3yM, ,

gem = 7.3 I 3 — W, r302 rXv (9.72)

Jednacina (9.72) je identi¢na jednacini (9.2) koja je dobijena na osnovu opste teorije
relativnosti.

10. Problem dva tela

Da bi smo analizirali problem dva tela u mehanici podsetimo se najpre primera kretanja satelita
oko Zemlje. Za opisivanje kretanja satelita koriste se jednacine prezentovane u sedmom poglavlju. U
tom poglavlju razmatrao sam tzv. Keplerov problem. Masa satelita je mnogo manja od mase Zemlje, i
centar mase ovog sistema se poklapa sa centrom mase Zemlje. Problem postaje komlikovaniji ako
imamo sistem od dva tela koja medjusobno deluju gravitacionom silom, ali su im mase uporedive.
Dobar primer za ovakav sistem je binarni zvezdani sistem. Binarni sistem se sastoji od dve zvezde koje
se krecu oko zajedni¢kog centra mase. Ovakva binarni sistemi veoma su zastupljeni u svemiru, i
predmet su prouCavanja u astronomiji i astrofozici. Ako su putanje zvezda kruznice matematicka
analiza njihovog kretanja nije komplikovana. Medjutim ako se zvezde krecu po elipsastim putanjama,
Sto je najcesce slucaj, potrebna je opSirnija matematicka analiza. U ovom poglavlju ja ¢u analizirati
kretanje zvezda samo sa stanovista Njutnove mehanike. U toj analizi koristi¢u rezultate prezentovane u
sedmom poglavlju.
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U cilju pojednostavljivanja problema analiziratu kretanje dva tela koja se mogu smatrati
materijalnim tackama. Masu prvog tela oznaci¢u sa m;, a masa drugog sa m,. Tela se nalaze u
inercijalnom sistemu koji ¢u nazvati laboratorijski inercijalni sistem. Polozaj prvog tela odredjen je
radijus vektorom ﬁl, a polozaj drugog tela odredjen je radijus vektorom ﬁz (slika 40).

Uvescu 1 vektor relativnog polozaja

#=R, — R, (10.1)
Intenzitet vektora 7 oznagi¢u sa r

Slika 40

Vektor brzine relativnog kretanja ¥ odredjuje se na osnovu jednacine

-

V="
, odnosno
% =R, — R, (10.2)
Tela medjusobno deluju samo gravitacionom silom, i u skladu sa tim ovo je izolovani sistem.
Intenzitet gravitacione sile odredjuje se na osnovu Njutnovog zakona gravitacije

_ymim,
=—
Jednacine kretanja tela glase
}_é; _ymim; 10.3
mpky = — 3 (10.3)
= ymim;
myR, = — (10.4)
Ako saberemo jednacine (10.3) 1 (10.4) dobijamo
mlﬁl + mzﬁz =0 (105)

Ova jednacina je posledica Cinjenice da je gravitaciona sila centralna.
Centar mase odredjuje se na osnovu sledece jednacine
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- -
N mR; + myR,

= 10.6
n = (106)
Kraj vektora ﬁcm poklapa se sa tackom C (slika 40)
Brzina centra mase odredjuje se na osnovu sledece jednacine.
L myR, + myR
V.= 11 21t (10.7)
my +m,
, a ubrzanje centra mase na osnovu jednacine (10.8)
e m1R—1) + mzR—z)
on = ——— (10.8)
my +m,

Ako zamenimo jednacinu (10.5) u jednaCinu (10.8) dobi¢emo da je ubrzanje centra mase
jednako nuli, odnosno centar mase se kre¢e konstantnom brzinom. Za posmatraca u laboratorijskom
sistemu tacka C krece se konstantnom brzinom po pravoj liniji. U daljem radu bi¢e prezentovana
jednacina kretanja ove tacke.

Brzine koje tela imaju u pocetnom trenutku oznacicu sa 1710 1 ]720- Na osnovu jednacine (10.7)
dobijamo

Voo myVip + myVp
cm0 —

my +m,
Ova brzina ne menja se tokom vremena. Indeks 0 je uveden da bi se naznacilo da je re¢ o pocetnom
trenutku.

U pocetnom trenutku polozaji tela odredjeni su radijus vektorima ﬁm i ﬁzo. Koris¢enjem
jednacine (10.6) poloZaj centra mase u pocetnom trenutku odredjuje se na osnovu jednacine

= _ myR19 + myRy
Rcm 0 —
my +m,
Jednacina kretanja centra mase za posmatraca u laboratorijskom sistemu glasi
Rem(t) = Remo + Vemot (10.9)

Ovo je jednacCina prave data u vektorskoj formi, odnosno centar mase se krece po inerciji.
Na osnovu jednacina (10.1) 1 (10.6) dobijamo sledece jednacine

=g =g 2 -

R =R, + 10.10
1 cm m1+m2 ( )

=g - ml N

R, = - 10.11
2 cm m1+m2r ( )

Vektor I_?)m odredjuje se na osnovu jednacine (10.9). Ako zelimo da reSimo problem kretanja

dva tela, odnosno da odredimo vektore ﬁl i ﬁz potrebno je odrediti i vektor 7. Na osnovu jednacina
(10.3) 1 (10.4) dobijamo

= sz
Ry = ——5°7
r
= yml 7:)
2 7"3

Oduzimanjem ovih jednacina dobijamo

y(m; +my)

—_—7
r3

Ovo je jednacina za odredjivanje vektora relativnog polozaja. Vektori R, i R, mogu se izraziti preko

svojih komponenata

3
r=-—-

(10.12)
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R)l = X1?+ Yl_]_)‘l' Z:LE

R)z == X2?+ Y27+ Z2E
Vektor relativnog polozaja odredjuje se na osnovu jednacine (10.1). On se moze izraziti i preko
komponenata vektora }_?)1 1 ﬁz
=X —X )i+ Yy — V)] + (Zy — Z))k
Uvescu sledece veli¢ine

XT‘ = Xl - X2
YT S Y1 - YZ
ZT' S Z1 - ZZ
Koris¢enjem ovih velicina vektor relativnog polozaja moze se izraziti na sledeci na¢in
r=X1+YJ+Zk (10.13)

Na osnovu jednacine (10.12) dobija se sistem od tri diferencijalne jednacine drugog reda
my +my)X
y(my 2)Xr (10.14)

X, =-
T X4+ 2,232

. y(m, + my)Y,
V= (10.15)
X+ Y5 +2,5)%

.. y(my + my)Z
Zy = s (10.16)
X, +Y°+2,5)%

Da bi resili ovaj sistem diferencijalnih jednacina potrebni su nam i pocetni uslovi. U poc¢etnom

trenutku polozaji tela odredjeni su radijus vektorima R;o 1 R,,. Preko komponenata ovi vektori mogu
se izraziti na slede¢i naCin

Rio = X10U + YioJ + Z10k

Ryo = X0l + Yoo + Zok
Indeks 0 je uveden da bi se naznadilo da je re¢ o pocetnom trenutku. Pomoc¢u ovih vektora
moze se dobiti i vektor relativnog poloZaja u pocetnom trenutku. Taj vektor oznaciéu sa 7y i on se
odredjuje na osnovu sledece jednacine
7o = Rio — Ry
Vektor brzine relativnog kretanja odredjuje se na osnovu jednacine (10.2). U pocetnom trenutku
tela imaju brzine 1710 i 1720. Koris¢enjem jednacine (10.2) dobijamo da se vektor brzine relativnog
kretanja u po¢etnom trenutku odredjuje na osnovu sledeée jednacine
Vo = V1o — Vao
Vektori 7y i ¥, odnosno njihove komponente odredjuju pocetne uslove. Ako su nam poznati
pocetni uslovi sistem diferencijalnih jednacina (10.14-16) u principu mogao bi se resiti. U odredjenim
slu¢ajevima morale bi se primenjivati i numericke metode. Recimo da nakon odredjene matematicke
procedure resSimo sistem diferencijalnih jednacina (10.14-16), i kao reSenje dobijemo funkcije X,.(t),
Y.(t) i Z.(t). Ove funkcije predstavljaju komponente vektora relativnog polozaja. U skladu sa
jednacinom (10.13) taj vektor moze se izraziti na slede¢i nacin

7 =X (D0 +Y.(O)] + Z.(Ok (10.17)
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Odredili smo vektore 7 i ﬁcm (t). Zamenom ovih vektora u jednacine (10.10) i (10.11) dobijamo

vektore ﬁl i ﬁz. Oni opisuju polozaje tela u laboratorijskom inercijalnom sistemu, i mozemo smatrati
da je problem kretanja dva tela reSen.

Opisana procedura moze se koristiti za proucavanje kretanja dva tela, ali se u praksi zbog
jednostavnosti primenjuje drugaciji pristup. Sada ¢u objasniti taj jednostavniji pristup. Konstatovali
smo da se centar mase (tacka C) krece po inerciji. Ta Cinjenica nam omogucuje da uvedemo jedan
inercijalni sistem. Tacka C poklapa se sa pocetkom tog inercijalnog sistema. Za primenu je bitan slucaj
kada se materijalne tacke krec¢u u istoj ravni. Ta ravan bi¢e XY ravan koordinatnog sistema. Vektor
relativnog poloZaja pripada XY ravni. Taj inercijalni sistem nazvacu sistem centra mase. Ovaj sistem
oznacicu sa Sy 1 prikazan je na slici 41.

L
m; -
- "—J’ h
m_ 7/ y
X
Slika 41

Postavlja se pitanje kako orjentisati ose ovog koordinatnog sistema. Osu x proizvoljno ¢u
orjentisati. Osa y je ortogonalna na osu x, a z osa je odredjena uslovom da sa osama x iy €ine trijedar
desne orjentacije.

U laboratorijskom inercijalnom sistemu poloZzaji materijalnih ta¢aka odredjeni su vektorima ﬁl
i ﬁz. U sistemu centra mase polozaji materijalnih tacaka odredjeni su slede¢im vektorima
7 =Ry — Rem (10.18)

Fz - RZ - Rcm (1019)
Ovi vektori predstavljeni su na slici 42.
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Slika 42

Zamenom jednacine (10.6) u jednacine (10.18) i (10.19), i nakon elementarnih algebarskih
transformacija dobijaju se sledeéi rezultati

m
B=—2 7 (10.20)
(my + my)
m
7, = L7 (10.21)

- 7
(my + my)

Mozemo napisati i odgovarajuce jednacine koje povezuju intenzitete vektora
m;
Hn=—"—-"r (10.22)
(m; +my)

my
=7
(my; + my)

Ako jedna¢inu (10.20) pomnozimo sa m,, a jednaCinu (10.21) pomnozimo sa m, i tako
dobijene jednacine saberemo dobi¢emo

T (10.23)

myty + myt, =0
, odnosno
m,v;, = —my7, (10.24)
Vazi i slede¢a jednacina
myr; = myn, (10.25)
Vektori 7; i 7, uvek se nalaze na istoj pravoj. Ta prava povezuje materijalne tacke, i uvek
prolazi kroz centar mase, odnosno pocetak koordinatnog sistema (slika 41).
Na osnovu jednacina (10.18) 1 (10.19) jednostavno je dokazati sledecu jednacinu

N N - -
rn—1r, =R — Ry

, odnosno
U laboratorijskom sistemu jednacina kretanja tela mase m, glasi
= ymym; ,
MRy = ——37—7 (10.27)
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Ovu jednaginu transformisa¢u na nac¢in da u njoj figuriSe samo vektor 7;. Na osnovu jednadine
(10.18) dobijam

# =R, - Ry, (10.28)
Ubrzanje centra mase jednako je nuli, 1 kao posledica te Cinjenice jednacina (10.28) postaje
# =R, (10.29)
Zamenom jednacine (10.29) u jednacinu (10.27) dobijamo
5 ym;
n=-—37 (10.30)

Potrebno je transformisati i desnu stranu jednacine (10.30). Da bi to uradio koristi¢u jednacine
(10.20) 1 (10.22). Na osnovu tih jednacina dobijam sledec¢e jednacine

L, mptm;
= 10.31
r m, r ( )
my; +m,
=— 10.32
r m, ] ( )

Zamenom jednacina (10.31) i (10.32) u jednacinu (10.30) i nakon elementarnih algebarskih
transformacija dobijam sledeci rezultat
3 ym,® 7
=—— 10.33
n (my + my)? 3 ( )
MozZemo primeniti analognu proceduru i za drugo telo. U ovom sluc¢aju polazi se od jednacine
(10.4). Koriste se jednacine (10.21) 1 (10.23) i dobija se sledeci rezultat

3
3 ymy 2
= 10.34
" (my + my)?ry3 ( )
U cilju konciznijeg pisanja jednacina (10.33) i (10.34) uvodim sledeée velic¢ine
3
m;
== 10.35
Hq (ml + mz)z ( )
o (10.36)
He = (my +my)? .
Kori$¢enjem ovih veli¢ina jednacine (10.33) 1 (10.34) dobijaju sledecu formu
3 Vi1,
T'1 = —7'1—37‘1 (10.37)
5 Yl
=—— 10.38
2 7,3 T2 ( )

Prezentovani pristup zasniva se na uvodjenju sistema centra mase. Primenom ovog pristupa
dobijene su jednacine (10.37) 1 (10.38). Ja sam se ograni¢io na slucaj kretanja materijalnih tacaka u
istoj ravni. Prilikom analize Keplerovog problema pokazuje se da putanja tela moze biti krug, elipsa,
parabola ili hiperbola. Medjutim u slucaju sistema dva tela putanje materijalnih tataka u sistemu centra
mase (odnosno u laboratorijskom sistemu) mogu biti veoma sloZene. Ja ovde analiziram binarne
zvezdane sisteme 1 ograni¢i¢u se samo na jednu klasu resenja jednacina (10.37) 1 (10.38) koje imaju
veliku primenu u astronomiji i astrofizici. Ta reSenje se odnose na slucaj kada su putanje zvezda u
sistemu centra mase kruznice ili elipse.

Analizira¢u najpre najgeneralniji sluc¢aj kada se obe zvezde (materijalne tacke) krecu po
elipsastim putanjama. Zvezde se krecu u istoj ravni. To je XY ravan sistema S, (slika 41). Svaka elipsa
ima dve zize. Za primenu je veoma bitan slucaj kada se zize dveju elipsi nalaze na istoj pravoj. Pored
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ovog uslova ispunjen je i zahtev da elipse imaju jednu zajednicku zizu koja se poklapa sa centrom mase
sistema. Tacka gde se zize poklapaju oznacena je sa C na slici 43.

n}’

1 i
I
d 2
A C B X'
T

Slika 43

X osa sistema centra mase prolazi kroz sve Zize elipse, a koordinatni pocetak sistema centra
mase poklapa se sa tatkom C (slika 43). Istakao sam da se zvezde krecu oko zajednickog centra mase, i
da su njihovi polozaji u sistemu centra mase odredjeni radijus vektorima 7 i #,. Ovi vektori prikazani
su na slici 43, 1 uvek se nalaze na istoj pravoj koja prolazi kroz centar mase sistema. Posmatranja
pokazuju da predhodno opisana kretanja zaista postoje kod binarnih sistema. Ovakva kretanja treba
dobiti matemati¢kim postupkom koris¢enjem jednacina (10.37) 1 (10.38).

Na slici 44 prikazan je sistem centra mase i trenutni polozaji materijalnih tacaka (zvezda), ali
zbog preglednosti slike nisu nacrtane elipse. Jednacine (10.37) i1 (10.38) su u vektorskoj formi.
Medjutim mnogo je podesnije za analizu binarnih sistema koristiti metode analiticke mehanike. Sa r; 1
1, oznadicu intenzitete radijus vektora 7 i 7, respektivno.

ily

1m>

1
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Slika 44

Na slici 43 prikazane su dve elipse. Zbog generalnosti diskusije uzeo sam da elipse imaju
razli¢ite velike poluose i ekscentricitete. Elipsa koja ima vec¢u veliku poluosu oznacena je brojem 1 na
slici 43. Telo mase m, krece se po elipsi oznacenoj brojem 1, a telo mase m, krece po elipsi oznacenoj
brojem 2. Veliku poluosu elipse 1 oznaci¢u sa a,, a veliku poluosu elipse 2 sa a,. U jednom trenutku
telo mase m, naci ¢e se u polozaju odredjenom tatkom B. Obzirom da se vektori 7; i 7, nalaze na istoj
pravoj telo mase m, naci ¢e se u polozaju odredjenom tackom A. U tom trenutku rastojanje izmedju
materijalnih tacaka (zvezda) je minimalno. To minimalno rastojanje oznaci¢u sa d i1 kasnije ¢u
prezentovati jednacinu na osnovu koje se ono izraCunava.

Zadrzimo se najpre na kretanju tela mase m,. Na slici 44 oznaCen je ugao ¢. Posto Zelim
primeniti metode analiticke mehanike potrebne su mi generalisane koordinate i Lagranzeva funkcija.
Generalisane koordinate su r; 1 ¢, a Lagranzeva funkcija odredjena je razlikom kineti¢ke i potencijalne
energije

L=E,—-E, (10.39)

Lagranzevu funkciju za telo mase m; oznacicu sa L;. U skladu sa jednac¢inom (10.39) ona se

moze napisati na slede¢i nacin
Ly =Ep — Ep1

Sa Ejyq oznaCena je kinetiCka energija tela mase mq, a sa Ej,; njegova potencijalna energija.

Koris¢enjem generalisanih koordinata r; 1 ¢ jednostavno je dobiti kineticku energiju. Ona se odredjuje

na osnovu sledece jednacine
1
Ex1 = §m1(f12 +1,29%)

Da bi smo dobili potencijalnu energiju podsetimo se pojedinih rezultata iz sedmog poglavlja. U
tom poglavlju analizirao sam kretanje planete oko Sunca. Lagranzeva funkcija za taj sluc¢aj ima oblik
(jednacina (7.18))
yMsm

m
L= ?(7"2 +7r29?%) + (10.40)
Na osnovu ove jednaCine konstatujemo da se potencijalna energija E,, odredjuje na osnovu

slede¢e jednacine
yMsm

E, =

Masa planete oznacena je sa m, a masa Sunca sa M.
Jednacina (10.37) moze se napisati u ekvivalentnom obliku

r

m
y‘z—glf’l (10.41)

Jednacina (10.41) predstavlja jednacinu kretanja tela mase m; u sistemu centra mase. Jednacinu
(10.41) mozemo tumaciti na nacin da se telo mase m, krec¢e oko centra mase (tacke C), a da se u toj
tacki nalazi telo mase y,. Sila na desnoj strani jednacine (10.41) ima matemati¢ku formu koja odgovara
matematiCkoj formi gravitacione sile, 1 u skladu sa tim mozemo uvesti gravitacionu potencijalnu
energiju

mity = —

Yyl
&1
Moze se uspostaviti analogija sa primerom analiziranim u sedmom poglavlju. Tamo smo imali
da planeta mase m orbitira oko Sunca, a ovde imamo da telo mase m, orbitira oko tela mase p;.
Posto smo odredili kineticku i potencijalnu energiju jednostavno je dobiti Lagranzevu funkciju
za telo mase m,. Ona glasi

Epq
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1 m
Ly =5m(3? +1%0%) + Y ;”1 (10.42)
1
Na osnovu ove Lagranzeve funkcije dobijaju se dve diferencijalne jednacine
.. . Yl
—n@?=—-—— 10.43
rn—ne T2 ( )
d(r ¢
%‘p) = (10.44)
Uvodi se integraciona konstanta h, i jednacina (10.44) postaje
e =h
, odnosno
.
<p - T12

Zamenom veli¢ine ¢ u jednacinu (10.43) i nakon algebarskih transformacija dobija se sledeca
jednacina

rn? nd

Potrebno je resiti ovu diferencijalnu jednacinu. Primenjuju¢i metode prezentovane u sedmom

poglavlju dobija se rezultat
a;(1—e;?)

1+ e, cos(p)

Na osnovu ove jednacine zakljucujemo da se telo mase m, kre¢e oko centra mase po elipsi.
Veliku poluosu elipse oznacio sam sa a4, a ekscentricitet elipse sa e;.

Telo mase m, krece se po elipsi 1 poseduje moment impulsa. Primenjuju¢i metode prezentovane

u sedmom poglavlju moze se pokazati da se intenzitet vektora momenta impulsa odredjuje na osnovu
jednacine

r = (10.45)

Ly = myypa (1 — e?) (10.46)
Takodje se moze pokazati da se ukupna energija tela mase m; odredjuje na osnovu jednacine
Yiimy
E,=- 10.47
1= (1047)
, a ekscentricitet elipse na osnovu sledece jednaéine

T e o (10.48)

e = — :

! (Yu1)?my

Potrebno je izvrSiti analizu kretanja tela mase m, u sistemu centra mase. Zvezde se krecu oko
zajedni¢kog centra mase i njihovi polozaji u sistemu centra mase odredjeni su radijus vektorima 7 i 7.
Ovi vektori uvek se nalaze na istoj pravoj koja prolazi kroz centar mase (slika 43). Za opisivanje
kretanja tela mase m; uvedene su generalisane koordinate r; 1 ¢. Generalisane koordinate koje ¢e se
koristiti za opisivanje kretanja tela mase m, sur, i ¢, i one su prikazane na slici 44. Lagranzevu
funkciju za telo mase m, oznacicu sa L.

Jednacinu (10.41) tumacio sam na nacin da se telo mase m, kre¢e oko centra mase (tacke C), a
da se u toj tacki nalazi telo mase p,. Daljom analizom dobio sam odgovarajucu potencijalnu energiju.
Znaju¢i potencijalnu energiju jednostavno je bilo dobiti Lagranzevu funkciju L. Sli¢an postupak

primenicu i za kretanje tela mase m,. Jednacina (10.38) moze se napisati u ekvivalentnom obliku

m
szz - - y r23‘u2 Fz (104‘9)
2
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Jednacinu (10.49) mozemo tumaciti na nacin da se telo mase m, krece oko centra mase (tacke
C), a da se u toj tacki nalazi telo mase u,. Ako primenimo analizu koja je izvrSena kod tela mase m,
dobi¢emo da se potencijalna energija tela mase m, odredjuje na osnovu sledece jednacine

Yma
E,, =—
p2 T,
Lagranzeva funkcija za telo mase m, glasi
_ 1 .2 2.2 ymZMZ
LZ - _mz(rz + rz (p ) + - (10.50)

2 Ty
Na osnovu ove Lagranzeve funkcije dobijamo da se telo mase m, kre¢e oko centra mase po
elipsi. Jednacina kretanja tela u polarnim koordinatama glasi
ay(1 - e;?)
~ 1+e,cos(p)
Veliku poluosu elipse oznacio sam sa a,, a ekscentricitet elipse sa e,.
Primenjuju¢i metode prezentovane u sedmom poglavlju moze se pokazati da se intenzitet
vektora momenta impulsa tela mase m, odredjuje na osnovu jednacine

T (10.51)

L, = mzx/yﬂzaz(l — %) (10.52)
Ukupna energija tela mase m, 1 ekscentricitet elipse odredjuju se na osnovu sledec¢ih jednacina
YU2M,
E,=— 10.53
== (1053)
L, 2E,
e, = |1+ (=2)2 ~L (10.54)
2 \/ my” (Ypz)?m;
Rastojanje izmedju zvezda (materijalnih tacaka) odredjuje se na osnovu jednacine
r=r+n7 (10.55)
Koris¢enjem jednacina (10.45) 1 (10.51) dobijamo
a,(1—e;? a,(1 — e,?
o al-e’) | ad-e) (10.56)
1+4+ecos(p) 1+ e,cos(p)
U slucaju kada su ekscentriciteti elipsa jednaki
61 = 62 =e
jednacina (10.56) dobija jednostavniju formu
a, +ay)(1 —e?
(@ +a)1—e?) (1057)
1+ ecos(p)
U analizi kretanja dva tela Cesto se koristi veli¢ina a koja je definisana na slede¢i nacin
a=a; +a, (10.58)
, 1jednacina (10.57) dobija sledecu formu
a(l—e?)
(10.59)

r =

1+ ecos(ep)

Zvezde (materijalne tacke) kreéu se po elipticnim putanjama. Na slici 43 prikazane su dve

elipse 1 oznaCene su brojevima 1 i 2. U jednom trenutku rastojanje izmedju zvezda ima¢e minimalnu

vrednost. Polozaji zvezda u tom trenutku oznaCeni su tackama A i B na slici 43. To minimalno

rastojanje oznacio sam sa d. Sa slike 43 mozemo zakljucuti da se rastojanje d odredjuje na osnovu
jednacine

d=CA+CB

Zvezde orbitiraju oko centra mase odnosno oko tacke C. Tacka C se poklapa sa zizom elipse 1 i

sa zizom elipse 2. Veliku poluosu elipse 1 oznaCio sam sa a;, a veliku poluosu elipse 2 saa,. U

trenutku kada je minimalno rastojanje izmedju zvezda one se tada nalaze u perihelima elipti¢nih orbita,
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odnosno one su tada minimalno udaljene od ZiZe koja se poklapa sa tackom C. Kori§éenjem rezultata
prezentovanih u sedmom poglavlju dobijamo sledece jednacine
CB = a1(1 - el)

CA=a,(1—e,)
, odnosno
d=a;(1—e)+a,(1—ey)
U slucaju kada elipse imaju jednake ekscentricitete
ep=e, =e
rastojanje d odredjuje se na osnovu jednacine

d=(a,+ay,)(1—e) (10.60)
Zamenom jednacine (10.58) u jednacinu (10.60) dobijamo
d=a(l—e) (10.61)

Ova jednacina moze se dobiti i1 koriS¢enjem jednacine (10.59). U jednacini (10.59) figuriSe ugao
@. Ugao @ prikazan je na slici 44. Kada su zvezde minimalno udaljene jedna od druge ugao ¢ jednak
je nuli, a rastojanje r jednako je d. KoriS¢enjem ovih zakljuaka na osnovu jednacine (10.59) dobijamo

_a(l-e?)

1+ ecos(0)
, odnosno

d=a(l-e)

Ovaj rezultat je identican sa predhodno prezentovanim rezultatom za izraCunavanje minimalnog
rastojanja izmedju zvezda.

Sada ¢u odrediti periode obilaska zvezda oko centra mase. Da bi to uradio potrebno je najpre da
se podsetimo pojedinih rezultata iz sedmog poglavlja. U sedmom poglavlju analizirano je kretanje
planete oko Sunca i matematicki je dokazan tre¢i Keplerov zakon (jednacina (7.48))

T? 4x?

a®  yM
Sa M, oznacCena je masa Sunca, a sa T period obilaska planete oko Sunca. Velika poluosa elipticne
orbite oznacena je sa a.

Odredimo najpre period obilaska zvezde mase m, oko centra mase. Taj period oznaci¢u sa T;.
Ve¢ sam konstatovao da jednacinu (10.41) mozemo tumaciti na nacin da se telo mase m, kre¢e oko
centra mase (tacke C), a da se u toj tacki nalazi telo mase p;. Telo mase m; krece se po elipticnoj
orbiti, a sila na desnoj strani jednacine (10.41) ima matematicku formu koja odgovara matematickoj
formi gravitacione sile. Ove €injenice navode nas na zakljucak da za kretanje tela mase m, oko centra
mase mozemo primeniti tre¢i Keplerov zakon. Primenom tre¢eg Keplerovog zakona dobijamo

, A4m?a;’
T," = (10.62)
Y
Zamenom jednacine (10.35) u jednacinu (10.62) dobijamo

2 _ 4m%a,3(my + my)?

T 10.63
1 ,yng ( )

I u ovom slu¢aju moze se uspostaviti analogija sa primerom analiziranim u sedmom poglavlju.
U tom poglavlju dat je primer planete mase m koja orbitira oko Sunca, a ovde imamo da telo mase m,
orbitira oko tela mase y;.

Potrebno je odrediti i period obilaska tela mase m, oko centra mase. Taj period oznaci¢u sa T5.
U ovom slucaju polazna jednacina je jednacina (10.49). Primenjujuc¢i analognu proceduru kao kod tela
mase m,; moze se pokazati da i za slucaj kretanja tela mase m, moze se primeniti tre¢i Keplerov zakon
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, 4mtay’?
T, = (10.64)
YU
Zamenom jednacine (10.36) u jednacinu (10.64) dobijamo

2 _ 4m%a,®(my + my)?

T

10.65
ym,3 ( )

Sada ¢u odrediti uslov koji treba da bude ispunjen da bi periodi bili jednaki. Polazim od
jednacine
T,% = T,?
Na osnovu jednacina (10.63) 1 (10.65) dobijamo
4m?a,3(my + my)?  4m?ay,3(my + my)?

ymy3 ymy3
, odnosno
mia; = m,a, (10.66)
Ovo je uslov koji treba biti ispunjen da bi periodi bili jednaki.
U predhodnom tekstu uvedena je veli¢ina a (jednacina (10.58)). Na osnovu jednacina (10.58) i
(10.66) dobijamo sledece jednacine
m;

= (10.67)

aq
my
=————a
(my +my)
Ukupnu masu binarnog sistema oznaci¢u sa M 1 ona se odredjuje na osnovu jednacine
M == m1 + mz (10.69)
Sada ¢u pokazati da se period T; moze izraziti preko veli¢ina a i M. Zamenom jednacdine
(10.67) u jednacinu (10.63) dobija se

a, (10.68)

41%q3

~y(my +my)

T,*
, odnosno
r2 2 AT 10.70
Period T, odredjuje se na osnovu jednacine (10.65). Ova jednacina moze se transformisati
koriS¢enjem jednacina (10.68) 1 (10.69), 1 dobija se rezultat
, 4m?a’
2 T M
Na osnovu jednacina (10.70) 1 (10.71) zaklju¢ujemo da su periodi kretanja zvezda (materijalnih
tacaka) oko centra mase jednaki

(10.71)

=T,
Ovu jednacinu napisacu u obliku
T,=T,=T
Sa T je oznacen period kretanja tela mase m; (odnosno tela mase m,) oko centra mase. U
skladu sa tim jednacinu (10.70) ili jednacinu (10.71) moZemo napisati u obliku
L 10.72
= (10.72)
Ekscentriciteti elipsa odredjuju se na osnovu jednacina (10.48) 1 (10.54)

14 (Ll )2 2E;
e = — ) —
! my” (Yup)*my
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Loy, 2B
€2 ( )(Vﬂz)zmz

Odredicu uslov koji treba biti ispunjen da bi ekscentriciteti elipsa bili jednaki

e =6 (1073)
Zamenom jednacina (10. 48) 1(10.54) u jednacinu (10.73) dobijamo
(_)2 _4N2___ e
yu)Pmy  my (Yiz)Pm

Ovu jednacinu dalje transform1sem0 koriS¢enjem jednacina (10.47) i (10.53), i dobijamo sledec¢i
rezultat
L, 1
(—)2 = (=)
my; YH,14q my  YU,a;
Zamenom jednacina (10.35) 1 (10.36) u ovu jednacinu dobija se rezultat

2
L, ma,

— = 10.74
L2 may ( )
Na osnovu jednacine (10.66) dobijamo
a _.my
a;  m
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (10.74) dobija se
L,* _my?
le - m,2
, odnosno
L, my
—=— (10.75)
Ly m,

Ovo je uslov koji treba biti ispunjen da bi ekscentriciteti elipsa bili jednaki.

Ukupna energija tela mase m, odredjuje se na osnovu jednacine (10.47), a ukupna energija tela
mase m, na osnovu jednacine (10.53). Ukupnu energiju ovog binarnog sistema oznacicu sa E. Ona je
konstantna veli¢ina jer je sistem izolovan, i jednaka je zbiru energija E; 1 E,

E = El + EZ
, odnosno
ymy iy ( szliz)
E=— _ 10.76
2a4 + 2a, ( )

Zamenom jednacina (10.35), (10.36), (10.67) i (10.68) u jednacinu (10.76) i nakon niza
algebarskih transformacija dobija se rezultat

(10.77)

Zvezde (materijalne tacke) krecu se po eliptiénim putanjama (slika 43). Te putanje nalaze se u
XY ravni sistema centra mase. z osa sistema centra mase normalna je na ravan XY, a njen smer
odredjen je uslovom da se dobije sistem desne orjentacije. Jedini¢ni vektor z ose oznaci¢u sa k.
Intenzitet vektora momenta impulsa tela mase m, odredjuje se na osnovu jednacine (10.46), a intenzitet
vektora momenta impulsa tela mase m, odredjuje se na osnovu jednacine (10.52). Zbog vaznosti ovih
jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

L, = ml\/Vﬂ1a1(1 —e1?)

L, = mzx/yﬂzaz(l — ey?)
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Obzirom da se zvezde kre¢u u XY ravni pravci vektora El izz normalni su na tu ravan. Ja ¢u
izabrati takav smer kretanja zvezda da kao posledica toga vektori L; i L, imaju isti smer kao i jedini¢ni
vektor k. U skladu sa tom konstatacijom vaZze sledece jednacine

Z)1 = ml\/}’#1a1(1 —e?) k (10.78)
Z2 = mzx/)/ﬂzaz(l — &%) k (10.79)
Ukupni moment impulsa ovog binarnog sistema koji ¢u oznaciti sa L jednak je zbiru vektora L,
iL,

L=L,+1L, (10.80)

U slucaju kada elipse imaju iste ekscentricitete jednacine (10.78) i (10.79) postaju
L =myma, (1 —e?) k (10.81)
L, = mp\yua,(1 — e2) k (10.82)

Odredi¢u intenzitet vektora L u slucaju kada elipse imaju iste ekscentricitete. Da bi to postigao
najpre Cu iskoristi slede¢i identitet

[-I=(L+L)T + L)
, odnosno
2 =12+ L2 + 2L, - L,
Vektori Zl i ZZ su kolinearni, i predhodna jednacina dobija slede¢i oblik

L2 = L% + L,* + 2L,L, (10.83)
Kvadrat intenziteta vektora Zl odredjuje se na osnovu jednacine
Li? = my?ypia,(1 — e?) (10.84)

Zamenom jednacina (10.35) 1 (10.67) u jednaCinu (10.84) i1 nakon niza algebarskih
transformacija dobija se sledeci rezultat

2, 4
m;~m,;
L% = 1—e?)——— 10.85
Potrebno je odrediti i kvadrat intenziteta vektora Zz. Kvadriranjem jednacine (10.82) dobijam
L,” = my?ypya,(1 — e?) (10.86)
Zamenom jednacina (10.36) 1 (10.68) u jednacinu (10.86) dobija se sledeci rezultat
2, 4
mp m,
L,? = 1-—e?)———— 10.87
Sabiranjem jednacina (10.85) 1 (10.87) dobijamo
myim,2(my? + my?)
Li? + L% =ya(l — e?) —— 10.88
1 2 ]/a( e ) (ml + m2)3 ( )
Treba odrediti i faktor 2L, L,. Na osnovu jednacina (10.81) 1 (10.82) dobijamo
2L,L, = 2m1m2\/)/ﬂ1a1(1 - 32)\/)’#2“2(1 —e?) (10.89)

Zamenom jednacina (10.35), (10.36), (10.67) i (10.68) u jednainu (10.89), i nakon niza
algebarskih transformacija dobija se rezultat
m,2m,?
(my +my)3
Zamenom jednacina (10.88) 1 (10.90) u jednacinu (10.83) dobijamo
m;*m,%(m,? + m,?)
(my +my)3

2L L, = 2mymyya(1l — e?) (10.90)

myim,?
(my +my)3

L? =ya(1 —e?) + 2m;m,ya(1l — e?)
, odnosno
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2 2

m;~m;
LZ = ]/a(l — ez)m (m12 + m22+2m1m2)
Ova jednacina dalje se pojednostavljuje koriS¢enjem definicije kvadrata binoma
L? =ya(1—e?) g’ (my; + m,)?
Y (my +my)3 - 7 2
, odnosno
2., 2
my™m;
L =ya(1l—e?)——— (10.91)
(my +my)

Intenzitet vektora L u slu¢aju kada elipse imaju iste ekscentricitete odredjuje se na osnovu

jednacine
/ a(l — e?
L= mim, % (1092)
1 2

Vektor L mozemo zapisati na slede¢i nacin

- ya(l—e?) -
L=mm, |——2Fk (10.93)
my +m,

Intenzitet vektora L moZzemo povezati sa periodom T koji se odredjuje na osnovu jednacine
(10.72)

, odnosno

4m2a3
T? =
yM
Na osnovu jednacina (10.92) 1 (10.72) dobija se sledeci rezultat
mym,T
L= %\/1 p (10.94)

U dosadasnjem tekstu prezentovao sam analizu za slucaj kretanja materijalnih tacaka (zvezda)
po eliptinim putanjama. U slucaju kada se materijalne tacake (zvezde) kre¢u po kruznicama analiza je
dosta jednostavnija. Analiza bi¢e izvrSena za kretanje materijalnih tacaka u sistemu centra mase.
Poluprecnike kruznica oznacicu sa a; 1 a,. Kao 1 u slucaju kretanja tela po eliptiénim putanjama prava
koja spaja tela prolazi kroz centar mase. To je prikazang na slici 45.

A

ms

a)

1m,
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Slika 45

Tela imaju istu ugaonu brzinu koju ¢u oznaciti sa w. Brzine materijalnih ta¢aka odredjuju se na
osnovu jednacina

v = aqw (10.95)
Uz S aza) (10.96)
Intenzitet gravitacione sile koja deluje na tela iznosi
__¥ymum;
(a1 + az)?
Analizirajmo najpre kretanje tela mase m,. Potrebno je izjednaciti centripetalnu 1 gravitacionu
silu
mv,’ ymim,
= 10.97
a (a1 + ay)? ( )
Zamenom jednacine (10.95) u jednacinu (10.97) dobijamo slede¢i rezultat
ym;
aw?=—— 10.98
! (a1 + az)? ( )
I u slucaju tela mase m, takodje izjednacujemo centripetalnu i gravitacionu silu
m,v,* ymim;
= 10.99
a (a1 + ay)? ( )
Zamenom jednacine (10.96) u jednacinu (10.99) dobijamo rezultat
ymq
aGw? = ——— 10.100
2 (ay + ay)? ( )
Da bi smo dobili ugaonu brzinu saberimo najpre jednacine (10.98) 1 (10.100)
y(my + my)
2 — J
w*(a, + ay) @+ a2

Iz ove jednacine jednostavno je odredi ugaonu brzinu

© = /% (10.101)

Period rotacije materijalnih tacaka oko centra mase i ugaona brzina povezani su sledecom
jednacinom
21

a)=?

Zamenom ove jednacine u jednacinu (10.101) i nakon algebarskih transformacija dobijam
rezultat
_An*(a; + a,)?

y(my + my)

2

, odnosno
412%q3
T? = M (10.102)

Ova jednacina predstavlja tre¢i Keplerov zakon.

U sedmom poglavlju analizirao sam Keplerov problem. Na slici 20 prikazano je kretanje
planete oko Sunca. Planeta se krece po elipti¢noj putanji. Rastojanje izmedju Sunca i planete oznacio
sam sa r. Promena rastojanja r u zavisnosti od ugla ¢ odredjuje se na osnovu jednacine (7.15).
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Obzirom da se planeta kre¢e oko Sunca ugao ¢ menja se tokom vremena. U skladu sa tim definisao
sam ugaonu brzinu
de
dt

Zavisnost veli¢ine ¢ od ugla ¢ odredjuje se na osnovu jednacine (7.66). Zbog potrebe dalje
analize ovu jednac¢inu ponovo navodim

M
¢ = Va; (1 —e?)™3/2(1 + ecosg)?

w =

U slucaju binarnog sistema prikazanog na slici 43 moze se izvrSiti slina analiza. Na slici 43
prikazan je slucaj kretanja zvezda po elipsastim putanjama. Zvezde se krecu u istoj ravni. Elipse imaju
jednu zajednicku zizu koja se poklapa sa centrom mase sistema. Tacka gde se zize poklapaju oznacena
je sa C. Zbog jednostavnosti analize uze¢u da elipse imaju iste ekscentricitete. Polozaji zvezda
odredjeni su radijus vektorima 7 i 7%,. Ovi vektori prikazani su na slici 43, i uvek se nalaze na istoj
pravoj koja prolazi kroz centar mase sistema.

U dosadaSnjem tekstu uveo sam orbitalni koordinatni sistem. Oznacio sam ga sa S,, 1 on je
prikazan na slici 13. U cilju analize binarnog sistema prikazanog na slici 43 potrebno je koristiti
orbitalni koordinatni sistem. Uzeéu da se pocetak sistema S, poklapa sa tackom C. Na slici 43
oznacene su ose x 1y. To su koordinatne ose sistema S,. PolozZaji zvezda u sistemu S, odredjeni su
radijus vektorima 7; i 7. Intenzitete radijus vektora 7; i 7%, oznali¢u sa ry i r, respektivno.

Na slici 44 ponovo je prikazan binarni sistem, ali zbog preglednosti slike nisu nacrtane elipse.
Na slici je oznacen i ugao ¢. Zvezde se krecu oko centra mase i ugao ¢ menja se tokom vremena.
Moze se definisati ugaona brzina
do
dt
Cilj ove analize je odredjivanje zavisnosti veli¢ine ¢ od ugla ¢.

Veli¢ine r; i ¢ predstavljaju polarne koordinate. U skladu sa tim radijus vektor 7, moZe se
napisati na sledeci nacin

w =

Ty = 1,8, (10.103)
U dosadasnjem tekstu istakao sam da je €, jedini¢ni vektor, i da je usmeren od koordinatnog
pocetka sistema S, ka trenutnom polozaju materijalne tacke, u ovom slucaju zvezde. Prilikom
koriS¢enja polarnih koordinata uvodi se i vektor é’(p. On je takodje jedini¢ni vektor i njegov pravac
normalan je na pravac vektora €,. MoZe se pokazati da vazi slede¢a jednacina
dé.
=40
Uvodi se i vektor €,. Njegov pravac je normalan na ravan u kojoj se krece materijalna tacka. On
sa vektorima €, i €, Cini trijedar desne orjentacije.
Istakao sam da se radijus vektori 7 i 7, uvek nalaze na istoj pravoj koja prolazi kroz centar
mase sistema. Za ove vektore vazi jednacina (10.24)
myty = —myt,y
Na osnovu jednacine (10.24) 1 jednacine (10.103) dobija se sledeci rezultat

. m
= —m—rzer (10.105)

-

2%

(10.104)

Na osnovu jednacine (10.103) dobijam
1_7)2 =

, odnosno
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dr, de,
ac Tty
Ova jednacina dalje se transformise na sledeé¢i nacin
L dary de,.do
= — rz —_
dt do dt
Koris¢enjem jednacine (10.104) dobijam rezultat
Uy = 126, + 1,008, (10.106)
Vektor brzine ¥; dobija se koris¢enjem jednacine (10.105), jednacine (10.104) i primenom
predhodno opisane procedure

N
172=

-

myp . . .
Vg = — o (rzer + r2<pe(p) (10.107)
1
Da bi odredio promenu veli¢ine ¢ od ugla ¢ potrebno je prezentovati dodatne jednaine za
ukupni moment impulsa bmarnog sistema. Ukupni moment impulsa binarnog sistema odredjuje se na

osnovu jednacine (10.80). Sa Ll oznacen je moment impulsa zvezde mase m,, a sa L2 oznacen je
moment impulsa zvezde mase m,.

Vektor Zz odredjuje se na osnovu sledece jednacine
L, = my#, X ¥, (10.108)
Zamenom jednacina (10.103) 1 (10.106) u jednacinu (10.108) dobijam
L, = my(r,8,) X (7€, + r2¢§¢)

, odnosno
L, = my(1y)%@8, (10.109)
Vektor L1 odredjuje se na osnovu sledece jednadine
L1 = my7y X Uy (10.110)

Zamenom jednacina (10.105) 1 (10.107) u jednacinu (10.110) dobijam
7 m2 - . > . >
Ly = m1(m_)2(7”zer) X (fher + ry0€,)
1
, odnosno

2
- m
L1=( 2) (1)) 8, (10.111)
my

Zamenom jednacina (10.109) 1 (10.111) u jednacinu (10.80) dobijam sledeci rezultat
> (my)*
L= Imz(rz)z e (2)* | pé,

Ova jednacina dalje se transformise koriééenj em Jednacme (10.23) i dobijam rezultat
7 m;m,; .
L=—""-172 10.112
mtm, 9% ( )

Ukupni moment impulsa binarnog sistema odredjuje se i na osnovu jednacine (10.93).
Izjednacavanjem jednacine (10.112) sa jednacinom (10.93) dobijam sledeci rezultat

, odnosno

1
Q= T—Z‘/m1 + myJya(l —e?) (10.113)

Ova jednacina dalje se transformiSe koriS¢enjem jednaline (10.59) i dobija se zavisnosti
veli¢ine ¢ od ugla ¢
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m;+m
(p _ )/( 1a3 2) (1 _ eZ)—3/2(1 + ecos(p)z (10114)

11. Gravitacioni talasi

Jedno od predvidjanja opste teorije relativnosti su gravitacioni talasi. Ajnstajn je u svom radu iz
1918 godine analizirao gravitacione talase i prezentovao je tzv. kvadropolnu formulu. Da bi smo bolje
shvatili gravitacione talase, podsetimo se odredjenih rezultata iz elektrodinamike. Ako se naelektrisane
Cestice kre¢u ubrzano one emituju elektromagnetne talase. Zbog emisije elektromagnetnih talasa sistem
gubi energiju. Slicnu situaciju imamo i u okviru opSte teorije relativnosti. Ja ovom prilikom necu
navoditi konkretne matemati¢ke jednacine koje opisuju gravitacione talase, i uslove koji moraju biti
ispunjeni da bi dosSlo do emisije gravitacionih talasa, ali ¢u iskoristiti predhodno navedeni rezultat iz
elektrodinamike u vezi emisije elektromagnetnih talasa. MozZe se uvesti analogija sa elektrodinamikom
1 oCekivati da Cestice koje imaju masu 1 krecu se ubrzano emituju gravitacione talase. Zbog emisije
gravitacionih talasa Cestice gube energiju, a snaga gravitacione radijacije odredjuje se koriS¢enjem
Ajnstajnove kvadropolne formule.

U dosadaSnjem tekstu vise puta sam ukazao na problem koji je karakteristiCan za opStu teoriju
relativnosti. Taj problem je u tome da efekti koje predvidja opsta teorija relativnosti su veoma mali, i
teSko ih je eksperimentalno proveriti. Ovo ima za posledicu da postoji mali broj eksperimenata koji
¢ine eksperimentalnu osnovu opste teorije relativnosti.

I u slucaju gravitacionih talasa opet smo suoceni sa ovim problemom. Gravitacioni talasi veoma
slabo interaguju sa materijom kroz koju prolaze. U danasnje vreme ulaZe se dosta napora i finansijskih
sredstava u cilju detekcije gravitacionih talasa, ali do sada nije ostvarena direktna detekcija
gravitacionih talasa. Postoji jedino indirektni dokaz postojanja gravitacionih talasa. Centralno mesto u
tom indirektnom dokazivanju egzistencije gravitacione radijacije pripada binarnom zvezdanom sistemu
koji se sastoji od pulsara PSR 1913+16 i neutronske zvezde. Rasel i Tejlor (Russell Hulse, Joseph
Taylor) najpre su detektovali pulsar iz ovog binarnog sistema, a kasanije su analizom podataka utvrdili
i postojanje neutronske zvezde. Ovaj binarni sistem predstavlja pravu laboratoriju za proucavanje
efekata koje predvidja opsta teorija relativnosti. Ja ¢u ga nazvati Rasel — Tejlorov binarni sistem.

Pulsari su neutronske zvezde poluprecnika oko 10 km. Pulsari izuzetno brzo rotiraju. Periodi
rotacije otkrivenih pulsara pripadaju intervalu od 0,00139 sekundi (PSR J1748-2446 ad) do 11,77894
sekunde (PSR J1841-0456). Pulsar PSR J1748-2446 ad napravi oko 719 obrtaja u sekundi. Za pulsare
je karakteristicno da imaju veoma jako magnetno polje, i da im je gustina izuzetno velika. Pravac ose
rotacije pulsara i pravac magnetnog polja u opstem slucaju ne poklapaju se. Pulsari u pravcu ose svog
magnetnog polja emituju elektromagnetno zrafenje. Vecina pulsara su tzv. radio pulsari, odnosno
najve¢i deo elektromagnetnog zracenja koje emituju pripada oblasti radio talasa. Medjutim kod
pojedinih pulsara astronomi su uspeli da pored radio talasa detektuju i vidljivu svetlost, X zrake 1y
zrake. Detekcija radio talasa u sluCaju pulsara je najjednostavnija. Analizom podataka dobijenih
metodama radioastronomije dobijeno je mnogo dragocenih informacija o ovim astronomskim
objektima. Kada radio talas pogodi detektor na Zemlji onda mi registrujemo jedan kratkotrajni impuls.
Nakon vremena koje je jednako periodu rotacije pulsara detektuje se slede¢i impuls, i na taj nacin
registruje se veoma veliki broj kratkotrajnih radio impulsa. I u slucaju Rasel — Tejlorovog binarnog
sistema registrovani su ovi impulsi. Analizom tih radio impulsa odredjene su sa izuzetno visokom
preciznosScu karakteristike orbita pulsara PSR 1913+16 1 neutronske zvezde. Merenja ovog binarnog
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sistema vrsena su preko 30 godina. Utvrdjeno je da masa pulsara iznosi 1,441 mase Sunca, a masa
neutronske zvezde iznosi 1,387 mase Sunca.

Pulsar i neutronska zvezda krecu se po elipticnim orbitama oko zajednickog centra mase.
Binarne zvezdane sisteme analizirao sam u desetom poglavlju sa stanoviSta Njutnove mehanike. Na
slici 43 prikazane su putanje dveju zvezda koje se kre¢u oko zajednickog centra mase. Zbog
generalnosti diskusije tom prilikom uzeo sam da elipse koje su prikazane na slici 43 imaju razlicite
ekscentricitete. Konstatovao sam da u jednom trenutku rastojanje izmedju zvezda ima minimalnu
vrednost. Polozaji zvezda u tom trenutku oznaceni su tackama A i B na slici 43. To minimalno
rastojanje oznacio sam sa d. Veliku poluosu elipse 1 oznacio sam sa a,, a veliku poluosu elipse 2 sa
a,. Pokazao sam da se minimalno rastojanje u slucaju kada elipse imaju ekscentricitete e; i e,
odredjuje na osnovu jednacine

d=a;(1—e)+a(1—ep)
U sluc¢aju kada elipse imaju jednake ekscentricitete
e =e, =e
rastojanje d odredjuje se na osnovu jednacine (10.60)
d=(a, +ay,)(1—e)
, odnosno jednacine (10.61)
d=a(l-e)

Pulsar PSR 1913+16 i neutronska zvezda koji ¢ine Rasel — Tejlorov binarni sistema takodje se
kre¢u oko centra mase. Za dalju analizu mozemo koristiti sliku 43, ali moram uciniti jednu digresiju.
Digresija se sastoji u slede¢em. Slika 43 odnosi se na najgeneralniji slucaj kada elipse imaju razlicite
ekscentricitete. U sluaju Rasel — Tejlorovog binarnog sistema elipse po kojima se kre¢u pulsar i
neutronska zvezda imaju jednake ekscentricitete. Vrednost ekscentriciteta iznosi 0,617 i ona je
odredjena analizom radio pulseva. U skladu sa tim rastojanje d odredjuje se na osnovu jednacine
(10.61).

Medjutim kako ovu analizu povezati sa konstatacijom da je proucavanjem ovog binarnog
sistema indirektno dokazana egzistencija gravitacionih talasa. Da bi smo to postigli koristicemo
analogiju sa elektrodinamikom. Na slici 43 prikazane su putanje kretanja dveju zvezda oko centra
mase. Zamislimo sada kretanje dve naelektrisane Cestice oko centra mase. Njihovo kretanje je ubrzano i
dolazi do emisije elektromagnetnih talasa.

Koriste¢i ovaj primer iz elektrodinamike Rasel — Tejlorov binarni sistem mozemo posmatrati na
slede¢i nacin. Pulsar i neutronska zvezda kre¢u se ubrzano i dolazi do emisije gravitacionih talasa, 1
usled toga se smanjuje energija ovog sistema. To ima za posledicu da se smanjuje rastojanje d, ali se
smanjuje 1 period rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase. Ovaj period se u literaturi
obi¢no oznacava sa T. Njegova vrednost iznosi 7,753 ¢asova. Karakteristike ovog binarnog sistema (a
medju njima i period rotacije) pracene su preko trideset godina, i utvrdjeno je da se period rotacije
smanji 0,0000765 sekundi za jednu godinu. Ova promena perioda rotacije je u izuzetnoj saglasnosti sa
predvidjanjima opSte teorije relativnosti. Analiza podataka dobijenih prou¢avanjem Rasel — Tejlorovog
binarnog sistema pruzila je indirektni dokaz o postojanju gravitacionih talasa. O ovom binarnom
sistemu 1 karakteristikama pulsara bi¢e jo§ re¢i kada se vrSi detaljnija analiza ovog sistema sa
stanoviSta opSte teorije relativnosti i gravitoelektromagnetizma.

Na osnovu kvadropolne formule sledi da snaga gravitacione radijacije zavisi od mase i1 brzine
tela. Jedino astrofizicki objekti mogu predstavljati znacajne izvore gravitacione radijacije, jer oni imaju
veliku masu, a pojedini se kre¢u 1 relativistickim brzinama. U pojedinim slucajevima snaga
gravitacione radijacije je mala, dok u pojedinim slucajevima moze imati znacajnu vrednost. Kao
ilustraciju ove tvrdnje uzmimo najpre primer sistema kojeg ¢ine Sunce i Zemlja. Zemlja se krece po
elipticnoj putanji oko Sunca. Njeno kretanje je ubrzano, i u skladu sa opStom teorijom relativnosti
Zemlja emituje gravitacione talase, ali snaga gravitacione radijacije je svega 200 W . Ovo je u
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potpunosti zanemarljivo u poredjenju sa snagom totalne elektromagnetne radijacije koju emituje Sunce,
i ¢ija vrednost je oko 3,86 - 1026 W,

Istakao sam da u pojedinim sluajevima snaga gravitacione radijacije moze imati znacajnu
vrednost. Kao ilustraciju te tvrdnje razmotrimo slede¢i primer. Neka se binarni sistem sastoji od dve
neutronske zvezde koje orbitiraju oko zajedni¢kog centra mase. Neka se neutronske zvezde krec¢u po
kruznim putanjama, a rastojanje izmedju njih neka iznosi 1,89 - 108 m. Uze¢u da neutronske zvezde
imaju jednake mase, a masa pojedinacne zvezde iznosi dve sun¢eve mase. Koris¢enjem ovih podataka i
na osnovu opste teorije relativnosti dobija se da je snaga izvora gravitacione radijacije 1,38 - 1028 W/.
Ova vrednost je oko 100 puta veca od snage totalne elektromagnetske radijacije koju emituje Sunce.
Vidimo da u pojedinim slu¢ajevima snaga gravitacione radijacije je velika, pa u skladu sa tim postavlja
se pitanje zasSto nismo u mogucnosti da detektujemo gravitacione talase, ve¢ moramo povecavati
osetljivost postoje¢ih mernih instrumenata i proizvoditi nove instrumente za merenje.

Postoji nekoliko faktora koji ograni¢avaju mogucénost detekcije gravitacionih talasa. Najpre ¢u
dati odredjene napomene u vezi snage izvora gravitacione radijacije. U razmatranom slucaju binarnog
sistema snaga izvora gravitacione radijacije bila je 1,38 - 1028 W, odnosno u toku jedne sekunde ovaj
binarni sistem emituje energiju od 1,38-10%8 J . Veliku vrednost energije gravitacionih talasa
detektovali bi smo u slucaju da se nalazimo na maloj udaljenosti od ovog binarnog sistema. Na velikim
rastojanjima od izvora mozemo smatrati da gravitacioni talasi imaju formu sfernih talasa, i prostiru se u
svim pravcima ravnopravno. Astronomski objekti koji emituju gravitacionu radijaciju nalaze se na
velikim rastojanjima od Zemlje. Velika vrednost energije gravitacionih talasa bila bi merena kada bi
smo se nalazili u neposrednoj okolini binarnog sistema koji emituje gravitacione talase. Medjutim mi
se nalazimo na velikom rastojanju od izvora gravitacionih talasa, a sa druge strane na$ detektor ima
malu povrsinu, tako da bi smo mi registrovali malu vrednost energije gravitacione radijacije.

U vezi sa detekcijom gravitacionih talasa bitna veli¢ina je talasna amplituda. Obelezava se sa h,
i dobijena je na osnovu opste teorije relativnosti. Ona je obrnuto proprcionalna rastojanju izmedju
detektora na Zemlji i izvora gravitacionih talasa, i u skladu sa tim ima izuzetno malu vrednost.

Kada gravitacioni talas prolazi kroz materiju on izuzetno slabo interaguje sa njom. Efekat
delovanja gravitacionih talasa na Cestice moze biti vizuelizovan na slede¢i nacin. Na slici 46 a prikazan
je sistem Cestica koje se nalaze u stanju mirovanja. Kada na ovaj sistem naidje gravitacioni talas on ¢e
uzrokovati pomeranje Cestica. UzeCemo da se gravitacioni talas kre¢e duz linije koja je normalna na
ravan u kojoj se nalaze Cestice. Nacin oscilovanja Cestica zavisi od polarizacije gravitacionih talasa.
Kod elektromagnetnih talasa postoji pojava polarizacije. Medjutim ova pojava se javlja i kod
gravitacionih talasa. U opstoj teoriji relativnosti pokazuje se da postoje dve polarizacije gravitacionih
talasa. Te polarizacije se oznacavaju sa + i X. Kada na sistem Cestica prikazan na slici 46 a naidje
gravitacioni talas koji se krece duz z ose, 1 koji se nalazi u stanju + polarizacije Cestica ¢e se kretati na
nacin prikazan na slici 46 b. Ako na sistem cestica naidje talas koji se nalazi u stanju X polarizacije,
Cestice Ce se kretati na nacin prikazan na slici 46 c. Kretanje Cestica predstavljeno na slici 46 c suStinski
je isto sa kretanjem Cestica predstavljeno na slici 46 b. Slika 46 ¢ dobija se pomocu slike 46 b na taj
nacin §to se slika 46 b zarotira za ugao od 45°.

168



Slika 46

Oznac¢imo sa L polupre¢nik kruga koji je prikazan na slici 46 a. Veli¢ina L je ravnotezno
rastojanje. Pod dejstvom gravitacionog talasa dolazi do pomeranja Cestica iz ravnoteznog poloZaja.
Posmatrajmo cesticu ¢iji je polozaj na slici 46 a oznacen sa D. Centar kruznice oznacen je sa 0. U
skladu sa ovim oznakama ravnotezno rastojanje L jednako je duzini duzi OD . Pod dejstvom
gravitacionog talasa Cestica ¢e se pomeriti iz ravnoteznog polozaja. U jednom trenutku ona ¢e biti
maksimalno udaljena od tacke O, i na¢i ¢e se u polozaju odredjenom tackom E. DuZinu duzi DE
oznaci¢u sa AL. Na osnovu veli¢ina AL 1 L mozemo definisati relativnu promenu ravnoteznog

rastojanja na sledeci nacin

S_AL
L

Relativnu promenu ravnoteznog rastojanja oznacio sam sa §. Veli¢ina AL /L jednaka je talasnoj
amplitudi koja je oznacena sa h. Istakao sam da je veli¢ina h obrnuto proporcionalna rastojanju
izmedju detektora na Zemlji i izvora gravitacionih talasa, i u skladu sa tim ima izuzetno malu vrednost.
Obzirom da je veli¢ina AL/L jednaka veli¢ini h, sledi da i AL/L ima izuzetno malu vrednost. Ako
zelimo da detektujemo gravitacione talase moramo eksperimentalno odrediti veli¢inu AL/L. Ona
obi¢no ima vrednost oko 1072°, ali moZe imati i manju vrednost od ove. Na osnovu ovih podataka
vidimo sa kakvim problemom su suoceni naucnici koji se bave detekcijom gravitacionih talasa.

Gravitacioni talasi veoma slabo interaguju sa materijom. To predstavlja nedostatak, ali ima 1
svojih prednosti, jer gravitacioni talasi mogu pre¢i ogromna rastojanja, a da im se ne promene
karakteristike. Na taj nafin oni nam omogucuju da dobijemo informacije o veoma udaljenim
astrofizickim objektima koji su izvor gravitacionih talasa. Gravitacioni talasi predstavljaju moc¢no
sredstvo za proucCavanje astrofiziCkih objekata. Saradnjom gravitacione astronomije sa astrofizikom
dobi¢emo potpuniji uvid o astrofizickim objektima i prirodi samog svemira.

Postoji odredjeni broj izvora gravitacione radijacije. Razvoj astrofizike i kosmologije otkrice
nove izvore gravitacione radijacije. Oni ¢e biti otkriveni ne samo na osnovu astronomskih posmatranja,
ve¢ 1 na osnovu razvoja teorijskih modela. Ovom prilikom spomenucu nekoliko izvora gravitacione
radijacije. Krenimo najpre od slucaja kada pojedina¢na zvezda predstavlja izvor gravitacione radijacije.
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Zvezda koja ima masu simetri¢no distribuiranu oko njene ose rotacije ne¢e emitovati gravitacione
talase. Ako distribucija mase oko ose rotacije zvezde nije simetricna zvezda ¢e emitovati gravitacionu
radijaciju. Na primer pulsari i neutronske zvezde mogu emitovati gravitacione talase.

Posebno mesto medju izvorima gravitacione radijacije zauzimaju binarni zvezdani sistemi. Ovi
sistemi se sastoje od belih patuljaka, neutronskih zvezda i crnih rupa. Ve¢ sam spomenuo cuveni
primer binarnog sistema PSR 1913+16. Ovaj binarni sistem se sastoji od pulsara i neutronske zvezde.
Proucavanjem ovog sistema doslo se do prvog indirektnog dokaza o postojanju gravitacionih talasa.

Zbog emisije gravitacionih talasa dolazi do smanjenja rastojanja izmedju zvezda u binarnom
sistemu, 1 u konac¢noj fazi dolazi do spajanja ovih zvezda. Distribucija mase kod ove novoformirane
zvezde nije simetri¢na, 1 zvezda emituje gravitacionu radijaciju. Kao primer binarnog sistema mozemo
uzeti sistem koji se sastoji od dve crne rupe. I u ovom sluc¢aju moze do¢i do spajanja i formiranja jedne
veoma deformisane crne rupe koja smanjuje njen deformitet emisijom gravitacionih talasa.

Postoje dokazi da se kod mnogih galaksija u njihovim centrima nalaze tzv. supermasivne crne
rupe. Astronomska posmatranja su pokazala da se u centru nase Galaksije nalazi supermasivna crna
rupa. Njena masa je oko Cetiri miliona puta ve¢a od mase Sunca. Galaksija Andromeda, koja je najveca
galaksija u naSoj okolini takodje sadrzi supermasivnu crnu rupu. Kada dodje do sudara galaksija
supermasivne crne rupe krecu se jedna oko druge, i dolazi do izuzetno velike emisije gravitacione
radijacije. Detekcijom X zracenja koje dolazi sa galaksije NGC 6240 otkriveno je da ona sadrZi dve
supermasivne crne rupe. Smatra se da je ova galaksija nastala kao rezultat sudara dveju galaksija, od
kojih je svaka imala supermasivnu crnu rupu.

U daljem tekstu navescu najbitnije detektore gravitacionih talasa, njihov princip rada i ukratko
¢u objasniti njihovu konstrukciju. Zadrzacu se isklju¢ivo na detektorima ¢iji se rad zasniva na
koriS¢enju opticke interferometrije, odnosno na koris¢enju Majkelsonovog interferometra. Ove
detektore mozemo podeliti u dve grupe. Jednu grupu detektora predstavljaju detektori koji se nalaze na
Zemlji. To su LIGO, VIRGO, GEO 600 i TAMA 300.

Drugu grupu detektora Cine detektori za koje je planirano da budu stacionirani u svemiru. Jedan
od takvih detektora nosi naziv LISA (Laser Interferometer Space Antenna). Projekat LISA bio je
zajednicki projekat NASA 1 ESA (Evropska Svemirska Agencija). Zbog nedostatka finansijskih
sredstava NASA je odustala od ovog projekta. Evropska Svemirska Agencija (ESA) je samostalno
nastavila ovaj projekat, i ona ¢e u potpunosti sama snositi finansijske troSkove. Naziv njenog projekta
(detektora gravitacionih talasa) je eLISA (Evolved Laser Interferometer Space Antenna). Projekat
eLISA se u mnogome zasniva na projektu LISA, ali postoje i odredjene razlike. Detektor gravitacionih
talasa eLISA sastoji se od tri satelita, i njihovo lansiranje planirano je za 2020 godinu.

O svim ovim detektorima gravitacionih talasa bi¢e re¢i u narednom tekstu. Istakao sam da se
princip rada ovih detektora zasniva na opti¢koj interferometriji. odnosno na Majkelsonovom
interferometru. U skladu sa tim potrebno je da se podsetimo konstrukcije 1 principa rada
Majkelsonovog interferometra. Na slici 47 prikazan je ovaj inteferometar.
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Slika 47

On se sastoji od dva ogledala M; 1 M, 1 polupropustljivog ogledala koje je na slici 47 oznaceno
sa PP. Princip rada Majkelsonovog interferometra zasniva se na kori§¢enju interferencije svetlosti.
Izvor svetlosti je laser, 1 on je na slici 47 oznacen sa L. Ogledalo M, je fiksirano, ali ogledalo M, moZe
da se pomera. Pomeranje ogledala vrsi se na takav nacin da ono ostaje uvek paralelno samom sebi. Ovo
pomeranje ogledala M, vr$i se pomocu finog zavrtnja.

Pravac prostiranja laserskog zraka i ogledalo PP zaklapaju ugao od 45°. Intenzitet upadnog
laserskog zraka oznacicu sa I,. Nakon prolaska upadnog laserskog zraka kroz ogledalo PP dobijaju se
dva zraka. Jedan zrak krece se ka ogledalu M,, a drugi ka ogledalu M,. Zrak koji se kre¢e ka ogledalu
M; oznaci¢u sa 1, a zrak koji se kreCe ka ogledalu M, oznac¢i¢u sa 2. Obzirom da se koristi
polupropustljivo ogledalo intenziteti zraka 1 i 2 imaju istu vrednost, i on iznosi I,/2. Tacku gde
svetlosni zrak 1 pogadja ogledalo M; oznaci¢u sa 4, a tacku gde svetlosni zrak 2 pogadja ogledalo M,
oznacicu sa B. Nakon prolaska upadnog laserskog zraka kroz ogledalo PP dobijaju se dva koherentna
zraka. Rastojanje izmedju tacaka O i A oznaci¢u sa L, a rastojanje izmedju tacaka O i B oznacicu sa
L,. Zrak 1 krece se od ogledala PP ka ogledalu M;. Nakon refleksije od ogledala M; zrak 1 krece se ka
ogledalu PP. Zrak 1 biva reflektovan od ogledala PP, i nakon refleksije kre¢e se ka zaklonu gde
pogadja tacku C. Rastojanje OC oznaci¢u sa L;. Na zaklonu se dobija interferenciona slika. Umesto
zaklona za posmatranje interferencione slike mozemo koristiti durbin. Zrak 2 krece se od ogledala PP
ka ogledalu M,. Nakon refleksije od ogledala M, kre¢e se ka ogledalu PP, a nakon prolaska kroz
ogledalo PP pogadja zaklon u tacki C.

Zraci 112 su koherentni i na zaklonu se dobija interferenciona slika. Zrak 1 prelazi put OAOC.
Duzina puta odredjuje se na osnovu sledece jednacine

Sl = Ll + Ll + L3 (11.1)
Zrak 2 prelazi put OBOC, a duzina tog puta je
SZ == L2 + LZ + L3 (11.2)

U tacki C dobice se konstruktivna interferencija, odnosno intenzitet svetlosti imac¢e maksimalnu
vrednost ako je ispunjen sledeci uslov
S; —s; =ml (11.3)
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Sa A je oznacena talasna duzina laserske svetlosti, a m je ceo broj, i moze imati vrednosti
0,1,2...

U tacki C dobiée se destruktivna interferencija, odnosno intenzitet svetlosti imac¢e minimalnu
vrednost ako je ispunjen sledeci uslov

1
Sy — 851 = (m + E)A (11.4)

Koris¢enjem jednacina (11.1) 1 (11.2) jednacine (11.3) i (11.4) dobijaju oblik
Z(LZ - Ll) = mﬂ,

2(L, — L)) = <m+l>l

2
Moze se pokazati da se intenzitet svetlosti na zaklonu, u tacki C odredjuje na osnovu sledece
jednacine
k(s; —s
I = Iycos? <¥> (11.5)
Sa k je oznacen tzv. talasni broj, i on se odredjuje na osnovu sledeée jednacine
21
Ny

Koris¢enjem jednacina (11.1) 1 (11.2) dobijamo
I = Iycos?(k(L, — Ly))
, odnosno

21
I = Iycos? (7 (L, — L1)> (11.6)

Rastojanje L, je fiksirano, ali rastojanje L, moze se menjati pomeranjem ogledala M,. Na
osnovu jednacine (11.6) zaklju€ujemo da ako se menja rastojanje L, menjace se intenzitet svetlosti u
tacki C.

Majkelsonov interferometar ima i svoju prakticnu primenu. KoriS¢enjem Majkelsonovog
inreferometra moze se ostvariti izuzetno precizno merenje duzine. Koristi se i za odredjivanje talasne
duzine monohromatske svetlosti, i za merenja vrlo malih promena dimenzija tela. KoriS¢enjem
Majkelsonovog interferometra moze se odrediti indeks prelamanja neke supstance.

Sada ¢u objasniti princip rada detektora gravitacionih talasa koji koriste opticku
interferometriju, odnosno Majkelsonov interferometar. Na slici 47 prikazan je Majkelsonov
interferometar. Pojava interferencije svetlosti posmatra se na zaklonu, ili pomocu durbina. Intenzitet
svetlosti u tacki C moze se meriti pomocu fotodetektora. Pod dejstvom gravitacionih talasa do¢i ¢e do
promene duzina L; i L,. Kako ¢e se ove duzine menjati tokom vremena zavisi izmedju ostalog od ugla
izmedju pravca prostiranja gravitacionog talasa i ravni u kojoj se nalazi interferometar. Sa stanovista
opsSte teorije relativnosti postoje dve polarizacije gravitacionih talasa. Promene duzina L; 1 L, sa
vremenom zavisi¢e 1 od polarizacije gravitacionog talasa. Ove promene rastojanja L, i L, su izuzetno
male, ali saglasno jednacini (11.6) ove promene rastojanja treba da izazovu promenu intenziteta
laserske svetlosti u tacki C. Intenzitet laserske svetlosti meri se pomocu fotodetektora. U sazetoj formi
prezentovao sam princip rada detektora gravitacionih talasa. Da bi se ova ideja realizovala u praksi bilo
je potrebno da se postigne odgovaraju¢i nivo u oblasti lasera i opticke tehnologije. Ovaj koncept
detekcije gravitacionih talasa je veoma privlacan jer nudi moguénost veoma visoke osetljivosti
detektora i to u Sirokom domenu frekvencija gravitacionih talasa.

Koris¢enjem slike 48 moze se jo$ detaljnije objasniti princip rada detektora gravitacionih talasa.
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Slika 48

Na slici 48 prikazan je laser. Kocka ima ulogu polupropustljivog ogledala. Ona deli upadni
laserski zrak na dva zraka koji se krecu ka ogledalima. Za razliku od ogledala u Majkelsonovom
interferometru, ogledala i svi glavni opti¢ki sistemi u detektorima gravitacionih talasa vise u
gravitacionom polju poput klatna. Ovo vesSanje ogledala je postignuto koriS¢enjem tehnickih inovacija.
Zbog toga $to klatna vise ona su delimi¢no izolovana od vibracija tla i mehanickih oscilacija koja
postoje u detektorima gravitacionih talasa. Pod dejstvom gravitacionih talasa menjace se rastojanja
izmedju ogledala i kocke. Ova promena rastojanja izaziva promenu intenziteta laserske svetlosti koja se
meri pomocu fotodetektora.

LIGO (Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory) je projekat €iji je cilj direktna
detekcija gravitacionih talasa. Postoje dve observatorije. Jedna se nalazi u Hanfordu u drzavi
Vasington, a druga u Livingstonu u drzavi Luizijana. Udaljenost izmedju ovih observatorija je 3030
km. Rad LIGO detektora zasniva se na principima koji su prezentovani u predhodnom tekstu. Na slici
47 prikazan je Majkelsonov interferometar. Ugao izmedju zraka 1 i 2 iznosi 90°. Zbog lakseg
opisivanja Majkelsonovog interferometra, odnosno detektora gravitacionih talasa €iji se rad zasniva na
optickoj interferometriji koristicemo termin grana interferometra. Jednu granu Majkelsonovog
interferometra ¢ini PP ogledalo i ogledalo M;, a drugu granu ¢ini PP ogledalo 1 ogledalo M,. Ugao
izmedju ovih grana interferometra je 90°.

U observatoriji u Livingstonu nalazi se jedan interferometar. Grane ovog interferometra imaju
duzinu 4 km, a ugao izmedju grana interferometra je 90°. U opservatoriji koja se nalazi u Hanfordu
postoje dva interferometra. DuZine grana jednog interferometra iznose 4 km, a duzine grana drugog
interferometra iznose 2 km.

Na slici 49 prikazana je Sema LIGO interferometra. Slika 49 nastala je na taj nacin Sto sam
preuzeo sliku iz rada [12], a potom sam je malo modifikovao za potrebe moje analize. Ogledala sam
oznacio brojevima od 1 do 6.
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Slika 49

Ako uporedimo sliku 49 sa slikom 47, ili sa slikom 48 primecujemo da postoje dopunska
ogledala. Ta dopunska ogledala oznacena su brojevima 4, 5 i 6. Ogledala 2, 3, 4, 51 6 vise u
gravitacionom polju poput klatna. Razvijeni su posebni sistemi za vesanje klatna. Zbog toga Sto klatna
vise ona su delimi¢no izolovana od vibracija tla i mehanickih oscilacija koja postoje u detektorima
gravitacionih talasa. Izvor svetlosti je laser. Pre nego $to laserski zrak dospe do ogledala 1 koje ima
ulogu polupropustljivog ogledala, laserski zrak se modifikuje razli¢itim optickim elementima i dobija
se snop izuzetno visoke uniformnosti 1 stabilnosti. Ogledala se nalaze u vakuumskim komorama cije su
duZzine 4 km. Te komore su u obliku cevi. Pre¢nik cevi je 1,3 m. Cevi su izradjene od celika, a debljina
zida cevi je 3 mm. Ogledala 2, 3, 4 1 5 nazivaju se probne mase. Na slici 49 rastojanje izmedju ogledala
2 i 4 oznaceno je sa Lq, a rastojanje izmedju ogledala 3 i 5 oznaceno je sa L,. Rastojanja L, 1 L, imaju
priblizno iste vrednosti. Pod dejstvom gravitacionih talasa do¢i ¢e do promene rastojanja L, i L,. Ova
promena rastojanja L, i L, izazvace promenu intenziteta laserske svetlosti koja stize do fotodetektora.

Kod LIGO interferometra postoji ve¢i broj ogledala nego kod Majkelsonovog interferometra.
Ta dopunska ogledala na slici 49 oznacena su brojevima 4, 5, 1 6. Ogledala 2 i 3 u potpunosti reflektuju
svetlost. Ogledala 4 1 5 su dizajnirana tako da odredjeni procenat upadne svetlosti propustaju, a
odredjeni procenat upadne svetlosti reflektuju. Ogledala 2 i 4 (odnosno ogledala 3 i1 5) formiraju tzv.
Febri—Perot rezonantnu opticku Supljinu (Fabry—Pérot cavity). Uloga rezonantne opticke Supljine je da
poveca vreme boravka svetlosti u optickoj grani. Koris¢enjem Febri—Perot rezonantne opticke Supljine
svetlost se viSe puta odbija od ogledala 2 i 4 (odnosno ogledala 3 i 5) pre nego Sto napusti granu
interferometra.

Potrebno je objasniti 1 ulogu ogledala 6 (recycling mirror). Ovo ogledalo je postavljeno izmedju
lasera i ogledala 1. Njegova uloga je da svetlost koja je prosla kroz ogledalo 1 i krenula ka laseru vrati
u interferometar. KoriS¢enjem ogleda 6 povecava se efikasnost interferometra.

Pored detektora LIGO postoje i drugi detektori gravitacionih talasa, a to su VIRGO, GEO 600 i
TAMA 300. Ove detektore sam ve¢ spomenuo u predhodnoj diskusiji. Svi ovi detektori rade na istom
principu, i koriste metode opticke interferometrije.

Detektor GEO 600 nalazi se blizu Hanovera u Nemackoj. DuZina interferencione grane iznosi
600 metara. Ovaj detektor je dizajniran da registruje gravitacione talase ¢ije frekvence pripadaju oblasti
od 50 H, do 1,5 kH,. Snaga lasera je 14 W . I u slucaju detektora GEO 600 optika se nalazi u
ultravisokom vakuumu. Pritisak u cevima u kojima se nalaze opti¢ki elementi je 1076 P,.
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TAMA 300 je detektor gravitacionih talasa koji se nalazi pri Nacionalnoj astronomskoj
opservatoriji u Japanu. Duzine grana interferometra iznose 300 metara. Projekat TAMA 300 je poceo
1995 godine. Cilj projekta je da se razviju napredne tehnologije za buduce kilometarske interferometre,
1 da se detektuju gravitacioni talasi koji potiCu iz lokalnih grupa galaksija.

Predhodno analizirani detektori pripadaju grupi detektora koji se nalaze na Zemlji. Istakao sam
da postoje projekti da se odredjeni detektori gravitacionih talasa postave u svemiru. Projekat LISA
(Laser Interferometer Space Antenna) bio je zajednicki projekat NASA i ESA. Zbog nedostatka
finansijskih sredstava NASA je odustala od ovog projekta. Evropska Svemirska Agencija (ESA)
nastavila je da radi na ovom projektu, i odlucila je da samostalno razvija i finansira misiju koja nosi
naziv eLISA (Evolved Laser Interferometer Space Antenna). Projekat eLISA u mnogome se zasniva na
rezultatima istrazivanja i tehni¢kim reSenjima dobijenim u projektu LISA, ali postoje i odredjene
razlike izmedju ta dva projekta. Te razlike dobrim delom proisticu iz potrebe Evropske Svemirske
Agencije da smanji troSkove misije. Bez obzira §to je eLISA projekat ¢ija se realizacija ocekuje u
bliskoj buduénosti, ja ¢u povremeno prezentovati i osnovne koncepte LISA misije. Ovakav pristup je
potreban jer LISA projekat predstavlja osnovu eLISA projekta, i iz tog razloga ne moZzemo zanemariti
LISA projekat u daljoj diskusiji.

eLISA observatorija se sastoji od tri satelita. Sateliti su prikazani na slici 50. Medjusobno
rastojanje izmedju satelita iznosi milion kilometara, i sateliti formiraju jednakostrani¢ni trougao. Centar
ovog jednakostrani¢nog trougla je na slici 50 oznacen sa A.

5% 100 oy

. Relative
. A ¥ Ocbit of

/" Spacecrafl

Slika 50

Sa slike vidimo da se tacka A, ne poklapa sa centrom Zemlje, odnosno sateliti ne orbitiraju oko
Zemlje. Smer kretanja Zemlje oko Sunca prikazan je na slici 50. Konstalacija satelita prati Zemlju. Na
slici 50 prikazan je ugao od 20°. U toku misije ovaj ugao imaée vrednosti u intervalu od 10° do 25°.
Zbog promene ovog ugla sa vremenom menja ¢e se rastojanje izmedju tacke A i Zemlje.

Ugao izmedju ravni koju formiraju sateliti i ravni ekliptike iznosi 60°. Putanja koju opisuje
tacka A prilikom kretanja konstalacije satelita oko Sunca poklapa se sa putanjom koju opisuje Zemlja
prilikom njenog kretanja oko Sunca.

I u slucaju projekta LISA razmatrana je konstalacija od tri satelita koji se nalaze na medjusobno
jednakom rastojanju. Ovi sateliti prilikom svog kretanja takodje prate Zemlju. U slucaju LISA misije
rastojanje izmedju satelita trebalo je da bude pet miliona kilometara. Konstatovao sam da ¢e u toku
eLISA misije rastojanje izmedju tacke A 1 Zemlje varirati u toku vremena, odnosno ugao ¢e se menjati
u intervalu od 10° do 25°. U slu¢aju LISA misije tatka A trebala je da bude na konstantnoj udaljenosti
od Zemlje, odnosno odgovaraju¢i ugao imao bi konstantnu vrednost. Bilo je predvidjeno da ugao iznosi
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20°. Treba napomenuti da i kod jedne i kod druge misije dozvoljena je moguénost da sateliti rotiraju
oko tacke A konstantnom ugaonom brzinom, ali prilikom te rotacije medjusobno rastojanje izmedju
satelita se ne menja.

Potrebno je dati osnovne informacije o konstrukciji satelita. Konstrukcija satelita u okviru LISA
misije razlikuje se malo od konstrukcije satelita u okviru eLISA misije, ali princip rada i nacin
detekcije gravitacionih talasa isti je za obe misije. Istakao sam da Evropska Svemirska Agencija
samostalno realizuje projekat eLISA, i da se on u mnogome zasniva na projektu LISA. U daljem tekstu
objasnic¢u konstrukciju satelita koja je bila predvidjena projektom LISA.

Na slici 51 prikazana su tri LISA satelita. Oni su na slici prikazani kao krugovi. Satelit koji je
na slici 51 oznacen sa C predstavlja tzv. centralni satelit. On se po konstrukciji razlikuje od satelita B; 1
B, . Satelite koji su na slici oznaceni sa B; i B, nazva¢u bocnim satelitima. Oni su medjusobno
identi¢ni.

&

Slika 51

Sateliti imaju oblik paka za hokej. Njihov precnik je 1,8 m, a visina 0,48 m. Primarna struktura
satelita je cilindar na kome se nalaze solarni paneli. Svaki satelit ima lasere. Snaga lasera je 1 W, 1 oni
emituju infracrvenu svetlost talasne duzine 1064 um. Na slici 51 ljubiCastim linijjama prikazani su
laserski zraci. Posmatrajuci sliku 51 mozemo zakljuéiti da centralni satelit (koji je oznacen slovom C)
razmenjuje laserske signale sa bocnim satelitima, koji su na slici oznaceni sa By 1 B,. Sateliti imaju
teleskope kroz koje prolazi laserska svetlost. Svaki satelit sadrzi i opticku klupu, na kojoj se nalaze
opticke komponente. Opticka interferometrija realizuje se koris¢enjem tih optickih komponenata. Na
slici 51 kratkim crvenim linijjama oznaceni su opticki interferometri.

Sateliti B; 1 B, imaju identi¢ne opticke klupe. Unutar svake opticke klupe postoji po jedna
Supljina u kojoj je postignut visoki vakuum. Na jednom zidu Supljine postoji prozor napravljen od
kvarca kroz koji moZe da prolazi infracrvena svetlost. U svakoj od Supljina nalazi se po jedno probno
telo. Centralni satelit ima dve Supljine u optickoj klupi, i u svakoj se nalazi po jedno probno telo.
Probno telo ima oblik kocke. Ivica kocke je 46 mm. Kocka je napravljena od legure koju ¢ine zlato i
platina. Na slici 51 zuti kvadrati predstavljaju probna tela. Probna tela su na slici oznacena brojevima
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od 1 do 4. Da bi se detektovali gravitacioni talasi kocka ne sme da dodirne stranice Supljine, odnosno
ona mora da lebdi unutar Supljine. Postoje posebne metode koje se koriste za pracenje relativnog
kretanja izmedju probnog tela i Supljine.

Postavlja se pitanje kako bi se detektovao gravitacioni talas koris¢enjem LISA (eLISA) satelita.
Princip detekcije gravitacioinih talasa kod LISA (eLISA) satelita je veoma slican principu detekcije
koji se koristi kod detektora koji su stacionirani na Zemlji. Da bi obrazlozio ovu konstataciju
pogledajmo sliku 48. Na slici su prikazana dva ogledala koja vise u gravitacionom polju Zemlje. Pod
dejstvom gravitacionih talasa ova ogledala se pomeraju. Pomeranje ogledala izaziva promenu
intenziteta laserske svetlosti koja se registruje pomocu fotodetektora.

Sli¢na situacija je 1 u svemiru. Posmatrajmo satelit C 1 satelit B;. Obzirom da su sateliti B; 1 B,
identi¢ni rezultati koji ¢e biti prezentovani za satelite C i B; vazi¢e i za satelite C i B,. Analiziram
satelite C 1 By, 1 u skladu sa tim posmatrajmo probna tela oznacena brojevima 1 i 3. Pod dejstvom
gravitacionih talasa dolazi do promene rastojanja izmedju probnih tela 1 i 3. Ako uspemo da
registrujemo promenu rastojanja izmedju probnih tela 1 1 3, onda mi direktno detektujemo gravitacione
talase.

Sada ¢u ukratko objasniti kako se meri rastojanje izmedju probnih tela 1 1 3. Laser koji se nalazi
u satelitu C emituje infracrvenu svetlost. Ova svetlost prolazi kroz teleskop, prelazi rastojanje od pet
miliona kilometara i dospeva do satelita B;. Prolazi kroz teleskop koji se nalazi na satelitu B; i pomoc¢u
optickih komponenata dovodi se do kvarcnog prozora. Infracrvena svetlost prolazi kroz kvarcni prozor
dospeva u Supljinu, i odbija se od probnog tela. Nakon refleksije od probnog tela infracrvena svetlost
ponovo prolazi kroz kvarcni prozor i1 napusta Supljinu. Medjutim postoji jedan problem. Intenzitet ove
svetlosti ima izuzetno malu vrednost. Smanjenje intenziteta laserske svetlosti nastaje iz sledeceg
razloga. Laserski snop koji polazi sa satelita C ima izuzetno malu Sirinu, ali nakon Sto laserski snop
predje rastojanje od pet miliona kilometara Sirina laserskog snopa poveca se na 20 kilometara. Ovaj
difrakcioni efekat zajedno sa drugim gubicima dovodi do toga da samo mali deo energije laserkog
snopa dolazi do satelita, odnosno do probnog tela. Da bi se pojacao intenzitet laserske svetlosti koristi
se posebna metoda i laser koji se nalazi na satelitu B;. Prilikom razvoja metode za pojaCavanje
intenziteta laserske svetlosti koris¢en je princip koji se primenjuje za pojacavanje intenziteta radio
talasa. Nakon $to je intenzitet laserskog snopa pojacan, ovaj laserski zrak se upucuje ka satelitu C. Ovaj
laserski zrak nakon izvesnog vremena dospeva do satelita C. Uporedjivanjem ovog laserskog snopa sa
laserskim snopom koji je prvobitno emitovan iz satelita C odredjuje se sa izuzetnom precizno$cu
rastojanje izmedju probnih masa. Prilikom ove diskusije proizvoljno sam izabrao satelit B; i
prezentovao sam postupak kako se odredjuje rastojanje izmedju probnih tela 1 i 3. Obzirom da su
sateliti By 1 B, identi¢ni, postupak odredjivanja rastojanja izmedju probnih tela 2 1 4 u potpunosti je
identiCan sa prezentovanim postupkom.

Na osnovu gravitoelektromagnetizma dobio sam odredjene rezultate o gravitacionim talasima,
koje ¢u prezentovati u narednom tekstu. Elektromagnetni talasi predstavljaju izuzetno bitan rezultat
elektrodinamike. Oni imaju veliku prakticnu primenu. Kada se naelektrisana Cestica kre¢e ubrzano ona
emituje elektromagnetne talase. Vise puta sam istakao da se gravitoelektromagnetizam zasniva na
formalnoj analogiji sa elektrodinamikom. U skladu sa ovim konstatacijama moZemo ocekivati da
Cestice koje imaju masu, i koje se krecu ubrzano emituju gravitacione talase. Da bi dobio konkretne
jednacine za gravitacione talase, potrebno je koristiti odredjene rezultate i jednaCine elektrodinamike.
Koristi¢u slede¢i pristup. Postepeno ¢u izvoditi odgovarajuce jednacine elektrodinamike, a prilikom
izvodjenja tih jednacina prezentovacu i odgovarajuce jednaCine gravitoelektromagnetizma. Postupak
izvodjenja jednacina elektrodinamike u mnogome se zasniva na postupku koji je prezentovan u knjizi
[13].

Na slici 52 prikazana je oblast prostora zapremine V. Unutar te zapremine krecu se
naelektrisane Cestice. Pocetak koordinatnog sistema oznacen je tackom O. Unutar zapremine V' nalazi
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se veliki broj naelektrisanih Cestica. Raspodela naelektrisanja je kontinualna. Gustinu naelektrisanja
oznacicu sa p. Polozaj elementa zapremine dV’ u odnosu na taéku O ozna&iéu radijus vektorom 7.

v

Slika 52

Na slici 52 prikazana je i tatka B. Radijus vektor tatke B oznadiéu sa 7. Tacka B se nalazi na
velikoj udaljenosti od sistema naelektrisanih Cestica, i u skladu sa tim ispunjen je slede¢i uslov
|7| < |7] (11.7)
Kada se naelektrisane Cestice kre¢u ubrzano one emituju elektromagnetne talase. Cilj mi je da
odredim elektromagnetno polje u tacki B. Obzirom da je ispunjen uslov (11.7) elektromagnetno polje
odredjuje se u tzv. talasnoj zoni. Naelektrisane Cestice se kre¢u i u skladu sa tim potrebno je pored
skalarnog polja gustine naelektrisanja uvesti 1 vektorsko polje gustine struje. Vektor gustine struje
oznacava se sa J. Da bi smo odredili elektromagnetno polje u tacki B, potrebno je naéi skalarni i
vektorski potencijal u tacki B. Diferencijalne jednacine za odredjivanje ovih veli¢ina glase

1% _ p
c? 0t? &

L 10%4 ;
A~ ge

Jednacine (2.83) i (2.84) predstavljaju fizicki prihvatljiva reSenja ovih diferencijalnih jednacina.
Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

1 j p(Ft— 217 —71)dv

7 t) = =—— 11.8

o7, 0) 4me, J, |7 — 7| (11.8)
>f - 1 - -

J(?,t):ﬂf ](r't_glr:rl)dv (11.9)
am J,, |7 — 7|
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Primenjuju¢i analogiju koja postoji izmedju gravitoelektromagnetizma i elektrodinamike
konstatovao sam da jednacine (2.85) i (2.86) predstavljaju fizicki prihvatljiva resenja diferencijalnih
jednacina (2.80) i (2.81). Zbog vaznosti jednacina (2.85) i (2.86) za dalju analizu ponovo ih navodim

pm (Pt — 217 = 71) dv"

#t) = — f £ 11.10
<pgem y v |T—T’| ( )

- - 1 - =
Agem (1) kil Jm(r"t_zlr_r'l)dv’ 11.11
lt = - - - .
gem r C2 . |T'—T'| ( )

Potrebno je naci elektromagnetno polje u tacki B. Tacka B nalazi se na velikoj udaljenosti od
sistema naelektrisanih Cestica, i u skladu sa tim ispunjen je uslov (11.7). U tre¢em poglavlju takodje
sam analizirao primer iz elektrodinamike. Na slici 12 prikazana je zapreminski naelektrisana lopta
poluprecnika R koja rotira oko jednog svog prec¢nika konstantnom ugaonom brzinom. Zbog rotacije
naelektrisane lopte nastaje magnetno polje unutar i van lopte. Analizirao sam samo magnetno polje van
lopte. Odredio sam vektorski potencijal (ja¢inu magnetnog polja) u tacki B. Tacka B se nalazi na
velikoj udaljenosti od zapremine V-, i ispunjen je uslov (3.38). Pokazao sam da se veli¢ina |7 — 7|
zbog uslova (3.38) moze izraziti u slede¢em obliku

7.7
17 — 7| zr(l— ) (11.12)

Uslov (3.38) je identi¢an sa uslovom (11.7), i jednaCinu (11.12) mozemo Kkoristiti u cilju
transformacije jednacina (11.8) 1 (11.9). Uvodim jedini¢ni vektor

L, T
n== (11.13)

Na osnovu jednacina (11.12) i (11.13) dobijam
7 —7|=r—n-7r (11.14)

Zamenom ovog rezultata u jednacine (11.8) 1 (11.9) dobijam sledece rezultate

. j p(Frt—L42ii-7)av

7 t) = —— 11.15
(.0 4mey )y, r—n-r ( )
- —), r 1—) —), dV’
- . Uo ](r,t—E-i-En-r)
A(F,t) =— —— (11.16)
am J,, r—m-r

Zbog uslova (11.7) veli¢inu 71 - 7’ mogu zanemariti u imeniocima gornjih izraza. Veli¢ina
(11 - 7)/c ima dimenziju vremena i figuriSe u brojiocima jedna&ina (11.15) i (11.16). Ova veli¢ina ima
malu vrednost, ali se ne moze zanemariti, jer u toku vremenskog intervala koji je brojno jednak
(1 - 7)/c gustina naelektrisanja i gustina struje mogu se znatno izmeniti. Na osnovu ovih zaklju¢aka
jednacine (11.15) 1 (11.16) dobijaju sledecu formu

! j (%t r+1_) %>dV 11.17
4mreyr V'pr, c ettt (11.17)

o, t) =

r MO > = r 1—> e
A(r,t) =— (',t—— -n- '>dV' 11.18
G 4an_] r c+cn r ( )

Uporedo sa ovim elektrodinami¢kim problemom analizira¢u veoma sli¢an problem koji pripada
oblasti gravitoelektromagnetizma. Ponovo uvodim oblast prostora zapremine V’. Unutar te zapremine
krec¢u se Cestice. PoCetak koordinatnog sistema oznacen je tackom O na slici 53.
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Slika 53

Unutar zapremine V' nalazi se veliki broj Cestica. Raspodela mase je kontinualna. Gustinu mase
oznaci¢u sa p,,. PoloZaj elementa zapremine dV u odnosu na tacku O oznacicu radijus vektorom 7.

Sa stanoviSta elektrodinamike kada se naelektrisane cestice krecu ubrzano one emituju
elektromagnetne talase. Smatram da kada se Cestice sa masom krecu ubrzano one emituju gravitacione
talase. U daljem tekstu prezentovacu jednacine sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma koje opisuju
gravitacione talase.

Cestice se kreéu, i u skladu sa tim potrebno je pored skalarnog polja gustine mase uvesti i
vektorsko polje masene gustine struje. Vektor masene gustine struje ozna¢io sam sa J,,,. Potrebno je
naci gravitacioni skalarni i gravitacioni vektorski potencijal u tacki B. I u ovom primeru tacka B nalazi
se na velikoj udaljenosti od sistema cestica. Obzirom da je ispunjen uslov (11.7) karakteristike
gravitacionih talasa odredjuje se u tzv. talasnoj zoni. Termin talasna zona je ve¢ uveden prilikom
diskusije primera iz elektrodinamike. I u slucaju primera koji pripada oblasti gravitoelektromagnetizma
ispunjen je uslov (11.7), i moZe se koristiti jednacina (11.14).

Proceduru koja je koriS¢ena u postupku dobijanja jednacina (11.17) i (11.18) primenic¢u na
navedeni primer iz gravitoelektromagnetizma, i kao rezultat dobijaju se sledece jednacine

r 1
Ggom(F,0) = —Zf (Pt — 4 =7 ) AV (11.19)
Ty, c ¢
re - 4)/ - - r 1 — -
Agem (7, t) = _cz_r_fv Jm (r',t—z+zn-r') av (11.20)
Radi konciznijeg pisanja jednacina uvodi se veli¢ina 7. Ona se definiSe na slede¢i nacin
r
T=t—-

c
U skladu sa ovom definicijom jednacine (11.17) i (11.18) dobijaju slede¢i oblik
1 1
—),' + _ - . —), dVl
47‘[807',];,, p(r et r)
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5 1
A, 6) = %f j(m i 7') dv
v

Potrebno je dalje transformisati jednacine (11.17) 1 (11.18). Istakao da ¢u postepeno izvoditi
odredjene jednacine iz elektrodinamike, i da se postupak izvodjenja tih jednacina u mnogome zasniva
na postupku koji je prezentovan u knjizi [13]. U skladu sa procedurom prezentovanom u knjizi [13]
jednacine (11.17) 1 (11.18) najpre se zapisuju u obliku

5 r 15 4
@6 = — f p(r"t_EjLEn'r,)dV 11.21
P  4me, v r (11.21)
wo [ I(Ft—grei-7)
A t) = f dv: (11.22)
am J,, T

, a potom se podintegralne funkcije u ovim jednac¢inama razvijaju u Tejlorov red. U slucaju skalarnog
potencijala dobija se sledeci rezultat

p(r-Erlnr) p(e-D) o (p(Fa-]
r r or r

Zbog uslova (11.7) uzeta su samo dva ¢lana u razvoju podintegralne funkcije. Zamenom ovog
rezultata u jednacinu (11.21) dobijamo

S r 5 r
) = 1 ] P(T"t—g)dv 1 ] @ %)6 P(T’,t—g) v
b= 4mey Jy, T 4mey Jy, = T
Saglasno proceduri prezentovanoj u knjizi [13] ova Jednacma transformise se na slede¢i nacin.
1 T
_>lt = _),lt__ - t__ dV
o0 dmeyr ,[V p (r c) 4-77.'80 ar [r,f redt l

U drugom ¢lanu u ovoj jednaéini izvlaéi se vektor 71 ispred znaka 1ntegrala, 1 dobijamo sledeci
rezultat

1 T
rt) = Pt——)dV — t—— dv: 11.23
o, t) 4mteyr fv p (T c) 47‘[80 [r f v l ( )

Prvi integral predstavlja ukupnu koli¢inu naelektrlsanja posmatranog sistema u trenutku
t—r/c

r . r
Q(t—z)zf%p(r,t—;)dv (11.24)
Drugi integral predstavlja elektri¢ni dipolni moment posmatranog sistema u trenutku t — r/c
d r — —), _ t —)’ )
p(t—E)—L‘p(r,t C)rdV (11.25)
Zamenom jednacina (11.24) 1 (11.25) u jednacinu (11.23) dobijamo
r r
(*t)—Q(t_E) .2 p(t__) 11.26
et = Ameyr  4Ame, " or r (11.26)

U pojedinim slu¢ajevima ukupna koli¢ina naelektrisanja moZe biti jednaka nuli, 1 jednacina
(11.26) dobija jednostavniji oblik

1 a|B(t-%)
47rson ar r -

o7 t) = — (11.27)
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Na osnovu jednacine (11.27) zaklju¢ujemo da komponente vektora p zavise od veli¢ine t —
r/c. Vektor p moze se izraziti preko svojih komponenata na sledeéi na¢in

ﬁ=px(t—g)?+py(t—£)f+pz(t—g)l_c) (11.28)
Svaka komponenta je funkcija dve nezavisne promenjive t i 7.
Radi generalnosti diskusije uveséu vektor [. Uzeéu da komponente vektora ftakodj e zavise od
veli¢ine t — r/c, odnosno svaka komponenta vektora [ je funkcija dve nezavisne promenjive tir.
Vektor [ moZe se izraziti na slede¢i nadin

5 ™. AR ry -
l=lx(t—z)l+ly(t—z)]+lz(t—E)k (11.29)
Rezultate koje dobijem za vektor [ vazi¢e i za vektor p, ali i za druge vektore kod kojih je

ispunjen uslov da su njihove komponente funkcije dve nezavisne promenjive t i r.
Odredicu najpre divergenciju vektora [
(’)l a | al,

dlv(v =—= 3yt %z

Ova jednacina dalje se transformise na sledec1 nacin
al, or azy or dl,or

d =
WC) or ax or dy o or 0z
Lako je pokazati da vaze sledece jednacine

or X
ox 1
or y
dy r
Jor z
0z r R
Na osnovu ovih rezultata dobijamo da se divergencija vektora [ odredjuje na osnovu sledece
jednacine
al (7
div(l) =(=) |-
w(_)) (ar <r>
, odnosno

div(l) =7 - (g) (11.30)

(11.31)

Ova jednacina dalje se transformise na slede¢i nacin
- > r

1 np (t - E) r

—>, t — _ d - t _

(0 41e, r2 AT EyT e ( c))

Istakao sam da se tacka B nalazi na velikoj udaljenosti od sistema naelektrisanih Cestica. U
skladu sa tim moze se zanemariti prvi ¢lan u predhodnoj jednacini i dobijamo slede¢i rezultat

R 1 L T
o, t) =— Tmeer div(p (t - E))
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Ovu jednacinu dalje transformiSemo koriS¢enjem jednacine (11.30)
S r
1 ap(t—+
7 ( Cc )

dmegr . or

o7 t) = — (11.32)

Da bismo dalje transformisali ovaj izraz potrebne su nam opste jednacine. U skladu sa tim neku
komponentu vektora [ oznagimo sa f. Uzeéu proizvoljno da je
L=f .
Rezultate koje dobijem za komponentu [, vazice i za ostale dve komponente vektora [. f je
funkcija dve nezavisne promenjive t i r

r
f=fe-2

Na osnovu jednaéine T = t — r/c funkcija f moZe se napisati u obliku

f=f@
Potrazimo sada parcijalni izvod funkcije f (7) po promenljivoj r
df(x) 9df(x)ar _0df(r)odtor

= —— 11.33
or dt Or Jdt OJtor ( )
Lako je pokazati da vaZe slede¢e jednacine
ot 1
ot 0t
Zamenom ovih rezultata u jednacinu (11.33) dobijamo
of (1) 10f(7)
p T (11.36)
Potrazimo sada parcijalni izvod funkcije f(t) po promenljivoj t
df(r) df(x)or
ot 9t ot
Na osnovu jednacine (11.35) dobijamo
af (r) _ of(7)
% - o (11.37)
Parcijalni izvod vektora Tpo promenljivoj r odredjuje se na osnovu sledece jednacine
ol al,, L, al,-
=Xy Yy T2
dr Or L ar * or
Na osnovu jednacine (11.36) dobijamo sledeci rezultat
ol 10l
Ovo je opsti rezultat i moZe se primeniti na vektor p
op 10p
Zamenom jednacine (11.39) u jednacinu (11.32) dobijamo
- r
o= — i Gl Gl
PAY = ymeger ot
, odnosno
- 5 r
7,0 = n'p(t_z) 11.40
gt = AmteyC r (11.40)
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Sada ¢u primeniti predhodno opisanu proceduru u cilju dobijanja odgovarajuceg izraza za
gravitacioni skalarni potencijal. Polazim od jednacine (11.19). Ova jednacina moZze se napisati u obliku

S r, 1,
pm(r',t—E+En-r')d

Pgem (T 1) = =y f v (11.41)

v r
Primenjujuéi proceduru opisanu u knjizi [13] podintegralnu funkciju u jednacini (11.41)
razvijamo u Tejlorov red

N T
pm(r'! t— E +

r

i) o (pm (Pt =7)
Yo\ T 7

-

- r —
zpm(r‘,t—z)—(wr

Zbog uslova (11.7) uzeta su samo dva ¢lana u razvoju podintegralne funkcije. Zamenom ovog
rezultata u jednacinu (11.41) dobijamo

PgemG,0) == | Cav+y [ G5 av
v r

Vv

Ako koristimo proceduru prezentovanu u knjizi [13] ova jednacina transformiSe se na sledeci

nacin
. Y . r 0 [1 . ™o oo
Pgem (T, 1) = —;jvy pm(T, t = )dV" + Vg[;jvr Pm (T’.t - E) 7 - ndv
U drugom ¢lanu u ovoj jednadini izvlaci se vektor 7 ispred znaka integrala, i doBijamo sledeci
rezultat
R y . r L 01 . ™., o
Pgem (T, t) = _;-fv pm (P, t — E)dV' +yn P I;fv Pm (r', t— E) rdV (11.42)

Prvi integral predstavlja ukupnu masu posmatranog sistema u trenutku t —r/c

Mt —g) - f p (7t —g) v (11.43)
v

Na osnovu jednacine (11.43) zaklju¢ujemo da se ukupna masa sistema moze menjati tokom
vremena. Sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma mogu se analizirati sistemi ¢ija se ukupna masa
menja tokom vremena. Medjutim u daljem radu ja ¢u se zadrzati samo na sistemima kod kojih je
ukupna masa konstantna, odnosno ne menja se tokom vremena. Takvu masu sistema oznaci¢u sa M.

Prvi ¢lan u jednadini (11.42) je potencijal gravitacionog polja koji se dobija na osnovu klasi¢ne

(Njutnove) mehanike. Taj potencijal obelezicu sa ¢, 1 on se odredjuje na osnovu sledece jednacine

yM
Qo = —7 (1144)

Da bi smo izvrsili analizu drugog integrala u jednacini (11.42) podesno je preci sa kontinualne
raspodele mase na diskretnu raspodelu mase

- r - - -
f Pm (r', t— —) rdV = Z m; -1 (11.45)
v ¢ i=1

U elektrodinamici postoji veli¢ina elektri¢ni dipolni moment sistema. U tre¢em poglavlju uveo
sam veli¢inu pgen, (jednacina (3.52))

N
ﬁgem = Z m; - F‘i (114’6)
i=1

Ovu veli¢inu nazvao sam maseni dipolni moment sistema. Zamenom ovog rezultata u jednacinu
(11.45) dobijam
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fV’ Pm (7;)" t— g) rdv = ﬁgem

, odnosno

- r - _ = _ Z
jv' Pm (r ,t— E) 7dV" = Dgem (t c) (11.47)
Zamenom jednacina (11.44) 1 (11.47) u jednacinu (11.42) dobijam

S r
5 N 0 pgem (t - E)
Ogem (T, 1) = @ +y7 - T (11.48)
Drugi sabirak u jednacini (11.48) obelezi¢u sa @ g ¢ 1 nazvacu ga gravitacioni dipolni skalarni
potencijal
S T
0 pgem (t - E)

Pgema = VYN 5~

pe - (11.49)

U skladu sa ovom definicijom jednacina (11.48) dobija oblik
gogem(?; t) = Qo + Pgemd (11.50)
Potrebno je transformisati veli¢inu @gepm . KoriS¢enjem jednacine (11.30) jednacina (11.49)
dobija oblik

ﬁgem (t - g)

Pgemad = ydiv .

Ova jednacina dalje se transformiSe na slede¢i nacin
— - Tr
n'pgem(t_z) Y .. . r
Pgemd =~V r2 + ; dlv(pgem (t - E))
Istakao sam da se tacka B nalazi na velikoj udaljenosti od sistema Cestica. U skladu sa tim moze
se zanemariti prvi ¢lan u predhodnoj jednacini i dobijam sledeéi rezultat

y . =d r
Pgema = ;dlv(pgem (t - E))

Ovu jednacinu dalje transformiSem koriS¢enjem jednacine (11.30)

9 r
v [%gem(t=3)
Pgema = M| —— (11.51)

Na osnovu jednacine (11.38) dobijam sledeci rezultat
aﬁgem _ l aﬁgem

= (11.52)
or c ot
Zamenom jednacine (11.52) u jednacinu (11.51) dobijam
S r
v (B (c =)
Pgemad = C_T ’ ot
, odnosno
V o s r
Pgema = _; n-Pgem (t - E) (11.53)
Zamenom jednacina (11.44) 1 (11.53) u jednacinu (11.50) dobijam
- 5 r
5 yM yT - Dgem t—=
Pgem(F, 1) = ————= T( C) (11.54)

185



Sada ¢u izvrsiti analizu vektorskog potencijala. Bi¢e pokazano da se vektorski potencijal moze

prikazati kao suma tri sabirka
A=A, + A4, + 4, (11.56)

Naelektrisane cestice koje se nalaze u zapremini V', i krecu se ubrzano predstavljaju izvor
elektromagnetnih talasa. U pojedinim sluc¢ajevima u talasnoj zoni elektromagnetno zracenje sastoji se
od tri komponente. Te komponente nose naziv elektricno dipolno zracenje, magnetno dipolno zracenje
i elektricno kvadropolno zracenje. Moguci su slucajevi da postoji samo jedna komponenta
elektromagnetnog zracenja, ali postoje i slucajevi kada istovremeno egzistiraju dve komponente
elektromagnetnog zracenja.

U slucaju da postoji elektriéno dipolno zracenje onda je to zrafenje najdominantnija
komponenta elektromagnetnog zracenja. U pojedinim slucajevima ova komponenta izostaje. Tada se
elektromagnetno zraenje moze sastojati od preostale dve komponente, ali postoje i fizicke situacije da
se elektromagnetno zracenje sastoji samo od magnetnog dipolnog zracenje, ili se sastoji samo od
elektri¢nog kvadropolnog zracenja.

Vektorski potencijal koji je povezan sa elektricnim dipolnim zracenjem obeleZio sam sa ﬁd.
Vektorski potencijal koji je povezan sa magnetnim dipolnim zracenjem obelezio sam sa /Tm. Sa ka
obelezio sam vektorski potencijal koji je povezan sa elektricnim kvadropolnim zra¢enjem.

Da bi izvrsio analizu vektorskog potencijala primenicu postupak koji se u mnogome zasniva na
postupku koji je prezentovan u knjizi [13]. Najpre ¢u izvrSiti razvoj podintegralne funkcije iz jednacine
(11.22) u Tejlorov red

o (1(t =)

jre-fedin) j6u-D)
~ —(n-r
T T ( )ar r

Zbog uslova (11.7) uzeta su samo dva ¢lana u razvoju podintegralne funkcije. Zamenom ovog
rezultata u jednacinu (11.22) dobijamo

AGt) = “Of Mdv ”Of( ar ](+£) dv

a1 r

Saglasno proceduri prezentovanq u kn_] izi [13] ova Jednacma transformise se na slede¢i nacin.

A, t)——f dV _Eglrf 7, t—— r ndVl (11.57)

Sli¢nu proceduru mali smo 1 prlhkom analize skalarnog potencijala.
Da bi smo transformisali prvi ¢lan u jednacini (11.57) prvo ¢emo transformisati podintegralni
izraz koriste¢i definiciju gustine struje

1
f f(F',t——r>dV'= f oV
v ¢ v

, a potom ¢emo preci sa kontinualne raspodele naelektrisanja na diskretnu

N
f pvrdv: =Zqi-5l
v i=1

Nakon ovih transformacija dobili smo sledeci rezultat

N
1
f f(?’,t——?‘) av = a0, (11.58)
v ¢ i=1

Elektri¢ni dipolni moment sistema odredjuje se na osnovu jednacine
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N
:ZQi'T'i

Potrazimo sada vremensku promenu ove Veliéine

drl
dt dtz ql qu qu vl

Zamenom ovog rezultata u Jednacmu (11. 58) dobljamo

ap
fV’ G t——) av = — (11.59)
, odnosno
j j(Fe=2)av = pe -5 (11.60)
v ¢ c
Zamenom jednacine (11.60) u (11.57) dobijamo

R (t— <

A1) =Z—;¥—Z—;%EL f(?',t—g) ?'-ﬁdv'l (11.61)

= 11.62
a7 4 r ( )

Vektorski potencijal moze se prikazati kao suma tri sabirka (jedna¢ina (11.56)). Da bi smo
odredili ostale dve komponente vektorskog potencijala potrebno je transformisati drugi ¢lan u jednacini
(11.61). Postupak dobijanja tih komponenata bi¢e prezentovan u narednom tekstu.

Sada ¢u analizirati sluc¢aj kada se vektorski potencijal sastoji samo od komponente /Td. U tom
slu¢aju jednacina (11.56) dobija oblik

A=A d (11.63)

U ovom slucaju postoji samo elektri¢no dipolno zracenje. Skalarni potencijal odredjuje se na
osnovu jednacine (11.40), a vektorski potencijal na osnovu jednacine (11.62). Posto su nam poznati
potencijali na osnovu jednacina (2.9) 1 (2.10) (odnosno jednacina (11.64) i (11.65)) mozemo odrediti
jacinu elektri¢nog i jainu magnetnog polja

B =rotd (11.64)
oA

E= —gradep — —

= (11.65)

Konkretne jednacine glase
3 r — - R % r — S r
1 Pe-pxilxit 1 29 -pe-p

E@#t) =
0 4me,C? r ATre, C r?

(11.66)

3 T, = 5 r
-~ po PE—)Xn  y pt—7)xXn
B(r,t) = - " + . 3 (11.67)
U talasnoj zoni, odnosno u oblasti koja je veoma udaljena od zapremine V' mozemo zanemariti
sabirke u jedna¢inama (11.66) i (11.67) koji sadrze faktor 1/r2. U skladu sa tim jednacine (11.66) i
(11.67) dobijaju formu

[5(t—£)xﬁ]xﬁ

EED = 4A1re,C? T

(11.68)
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1y Bt g) X 7
4mc T Lo
Iz jednacina (11.68) 1 (11.69) mozemo zakljuciti da su u talasnoj zoni vektori E i B medjusobno
ortogonalni. Vektori EiB ortogonalni su na vektor 7, i vaZi sledeca jednagina
E@ t) = c[B{#t) x ] (11.70)
Ja ¢u sada dokazati jednacinu (11.67). Zamenom jednadine (11.62) u jednacinu (11.64)
dobijamo

B@# o) =

(11.69)

(11.71)

U predhodnom tekstu je pokazano da vazi jednacina (11.30). Moze se pokazati da vazi i sledeca
jednacina
(ol
rot(l) = 7 x e (11.72)

Jednacinu (11.71) dalje transformiSemo koris¢enjem jednacine (11.72)

5 1
. a (pt—=1)
B:ﬂﬁ)x_ - Cc -
41 or T
, odnosno
E—“O*x[ 1*(t 1)+1a(*t ! )] 11.73
_4nn rzp cr r or p( cr) (11.73)

Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje pojednostaviti koriS¢enjem jednacine (11.38)

d (; . 1 )_ 10 (; . 1 )
or P cr)  cot P cr)
, odnosno

d /. 1 1. r
(P n) = =28 (=)
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.73) dobijamo

= Hg 1 ;( 1 ) 1 r ]
= — X|—— —_— e — —_—
B n [ rzp t cr rcp(t c)

, odnosno
3 Ty = 3 T, =
- p(t—o) xn pt—o)xn
o=t R ¢
4mc r 41 r?
U talasnoj zoni moZemo zanemariti sabirak koji sadrzi faktor 1/72, i dobijamo sledeéi rezultat
3 T, =
o p(t—=)Xn
B# 1) =2 c
4mc r
Ovim postupkom dokazao sam jednacine (11.67) 1 (11.69).
Na osnovu jednacine (11.69) odredjuje se jaina magnetnog polja u talasnoj zoni. Kori§¢enjem

odgovaraju¢e Maksvelove jednacine, 1 jednacine (11.69) odredi¢u jacinu elektri¢nog polja u talasnoj
Zoni.

Slede¢a Maksvelova jednacina ¢inu osnovu dalje analize
. . 10E



Naelektrisane cCestice kre¢u se samo unutar zapremine V. Izvan zapremine V' ne postoje
naelektrisane Cestice, 1 u skladu sa tim gustina struje jednaka je nuli. Ovaj zakljucak vazi i za talasnu
zonu, pa Maksvelova jednacina dobija jednostavniju formu

(F = %F 11.74
rotB = Z3; (11.74)
Da bi nasao jacinu elektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor jatine magnetnog polja
5 T, =
- p(t—2) xn
roth =~ yot | — €~
41c T

Primenom jednacine (11.72) dobijam

to . 0 p(t——)xn

tB = ——
ro 47‘[Cn ar T
, odnosno
tﬁ—MO”x[ e rx*+1a( t x)] 11.75
rotB =,—n Pt =) X7+ o (B( ) n (11.75)
Drugi sabirak u uglastim zagradama transformiSem na slede¢i nacin

6(;t T'X_,)_a(-_;t T'X_))a‘[
or P c) n ot P c) " or
Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam
0 d /= N 1
2 D)= (5~ <)
Ovaj izraz moze se dalje transformisati na sledeéi nacin
d d /4 Ny o0t 1
o7 (B =D %) = 3. (B (e =) x ) 3=
Koris¢enjem jednacme (11.35) dobijam
0 3 r — a 3 r = 1
E(P(t—z) X n) = a(P (t _E) X n) (=2
, odnosno

2 (pe-Dxi)= 25 (e

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.75) dobijam

rotB = ———7ix |5 p (t =) x 7+ — (——)xn]
4rc r? 2P c rcP c
Posto se razmatranja vrSe u talasnoj zoni zanemaricu prvi sabirak u uglastim zagradama i

dobijam

D _ .uO =y r — —
rotB = yp— [p (t - E) X n] Xn
Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.74)

o = Lo (e~ D) x| x

ot 4nr
Nakon integracije po vremenu dobija se ja¢ina elektricnog polja
3 T — —
R p(t—-) Xn|xn
EG o =12 pe-ox7
41 r

, odnosno
1 [ﬁ(t—g)xr‘i] X7
4meyC? r
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Ovaj rezultat je identi¢an sa jednacinom (11.68).

Na osnovu jednacine (11.62) odredjujemo komponentu vektorskog potencijala /Td. Vektorski
potencijal moze se prikazati kao suma tri sabirka (jednacina (11.56)). Da bi smo odredili ostale dve
komponente vektorskog potencijala potrebno je transformisati drugi ¢lan u jednacini (11.61). Taj ¢lan

5
obelezicu sa A’

q=_td —— *.* : 11.7
P [rj 7t ndVl ( 6)
On je jednak zbiru komponenata Am i4 k

A= A + Ak (11.77)

Postupak dobijanja komponenata Am i 4 x zasniva se na proceduri koja je prezentovana u knjizi
[13]. IzvrSimo najpre diferenciranje po r u jednacini (11.76)

> g 1 (s ™. . P10 [, ~. .
b= V‘](r,t )RV — ](r,t ) - fdv (11.78)

Drugi sabirak transformisemo koris¢enjem jednacine (11. 36)

%U (7t = 1) -y 19
’

> [ > r - —
= ——— | ](r,t—z)r -ndV
Zamenom ovog rezultata u jednac¢inu (11.78) dobijamo

cat ),

rd ,LLO 1 > > r l’l'O 1 a > [ > r - —
A=20— nt— =) RV = — Lt —=) 7 RdV
4mr? J,, J (T c) +4ncr6t / (r c)r "

MozZemo zanemariti prvi sabirak u ovoj jednacini jer sadrii faktor 1/r%. U skladu sa tim
dobijamo slede¢i rezultat
/T' _ Uo g
4mer ot ),
Da bi smo transformisali ovu jednacinu prelazimo sa kontinualne raspodele naelektrisanja na
diskretnu. U skladu sa tim integral moze se napisati na slede¢i nacin
N

(7t =) dav (11.79)

>f[ - r - - - -
[ Fe=D)p v =Y @ voG- 7o
v i=1
Zamenom ovog rezultata u jednaéinu (1 1. 79) dobijamo
A= ; 11,
4ncr at Z(ql i) (11.80)

Radijus vektor 7 odredjuje polozaj elementa zapremine dV'. Vektor ¥ je prvi izvod radijus
vektora 7 po vremenu
dr
dt
I u sluaju diskretne raspodele naelektriasanja veli¢ine 7 i ¥ treba odrediti u trenutku t — r/c.
Izraz pod znakom sume u jednacini (11.80) mozZe se transformisati na slede¢i nacin

- - - d - - - - - -
v 1) = E(r'i (- T’i)) — 7 (- V)
Ova jednadina moze se proveriti neposrednim racunom. Pri tome treba imati u vidu da je 71
konstantan vektor.
Podelimo predhodnu jednacinu sa dva
1 - - 1 - — -
Ev'i(n r) = Edt (7” T’i)) - Er'i(n V)
, a potom izraz na levoj strani zapiSimo na slede¢i nacin

-
’
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— - 1 d - - - 1 - - -
vt 7)) — s 7y) = Ea(r'i S(n- T’i)) - Er'i(n V)
, odnosno

1
ﬁl(ﬁ : Fl) = Eﬁ'i(n ) + ——(T l)) l(n 'i)

Prvi i tre¢i ¢lan zajedno moZzemo pr1kazat1 u obhku dvostrukog Vektorskog proizvoda

- - o 1 1 d - o
U’i(n'r’i)—znx(v Xr1)+2d (- (- 7))
Suma koja figuriSe u jednacini (1 1.80) dobija oblik

2(ql DG ) = qunx(v xrl)+2dtqu

Zamenom ovog rezultata u Jednacmu (11.80) dobijamo

4= 4ncr6t[ qunX(v X71) 4ncr6t2[ qurl (- rl)] (11.81)

Istakao sam da je veli¢ina A Jednaka zbiru komponenata Am 1 A k
A=Ay + 4,
Veli¢ine /Tm i4 x odredjuju se na osnovu sledeéih jednacina

ﬁm 4ncr6t[ qunx(v X70)

- Uo
A = 4mcr Ot? [ Z ar ] (11.83)

Najpre ¢u analizirati veli¢inu Aml magnetno dipolno zracenje. U jednacini (11.82) izvrsi se
izmena redosleda mnozitelja u dvostrukom Vektorskom proizvodu i dobija se slede¢a jednacina

Am 4ncr6t[ qu(r X 7;)

Izraz u zagradi predstavlja magnetni dlpolm moment sistema u trenutku t —r/c
n
. r. 1 L
Tt —0) =3 > 4 X 5) (1185)

Zamenom jednacine (11.85) u jednacinu (1 1_.84) dobijamo

(11.82)

X 7 (11.84)

-

m:

po Mt —2) X7t

e " (11.86)
Koris¢enjem jednacine (11.64) mozemo odrediti ja¢inu magnetnog polja. Postupak dobijanja
odgovarajuce jaCine magnetnog polja je veoma slican postupku koji je koris¢en za dobijanje jednacine
(11.69).
Zamenom jednacine (11.86) u jednacinu (11.64) dobijamo
=, Ty L =
o m(t — E) Xn

B=—2rot
41tc r

Ovu jednacinu dalje transformiSemo koriS¢enjem jednacine (11.72)
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R T, -
o . 0 m(t—E)Xn

Botogyl
4-77,'Cn or r
, odnosno
= _ Ho 1., Ny, 10 . T —>]
B—4ncn><[ 7Azm(t C)Xn+rar(m(t C)Xn) (11.87)

Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje pojednostaviti koriS¢enjem jednacine (11.38)

a(_-)t T‘X_)) 16(_-,t T‘X_))
—mt—o)xn)=———=—(m(t——)xXn
ar ( c) cat ( c)
Prilikom diferenciranja izraza u zagradi po vremenu treba imati na umu da je vektor 7
konstantan vektor. U skladu sa tom konstatacijom dobijam sledeci rezultat
(i =D i) = =i (e ) i
—|mt——-)xn)=——m(t—-=)Xn
or c c c
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.87) dobijam

B =22 i [~ St (e = ) it = o (e~ ) )

, odnosno

-

wy [T =D x| x7i ) [FE-D x| x7

41c r? 4c? r
U talasnoj zoni mozemo zanemariti sabirak koji sadrzi faktor 1/72, i dobijam sledeéi rezultat

Lo [#i(t—g)xﬁ]xfi

B@# o) = yi . (11.88)

Na osnovu jednacine (11.88) odredjuje se jaina magnetnog polja u talasnoj zoni. Potrebno je
zoni bi¢e veoma sli¢an postupku koji je koris¢en prilikom analize elektri¢nog dipolnog zracenja. Taj
postupak se zasniva na koris¢enju jednacine (11.74). Zamenom jednacine (11.88) u jednacinu (11.74)
dobijam

=, N o=l = -
Lo [m(t—E)xn]Xn 1 0F

rot -
4mc? T c? ot

Da bi naSao jacinu elektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor ja¢ine magnetnog polja

= T - —
. o [m(t—E)Xn]Xn
rotB = Srot
41rC T

Primenom jednacine (11.72) dobijam

S 9 [#i(t—%)xﬁ]xﬁ

47c? or T

, odnosno

Ho 1 T oo 10 e LA B

—an X [_r_z [m(t — E) X n] xn+ ;a([m(t — E) X n] X n)] (11.89)
Drugi sabirak u uglastim zagradama transformisem na slede¢i naéin

9 ([ =D x| x ) = = ([mice ~ 5 x 1] x 7) =
Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

tB =
To 4
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d /1 rooo1 . d /1 rooo1 . 1
5([m(t —E) X n] X n) = a([m(t _E) X n] X n) (_E)
Ovaj izraz moze se dalje transformisati na slede¢i nacin
2 ([fce -5 x ] x ) = 2 ([fice = 5 x 7] x ) 2= (-
or c Jt c ot ¢
Kori$¢enjem jednacine (11.34) dobijam

2 (e =5 xi] x t) = 2 ([fce = 2 x ] ) (=)
, odnosno

a([m(t—z) Xn] Xn) = —E[m(t—z) Xn] Xn
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.89) dobijam

Ho ﬁx[—riz[#i(t—g)xﬁ]xﬁ—%[f_}i’(t—g)xﬁ]xﬁ]

rotB =
41rc?

Posto se razmatranja vrSe u talasnoj zoni zanemaricu prvi sabirak u uglastim zagradama i
dobijam

rot§=4ﬂo [(rﬁ(t—g)xﬁ)xﬁ]xﬁ

nre3
Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.74)
O Ho Y oo =2lo =
i 47Tr(:[(m(t—z) Xn) Xn] Xn
Nakon integracije po vremenu dobija se jacina elektriénog polja
E = yp— [(m(t C) X n) X n] Xn

, odnosno
= T — — —
A [(m(t_E) Xn) Xn] Xn
E =
4mc r oo
Na osnovu jednacina (11.88) 1 (11.90) vidi se da su u talasnoj zoni vektori E' 1 B medjusobno
ortogonalni. Vektori EiB ortogonalni su na vektor 7, i vaZi sledeca jednagina
E@ t) = c[B@#t) x ] (11.91)
Sada ¢u analizirati elektricno kvadropolno zracenje. Vektorski potencijal koji je povezan sa

(11.90)

ovim zracenjem oznacio sam sa Ay, i on se odredjuje na osnovu jednacine (11.83). Zbog vaznosti ove
jednacine za dalju analizu ponovo ¢u je zapisati

re I’l'O az C - — -
A, = D ity G i) (11.92)
=1

8mcr dt? .

Procedura transformacije ove jednacine je prezentovana u knjizi [13]. Kada nam je poznat
vektorski potencijal A x jacinu magnetnog polja odredjujemo na osnovu jednacine (11.64)
B = rot4,
Izrazu na desnoj strani jednacine (11.92) mozemo dodati vektorsku funkciju oblika f(r) - 7.

Funkcija f(r) glasi
N
— o 0 Z 2
for) = 24mcr 0t2 4 - ur
i=
Dodavanje vektorske funkciju f(r) - 71 izrazu na desnoj strani jednacine (11.92) ne¢e promeniti

jaGinu magnetnog polja, jer je rotor vektorske funkciju f(r) -7 jednak nuli. U skladu sa ovim
konstatacijama jednacina (11.92) dobija oblik
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- Uo Z
A = 8ncr6t2[qurl (- rl)] 2ameroc L. 1T

, odnosno
A= [Z GBF - (7)) - r@ﬁ)] (11.93)
Jednacina (11.93) moZze se napisati na sledeci nacin
> ‘UO = _ t
Ay =5=D (t C) (11.94)

=g oy , . e
Vektor D definiSe se na osnovu sledeée jednacine
N

=g r - - o —
D (t - E) = Z qi(37; - (- 7)) — 1)

Ovaj vektor moze se izraziti na slede¢i nacin
D =D# (11.95)
Veli€ina D je tenzor kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D, odredjuju se na osnovu
sledece jednacine

N
= Z qiB X yuxsy — 1726) (11.96)

Indeks i uzima vrednosti od 1 do N. Sa N je oznafen broj Cestica u sistemu. U okviru
gravitoelektromagnetizma dobicu tenzor koji je po matematickoj formi veoma sli¢an tenzoru D. Tada
¢u na konkretnim primerima iz gravitoelektromagnetizma odredjivati komponente tog tenzora. Iz tog
razloga ovom prilikom izostavi¢u analizu tenzora D, ali mogu napomenuti da se komponente ovog
tenzora odredjuju za diskretnu raspodelu naelektrisanja.

U sluc¢aju kontinualne raspodele naelektrisanja komponente tenzora D, odredjuju se na osnovu
sledece jednacine

D,, = j(3x'ﬂx'v —1r28,,) pdV (11.97)

Na slici 52 prikazana je oblast prostora zapremine V'. Pocetak koordinatnog sistema oznacen je
taCckom O . Unutar zapremine V' nalaze se naelektrisane Cestice. Raspodela naelektrisanja je
kontinualna. Gustina naelektrisanja je oznaCena sa p. Da bi smo dobili komponente tenzora D,
potrebno je izraunati odgovarajuce integrale. Ako koristimo Dekartove koordinate (x’, y’, z’) vaze
slede¢e jednacine

X1=X
X2 =Y
X'3 = Z

r?=x?4+y?+ 22
Nakon procesa integracije dobijaju se komponente tenzora D,,,,. Tenzor D moZe se prikazati i u
matri¢noj formi

r D1 D1z Dy3
D,,(t — —) =|Dy1 Dy Dy3 (11.98)
D31 D3 Ds3
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Treba napomenuti da sve komponente tenzora D,,, moraju biti odredjene za vremenski trenutak
t—r/c.
Na slici 52 prikazana je i tacka B. Radijus vektor tatke B oznacio sam sa 7. Uveo sam jedini¢ni
vektor 7. On se mozZe izraziti preko svojih komponenata
i = n,d +n,J+nk (11.99)
Vektori 7 i D mogu se predstaviti kao matrice vrste

nx
7= ny] (11.100)
nz
Dy
D =|D, (11.101)
D,
Zamenom jednagina (11.98), (11.100) i (11.101) u jednaginu (11.95) dobijam
Dy Di1 Dip Di3] [T
Dyl =|Dz1 D33 Das ny] (11.102)
D, D3y Ds; D3zl 1N

Vektorski potencijal /_fk odredjuje se na osnovu jednacine (11.94). Da bi smo odredili jacinu
magnetnog polja koristicemo metode koje su ve¢ prezentovane u dosadasnjem tekstu. Zamenom
jednacine (11.94) u jednacinu (11.64) dobijam

= r
Ho D(t_E)

B =
24mc 0 r

Ovu jednacinu dalje transformiSem koris¢enjem jednacine (11.72)
= r

Ho = i D(t— E)

24mc or r

, odnosno

= Ho _, 1= r 10 /= T ]
= X [—= ——)+-= —— :
B =g i [ =D (t C) o (Dee C)) (11.103)
Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje pojednostaviti kori§¢enjem jednacine (11.38)

3w (B =gn) =~z (Be=2n)

2 50-L0)=-L56-)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.103) dobijam
F = o *x[ 15(1: 1) 15(1: T)]
= 24mc" r? ¢") e c

= ™\ _ = = 1 -

§(Ft)= Lo D(t—E)xn_l_ o D(t—zr)xn
' 24mc? r 24mc r2

U talasnoj zoni mozemo zanemariti sabirak koji sadrzi faktor 1/72, i dobijam sledeéi rezultat

Ho 5 (t B g) X 1
24mc? r

, odnosno

, odnosno

B@# ) = (11.104)
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I u slucaju odredjivanja jacine elektri¢nog polja koristicu metode koje su ve¢ prezentovane u
dosadasnjem tekstu. Polazim od jednacine (11.74)

s 1 OE

TOY = 2y

Da bi naSao jacinu elektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor ja¢ine magnetnog polja
= T\ o -
24mc? r
Primenom jednacine (11.72) dobijam
= T\ o =
24mc? or r
, odnosno
rotB = 510 iix [~ B (e~ D) x i+ 2 (B (e~ 1) x )| (11.105)
24mc? r? c ror c '

Drugi sabirak u uglastim zagradama transformisem na sledeci naéin

d /= . d /=3 N0
E(D(t—g)Xn)za(D(t—E)Xn)a—:

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

d /= o d /= N 1
(3D xi) = (3D xi) D

Ovaj izraz moze se dalje transformisati na slede¢i na¢in

0 /= o d /= N0 1
E(D(t—g)xn)=&(D(t—§)xn)a—i(—z)

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

d /= R d /=3 . 1
a(D(t—g)Xn)=a(D(t—E)X")<—?

P LLICe

, odnosno

D(t—- Y7

or ¢ c ot*
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.105) dobijam
= T
rotB = -5« _iﬁ(t_f)xﬁ_ia4D(t_E)xﬁ
24‘7TC2 TZ C rc 6t4

Posto se razmatranja vrSe u talasnoj zoni zanemaric¢u prvi sabirak u uglastim zagradama i

dobijam
Ho 0D (t B g)

Xn|xn
247nrc3 ot*

rotB =

Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.74)
- = r
0F _ up |9°D (t - E)

—= X 1| xn
ot 24mrc Jt*

Nakon integracije po vremenu dobija se jacina elektri¢nog polja
o |D(t—D) x| x7
24mc T
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Na osnovu jednacina (11.104) i (11.106) zaklju¢ujemo da su u talasnoj zoni vektori EiB

medjusobno ortogonalni. Vektori EiB ortogonalni su na vektor 71, i vaZi slede¢a jednacina
E(# t) = c[B(# t) x 1] (11.107)
Vektorski potencijal u elektrodinamici u opstem slucaju moze se prikazati kao suma tri sabirka
A=4,+A4, + A4,

Kada sistem naelektrisanih Cestica koji se nalazi u zapremini I/’ emituje elektromagnetne talase
u pojedinim sluc¢ajevima u talasnoj zoni elektromagnetno zraCenje sastoji se od tri komponente. Te
komponente nose naziv elektricno dipolno zrafenje, magnetno dipolno zracenje i elektri¢no
kvadropolno zracenje. Istakao sam da su moguci i slucCajevi da postoji samo jedna komponenta
elektromagnetnog zraCenja, ali postoje i slucajevi kada istovremeno egzistiraju dve komponente
elektromagnetnog zracenja. U sluCaju da postoji elektricno dipolno zracenje onda je to zraCenje
najdominantnija komponenta elektromagnetnog zracenja.

Vektorski potencijal koji je povezan sa elektricnim dipolnim zracenjem obeleZio sam sa /Td.

Vektorski potencijal koji je povezan sa magnetnim dipolnim zracenjem obelezio sam sa /Tm. Sa /Tk
obelezio sam vektorski potencijal koji je povezan sa elektricnim kvadropolnim zra¢enjem.
Analizira¢u najpre slucaj kada postoje sve tri komponente vektorskog potencijala. Zamenom
jednacina (11.62), (11.86) 1 (11.94) u jednacinu (11.56) dobijamo
5 r N T, =
/T_.Uop(t_E) Ho m(t—E)Xn Ho 4(

r
T Am 1 41c T + 247TCT'D L= E) (11.108)

Ukupno magnetno polje u talasnoj zoni takodje se sastoji od tri komponente
5 _ Ko ﬁ(t—g)xﬁ Lo [ﬁ(t—g)xﬁ]xﬁ Lo D(t—f)xﬁ
 4mc r 4rc? r 24mc? r
Ovaj rezultat sam dobio koris¢enjem jednacina (11.69), (11.88) 1 (11.104).
Ukupno elektri¢no polje u talasnoj zoni takodje se sastoji od tri komponente
p(t—2) X 7| x 7 Mt — o) X 7) X 7| x 7 f);(t—f)xﬁ]xﬁ
B 1 [p(t C)Xn]Xn+#0 [(m(t C)Xn)Xn]Xn Lo [ B
4meyc? r 4mc r 24mc r
Ovaj rezultat sam dobio koriS¢enjem jednacina (11.68), (11.90) 1 (11.106).
Lako je pokazati da u talasnoj vazi slede¢a jednacina
E@ t) = c[B(# t) x ] (11.110)
Ova jednacina je posledica jednacina (11.70), (11.91) 1 (11.107).
Prezentovao sam odgovarajuce jednaCine kada postoje sve tri komponente elektromagnetnog
zracenja. Sada ¢u analizirati slu€aj kada postoji samo elektri¢no dipolno zracenje, 1 za ovaj slucaj
odredi¢u Pointingov vektor. U ovom slucaju jacina magnetnog polja odredjuje se na osnovu jednacine

(11.69), a jacina elektricnog polja na osnovu jednacine (11.68). Pointingov vektor definiSe se na
osnovu jednacine (2.103)

(11.109)

- 1 - -
P =M_EXB (11.111)
0
Zamenom jednacine (11.70) u jednacinu (11.111) dobijamo

- Cc - —
P=—(Bx7)xB
Ho
, odnosno
- C - - - -
P= H—[r_i(B -B) —B(i - B)]
0
Vektor 7 je ortogonalan na vektor B i u skladu sa tim predhodna jednacina dobija oblik
P=—|B|'# (11.112)
Ho
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Zamenom jednacine (11.69) u jednacinu (11.112) dobijamo

I ka—ﬂxﬂ
= Ten?c 2 (11.113)

Koris¢enjem Pointingovog vektora moze se odrediti ukupna energija koju izraci dipol u jedinici
vremena.

U dosadas$njem tekstu analizirao sam gravitacioni skalarni potencijal, i dobio sam jednacine
(11.50) i (11.54). Preostaje da izvrSim analizu gravitacionog vektorskog potencijala. Ta analiza u
mnogome se zashiva na prezentovanoj analizi iz elektrodinamike. Pokazacu da se gravitacioni
vektorski potencijal moze prlkazatl kao suma tri sabirka

Agem - Agemd + Agemm + Agemk (11-114)

U slucaju elektrodinamike pokazano je da se u talasnoj zoni elektromagnetno zracenje moze
sastojati od tri komponente. Te komponente nose naziv elektri¢no dipolno zracenje, magnetno dipolno
zracenje 1 elektri¢no kvadropolno zracenje. Sli¢na je situacija i kod gravitoelektromagnetizma. Na slici
53 prikazana je oblast prostora zapremine V'. Unutar zapremine V' nalazi se veliki broj Cestica. Kada se
Cestice sa masom krecu ubrzano one emituju gravitacione talase. Pokazacu da se u talasnoj zoni
gravitaciono zracenje moze sastojati od tri komponente. Komponente gravitacionog zracenja nazvao
sam gravitaciono dipolno zracenje, gravitaciono magnetno dipolno zracenje i gravitaciono kvadropolno
zracenje.

Gravitacioni vektorski potencijal koji je povezan sa gravitacionim dipolnim zraenjem u
jednacini (11.114) obelezio sam sa ffgemd. Gravitacioni vektorski potencijal koji je povezan sa

gravitacionim magnetnim dipolnim zracenjem obelezio sam sa /Tgemm. Sa /Tgemk obelezio sam
gravitacioni vektorski potencijal koji je povezan sa gravitacionim kvadropolnim zraenjem.
Osnovu za analizu gravitacionog vektorskog potencijala predstavlja jednacina (11.20). Ona se
moze napisati u obliku
5> (= r, 1. .
Apem 1) = = ]m(r"t_EJrEn'r’)dV 11.115
rt)=—— ’ .
gom =R - (11.115)
Postupak transformacije ove jednadine je veoma slican postupku koji je primenjen u
elektrodinamici. Najpre je potrebno izvriti razvoj podintegralne funkcije iz jednaine (11.115) u

Tejlorov red
n(Fre=gaen ) n(e-g) oo (n(e-g)

r r ar r

Obzirom da vrSim analizu za talasni zonu ispunjen je uslov (11.7) i dovoljno je uzeti samo dva
¢lana u razvoju podintegralne funkcije. Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.115) dobijamo

5 (=2 r r
‘Egem(?’t)z_i—]z/fv'w—t)dv _|__f( (’) M dv

r T

Ako se primeni matematicka procedura koja je koriS¢ena u elektrodinamici ova jednacina
transformise se na sledec¢i nacin.

re - 4)/ - =, 4y a - = r = =
Agem(F,0) = = — i T (Pt )dv = arl fv T (Pt —E)r -ndVl (11.116)

Da bi transformisao prvi ¢lan u jednacini (11.116) prvo ¢u transformisati podintegralni izraz
koriste¢i definiciju masene gustine struje (jednacina (2.39))

fv i (7ot -2)av = jv P
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, a potom ¢u preci sa kontinualne raspodele mase na diskretnu raspodelu

N
- -
f pmvdV: = Zml- -V
v i=1

Nakon ovih transformacija dobio sam sledeci rezultat

-> - r - -
f i (7t =) v =Zmi-v'i (11.117)
v ¢ i=1

U tre¢em poglavlju uveo sam veli¢inu pgepm, (jednaéi_na (3.52))
N

- _ >,
Pgem = m; -1

Potrazimo sada promenu masenog dipolnog momenta sisterna sa vremenom

BPgem _ 4 zmr zm zm i
dt dt i i L i

Zamenom ovog rezultata u Jednacmu (11. 117) dobljam

7 r
[ (e = =D

dt
, odnosno
- - r 5 r
j Jon (et = —) AV’ = Boem(t =) (11.118)
4
Zamenom jednacine (11. 118) u Jednacmu (11.116) dobijamo
4)/ pgem(t 4]/ d N
gem(r t) = B i — c2 o rf r t—— r-ndv (11.119)
Prvi ¢lan u jednacini (11.119) oznacicu sa Agem d
- 4)/ pgem(t )
gemd — C2 " — (11.120)

Gravitacioni vektorski potencijal moze se prikazati kao suma tri sabirka (jednacina (11.114)).
Da bi smo odredili ostale dve komponente gravitacionog vektorskog potencijala potrebno je
transformisati drugi ¢lan u jednacini (11.119). Postupak dobijanja tih komponenata bice prezentovan u
narednom tekstu.

Sada ¢u analizirati slucaj kada se gravitacioni vektorski potencijal sastoji samo od komponente

Agem 4 - U tom slucaju jednacina (11.114) dOlea oblik

Agem = Agemd (11.121)

U ovom slucaju postoji samo gravitaciono dipolno zracenje. Ako nam je poznat gravitacioni

skalarni potencijal 1 gravitacioni vektorski potencijal jaCinu gravitomagnetnog 1 jacinu
gravitoelektricnog polja odredjujemo na osnovu Jednacma (2.43)1(2.46)

Byem = rotAg, (11.122)

-

o dA
Egem = _grad<pgem - agtem

Zamenom jednacine (11.120) u jednacinu (11.122) dobijamo

(11.123)
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5 r
- 4y pgem(t - _)
Bgem = —C—ZTOt fc

Ovu jednacinu dalje transformisemo koris¢enjem jednacine (11.72)

5 r
N 4}/ = a pgem(t - E)
pem =~ X G\ T
, odnosno
. 4y 1. r. 10 /. T
Bgem = —C—zn X [—r_ngem(t - E) + ;a(pgem(t - E)):I (11124)

Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje pojednostaviti kori§¢enjem jednacine (11.38)

% (ﬁgem(t - g)) = i aat (pgem( ))

, odnosno

% (ﬁgem(t - g)) = - %ﬁgem (t - g)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.124) dobijamo

Egem = _i_]z/‘r_i X [_rizﬁgem (t _g) _%5gem (t _g)]

, odnosno
3 r — B r —
- 4y Pgem (t - E) xXn 4y pgem(t - E) xn
Bgem = _C_3 r - C_Z 1'2 (11125)
U talasnoj zoni moZemo zanemariti sabirak koji sadrzi faktor 1/72, i dobijamo sledeéi rezultat
5 ™\ =
- 4y Pgem (t_E) xn
Byem = = " (11.126)

Na osnovu jednacine (11.126) odredjuje se jaCina gravitomagnetnog polja u talasnoj zoni.
Potrebno je odrediti jacinu gravitoelektriénog polja u talasnoj zoni. U slucaju elektrodinamike kada
sam odredjivao ja¢inu elektricnog polja u talasnoj zoni koristio sam Maksvelovu jedna¢inu odnosno
jednacinu (11.74)

rotB = ——
c? ot

U slucaju gravitoelektromagnetizma primenlcu slican pristup. Osnovu dalje analize c¢ini
jednacina (2.37)
= 1 0E
rOthem = :ugemfm + C_Z ég:m
Cestice se nalaze samo unutar zapremine V' (slika 53). Izvan zapremine V' ne postoje Gestice, i
u skladu sa tim masena gustina struje jednaka je nuli. Ovaj zakljuCak vazi 1 za talasnu zonu, pa
jednacina (2.37) dobija jednostavniju formu

. 1 0E em

rotBem = 5~ (11.127)

Da bi nasao jaCinu gravitoelektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor jacine
gravitomagnetnog polja

4)/ ot T._);gem(t_g)Xﬁ

B
rot
gem — C3 r

Primenom jednacine (11.72) dobijam
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T0tByem X pw "
, odnosno
- 4y 1. N o 10 /4 ™o
T0tBgem = —h X [_r_ngem (t — E) Xn+ o™ (pgem (t — E) X n)] (11.128)

Drugi sabirak u uglastim zagradama transformisem na sledeci naéin

g (oo (6= ) %70) = 52 (oo (¢ = 5) <) 7

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

2 (Baen (6=2) % 7) =2 (Fpem (¢ - D) x7) (=

Ovaj izraz moze se dalje transformisati na slede¢i nain

0 3 r 5 d - r R
or (pgem(t - E) X n) = ot (pgem (t — E) X n) 3 (- E)
Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

d /4 .o d /4 ™o 1
E (pgem(t - E) X Tl) - a (pgem (t - E) X Tl) (_ E)
, odnosno
a '_; r - 1 ':)'
a(pgem(t - E) X Tl) = _Epgem (t - _) Xn
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.128) dobijam
- 4y 1. T L 1. T .
rotByem = —C—3n X [_r_ngem (t - E) Xn— Epgem (t - E) X n]
Posto se razmatranja vrse u talasnoj zoni zanemari¢u prvi sabirak u uglastim zagradama i
dobijam

_ 4y ps N1
rotByem = Tt [pgem (t - E) X n] Xn
Ovaj rezultat zamenjuje se u j ednaéinu (11.127)

OF T
gem — =
at  rc? [pgem( c) % n] xn
Nakon integracije po vremenu dobija se jacina gravitoelektricnog polja u talasnoj zoni
- 4)/[pgem(t__)xn]xn
Egem = = (11.129)
Na osnovu jednacina (11.126) 1 (1 1.129) dobijam sledecu jednacinu
Egem = ¢[Byem x 7] (11.130)

Vektori Eger, 1 Byemn medjusobno su ortogonalni, i ortogonalni su i na vektor n.

Na osnovu jednacine (11.120) odredjuje se ffgemd. Gravitacioni vektorski potencijal moze se

prikazati kao suma tri sabirka (jednacina (11.114)). Da bi smo odredili ostale dve komponente
gravitacionog vektorskog potencijala potrebno je transformisati drugi ¢lan u jednacini (11.119). Taj

.y e
Clan obelezicu sa A g

i 4y 0 5 o
=25 Irf t—— r-ndV’ (11.131)
On je jednak zbiru komponenata Agem ml Agem k
A'gem Agemm + Agemk (11.132)
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Postupak dobijanja komponenata /Tgem ml /Tgem x Zasniva se na proceduri koja je prezentovana
u elektrodinamici. IzvrSimo najpre diferenciranje po 7 u jednacini (11.131)
- 4y 1 S /. r 4y1 0 R ™., o
Agem = _c_zr_ZfV‘ Jm (r't_E) Adv +C—2;§f I (r,t—E)r RV (11.133)
Drugi sabirak transformisemo koriS¢enjem jednacine (11.36)

%UV fm(?',t—g)?*-ﬁdv'l =—%%fv‘ o (78 = 2) 7 - v

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.133) dobijamo

. 4y 1 N ™. o 410 N ™., o
Agem = —C—ZT—ZJ;/ Jm (r', t— E) r-ndV — c_3;6t_f Jm (r',t - E) r-ndV  (11.134)
MozZemo zanemariti prvi sabirak u ovoj jednadini jer sadrzi faktor 1/r%. U skladu sa tim
dobijamo sledeci rezultat
- 4]/ 1 a N - r - —
Kgom = _c_S?&fV, I (et = E) 7 RdV (11.135)
Da bi smo transformisali ovu jednacinu prelazimo sa kontinualne raspodele mase na diskretnu.
U skladu sa tim integral moZe se napisati na sledec¢i nacin

N
- - r - — - - o
j Jm (7”’, t— E) rendV = Z(mi v (- 1)
v .
=1

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11. 135) dol;ijamo

5 4y1 0
Agem = C3r6tz( ) (11.136)

Radijus vektor 7 odredjuje polozaj elementa zapremine dV'. Vektor ¥ je prvi izvod radijus
vektora 7 po vremenu
L ar

V=—
dt

I u slucaju diskretne raspodele mase veli¢ine 7 i ¥ treba odrediti u trenutku t — r/c. Sli¢ne
zakljucke imali smo i u slucaju elektrodinamike.

Potrebno je transformisati izraz pod znakom sume u jednacini (11.136). Da bi to uradio
primenicu pristup koji je ve¢ koriS¢en u elektrodinamici. Izraz pod znakom sume u jednacini (11.136)
moze se transformisati na sledeci nacin

- - - d - - - - — -
B 7 = 2 (P G 7)) = PG 59)
Ova jedna¢ina moze se proveriti neposrednim ra¢unom. Pri tome treba imati u vidu da je i
konstantan vektor.
Podelimo predhodnu jednacinu sa dva
1 - - 1 - — -
Ev'i(n r) = Edt (7” T’i)) - Er'i(n V)
, a potom izraz na levoj strani zapiSimo na sledec¢i nacin

- — - 1 - — - 1 d - — - 1 - — -

v 7)) = Ev'i(n 1) = Ea(rﬁ (- T’i)) - Er'i(n V')
, odnosno

- — - 1 - 1

v'i(n'r'i) =Ev'i(n l)+2dt(r l))__rl(n 'i)

Prvi i tre¢i ¢lan zajedno mozemo prikazati u obliku dvostrukog Vektorskog proizvoda
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- — - 1 1 d
v'i(n-r'i)—znx(v Xr‘)+2d( 1))
Suma koja figuriSe u jednacini (1 1.136) dobija oblik
N
1d
Z(m PG = Zmiﬁ X (0 X o)+ 592 ) ity G )

i=1 i=1
Zamenom ovog rezultata u Jednacmu (11.136) dobijamo

rd 4]/ a — - - 4)/ az
Agem =~ 3.5¢ 12 Z"H”X(”’i”ﬂ ~Groc

1
i=1
Istakao sam da je veli¢ina /T gem. jednaka zbiru komponenata A)gem ml Agem K
A gem = Agemm + Agem k
Veli€ine Agem m 1 Agem . 0dredjuju se na osnovu sledecih jednacina

e 4)/ a N — - -
Agemm = C Tat Zmi n X (U’i X71) (11.138)
i=1
N
1 4y 62 - - -
Agem e = C 3rot? Z m; - (- r'i)] (11.139)
i=1

Najpre ¢u analizirati veli¢inu Agemm . U jednacini (11.138) izvrSi se izmena redosleda
mnozitelja u dvostrukom vektorskom proizvodu i dobija se slede¢a jednacina

- 4)/ a - - - oy
Agemm = ~ 35032 Zmi (r;xv)xn (11.140)
Moment impulsa za sistem Cestica deﬁnlsan je jednacinom
L= Z m; (7; X v}) (11.141)
U skladu sa tim jednacina (11.140) dOlea oblik
- 4)/ Jd /1.
Agemm = 3 rat( L X n) (11.142)

I u sluaju diskretene raspodele mase, kao i u slu¢aju kontinualne raspodele mase veli¢ine 7 i v’
treba odrediti u trenutku t — r/c. U skladu sa tim i moment impulsa za sistem Cestica treba odrediti u
trenutku t — r/c, pa jednacina (11.142) dobija oblik
S 4y 0 11> N
Apemm == 357 [ (¢~ 0) * 1
Obzirom da je 7 konstantan vektor ovu jednaéinu mozemo napisati u obliku

. 2y L (t — t) X7
gemm =T 3 (11.143)
Kori$¢enjem jednacine (11.143) mozemo odrediti jaCinu gravitomagnetnog polja. Medjutim u
vecini slu¢ajeva moment impulsa je konstantna veli¢ina. To ima za posledicu da je veli¢ina ffgemm
jednaka nuli, odnosno jacina gravitomagnetnog polja i jacina gravitoelektricnog polja bic¢e jednake nuli,
1 odgovaraju¢a komponenta gravitacione radijacije izostaje. Konstantnost momenta imulsa nije
iznenadjujuca Cinjenica, jer Cestice medjusobno deluju gravitacionim silama. Zbog generalnosti
diskusije ja ¢u ipak odrediti jacinu gravitoelektri¢nog i ja¢inu gravitomagnetnog polja.
Zamenom jednacine (11.143) u jednacinu (11.122) dobijam
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. 2y [LE—-D)xit
Bgem = —C—3T0t f

Ovu jednacinu dalje transformisemo koris¢enjem jednacine (11.72)

= r 5
R 2y , 9 [Lit—p)xn
bom =~ 3G\ T
, odnosno
- 2y 1 N o, 10 /3 T
Bgem = _C_ X [_ﬁL(t—E) Xn+;§(l,(t—z) xn)] (11.144)
Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje transformisati koris¢enjem jednacine (11.38)

T (L~ Dx) =~ (L -5y )
ar(c)n_cat(c)n
Prilikom diferenciranja izraza u zagradi po vremenu treba imati na umu da je vektor 7
konstantan vektor. U skladu sa tom konstatacijom dobijam sledeci rezultat
g (Lee z x i) = 1f(t T)x"
o L= xn)=—7 o)
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.144) dobijam

- 2y 1 1 L 1= T .
Bgem:—C—3n><[—ﬁL(t——r)xn——L(t——)xn]

c re c
, odnosno
= r — — = T — —
3 __z_y[L(t—E)Xn]Xn_z_y[L(t—E)Xn]Xn
gem = 3 2 c* r
U talasnoj zoni moZemo zanemariti sabirak koji sadrzi faktor 1/72, i dobijam sledeéi rezultat
. zy[Z(t—g)xﬁ]xﬁ
Byem = — " (11.145)

Na osnovu jednacine (11.145) odredjuje se jaCina gravitomagnetnog polja u talasnoj zoni.
Potrebno je odrediti jacinu gravitoelektriénog polja u talasnoj zoni. Prilikom dobijanja jednacine
(11.129) koris¢ena je jednacina (11.127). I u ovom slucaju jednacina (11.127) predstavlja osnovu dalje
analize. Zbog njene vaznosti ponovo je navodim

iaEgem
c? ot

Da bi nasao jacinu gravitoelektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor jacine
gravitomagnetnog polja

r0tByem =

~ 2y [Z(t—g)xﬁ]xﬁ
rotByem = —C—4rot "

Primenom jednacine (11.72) dobijam

> r - —
2y @ [L(t_E) Xn] Xn
c* or r

rotByem = —

, odnosno

rotByem = —i—fﬁ x [—%[i(t - g) x| x i + %%([i(t - g) x i x ﬁ)] (11.146)

Drugi sabirak u uglastim zagradama transformi$em na sledeci nacin
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9 ([ =D xi] <) = 2 ([ice = x ] x ) o

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

2 ([fe =D x]xit) =2 ([ie -5 ] x ) (-
Ovaj izraz moze se dalje transformisati na slede¢i nacin

2 ([Ee - D] xit) = 2 ([ =D x| x7) L=y

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

:—T([i(t —g) X ﬁ] X ﬁ’) = %([Z(t —g) X 71] X ﬁ) (—%)

, odnosno
9 ([Ee =5 wi] i) = —2[fe =Dy ] x

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.146) dobijam

- 2y 13 ro 1 5 1z rooo.1
rothem=—an[—r—2[L(t—E)><n]Xn—ﬁ[L(t—E)Xn]Xn]

Posto se razmatranja vrse u talasnoj zoni zanemari¢u prvi sabirak u uglastim zagradama i
dobijam

- 2y
T0tBgem = — o5 [(L(t — —) X n) X n] X7
Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.127)
OE 2
%: rcy3 [(L(t——)Xn)Xn] X1
Nakon integracije po vremenu d0b1J2 a se jacina gravitoelektricnog polja
Egem = —g[(l,(t —E) X Tl) X Tl] Xn
, odnosno
. zy[(f(t—%)xﬁ)xﬁ]xﬁ
Egem = 3 " (11.147)

Na osnovu jednacina (11.145) i (11.147) vidi se da su u talasnoj zoni vektori Egem i §gem
medjusobno ortogonalni. Vektori Egem 1 Egem ortogonalni su na vektor 71, i vazi sledeca jednacina

Egem = ¢[Byem X 7] (11.148)

Sada ¢u analizirati gravitaciono kvadropolno zrac¢enje. Gravitacioni vektorski potencijal koji je

povezan sa ovim zraenjem oznacio sam sa Agenm i 1 0n se odredjuje na osnovu jednacine (11.139).
Zbog vaznosti ove jednacine za dalju analizu ponovo je navodim

R a2 1 L .
Agemk =~ 3-3.2 EZ m; 7y - (0 7)
l=

Primena gravitacionog kvadropolnog zracenja u astrofizici veoma je bitna. Narocito je znacajna
u slucaju binarnih zvezdanih sistema.

Procedura transformacije jednaine (11.139) zasniva se na proceduri koja je koriS¢enja u
sluc¢aju elektrodinamike. U slucaju elektrodinamike izrazu na desnoj strani jednacine (11.92) dodata je
vektorska funkcija oblika f(r) - 7. Funkcija f(r) glasi

_ Ho
fr) = 247cr 0t? Z ar
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Dodavanje vektorske funkciju f(r) - 7 izrazu na desnoj strani jednacine (11.92) nije promenilo
ja¢inu magnetnog polja, jer je rotor vektorske funkciju f(r) - 71 jednak nuli.

Sliénu proceduru primenjujemo i u slucaju gravitoelektromagnetizma. Kada nam je poznat
gravitacioni vektorski potencijal /Tgem x jacinu gravitomagnetnog polja odredjujemo na osnovu
jednacine (11.122)

Bgem = T0tAgem

Izrazu na desnoj strani jednac¢ine (11.139) dodacu vektorsku funkciju oblika g(r) - 7i. Funkcija

g(r) glasi

Moze se pokazati da je rotor vektorske funkcije g(r) - 7 jednak nuli.
U skladu sa procedurom koja je koriééena u elektrodinamici jednaéina (11.139) dobija oblik

5 2y 02 2y 0?2
Agemk =~ 3732 Zml“ (- 7:) 3cr6tzzm‘

, odnosno
2y 02 A
Agemr = — 3637 92 [Z m;(37; - (-7;) — T'Zﬁ)] (11.149)
i=1
Jednacina (11.149) moze se napisati na slede¢i nacin
= r
i 2y D(t-5)
Agemk =T33 (11.150)

3c3 r
Vektor D definiSe se na osnovu sledece jednacine
N

~ r - - > —
D (t - E) = Zmi(3 7y (1) — rPn)

Ovaj vektor moZe se izraziti na sledeci nacin
D = D# (11.151)
Veli€inu D nazvacu tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D,
odredjuju se na osnovu slede¢e jednacine

= Zmi(Sx'iux'iv —17%8,) (11.152)

Indeks i uzima vrednosti od 1 do N. Sa N je oznacen ukupan broj Cestica u sistemu. Tenzori
dati jednacinama (11.96) i (11.152) po matemati¢koj formi veoma su sli¢ni. Kada budem analizirao
konkretne primere iz astrofizike sa stanovista gravitoelektromagnetizma, odredi¢u komponente tenzora
D,,. Jednacina (11.152) vazi za slucaj diskretne raspodele mase.

U slucaju kontinualne raspodele mase komponente tenzora D, odredjuju se na osnovu sledece
jednacine

Dy, = f(3x'uxq, — 128, PV’ (11.153)

Da bi se odredile komponente tenzora Dy, potrebno je izraCunati odgovarajuce integrale.
Tenzor D moze se prikazati u matri¢noj formi

D1 Di; Dy3
D, (t— —) =|Dy1 D3z Dy3 (11.154)
D31 D3 D33
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Treba napomenuti da sve komponente tenzora D,,, moraju biti odredjene za vremenski trenutak
t—r/c.
Uveo sam jedini¢ni vektor 7. On se moze izraziti preko svojih komponenata (jednacina (11.99))
n=n,l+ nyf+nzl_c)
Vektor 71 koristi se u elektrodinamici, ali se koristi i u gravitoelektromagnetizmu.
Vektori 71 i D mogu se predstaviti kao matrice kolone

nx
i = [ny] (11.155)
Dy
D =|D, (11.156)
D,
Zamenom jednacina (11.154), (11.155) 1 (11.156) u jednacinu (11.151) dobijam
Dy Di1 Dip Di3] [T
Dyl =|Dz1 D33 Das ny] (11.157)
D, D3y Ds; D3zl 1N

Gravitacioni vektorski potencijal /Tgemk odredjuje se na osnovu jednacine (11.150). Da bi
odredio jadinu gravitomagnetnog polja koristicu metode koje su ve¢ prezentovane u dosadasnjem
tekstu. Zamenom jednacine (11.150) u jednacinu (11.122) dobijam

= r
- 2y D(t—72)

Byem = — 303 rot "

Ovu jednacinu dalje transformisem koris¢enjem Jednacme (11.72)

S 2y — 0 D(t——)
gem = 33 " 5y r
, odnosno
- 2y 1=
Byem = =557 [—T—ZD(t )+;§( (t ——))] (11.158)

Drugi sabirak u uglastim zagradama moze se dalje pojednostaviti koriSéenjem jednacine (11.38)

d /= 10
o (0@ =9) =~ (B =)

, odnosno

- 2y 1= T 13 T
gem = ~33M X [‘r—z (-2 (t‘z)]
, odnosno
gem = T 3.4 r  3¢3 r2
U talasnoj zoni mozemo zanemariti sabirak kOJl sadrzi faktor 1/72, i dobijam sledeéi rezultat
r
gem = ~3 3 " (11.159)
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Na osnovu jednacine (11.159) odredjuje se jacina gravitomagnetnog polja u talasnoj zoni.
koje su ve¢ prezentovane u dosadasnjem tekstu. Prilikom dobijanja jednacine (11.147) koriS¢ena je
jednacina (11.127). Jednacina (11.127) 1 u ovom slucaju predstavlja osnovu dalje analize. Zbog njene
vaznosti ponovo je navodim
1 0Egem
c? ot

Da bi nasao jacinu gravitoelektricnog polja potrebno je najpre odrediti rotor jacine
gravitomagnetnog polja

rotByem =

Primenom jednacine (11.72) dobijam

= _Z N
rotﬁgem - _3_2;* % b (t TC) *n
- odnosno _> 2y 1 = N , 10 /=3 ™nN o
rOthem = —ﬁn X [_T_ZD (t — E) Xn+ ;E(D (t — E) X n)] (11160)

Drugi sabirak u uglastim zagradama transformiSem na slede¢i nacin

d /= . d /= N0
a(D(t—g)xn)=§(D(t—£)><n)a—:

Koris¢enjem jednacine (11.34) dobijam

Jd /= . d /= . 1
2(5(e-1) %)= 2(5(-Der)

Ovaj izraz moze se dalje transformisati na slede¢i nacin

d /= o d /= N0 1
a(D(t—g)Xn)=a(D(t—£)Xn)a—i(—E)

Kori$¢enjem jednacine (11.34) dobijam

d /= R d /= . 1
(5D x1)= S )

, odnosno
= r
0 ;= m_ y_ 10D(t=¢)
a7 (0 (1 =) ) = —5 5
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.160) dobijam
= r

. 2y . | 1w, o L 10*D(t-7)
rotByem = ~gganx | =D (£ =) i - e x

PoSto se razmatranja vrSe u talasnoj zoni zanemaric¢u prvi sabirak u uglastim zagradama i

dobijam
" 2y |9'D (t - E) I -
rotByem = — 37c5 3t Xn|xn
Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.127)
- 47 _ r
at 3rc3 at*
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Nakon integracije po vremenu dobija se ja¢ina gravitoelektricnog polja

. 2y [ﬁ(t—f)xﬁ]xﬁ
Ejom = — <
gem 3C3

11.161
. (11.161)

Na osnovu jednacina (11.159) 1 (11.161) zaklju¢ujemo da su u talasnoj zoni vektori Egemi

Egem medjusobno ortogonalni. Vektori Egem i §gem ortogonalni su na vektor 7, i vazi sledeca
jednacina
Egem = c[Byem X 1] (11.162)
Gravitacioni vektorski potencu al moze se pr1kazat1 kao suma tri sabirka (jednacina (11.114))

Agem - Agemd + Agemm + Agemk
Ovo je najuopsteniji slucaj jer istovremeno postoje tri komponente gravitacionog vektorskog
potencijala. Mogu¢i su slucajevi da postoji samo jedna komponenta gravitacionog vektorskog
potencijala, ali postoje i sluCajevi kada istovremeno egzistiraju dve komponente gravitacionog
vektorskog potencijala.
Ja ¢u najpre analizirati sluc¢aj kada postoje sve tri komponente gravitacionog vektorskog
potencijala. Zamenom jednacina (11.120), (1 1.143) 1 (11.150) u jednacinu (11.114) dobijam

> T\ o = = r
/T _ 4-)/ pgem(t ) 2]/L (t - E) xXn 2)/ D (t - E) (11 163)
gem = 2 r s r 3¢c3 r '
Ukupno gravitomagnetno polje u talasnoj zoni takodje se sastoji od tri komponente
5 r
. 4ypgem(t )Xn Zy[L(t )Xn]Xn zyD(t—E)Xn
Bgem = 3 " i 3c4 " (11.164)

Ovaj rezultat dobio sam koris¢enjem jednacina (11.126), (11 145)1(11.159).
I ukupno gravitoelektri¢no polje u talasnoj zoni takodje se sastoji od tri komponente

2 B 4y[pgem(t—z)><n]><n zy[(L(t—E)Xn)Xn]Xn 2y [D(t—E)Xn]Xn
gem = ¢2 r c3 r 3c3 r
Ovaj rezultat dobio sam koriS¢enjem jednacina (11.129), (11.147) 1 (11.161).
Lako je pokazati da u talasnoj vazi slede¢a jednacina

Egem = ¢[Byem X 1] (11.165)

Sa Egem oznaceno je ukupno gravitoelektri¢éno polje u talasnoj zoni, a sa §gem oznaceno je
ukupno gravitomagnetno polje u talasnoj zoni. Jednacina (11.165) je posledica jednacina (11.130),
(11.148) 1 (11.162).

U ovom poglavlju prezentovano je dosta jednaCina iz elektrodinamike 1
gravitoelektromagnetizma. Potrebno je najbitnije rezultate predstaviti tabelarno. Tabela se sastoji od
dve kolone. U prvoj koloni bi¢e dati osnovni rezultati iz elektrodinamike, a u drugoj koloni bi¢e dati
osnovni rezultati iz gravitoelektromagnetizma. Jacine elektricnog i jacine magnetnog polja odredjene
su za talasnu zonu, odnosno za oblast prostora koja je veoma udaljena od izvora elektromagnetne
radijacije. Sli¢an zakljucak vaZzi i za gravitoelektromagnetizam, odnosno jacine gravitoelektri¢nog i
jacine gravitomagnetnog polja odredjene su za talasnu zonu.

Ovaj tabelarni prikaz omoguéuje nam brzu preglednost dobijenih rezultata.

Elektrodinamika Gravitoelektromagnetizam
- 5 r r
(_) £) = 1 n'p(t_E) ( £) = yM ]/n pgem( E)
QL) = Ame,cC r Pgemn ) =777 7 r
A= Ad + Am + Ak Agem = Agemd + Agemm + Agemk
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o BE—D) ] 4y Pgem(t — )
Ad:ET gemd:_c_z P
3 Nwr 5 ™ =
E(F't)zﬁfcp(t_rz)xn _>gem=_%pgem(tr—z)xn
" p(t =) x| x i B} Spem (£ = 1) x 1] x 7
.00 - [pe ] x 7 - [ (¢ :)Xn]m
] m(t —2) X 7t ] L(t—T)x7
Am=4l::Cm E X 7 Agemm:_i_)g,L(t rC)Xn
mt -y x 7l x 7 = r N
E(F,t)=4z22 [m(t Cixn]xn §gem:_i_Z[L(t—E)rxn]xn
5 _ o (e = D) x i) xi] i | -D i) x| xa
4mtc r gem = ~ 3 -
q D(t—= 3 D(t-L
=t (r ) =2 (r )
o D(t-I)x . D(t—=)x7#
B(F't)_ZL}MT?C2 ( rC)xn Bgem__fj’zcy‘t ( T)Xn
o U [D(t——)xn]Xn . zy[b(t——)xﬁ]xn
Eo = 247OTC r gem = T3 3

Tabela 3

O binarnom sistemu kojeg Cine pulsar PSR 1913+16 1 neutronska zvezda bilo je reci u
dosadasnjem tekstu. Ja sam ovaj binarni sistem nazvao Rasel — Tejlorov binarni sistem. Rasel i Tejlor
najpre su detektovali pulsar iz ovog binarnog sistema, a kasanije su analizom podataka utvrdili i
postojanje neutronske zvezde. Ovaj binarni sistem je izuzetno bitan jer analiza podataka dobijenih
proucavanjem ovog sistema pruzila je prvi indirektni dokaz o postojanju gravitacionih talasa. Ovaj
binarni sistem proucavan je preko 30 godina, i njegove karakteristike izuzetno su dobro poznate.

Pulsar PSR 1913+16 1 neutronska zvezda krecu se oko centra mase. Na slici 54 prikazane su
elipse po kojima se kre¢u ove zvezde. Ove elipse imaju jednu zajedniCku zizu koja se poklapa se
centrom mase sistema. Tacka gde se Zize poklapaju oznacena je sa C na slici 54.
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Slika 54

Analizom podataka utvrdjeno je da elipse imaju isti ekscentricitet, i on iznosi 0,0617. Brojem 1
oznacena je elipsa po kojoj se krece neutronska zvezda, a brojem 2 oznacena je elipsa po kojoj se krece
pulsar. Radijus vektori pulsara i neutronske zvezde oznaceni su sa Fp i 7, respektivno.Veliku poluosu
elipse 1 oznacicu sa a,, a veliku poluosu elipse 2 sa a,. Na slici 54 oznaCen je i1 ugao ¢. To je ugao
izmedju x ose i pravca radijus vektora 73,.

Na osnovu jednacine (10.58) moze se uvesti veli¢ina a. Za slucaj Rasel — Tejlorovog binarnog
sistema veli¢ina a odredjuje se na osnovu sledece jednacine

a=a,+a, (11.166)
Analizom podataka utvrdjeno je da veli¢ina a ima vrednost
a = 1950100 km (11.167)

U jednom trenutku rastojanje izmedju zvezda imac¢e minimalnu vrednost. PoloZzaji zvezda u tom
trenutku oznaceni su tackama A i B na slici 54. To minimano rastojanje ozna¢io sam sa d i ono se
odredjuje na osnovu jednacine (10.61)

d=a(l—-e)

Vrednost rastojanja d iznosi 746600 km. Maksimalno rastojanje izmedju zvezda iznosi
3153600 km.

Na slici je oznacen i ugao ¢. To je ugao izmedju x ose i pravca radijus vektora 73,.

Koris¢enjem eksperimentalnih podataka i teorijskog modela zasnovanog na Opstoj teoriji
relativnosti utvrdjeno je da masa pulsara i masa neutronske zvezde iznose respektivno

m, = 1,441 Mg, (11.168)

m, = 1,387 M (11.169)

Masa Sunca oznacena je sa M.
U dosadasnjoj analizi koriS¢ene su jednacine iz desetog poglavlja. To su jednacine (10.58) i
(10.61). Pored ovih jednacina koristi¢u 1 jednacine (10.67) 1 (10.68). Njithovom primenom na Rasel —

Tejlorov binarni sistemi dobijaju se sledeéi rezultati
m
a, =a——— (11.170)
my, + my
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my
an =a- — (11.171)
P n

Zamenom odgovarajucih brojnih vrednosti u ove jednacine dobijamo sledece rezultate
a, =049 a
p )

a, =051a

Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se energija binarnog sistema, odnosno smanjuju se
veli¢ine a i d tokom vremena. Analizom radio podataka utvrdjeno je da se rastojanje a smanji 3,5 m za
jednu godinu. Na osnovu ovog podatka mozemo ocekivati da ¢e posle dovoljno dugog vremena doc¢i do
spajanja pulsara i neutronske zvezde i1 formiranja jedinstvenog objekta. Pri ovom procesu spajanja
dveju zvezda dolazi do snazne emisije gravitacione radijacije.

Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se energija ovog binarnog sistema, ali se smanjuje i
period rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase. Ovaj period rotacije oznaci¢u sa T.
Proucavanjem Rasel — Tejlorovog binarnog sistema utvrdjeno je da se period rotacije pulsara
(neutronske zvezde) oko centra mase smanji za 0,0000765 s za jednu godinu. Na osnovu podataka
sakupljenih od 1975 do 2005 godine utvrdjeno je da se period T smanjio samo 40 s za ovih 30 godina
koliko je vrSeno posmatranje. Ovo smanjenje perioda rotacije je u izuzetnoj saglasnosti sa
predvidjanjima Opste teorije relativnosti.

JaCina gravitacionog polja u okolini pulsara (neutronske zvezde) je izuzetno velika. Da bi to
ilustrovao uzecu sledeci primer. Telo koje bi bilo pusSteno da slobodno pada sa visine od jednog metra
palo bi na povrSinu neutronske zvezde brzinom 2000 km/s. Veliku vrednost jaCine gravitacionog
polja neutronske zvezde ilustruje i ¢injenica da druga kosmi¢ka brzina iznosi 2 /3 brzine svetlosti.

Sa stanovista Opste teorije relativnosti mozemo reci da je u okolini neutronske zvezde prostor-
vreme izuzetno deformisano. Na velikim rastojanjima od neutronske zvezde jacina gravitacionog polja
nije toliko velika kao u okolini neutronske zvezde. Na velikim rastojanjima od neutronske zvezde
prostor-vreme malo je deformisano, i moze se koristiti aproksimacija slabog polja. Aproksimacija
slabog polja koristi se i1 za opisivanje gravitacionih efekata u Solarnom sistemu.

Problem dva tela sa stanovista Njutnove mehanike analizirao sam u desetom poglavlju. Problem
dva tela analiziran je i sa stanoviSta OpSte teorije relativnosti, i prilikom reSavanja tog problema
koriséene su numericke i aproksimativne metode.

Rasel — Tejlorov binarni sistem predstavlja pravu laboratoriju za proucavanje efekata Opste
teorije relativnosti. Za opisivanje ovog binarnog sistema uvedeni su odredjeni parametri. Oni se mogu
podeliti u tri grupe. Prvu grupu Cine parametri koji su povezani sa karakteristikama pulsara. Primer
ovakvog parametra je period rotacije pulsara oko njegove ose. Drugu grupu ¢ine Keplerovi orbitalni
parametri. Oni su dobijeni u okviru klasiéne mehanike. O tim parametrima bilo je re¢i u Sestom
poglavlju. Keplerovi orbitalni parametri za slucaj kretanja vestackog satelita oko Zemlje prikazani su
na slici 19. Tre¢u grupu parametara ¢ine tzv. post Keplerovi parametri. Oni se ne mogu dobiti
koris¢enjem klasi¢éne mehanike, ve¢ se mora koristiti Opsta teorija relativnosti. Primenom Opste teorije
relativnosti dobijeno je nekoliko post Keplerovih parametara. Oni se mogu izraziti preko Keplerovih
parametara, mase pulsara i mase neutronske zvezde. Masa pulsara i masa neutronske zvezde nisu bile
unapred poznate i mogu se odrediti na slede¢i nacin. Najpre se izmere Keplerovi orbitalni parametri, a
potom dva proizvoljno izabrana post Keplerova parametara. Istakao sam da se post Keplerovi
parametari mogu izraziti preko Keplerovih parametara, mase pulsara i mase neutronske zvezde. Ova
konstatacija vazi i za dva proizvoljno izabrana post Keplerova parametra. Na ovaj nacin dobijaju se dve
jednacine, a nepoznate veli¢ine koje figuriSu u tim jednacinama su masa pulsara i masa neutronske
zvezde. ReSavanjem ovog sistema jednacina nalazi se masa pulsara i masa neutronske zvezde.
Prezentovao sam proceduru odredjivanja masa zvezda u Rasel — Tejlorovom binarnom sistemu. Ova
procedura primenjuje se i kod drugih binarnih sistema.
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Ovom prilikom zadrzacu se samo na dva post Keplerova parametra. Sa stanoviSta OpSte teorije
relativnosti oni se odredjuju na osnovu jednacina (11.172) 1 (11.180).

Najpre ¢u dati odredjene komentare u vezi jednacine (11.172). Period rotacije pulsara
(neutronske zvezde) oznacio sam sa T. Zbog emisije gravitacionih talasa dolazi do smanjenja perioda T
tokom vremena. Period rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase smanji se 0,0000765 s za
jednu godinu.

Sa stanovista Opste teorije relativnosti promena perioda rotacije sa vremenom opisuje se na
osnovu sledece jednacine

T 96 y5/3 73

T 37
P MG (L et ket jam eyt 1)

Sa e je oznacen ekscentricitet elipse, y je gravitaciona konstanta. Brzina svetlosti u vakuumu
oznacena je sa C.
Ukupna masa ovog binarnog sistema odredjuje se na osnovu sledece jednacine

M =m, +m, (11.173)
Redukovana masa definiSe se na slede¢i nacin
p=—pln (11.174)
m, +m,
U cilju konciznijeg pisanja jednacéine (11.172) uvedena je funkcija f(e). Ona ima sledeéi oblik
ﬂ@=(+€}z+ie)ﬂ e2)~7/2 (11.175)

U slucaju Rasel — Tejlorovog binarnog sistema ekscentricitet elipse ima vrednost e = 0,617, 1 u
skladu sa tim funkcija f(e) ima vredsnost 11,843.
Jednacina (11.172) moze se transformisati koriééenjemjednaéina (11.173), (11.174) 1 (11.175)
T 96 y3  mym,

—= —)78/3 11.176
Zamenom brojnih vrednosti u Jednacmu (11. 176) dObl_]a se slede¢i rezultat
T = 2,402 -10712 (11.177)

Ova vrednost dobijena je na osnovu Opste teorije relativnosti. Eksperimentalno odredjena

vrednost za promenu perioda rotacije pulsara sa vremenom iznosi
Tors = 2,418 - 10712

Na osnovu ovih vrednosti mozemo zakljuciti da postoji dobro slaganje izmedju predvidjanja
Opste teorije relativnosti 1 eksperimenta.

Drugi post Keplerov parametar o kome ¢e biti re¢i u narednom tekstu odredjuje se na osnovu
slede¢e jednacine
, 3% o 2/3 2y-1
p="1 (%) (my + m)?/3(1 — e2) (11.178)

Ovaj parametar odredjuje precesiju perihela kod binarnog sistema. Da bi smo bolje razumeli
ovaj parametrar potrebno je da se podsetimo odredjenih rezultata o precesiji perihela Merkura. Perihel
je na slici 21 oznacen tackom P, afel tackom A. Prilikom analize u osmom poglavlju uzeo sam da se
Merkur u pocetnom trenutku nalazio u perihelu. Polozaj perihela Merkura tokom vremena menja se.
Nakon dovoljno dugog vremenskog intervala perihel ¢e se naéi u tacki P, a afel u tacki A; (slika 21).
Ova pojava naziva se precesija perihela Merkura. Sa slike 21 vidimo da se velika osa elipse zaokrenula
za ugao Aa. Perihel rotira oko tacke O konstantnom ugaonom brzinom. Ta promena polozaja perihela
je mala, ali je zapazena u astronomskim merenjima. Merenja su pokazala da se za period od 100 godina
perihel Merkura pomeri za ugao od 574 lu¢nih sekundi. Na osnovu Njutnove mehanike moze se dobiti
vrednost od 531 luéne sekunde. Postoji razlika izmedju izmerene vrednosti (5747/100 godina) i
vrednosti dobijene na osnovu Njutnove mehanike (5317/100 godina).
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Postavilo se pitanje kako objasniti ovu anomaliju. PredloZene su razne teorije. O osnovama tih
teorija bilo je reci u osmom poglavlju. ObjaSnjenje precesije perihela Merkura dao je Ajnstajn na
osnovu njegove Opste teorije relativnosti. Njegov rezultat je u dobroj saglasnosti sa astronomskim
merenjima. On je izveo sledecu jednacinu

6y M,
Ao = A —et)
c?a(l —e?)

Jednacina (8.3) dalje je transformisana koriS¢enjem treceg Keplerovog zakona i dobijena je
jednacina (8.4)

A 24m3a?
YT —e?)

Na slici 21 prikazano je da se polozaj perihela Merkura menja tokom vremena. Ja sam uzeo
proizvoljan vremenski interval, i nakon tog vremenskog intervala perihel se nalazio u tacki P, a afel u
tacki A;. Velika osa elipse zaokrenula se za ugao Aa. Ako je vremenski interval jednak periodu rotacije
Merkura oko Sunca (T = 87,97 dana), onda ¢e se perihel zaokrenuti za ugao Ag koji se odredjuje na
osnovu jednacine (8.3). Na osnovu ovih podataka mozemo odrediti ugaonu brzinu rotacije perihela oko
tacke O

A 24m3a?
T — T3c2(1 —e?)

Ovakva pojava postoji i kod Rasel — Tejlorovog binarnog sistema, ali je mnogo izraZenija. Neka
se u pocetnom trenutku pulsar i neutronska zvezda nalaze u perihelima (tackama A i B). Periheli leze
na x osi (slika 55). Nakon odredjenog vremenskog intervala periheli ¢e se naéi u tackama A, 1 B;.
Doslo je do rotacije x ose za ugao . Novi polozaj x ose oznacen je isprekidanom linijom na slici 55.

(11.179)

n}’

Slika 55

Proucavanjem Rasel — Tejlorovog binarnog sistema utvrdjeno je da se periheli zarotiraju za
ugao od 4,227 °, za vremenski interval koji odgovara jednoj zemaljskoj godini. U slu¢aju Rasel —
Tejlorovog binarnog sistema precesija perihela je mnogo izrazenija nego u sluc¢aju Merkura.

Osa x rotira oko tacke C konstantnom ugaonom brzinom. Sa stanoviSta OpSte teorije
relativnosti ta ugaona brzina odredjuje se na osnovu jednacéine (11.178). U literaturi se umesto ugla
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koristi ugao w. Ugao w naziva se argument perihela, i definisan je u Sestom poglavlju. Za slucaj
kretanja vesStaCkog satelita oko Zemlje argument perihela prikazan je na slici 19. Obzirom da su uglovi

p 1 w jednaki, jednacina (11.178) moze se napisati u obliku
)/2/3 -5/3

T
> (g) (m, + m,)?/3(1 — e?) ! (11.180)
Promenu perioda rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase u binarnom sistemu

analizirau 1 sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma. Da bi izvrSio tu analizu bi¢e mi potrebno da
koristim odredjene matematicke metode koje su koris¢enje pri dobijanju jednacine (11.172). O tim
metodama bice re¢i u narednom tekstu.

U dosadasnjem tekstu dao sam konkretne brojne vrednosti za pojedine parametre koji
karakteriSu Rasel — Tejlorov binarni sistem. Podaci o ovom binarnom sistemu dobijeni su zahvaljujuci
osobini pulsara PSR 1913 + 16 da emituje radio talase. Da bi se bolje shvatio proces detekcije radio
talasa potrebno je nesto reci o pulsarima.

Pulsari su brzorotiraju¢e neutronske zvezde. Neutronske zvezde se skoro u potpunosti sastoje
od neutrona. Poluprecnik pulsara je oko 10 km. Pulsari imaju veoma jako magnetno polje. Jacina
magnetnog polja kod veéine pulsara je reda veli¢ine 10° T. Do sada je otkriveno preko 2400 pulsara.
Ogromna vecina otkrivenih pulsara nalazi se u naSoj Galaksiji, medjutim otkriveni su pulsari koji se
nalaze i u drugim galaksijama.

Pulsari izuzetno brzo rotiraju oko svoje ose. Periodi rotacije otkrivenih pulsara pripadaju
intervalu od 0,00139 sekundi (PSR J1748-2446 ad) do 11,779 sekunde (PSR J1841-0456). Vecina
pulsara ima periode rotacije izmedju 0,5 s 1 2,5 s. Pulsari koji imaju period rotacije manji od 30 ms
nazivaju se milisekundni pulsari. Prvi milisekundni pulsar (PSR B1937+21) bio je otkriven 1982
godine. U toku jedne suknde on ucini oko 641 obrtaja oko svoje ose rotacije. On je bio najbrze
rotirajuc¢i pulsar sve do 2005 godine kada je otkriven pulsar PSR J1748-2446 ad koji ima period
rotacije 0,00139 sekundi. To znaci da pulsar PSR J1748-2446 ad u toku jedne sekundi napravi oko 719
obrtaja oko svoje ose rotacije.

Periodi rotacije pulsara se izuzetno precizno mere. Na primer za period rotacije pulsara PSR
J1603-7202 izmerena je vrednost

w=3

T =0,0148419520154668 s

Za pulsare je karakteristicno da im se period rotacije izuzetno sporo menja. U slu¢aju pulsara
PSR J1603-7202 period rotacije se poveéa za 5 - 1077 s svakih milion godina.

Pulsari imaju mase u domenu 1,18 M, do 1,97 M. Sa M, oznacCena je masa Sunca. Vec¢ina
pulsara ima masu 1,35 M. Neutronske zvezde imaju gustinu u intervalu od 3,17 - 1017 kg/m? do
5,9 - 1017 kg/m3. Ove vrednosti su uporedive sa srednjom gustinom atomskog jezgra koje iznosi
3-10Y kg/m3.

Na slici 56 prikazan je pulsar. Slika je preuzeta sa veb sajta [14]. U opsStem slucaju osa rotacije
pulsara 1 osa magnetnog polja ne poklapaju se. Prikazane su 1 linije sila magnetnog polja. Pulsar
emituje elektromagnetno zracenje. To zracenje nalazi se u relativno uskom konusu. Osa konusa
poklapa se sa pravcem magnetnog polja.
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Slika 56

Kada pulsar rotira radijacioni snop moze pogoditi detektor na Zemlji. Tada pulsar postaje za nas
vidljiv 1 mi registrujemo kratkotrajni puls. Slede¢i puls registrujemo nakon S§to pulsar napravi jednu
punu rotaciju. Vremenski interval izmedju detekcije dva pulsa jednak je periodu rotacije pulsara oko
njegove ose. U mnogim slucajevima radijacioni snop sa pulsara ne pogadja naSe detektore 1 mi
jednostavno nismo u mogucnosti da registrujemo postojanje pulsara.

Na slici 57 prikazani su detektovani pulsevi. Pulsar PSR B0329+54 ima period rotacije od
0,71452 s. To znaci da se nakon svakih 0,71452 s registruje po jedan puls.

/ Period =0.71452 s

Signal
T
e

e
i

postren mWMAwJ l’LMwu.,v PPN VP (TR, k,.,w,‘.,..-l e o

Slika 57

Registrovani pulsevi variraju po obliku i intenzitetu. Iz tog razloga potrebno je dobiti tzv.
srednji pulsni profil. On se dobija na osnovu stotina ili hiljada individualnih pulseva. Za razliku od
216



pojedinac¢nih pulseva srednji pulsni profil ima stalan oblik. Analizom radio pulseva odredjene su sa
izuzetno visokom preciznoS¢u karakteristike Rasel — Tejlorovog binarnog sistema. Naravno tehnika
koriSéenja radio pulseva primenjuje se 1 kod drugih binarnih sistema, ali i kod individualnih pulsara.

U dosadasnjem tekstu istakao sam da su vecina pulsara tzv. radio pulsari, odnosno najvec¢i deo
elektromagnetnog zracenja koje emituju pripada oblasti radio talasa. U slucaju pulsara detekcija radio
talasa je najjednostavnija. Medjutim kod pojedinih pulsara astronomi su uspeli da pored radio talasa
detektuju i1 vidljivu svetlost, X zrake iy zrake. Primer takvog pulsara je Rak pulsar. On se nalazi u
maglini Rak, koja predstavlja ostatak supernove. Kod ovog pulsara ubrzo posle detekcije radio pulseva,
astronomi su otkrili da se intenzitet registrovane vidljive svetlosti menja periodicno. Kasnije su
registrovani pravilni pulsevi i kod X i y zracenja. Medjutim postoje pulsari koji uopste ne emituju radio
talase, ve¢ iskljucivo emituju X zracCenje ili y zraCenje. 2008 godine otkriven je pulsar koji iskljucivo
emituje y zrac¢enje. Kasnije je otkriveno jo$ jedanaest takvih pulsara.

Postoje pulsari koji iskljucivo emituju X zracenje. Takvi pulsari nalaze se u binarnim
sistemima. Kod ovakvih binarnih sistema materija prelazi sa zvezde na pulsar. Postoje razli¢iti na¢ini
prenosa materije. Ja ¢u spomenuti samo jedan. Ako se pulsar i zvezda nalaze na malom rastojanju,
onda ¢e pulsar zbog jake gravitacione sile povu¢i materiju sa susedne zvezde. Tokom procesa
prenoSenja materije pulsar sve brze rotira i u jednom trenutku zapocinje da emituje X zracenje.

Nacin na koji ¢e zvezda evoluirati zavisi od njene mase. Postoje Cetiri zavrSne faze u procesu
evolucije zvezda, a to su: beli patuljak, braon patuljak, neutronska zvezda i1 crna rupa. Prilikom
eksplozije supernove nastaje veoma jak udarni talas. On snazno gura materiju u okolni prostor i na taj
nadin nastaje maglina. Sirenje magline moze da se nastavi vekovima. Nakon eksplozije supernove
ostaje jezgro zvezde, ali ono nije u moguénosti da vrsi termonuklearne reakcije. Zbog dejstva
gravitacionih sila dolazi do saZzimanja mase oko nekadasSnjeg jezgra zvezde. Nakon procesa
gravitacionog sazimanja moze da nastane neutronska zvezda ili crna rupa. U slu¢aju neutronske zvezde
strahovito sazimanje zvezdane materije prevodi atome i molekule u neutronsku kasu.

Ukratko sam objasnio proces nastanka neutronske zvezde. U skladu sa ovim procesom trebalo
bi ocekivati da se u svim ostacima supernovih, u maglinama nalaze neutronske zvezde. Medjutim u
literaturi dovedeno je u pitanje ovaj proces nastanka neutronske zvezde. Prezentovane su sledece
¢injenice. Pocetkom 80-tih godina dvadesetog veka analizirano je 175 ostataka supernovih u nasoj
Galaksiji 1 susednim Magelanovim oblacima, ali je registrovano samo 5 pulsara (neutronskih zvezda).
Treba ista¢i 1 ¢injenicu da oko 1000 otkrivenih pulsara je bez magline (ostatka supernove). Eksplozije
supernovih su retki dogadjaji, i verovatno se pulsari (neutronske zvezde) mogu proizvoditi na neki
drugi manje spektakularni nacin.

Situacija postaje jo§ komplikovanija ako bi smo analizirali binarni sistem koji se sastoji od dve
neutronske zvezde ili dva pulsara. Da bi nastao ovakav binarni sistem eksplozija prve supernove ne
sme da poremeti drugu zvezdu, a potom eksplozija druge supernove ne sme da unisti predhodno nastalu
neutronsku zvezdu. U okolini ove dve neutronske zvezde nasla bi se ogromna koliCina rasprSenog
materijala koji bi mogao da poremeti formirane neutronske zvezde. Smatram da je opisani proces
nastanka neutronskih zvezda problematican.

Jednacina (11.176) dobijena je na osnovu Opste teorije relativnosti. Istakao sam da ¢u promenu
perioda rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase analizirati 1 sa stanoviSta
gravitoelektromagnetizma. Da bi to uradio potrebno mi je da koristim odredjene matematicke metode
koje su primenjivane pri dobijanju jednacine (11.176). Te metode se odnose na postupak usrednjavanja
pojedinih fizickih veli¢ina.

Rasel — Tejlorov binarni sistem zraci gravitacione talase. Energija ovog binarnog sistema moze
se odrediti koriS¢enjem jednacine (10.77)

(11.181)

Na osnovu jednacine (11.166) jednacina (11.181) moZe se napisati u slede¢em obliku
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mymy,
2(ap + ay)
Zbog emisije gravitacionih talasa dolazi do smanjenja energije ovog sistema, odnosno do
smanjenja veli¢ine a. Istakao sam da se veli¢ina a smanji 3,5m u toku jedne godine. Smanjenje
energije sistema dE /dt odredjuje se na osnovu sledece jednacine
dE  8y* my’m,’?
dt  15c5a5(1 — e?)5
Ova jednacina dobijena je primenom Ajnstajnove kvadropolne formule. U ovoj jednacini
figuriSe ugao ¢. On je oznacen na slici 54. To je ugao izmedju x ose i pravca radijus vektora 7,.
Veli¢ina dE /dt zavisi od ugla ¢ i potrebno je izvrSiti usrednjavanje ove veliine za jedan
period. Nakon procesa usrednjavanja dobija se ukupna snaga gravitacione radijacije koju je emitovao
ovaj binarni sistem. Tu veli¢inu oznacicu sa P, i ona se odredjuje na osnovu sledeée jednacine

E=—y (11.182)

(1 + ecos@)*[12(1 + ecosp)? + e?sin?¢] (11.183)

1 (T dE
Ova jednacina moze se napisati i u obliku
dE. 1 (T dE

Ugao ¢ menja se tokom vremena. Ova promena odredjuje se na osnovu jednacine (10.114). Za
sluc¢aj Rasel — Tejlorovog binarnog sistema jednacina (10.114) dobija oblik

m,+m
b = /%(1 — e2)3/2(1 4 ecosg)? (11.186)

Veli¢ina ¢ je trenutna ugaona brzina. Srednju ugaonu brzinu oznaci¢u sa w, i ona se odredjuje
na osnovu slede¢e jednacine

2T
Wy = L (11.187)

Jednacina (11.184) moze se napisati u slede¢em obliku
1 jz’f dE dt
0

— E%

T do

, odnosno

P—1 " AE 1d 11.188

Koris¢enjem tre¢eg Keplerovog zakona (jednacina (10.72)) dobijam
a3
T=2n | —— 11.189
yamy ) (11189
Zamenom jednacina (11.183), (11.186) 1 (11.189) u (11.188) i nakon integracije dobija se
sledeci rezultat
32y* m,*my,*(my+m,) 73 37
P= 1+—e?+— 4) 1—e2)77/2 11.190
5 c5a’ < t22¢ T ) (1me) ( )
Na osnovu ove jednacine odredjuje se ukupna snaga gravitacione radijacije. Ona se oznacava i
sa L 1 naziva se luminoznost gravitacionih talasa.
Jednacina (11.190) moze se transformisati koriS¢enjem jednacina (11.173) 1 (11.174), i
dobijamo slede¢i rezultat
p 3 2]/4 ‘u2 M3
5 cSab

73 37
(1 + ﬁez + %e4> (1—e?)7/2 (11.191)
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Funkcija f (e) odredjuje se na osnovu jednacine (11.175). U skladu sa tim jednacina (11.190)
moze se napisati u obliku
2
m, (mp +m,)
c s f(e) (11.192)
Pokazao sam kako je dobijena veli¢ina P, odnosno kako je izvrSeno usrednjavanje veli¢ine
dE/dt. Ovaj postupak usrednjavanja fizickih veli¢ina koristicu kada budem analizirao Rasel —
Tejlorov binarni sistem sa stanovista gravitoelektromagnetizma.
Dosada$nje rezultate iskoristicu da dokaZzem jednacinu (11.176). Ukupna energija binarnog
sistema odredjuje se na osnovu jednacine (11.181). Iz ove jednacine sledi
_mpymy
=TV
Diferenciranjem po vremenu dobijam sledeci rezultat
da ymym,dE
dt  2E% dt
Ova jednacina moze se dalje transformisati koriS¢éenjem jednacine (11.181)
da  2a® dE
dat ym,m, dt
Usrednjavanjem ove jednac¢ine dobijamo
2a®> dE
(=)

(da) _
dt’  ymym, 'dt
Energija binarnog sistema tokom vremena smanjuje se tako da moramo uvesti predznak minus
u jednacinu (11.193)

(11.193)

da 2a* dE
()= =)
t ym,m, dt
Srednja vrednost veli¢ine dE/dt odredjuje se na osnovu jednadine (11.192). Zamenom
jednacine (11.192) u jednacinu (11.194) dobijamo

da 64 y3
(50) = — 5 Zs 3 MpMma(my+my)f () (11.195)

Na osnovu ove jednacine dobijen je rezultat da se veli¢ina a smanji 3,5 m u toku godine.
Koris¢enjem tre¢eg Keplerovog zakona dobija se rezultat

42
T = /y—Ma3/2 (11.196)

Diferenciranjem po vremenu dobijamo

(11.194)

dT  |4m?3da 12 11197
dt  |yM2de® (11.197)
Na osnovu jednacina (11.196) 1 (11.197) dobija se sledec¢i rezultat
dar - da
ar _3dt
T 2a

Usrednjavanjem ove jednac¢ine dobijamo

daT da
<E) _ 3 (E)
= ET (11.198)

Zamenom jednacine (11.195) u jednacinu (11.198) 1 nakon algebarskih transformacija dobija se
slede¢i rezultat
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dT
<E> 96 y°

T = o5ga MM (Mptmn)f (e) (11.199)
Na osnovu trec¢eg Keplerovog zakona dobija se jednacina
VM 1/3
.- ()"
412

Zamenom ove jednacine u jednacinu (11.199) i nakon elementarnih algebarskih transformacija
dobija se sledeca jednacina

dﬁ 96y mymy,
T ~ 5 ¢5 (m,+my)/3 2
Ova jednacina je identi¢na sa jednacinom (11.176).
Na slici 58 prikazane su dve zvezde masa m; i m,. Polozaji ovih zvezda odredjeni su radijus
vektorima 7 17,. Zvezde se kreéu po kruznicama oko centra mase. Centar mase oznaden je tatkom C i

poklapa se sa koordinatnim pocetkom sistema. Poluprec¢nici kruznica oznaceni su sa a4 1 a,. Na slici je
prikazan i ugao ¢. To je ugao izmedju x ose i pravca radijus vektora 7.

(—) 8/3f (e)

iy
11,
iy
oy
¢
-
Q© X
dz —_
ms I
Slika 58
Rastojanje izmedju zvezda oznacic¢u sa a 1 ono iznosi
a=a t+a,
Ukupnu masu sistema oznacicu sa M
, a redukovanu masu sa
mym,;
U=—"7— (11.201)
my; + m,

Ugaona brzina rotacije zvezda oko centra mase i period rotacije zvezda odredjuju se na osnovu

jednacina (10.101) 1 (10.102) respektivno
_ y(my +my)
(a; + az)?
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. 4m%a3
yM
Jednacina (10.102) predstavlja tre¢i Keplerov zakon.
Ovaj binarni sistem zra¢i gravitacione talase. Sa stanovista OpsSte teorije relativnosti ukupna
snaga gravitacione radijacije koju emituje ovakav binarni sistem odredjuje se na osnovu sledece
jednacine

32 )/4 MZ M3
=T g (11.202)
Jednacina (11.202) moze se transformisati koris¢enjem jednacina (11.200) 1 (11.201), i dobijam
slede¢i rezultat
32 y* "
=T 5.5 (mym,)*(m; + my,) (11.203)
U dosadasnjem tekstu prezentovao sam pojedine rezultate OpSte teorije relativnosti o
gravitacionim talasima. Analizirao sam binarne zvezdane sisteme. Slucaj kada se zvezde krecu po
elipticnim putanjama prikazan je na slici 54, a slucaj kada se zvezde krecu po kruznicama prikazan je
na slici 58.
Ova dva primera analiziracu 1 sa stanovista gravitoelektromagnetizma. ZadrZacu se najpre na
Rasel — Tejlorovom binarnom sistemu koji je prikazan na slici 54. Zvezde se krecu ubrzano i emituju
gravitacione talase. Gravitacioni vektorski potencijal moZze se prikazati kao suma tri sabirka (jednacina
(11.114))

Agem = Agemd + Agemm + Agemk
Pokazao sam da se u talasnoj zoni gravitacioni vektorski potencijal odredjuje na osnovu
jednacine (11.163)
> r 7 T S LN r
- 4-)/pgem(t_E) ZVL(t_E)Xn 2)/ D(t_E)

gem —

2 r c3 r 3c3 r

U slucaju Rasel — Tejlorovog binarnog sistema pojedini ¢lanovi u jednacini (11.163) bice
jednaki nuli. Zadrzimo se najpre na prvom ¢lanu u jednacini (11.163). U njemu figurise veli¢ina ﬁgem.
Tu veli¢inu nazvao sam maseni dipolni moment sistema, i ona se odredjuje na osnovu jednacine (3.52)

N
- _ >,
Pgem = m; -1
i=1

Radijus vektore pulsara i neutronske zvezde oznacio sam sa 7, i 7;,, i oni su prikazani na slici 54
Primenom jednacine (3.52) dobijam slede¢i rezultat

Dgem = MpTy + M7y (11.204)

U desetom poglavlju analizirao sam problem dva tela sa stanoviSta Njutnove mehanike i

pokazao sam da prava koja spaja tela masa m; i m, uvek prolazi kroz centar mase sistema (slika 44).

Centar mase oznacen je tackom C na slici 44. Tela se kre¢u oko centra mase, i njihovi polozaji u

sistemu centra mase odredjeni su radijus vektorima 7; i 7, (slika43). Pokazao sam da vazi jednacina
(10.24)

miTy = —m,th
Ona se moze napisati u obliku
myty + myr, =0 (11.205)
Primenom jednacine (11.205) na Rasel — Tejlorov binarni sistem dobija se sledeci rezultat
MmyTy, + MyTy =0 (11.206)

Na osnovu jednacina (11.204) 1 (11.206) sledi da je maseni dipolni moment sistema jednak nuli,
odnosno gravitacioni vektorski potencijal /Tgemd jednak je nuli. To dalje zna¢i da su jaCine
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gravitomagnetnog i gravitoelektricnog polja u talasnoj zoni jednake nuli. Ovaj zakljucak dobija se
primenom jednacina (11.126) 1 (11.129). U slucaju Rasel — Tejlorovog binarnog sistema ne postoji
gravitaciono dipolno zracenje.

Analizirajmo sada drugi ¢lan u jednacini (11.163). U njemu figuriSe moment impulsa sistema,
ali on ima konstantnu vrednost. Kod Rasel — Tejlorovog binarnog sistema zvezde se kre¢u po elipsama
koje imaju isti ekscentricitet, 1 vektor momenta impulsa odredjuje se na osnovu jednacine (10.93).
Obzirom da moment impulsa ima konstantnu vrednost gravitacioni vektorski potencijal /Tgem m jednak
je nuli. U skladu sa tim jaine gravitomagnetnog i gravitoelektriénog polja u talasnoj zoni jednake su
nuli, i ne postoji gravitaciono magnetno dipolno zracenje.

Jedino zracenje koje postoji u slucaju Rasel — Tejlorovog binarnog sistema je gravitaciono
kvadropolno zracenje. Obzirom da izostaju komponente /Tgemd i/fgemm jednacina (11.114) dobija
oblik

Agem = Agem k

Jednostavniji oblik dobija i jednacina (11.163)

S 2y = r
Agem = = 3c3rD (t B E)

Jadine gravitomagnetnog 1 gravitoelektricnog polja u talasnoj zoni odredjujemo na osnovu

jednacina (11.159) 1 (11.161). Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

. zyﬁ(t—g)xﬁ
Bgem=_3c4 T

. 2y [l_))(t—g)xfi]xr_i
Egem == 3¢3 r
Pokazao sam da u talasnoj zoni vazi i jednacina (11.162)
Egem = c[Byem X 1]
U slucaju kada se zvezde krecu po kruznicama dobijaju se sli¢ni rezultati. Slucaj kretanja
zvezda po kruznicama prikazan je na slici 58. Polozaji zvezda odredjeni su radijus vektorima 7; i 7.
Analizirajmo najpre prvi ¢lan u jednacini (11.163). Primenom jednacine (3.52) dobijam slede¢i
rezultat

Dgem = MyTy + My, (11.207)

Na osnovu jednacina (11.207) i (11.205) sledi da je maseni dipolni moment sistema jednak nuli,
1 ne postoji gravitaciono dipolno zra¢enje. Moment impulsa ima konstantnu vrednost pa ne postoji ni
gravitaciono magnetno dipolno zracenje. Kao i u predhodnom slucaju jedino postoji gravitaciono
kvadropolno zracenje. Gravitacioni vektorski potencijal /Tgem x odredjuje se na osnovu jednacine
(11.150), a jacine gravitomagnetnog i gravitoelektri¢nog polja u talasnoj zoni odredjujemo na osnovu
jednacina (11.159) 1 (11.161).

Za slu€aj binarnih zvezdanih sistema prikazanih na slikama 54 i 58 pokazao sam da sa
stanoviSta gravitoelektromagnetizma postoji samo gravitaciono kvadropolno zraCenje. Ovi binarni
sistemi emituju gravitacione talase. Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se energija binarnog
sistema. Da bi smo odredili ukupnu izraenu snagu gravitacione radijacije potrebno je da koristimo
analogiju sa elektrodinamikom.

Na slici 52 prikazana je oblast prostora zapremine V' . Unutar te zapremine kre¢u se
naelektrisane Gestice. Na slici je prikazana i tactka B. Radijus vektor tatke B oznacio sam sa 7. Tacka B
nalazi se na velikoj udaljenosti od sistema naelektrisanih Cestica, i u skladu sa tim ispunjen je uslov
(11.17). Ja sam odredio elektromagnetno polje u tacki B, odnosno odredio sam elektromagnetno polje u
tzv. talasnoj zoni. Kada se naelektrisane Cestice krecu ubrzano one emituju elektromagnetne talase.
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Elektromagnetni talasi imaju energiju. Zbog emisije elektromagnetnih talasa energija sistema
naelektrisanih Cestica koje se nalaze u zapremine V’ smanjuje se tokom vremena. Koriste¢i metode
elektrodinamike mozemo izracunati koliku energiju emituje sistem naelektrisanih cestica preko
elektromagnetnih talasa. Da bi smo to uradili potrebno je najpre da odredimo ukupnu izraCenu snagu
elektromagnetne radijacije.

Na slici 59 ponovo je prikazana oblast prostora zapremine I/’ i tacka B. Radijus vektor tacke B

oznaden je sa7. U jednacinama za elektromagnetno polje u tacki B figuriSe vektor 71. To je jedini¢ni
vektor i odredjuje se na osnovu jednacine (11.13)

n=

S

Moze se uvesti u analizu sfera poluprecnika r, ¢iji se centar poklapa sa pocetkom koordinatnog

sistema. Na slici 59 isprekidanom linijom prikazana je jedna kruZnica koja pripada sferi poluprecnika
T.

Y

Slika 59

Oko tacke B moZe se uvesti mali element povrSine dS. Pravac normale na tu povrsinu poklapa
se sa pravcem vektora 71. Ova mala povr$ina moze postati orjentisana ako u ta¢ki B uvedemo jedini¢ni

vektor €iji se pravac i smer poklapaju sa vektorom 7. Orjentisani element povrSine ds odredjuje se na
osnovu sledece jednacdine

ds = dsn (11.208)
Ukupnu izra¢enu snagu elektromagnetne radijacije dobijamo na osnovu sledece jednacine
P= 55 Pds (11.209)
s

Da bi smo dobili ukupnu izra¢enu snagu elektromagnetne radijacije u jednacini (11.209)
potrebno je izvrsiti integraciju po celoj povrsini sfere.

Vektor P je Pointingov vektor i on se odredjuje na osnovu jednacine (2.103)
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P = [,l_ E X E
0
Zamenom Pointingov vektora u jednacinu (11.209) dobijamo
1 — —
P = —jg (E x B)ds (11.210)
Ho Js

Istakao sam da zbog emisije elektromagnetnih talasa energija sistema naelektrisanih Cestica
smanjuje se tokom vremena. Prilikom izvodjenja Pointingove teoreme (jednacina (2.102)) ukupnu
energiju sistema Cestica oznacio sam sa €. Ova energija se smanjuje tokom vremena. KoriS¢enjem

definicije snage mozemo napisati sledecu jednacinu
de
i P (11.211)

Integracijom ove jednac¢ine mozemo odrediti kako se ukupna energija sistema Cestica smanjuje
tokom vremena. Istakao sam da elektromagnetni talasi imaju energiju. Energija koju je sistem cCestica
izgubio u toku nekog vremenskog intervala At jednaka je energiji elektromagnetnih talasa.

Ova diskusija iz elektrodinamike mnogo ¢e mi koristiti u daljem radu. Potrebno je dobiti
jednadinu na osnovu koje se moze izraCunati ukupna izraCena snaga gravitacione radijacije sa
stanoviSta gravitoelektromagnetizma. Ponovo ¢u koristiti sliku 59, ali se sada u oblasti prostora
zapremine V- nalazi binarni zvezdani sistem. Radijus vektor tatke B ozna&en je sa 7. Tacka B nalazi se
na velikoj udaljenosti od zapremine VV’. Pokazao sam da sa stanovista gravitoelektromagnetizma za
slu¢aj binarnih zvezdanih sistema prikazanih na slikama 54 i 58 postoji samo gravitaciono kvadropolno
zracenje. JaCine gravitomagnetnog i gravitoelektricnog polja u tacki B (u talasnoj zoni) odredjuju se na
osnovu jednacina (11.159) 1 (11.161).

U drugom poglavlju dokazao sam najpre Pointingovu teorema za slucaj elektrodinamike, a
potom i za slucaj gravitoelektromagnetizma (jednacine (2.102) i (2.105)). Vidimo da postoji formalna
slicnost izmedju ovih jednacina. Ukupnu izracenu snagu elektromagnetne radijacije dobijamo na
osnovu jednacine (11.210). Koriste¢i analogiju sa elektrodinamikom i formalnu sli¢nost jednacina
(2.102) 1 (2.105) dobijam jednacinu na osnovu koje se moze izraCunati ukupna izracena snaga
gravitacione radijacije

Pyem = § P emds (11.212)
S

Vektor I%em je Pointingov vektor za gravitoelektromagnetizam i on se odredjuje na osnovu
jednacine (2.106). Zbog vaznosti ovog vektora za dalju analizu ponovo ga navodim

= c =

Pgem = _TWEgem X Egem (11213)
Zamenom vektora ff;em u jednacinu (11.212) dobijam
c? " - R
Rgem = 1671')/£ (Egem X Bgem)ds (11.214)

Obzirom da za slu¢aj binarnih zvezdanih sistema prikazanih na slikama 54 1 58 postoji samo
gravitaciono kvadropolno zraCenje jednacina (11.214) dalje se transformiSe kori§¢enjem jednacine

(11.162)

C3

_ 16ny£ [(Byem X 1) X Byem|ds

Razvojem dvostrukog vektorskog proizvoda, i korid¢enjem Cinjenice da su vektori Bye,, i 7

medjusobno ortogonalni dobijam slede¢i rezultat
3

Pgem =

— 2, 5
Pyem = 35 (|Byem| ®)ds (11.215)
S
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Zamenom jednacine (11.159) u jednadinu (11.215) i nakon elementarnih algebarskih
transformacija dobijam rezultat

|D t—— ><n|

yom = —3 67'[05 it|ds (11.216)

Vektori 71 i dS kolinearni su i njihov skalarni proizvod odredjuje se na osnovu sledeée jednacine

nds = ds
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.216) dobija se sledec¢a jednacina
= ™\ o =|?
Py = —— 35 [pe-¢) <7 ds (11.217)
gem 36mcs Jg r? '
Moze se uvesti prostorni ugao
ds
dQ = 2
r
Kori$¢enjem definicije prostornog ugla jednacina (11.217) dobija oblik
_ 14 e SN K
Prem = _Wf D (¢ _E) x| do (11.218)
Ova jednacina moze se napisati i u obliku
Wgem _ |D (t——) xn| (11.219)
dQ 367TC5 '

Na osnovu jednacine (11.218) moze se izracunati ukupna izracena snaga gravitacione radijacije.
Jedini¢ni vektor 71 odredjuje se na osnovu jednacine (11.13). Podesno je uvesti sferne kordinate.
Njih ¢u oznaciti sa 6, ¥ 1 r. Dekartove i sferne koordinate povezane su slede¢im jednacinama
x = rsinfcosy

y = rsinfsiny

z =rcosf
Ugao 8 moze imati vrednosti od 0 do . Ugao i moze imati vrednosti od 0 do 2m, a veli¢ina r
moze imati vrednosti od 0 do beskonacno.
U skladu sa ovim definicijama jedini¢ni vektor 7 moZe se izraziti na slede¢i na¢in

7i = sinfcosyi + sinfsiny] + cosbk (11.220)
Vektor 71 moze se izraziti i preko svojih komponenata
il =n,d+n,j +n,k (11.221)

Uporedjivanjem jednacina (11.220) i (11.221) jednostavno je odrediti komponente vektora 7.
Element prostornog ugla dQ u sfernim koordinatama odredjuje se na slede¢i nacin
dQ = sinfdody (11.222)
Jednacina (11.219) moze se transformisati u oblik koji je pogodan za primenu. Kori§¢enjem
odgovarajuce osobine vektorskog proizvoda dobijam

B (e =Dy xai| = [B(e-D) mitsin®a) (11.223)

Sa a je oznacen ugao izmedju vektora D (t - E) in.

Daljom transformacijom jednacine (11.223) dobijam

|5 (t - g) X ﬁ|2 = |B (t - £)|2 (1— cos?(a)) (11.224)

Kosinus ugla @ mozemo dobiti koris¢enjem skalarnog proizvoda
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, odnosno

(11.225)

Zamenom jednacine (11.225) u jednacinu (11.224), i nakon algebarskih transformacija dobija se

sledec¢i rezultat
2

|B(t—£) xﬁ| =|p (t——)| D(t—g) il (11.226)
Zamenom jednacine (11.226) u jednacine (11.218) 1 (11.219) dobijam
2 e 2
Py = —#[ [|B (t —g)| ~|p (¢ —g) 3 ]dn (11.227)
d?em = 36“5 “* t--) |D (t ——) il ] (11.228)

Primenom jednacine (11.227) izracunadu ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje
binarni sistem prikazan na slici 58. Na slici su prikazane dve zvezde masa m; i m,. Polozaji ovih
zvezda odredjeni su radijus vektorima 7; i 7,. Zvezde se kreéu po kruznicama oko centra mase.
Poluprecnici kruznica oznaceni su sa a4 i a,. Rastojanje izmedju zvezda oznacio sam sa a i ono iznosi

a=a;+a, (11.229)

Ukupna masa sistema M odredjuje se na osnovu jednacine (11.200), a redukovana masa g na
osnovu jednacine (11.201). Ugaona brzina rotacije zvezda oko centra mase i period rotacije zvezda
odredjuje se na osnovu jednacina (10.101) 1 (10.102) respektivno.

U desetom poglavlju razmatrao sam problem dva tela sa stanoviSta Njutnove mehanike i dobio
sam jednacine (10.67) 1 (10.68). Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

4 =— (11.230)
(my + my)
a4y = — 1 (11.231)

—a
(my + my)
Koris¢enjem jednacina (11.230), (11.231) i (11.201) mogu se dokazati slede¢i identiteti

mya, % + myay? = ua? (11.232)

mya,a, + mya,;a, = pa’ (11.233)
Ove jednacine koristi¢u u daljem radu.
Zvezde se kre¢u po kruznicama oko centra mase konstantnom ugaonom brzinom, i u skladu sa
tim radijus vektori 7; i 7, odredjeni su slede¢im jednac¢inama
7y = a,(cos(wt)T + sin(wt))) (11.234)

7, = —a,(cos(wt)l + sin(wt))) (11.235)
Komponente radijus vektora 7 i 7, mogu se prikazati kori§¢enjem matrica kolona
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X1 cos(wt)
[3/1 =aq [sin(wt)] (11.236)
Zl 0
X3 cos(wt)
V2| = —a, [sin(wt)] (11.237)
Z3 0

Vaze i slede¢e jednacine

Sar; i1, oznadeni su intenziteti radijus vektora 7 i 7, respektivno.
Da bi izra¢unao ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje ovaj binarni sistem potrebno
je da koristim tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D, odredjuju se na

osnovu jednacine (11.152)

N
Dy = Z my( 3% 1,200 — 1728,) (11.240)
i=1

Jednacina (11.152) vazi za slu¢aj diskretne raspodele mase. Indeks i uzima vrednosti od 1 do N.
Sa N je oznafen ukupan broj Cestica u sistemu. Obzirom da se binarni sistem sastoji od dva tela
jednacina (11.240) dobija oblik

2
Dy, = Z m; (3%, %1, — 17%8,,) (11.241)
i=1

Komponente vektora 7 i 7, predstavljene su kori§¢enjem matrica kolona. U jednacini (11.241)
takodje figuriSu komponente vektora 7; i 7, ali je u ovom slu¢aju koris¢eno drugacije oznaGavanje
komponenata vektora u odnosu na oznacavanje u jednac¢inama (11.236) 1 (11.237).

Da bi odredio komponente tenzora uvodim slede¢u korespodenciju izmedju oznacavanja
komponenata vektora

[X°11] [X1]
X'12| = |1 (11.242)
[X’'13] 121
[X"21] [X2]
X'22| = (V2 (11.243)
[ X723 ] [Z3 ]
Vaze i slede¢e jednacine
12 =12 =a? (11.244)
1% =17 = a,? (11.245)
Komponente D, odredjujem na osnovu sledecih jednacina
Dyy = myBxr11x'11 — 17%) + Mp(Bxrgyx721 — 13%) (11.246)
D12 = D21 = 3m1X'11x'12 + 3m2x'21X'22 (1124‘7)
Dyy = my(3x'12x'15 — 17%) + My (B35 — 13%) (11.248)

Komponente D3, D,3, D31, D3, 1 D33 jednake su nuli, jer su veli¢ine x’;3 1 x’,3 jednake nuli.
Koris¢enjem jednacina (11.242-245) jednacine (11.246-248) dobijaju sledeéi oblik
Dy1 = my(Bxyx; — ;%) + my(3x,x, — ay?)
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Di; = Dyy = 3myx1y; + 3myx,y,

Dyz = my(3y1y1 — a1?) + my(3y2y; — a;?)
Ove jednacine dalje se transformiSu koriS¢enjem jednacina (11.236) 1 (11.237)
Dy = (mya,? + mya,?)(3cos?(wt) — 1)

Dy, = Dy = 3(mya,? + mya,?) cos(wt) sin(wt)

Dy, = (mya,? + myay?)(3sin?(wt) — 1)
Ove jednacine dalje transformisem koris¢enjem jednacine (11.232) i trigonometrijskih identiteta

g1
PR
cos 5 =3 (1 + cosp)

sin?= =— (1 — cosp)

sin2f = 2sinfcosf
Kona¢éni rezultati glase
2 2

3ua a
Dy = a cos(Qwt) + ,uT
3ua?
D12 = D21 = Sln(zwt)
3ua? a?
Dy, = — s cos(Qwt) + 'HT

Tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta moze se prikazati u matri¢noj formi

5 [cos(Zwt) + % sin(2wt) 0]

_ 3ua
D,, = . 1 (11.249)
2 sm(Za)t) —cos(2wt) + § 0
0 0
Vektor 7l moze se predstaviti u formi matrlce kolone
nx
= [ ] (11.250)
,ili
. sinfcosy
n = |sinfsiny (11.251)
cos@

Pri dobijanju ovih rezultata koriS¢ene su jednacine (11.220) 1 (11.221)

Da bi izra¢unao ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje ovaj binarni sistem potrebno
je odrediti vektor D (jednacina (11.151)). Vektora D takodje se moze predstaviti u formi matrice
kolone (jednacina (11.156))

Dy
D, (11.252)
D,
Na osnovu jednacine (11.157) dobijam sledeci rezultat
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1
5 cos(Qwt) + 3 sin(2wt) 0

Dy 3 sinfcosy
D, | =2k 1 ||sindsiny (11.253)
Dy 2 sin(Qwt) —cos(2wt) + 3 0 cosO

0 0 0

. v v v . .o —_—
Ako se izvrs§i matriéno mnozenje dobijamo komponente vektora D.

Na osnovu jednacine (11.253) zaklju¢ujemo da komponente vektora D zavise samo od
vremena. Medjutim ako pogledamo jednacinu za gravitacioni vektorski potencijaj (jednacina (11.150)),
ili jednacine za jadinu gravitoelektricnog ili gravitomagnetnog polja (jednacine (11.161) i (11.159))
prime¢ujemo da postoji zavisnost od veli¢ine t —r/c. Iz tog razloga potrebno je transformisati
jednacinu (11.253). Ona dobija slede¢i oblik

r
Dx(t - _) r 1
[D 1€ ] ) 342 [cos (Zw(t - E)) + 3 sin (Zw(t - _) | Slnecgsw o
) (t — ? ) [ sin (Zw(t - E)) —cos (Zw(t _ _) % szrégilemp (11.254)
D,(t =) ) )

U jednacini (11.227) figuriSe veli¢ina D (t — —) To je tre¢i izvod vektora D po vremenu. Tu
veli¢inu dobijam kori$¢enjem jednacine (11.254)

r

D,(t—-) . r r

Py N [ sin (2w(t - E)) —cos (2w(t - E)) o] [Sinecos w]
Dy(t =) | = 12ua’w?| _ Y T sinfsin|  (11.255)
7€ |l cos (Zw(t C)) sin (Za)(t c)) J| cosO

Dz(t - E) 0 0

Komponente vektora ﬁ (t - E) dobijam matri¢nim mnoZenjem

[D“X(t N g)] [ sin (Zw(t - g)) sinfcosy —cos (Zw(t - g)) sin@siny ]

T
D,(t _E) = 12ua2w3| (11.256)

o —cos (Zw(t - g)) sinfcosy —sin (Zw(t - g)) sin@siny |
Dz(t - E) 0

Zamenom vektora D (t - E) u jednacinu (11.227) i nakon integracije dobicu ukupnu snagu

gravitacione radijacije. Integral koji se pojavljuje u jednacinu (11.227) moze se predstaviti kao razlika
dva integrala

”Wt‘g)r - |5(t—£)'ﬁ|z] al=Ih-1 (11.257)

h=[[B(e-5) an
12=f|5(t—§)-ﬁ|2d9

Element prostornog ugla dQ u sfernim koordinatama odredjuje se na osnovu jednacine
(11.222). U skladu sa tim integrali dobijaju oblik

T Ty AN
Ilzfo fo |D(t—;)| sinfdody (11.258)

, gde je
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2n T o r 2
I, = f f D(t-=) | sinodoay (11.259)
o Yo ¢
Ugao 8 moze imati vrednosti od 0 do 7, a ugao 1 moze imati vrednosti od 0 do 2.

Izracunacu najpre integral I;. Komponente vektora D (t - E) odredjuju se na osnovu jednacine
(11.256)

D, (t — g) = 12ua’w? [sin (Za)(t — g)) sinfcosy —cos (Zw(t — g)) sianim/J] (11.260)

D, (t — g) = 12ua’w? [—cos (Zw(t — g)) sinfcosy —sin (Za)(t — g)) sin@sim/;] (11.261)

Da bi lakse izracunao integral I; uvodim slede¢e oznake

A= sin (2w(t - Z)) (11.262)
C
T
B = cos (2w(t - E)) (11.263)
U skladu sa tim jednacine (11.260) 1 (11.261) dobijaju oblik
T
b, (- E) = 12ua?w3 (A sinfcosyp —B sinfsiny) (11.264)
™ 5 3 ] S
D, (t — E) = 12ua*w’(—B sinfcosy —A sinfsiny) (11.265)

Zamenom komponenata vektora D (t - E) u integral I;, 1 nakon algebarskih transformacija

dobijam sledeci rezultat
T (21

L = (12ua2w3)2j ((A)?% + (B)?)sin3(0)dody
0 Jo
Ovaj integral dalje se pojednostavljuje koris¢enjem jednacina (11.262) 1 (11.263)

T 2T
L = (12,ua2w3)2f f sin3(0)dody
o Jo
Nakon integracije dobijam rezultat

81 2,.3\2
L =~ (12pa%0%) (11.266)

P

Preostaje da se uradi integral I,. U njemu figurisSe skalarni proizvod vektora D (t - E) in

2 ™N o e ry . N
D (t - E) ‘n=D, (t - E) sinfcosy + D,, (t - E) sinfsiny
Ova velicina dalje se transformisSe koris¢enjem jednacina (11.264) 1 (11.265)

-

T
D (t — E) 11 = 12ua’w3[(Asinfcosy —B sinfBsiny)sinbcosy

— (B sinfcosy + A sinfsiny)sinfsiny]
Zamenom ove veli¢ine u integral I,, 1 nakon algebarskih transformacija dobija se sledeci
rezultat

T 2T
I, = (12ua?w?)? f f [(A)25in®(0)(cos* () — 2cos?(Y)sin? (W) + sin*(P))

+ 4(B)?sin®>(8)cos?()sin? () — 4ABsin®>(8)(cos®* () sin(y)
— cos (P)sin®(p))|dody

Nakon integracije dobijam rezultat
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16
I = ¢ (12ua%0®2((4)* + (BY?)

Ovaj rezultat se dalje pojednostavljuje koriS¢enjem jednacina (11.262) 1 (11.263)

l6m
_ 2,,32
I, G (12ua“w?)

IzraCunao sam integrale I; 1 I,. Na osnovu jednacine (11.257) dobijam
o3 ™2 S T 2 241
__\| = —\.» e 2,32
f “D (t C)| |D (t C) n| ]dn = (12ua%w?)
Zamenom ove vrednosti u jednacinu (11.227) dobijam rezultat
32yuatw®
bem =55

Ovo je ukupna snaga gravitacione radijacije sa stanovista gravitoelektromagnetizma.
Ugaona brzina rotacije zvezda oko centra mase odredjuje se na osnovu jednacina (10.101)

_ly(my +my)
© (a; + a)?

Ova jednacina moze se napisati u obliku

_ yYM
©= (a; + ay)?

Sa M je oznaCena ukupna masa sistema.

Zamenom ove jednacine u jednacinu (11.267) dobijam rezultat
32 )/4 MZ M3

Iy gem — — ?

(11.267)

o (11.263)

Istakao sam da sa stanovista Opste teorije relativnosti ukupna snaga gravitacione radijacije

odredjuje se na osnovu jednacine (11.202)
32 y4- ,le M3
5 c5as

Uporedjivanjem ova dva rezultata vidimo da su ista po apsolutnoj vrednosti. U jednacini
(11.263) figuriSe minus, ali on nije od znacaja za analizu.

Jednacina (11.263) moZe se dalje transformisati koriS¢enjem definicije za redukovanu masu
(jednacina (11.201))

32 y4m12m22(m1 + m,)
Pgem = _?

g (11.264)

Analizirao sam sluc¢aj kada zvezde imaju nejednake mase. Ako se binarni sistem sastoji od tela
jednakih masa
my=m,=m
, onda se na osnovu jednacine (11.264) dobija slede¢i rezultat za ukupnu snagu gravitacione radijacije
64 y*m>
Pyem = T g (11.265)
Potrebno je odrediti ukupnu snagu gravitacione radijacije za slucaj kada se zvezde krec¢u po
elipticnim orbitama. Na slici 43 prikazan je takav binarni sistem. Elipse imaju jednu zajednic¢ku zizu
koja se poklapa se centrom mase sistema. Tacka gde se zize poklapaju oznacena je sa C na slici 43.
Polozaji ovih zvezda odredjeni su radijus vektorima 7; i 7,. x osa i pravac radijus vektora 7,
odredjuju ugao ¢. On je prikazan na slici 44. Intenzitete radijus vektora 7 i 7%, oznali¢u sa 1y i 7,
respektivno.
Radijus vektori 7 i 7, odredjeni su slede¢im jedna¢inama
7, = 1y (cos(p)T + sin(p))) (11.266)
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7y = —1y(cos(@)T + sin(p)j) (11.267)
I u ovom slu¢aju komponente radijus vektora 7; i 7, mogu se prikazati kori¢enjem matrica

kolona
X1 cos(p)
yll =1, | sin(p) (11.268)
Z1 0
X2 cos(p)
Y2| = -1y |sin(e) (11.269)
Zy 0

Komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta odredjuju se na osnovu jednacine
(11.241)

2
— ) ). a2
D,uv - z mi( 3x wX'iv 1 6uv)
i=1

Komponente vektora 7 i 7, predstavljene su kori$¢enjem matrica kolona. U jednacini (11.241)
takodje figuriSu komponente vektora 7; i 75, ali je u ovom slucaju koris¢eno drugacije oznacavanje
komponenata vektora. Potrebno je uvesti korespodenciju izmedju oznacavanja komponenata vektora

[X'11 X1]
X'12| = |1 (11.270)
[ X'130 124
[X"21] [X2]
X'22| = [V2 (11.271)
[ X231 1Z2]
Vaze i sledeée jednacine
12 =12 (11.272)
32 =152 (11.273)
Komponente D, odredjujemo na osnovu sledecih jednacina
Dy =my(3x'11x1y — 17%) + my(3xr31 2051 — 137) (11.274)
D121 S D21 S SmIX'MX’lZ + gmzx'21x’22 (11.275)
Dyy = my(Bxr13x715 — 17%) + My (B35 — 13%) (11.276)

Komponente D3, D,3, D31, D3, 1 D35 jednake su nuli, jer su veli¢ine x’;3 1 x’,3 jednake nuli.
Kori$¢enjem jednacina (11.270-273) jednacine (11.274-276) dobijaju slede¢i oblik
Dyy = my(Bxyx; —11%) + my(3x0, — 13%)

Dy = Dyy = 3myx1y; + 3myx,y,

Dy, = myBy 1y, — 11%) + my(3y,y, — 12%)
Ove jednacine dalje se transformisu koris¢enjem jednacina (11.268) 1 (11.269)

Dy = (myri? + myry?)(3cos?(p) — 1) (11.277)
Dy, = Dy = 3(my1ry? + myn,2) cos(o) sin(e) (11.278)
Dy, = (myr? + my1ry2)(3sin?(@) — 1) (11.279)
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U desetom poglavlju analizirao sam problem dva tela sa stanovista Njutnove mehanike, i dobio
sam jednacine (10.22) 1 (10.23)
m;

n=———r
o (my +my)

my
— (my +my) ’
Koris¢enjem jednacina (10.22), (10.23) 1 (11.201) moze se dokazati sledeci identitet
myn? + mynr? = ur? (11.280)
Zamenom ovog rezultata u jednacine (11.277-279) dobija se
Dy, = 3ur?cos?(p) — ur? (11.281)

L4

Dy, = Dy = 3 ur?cos(@) sin(p) (11.282)

D,, = 3ur?sin®(¢) — ur? (11.283)
Jednacine (11.281-283) dalje se transformiSu koriS¢enjem trigonometrijskog identiteta
sin?(¢) + cos?(p) =1
Dobijam sledece rezultate

Dy, = 2ur?cos?(p) — ur?sin?(¢) (11.284)
Dy, = D,y = 3 ur?cos() sin(p) (11.285)
Dy, = 2ur?sin®(@) — ur?cos?(p) (11.286)

Ovakav oblik jednac¢ina pogodan je za dalju primenu.
Ako se zvezde krecu po elipsama koje imaju jednake ekscentricitete onda se rastojanje r
odredjuje na osnovu jednacine (10.59)

a(l—e?)
r=———--— (11.287)
1+ ecos(p)
Tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta moze se prikazati u matri¢noj formi
D11 D12 0
Dyy =|Dy1 Dy 0
0 0 0

Da bi izra¢unao ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje ovaj binarni sistem potrebno

je odrediti vektor D (jednacina (11.151)). Na osnovu jednacina (11.157) 1 (11.251) dobijam sledeci
rezultat

D, Dy; D;, 0][sinBcosy
D, 0 0 0 cos6

Kada sam razmatrao slucaj kretanja zvezda po kruznim putanjama uveo sam da komponente
vektora D zavise od veli¢ine t — r/c. Oznadio sam sa r intenzitet vektora 7 koji odredjuje polozaj
taCke B (slika 59).

U slucaju kretanja zvezda po elipticnim putanjama javlja se problem formalne prirode. Taj
problem se sastoji u slede¢em. Rastojanje izmedju zvezda oznacio sam sa r. Ono se odredjuje na
osnovu jednacine (11.287). Medjutim 1 intenzitet radijus vektora tacke B (slika 59) oznacio sam sar.
Da se ne bi pojavljivala ista oznaka za dve veli¢ine intenzitet radijus vektora tacke B oznacicu sa 7.

Za slucaj kretanja zvezda po kruznim putanjama uveo sam da komponente vektora D zavise od
veli¢ine t — r/c. Na taj nacin dobio sam jednacinu (11.254). Za slucaj kretanja zvezda po elipti¢nim
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putanjama uveS¢u da komponente vektora D zavise od veliGine t — 7/c. Objasnio sam za$to koristim
oznaku 7 umesto oznake r. Jednacina (11.288) dobija sledec¢u formu

- 7
Dx(t - Z)

e Dy; D;, O0][sinBcosy

7 0 0 O cos@
_Dz(t - E)_

Potrebno je odrediti veli¢inu D (t - Z) To je tre¢i izvod vektora D po vremenu. Kori§¢enjem
jednacine (11.289) dobijam

_D F o
x(t - E)

D;; Dy, 0f[sinfcosy
[ ] (11.290)

Dy(t—z) =|D,;, D,, 0]|sindsiny
0 0 0 cos6

B T
z(t - E)_

Za slucaj kada se zvezde kre¢u po kruznim putanjama bilo je jednostavno odrediti veli¢inu

D (t —E) (jednacina (11.255)). Medjutim za slucaj kretanja zvezda po eliptiénim putanjama

odredjivanje veli¢ine D (t - g) je matematicki dosta komlikovano. Problem je u tome S$to veli¢ina r,

koja se odredjuje na osnovu jednacina (11.287) ne zavisi direktno od vremena.
Da bi smo ilustrovali ovaj problem potrazimo prvi izvod komponente tenzora D;, po vremenu

Dy, d 2 ;
TRl (3 urzcos(@) sin(g))

Ova jednacina moze se napisati u obliku

dt
Ovu jednacinu dalje transformiSemo koriS¢enjem jednacine (10.114)

’ m,+m
@ = y(my +m;) 1a3 2) (1 —e?)73/2(1 + ecosgp)?

d +
=0 (3 ur?cos(@) sin(p)) M (1—e®)732(1 + ecosp)?>  (11.291)

=L G urzcos(p) sin(p) 22
_dga( ur<cos(¢g sm<p)dt

, 1 dobijamo

dt
Zamenom jednacine (11.287) u jednacinu (11.291) dobija se sledeéi rezultat

dD,, d 2(1 — e?)? _ ’ ) , i
dr %(311 (1a+(e cose(;))z cos(¢) sin(p)) w(l — e2)73/2(1 + ecos)?

Nakon diferenciranja i primene algebarskih transformacija dobio bi se prvi izvod komponente
tenzora D;, po vremenu. Daljom primenom ove procedure dobili bi smo i tre¢i izvod komponente
tenzora D;, po vremenu. Vidimo da je problem sa matematicke tacke gledista dosta komlikovan.

Da bi prevaziSao ovaj problem koristi¢u odredjene rezultate OSte teorije relativnosti. Prilikom
razmatranja binarnih sistema sa stanovista Oste teorije relativnosti dobijen je sledeéi tenzor

ur?cos?(¢) ur?cos(@)sin(p) 0
Ly = |ur?cos () sin(p) ur?sin?(p) 0
0 0 0
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Jednostavno je procitati njegove komponente
Iy = pur?cos?*(p)

Li; =1 = ,urzcos((p) sin(p)

I, = pr?sin®(p)
UocCavamo sli¢nost komponenata tenzora I,,, sa komponentama tenzora D, (jednaCine (11.284-

286)). U radu [15] odredjeni su tre¢i izvodi komponenata tenzora I, po vremenu

*I14

Frea B(1+ ecos(9))? (2sin(2¢) + 3e sin(p)cos?(p) ) (11.292)
FrE —B(1 + ecos(p))* (2cos(2p) —ecos(p)(1 —3cos“(p))) (11.293)
d3122 2 . . 2
e —B(1 + ecos(¢)) (2sin(2¢p) + e sin(p)(1 + 3cos*(p)) ) (11.294)
, gde je
4y3m 2my2(my + my)
= 11.2
g J as(1 — e?)> ( 95)
Jednacine (11.292-294) mogu se napisati i u slede¢em obliku
3
I
dt? = BF,(9) (11.296)
= = —RF. 11.297
dt3 dt3 B Z(QD) ( 9 )
3122

Na osnovu ovih definicija sledi da funkcije F; (¢), F,(¢) 1 F3(¢) imaju oblik
Fi (@) = (1 + ecos(p))? (2sin(2p) + 3e sin(p)cos?(¢) )

F,(9) = (1 + e cos(9))? (2 cos(2¢p) — e cos(p)(1 — 3cos*(9)) )
F;(p) = (1 + ecos(9))? (2sin(2p) + esin(@)(1 + 3cos?(p)))

MoZemo uspostaviti vezu izmedju komponenata tenzora D,, i I,, na slede¢i nacin.
Diferenciranjem jednacina (11.284-286) po vremenu dobijam

d3D11_2 d3 2 2( ) 3 2 ar 2( )
a ~ Lap Wreos™(0)) = g (urtsin®(@)
d3D;, d3Dy; d’ 2 ;
iz T 3. (urcos(p) sin(p))
d3D,, ’

_2d3 2'2()—d— 2 2(¢)
= dt3(ur sin?(p)) dt3(lﬂ” cos“(¢)) )

dte3
Na osnovu jednacina (11.296-298) dobijam sledeée rezultate
3
D
5 = 2BF1(9) + BF5(9) (11.299)
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15 = e = 3PE(e) (11.300)
3Dy,
dt3 2 = —2BFs(p) - BFi(9) (11.301)

Odredio sam komponente tenzora D, . Primenom jednacine (11.290) dobijam komponente
= 7
vektora D (t - Z)

D, (t - E) = Dy, sinfBcosy + D,,sinBsiny (11.302)

D, (t — E) = D,4 sinBcosy +D,, sinfsiny (11.303)

Zamenom vektora D (t - Z) u jednacinu (11.227) i nakon integracije dobi¢u ukupnu snagu

gravitacione radijacije. Integral koji se pojavljuje u jednacinu (11.227) moze se predstaviti kao razlika
dva integrala

7 2
f “D (t - —) ) (t - E) 7 ldﬂ — -1, (11.304)
, gde je
2T
I = t —— sianHdv,lJ (11.305)
21 2
I, = t—— -ﬁ sin8dOdy (11.306)

Izracunacdu najpre integral /5. Komponente vektora D (t - E) odredjuju se na osnovu jednacine

(11.302) 1 (11.303). Da bi lakSe izracunao integral I3 uvodim sledece oznake

A=D, (11.307)
B =D,, =D, (11.308)
C =Dy, (11.309)
U skladu sa tim jednacine (11.302) i (11.303) dobijaju oblik
r —_ —
D, (t - E) = A sinfcosy + BsinOsiny (11.310)
r — _
D, (t - E) = B sinfcosy + CsinBsiny (11.311)

Zamenom komponenata vektora D (t - g) u integral I3, 1 nakon algebarskih transformacija

dobijam sledeci rezultat

T (2T
L= [ (@2cos @) + 24Bco () sin) + (BY? + 2 BCeo s sin)

+ (€)%sin?()]sin3(6)dOdy
Nakon integracije dobijam rezultat

I—4n52+8n§2+4n62
== @+ (B + 5 (O
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Preostaje da se uradi integral I,. U njemu figuriSe skalarni proizvod vektora D (t — g) in. Na
osnovujedrlaéina (11.310), (11.311) 1 (11.251) dobijam

- T _ _ _ ~
D (t - E) -1 = (Asinfcosy + Bsinfsiny)sinfcosy + (Bsinbcosy + Csinbsinp)sinfsiny

Zamenom ove veli¢ine u integral I,, 1 nakon algebarskih transformacija dobijam slede¢i rezultat

T 2T
I, = f f [(A)%cos* () + 4ABcos® () sin(y) + 2ACcos?(P)sin? () + 4(B)?cos?(Y)sin? (i)
o Jo
+ 4BCcosysin3(y) + (C)?*sin*(y)]sin®(0)dOdy
Nakon integracije dobijam rezultat
I =27 Ay + 20 gy 2 2+ B e
¢ =5 A 15 T B+ 15 O35
Razlika integrala I3 i I, ima Vrednost

I I-———(AY 4”(§y (cy-—gfﬁf (11.312)
4 5 .

Na osnovu jednacina (1 1.307 30?) i(11. 299-301)d0b1Jam
A =2BF,(p) + BF3(¢)

B = -3pF,(p)

C = =2BF5(p) — BF1 ()
Zamenom ovih vrednosti u jednaéinu (11.312)1 nakon algebarskih transformacija dobijam
I3 =1, :_,3 (F1(p))* + ,3 (F(9))* + ﬁ (F3(9))* + 32F1((P)F3((P)
Ovaj rezultat napisacu u obhku
I;— I, = B*F(¢p) (11.313)
Funkcija F(¢) glasi

56m 216m 56m
F(¢)-————- F1(9))* + —= (F(9))* + ¢ (Fa(9))* +
Zamenom Jednacme (11.313) u jednacinu (11.304) dobijam

(=20 -3 -5l |on= e

Ovaj rezultat dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (11.295)
o o ™ I 4y3my®my2(my + m
f D( D(t——)-ﬁ 4o = ¥ 2-(my 2)
c a®(1 — e?)>
Zamenom jednacine (11.315) u jednacinu (11.227) dobijam
4o 2.0 2
Yy m*m,=(my + my)
P = — F

4
= R@F) (113149

7 2
-2
Cc

F(o) (11.315)

r
-3
c

(11.316)

Na osnovu jednacine (11.227) odredjuje se ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje
binarni sistem. U jednacini (11.316) figuriSe funkcija F(¢). Sa promenom ugla ¢ menja se i snaga
gravitacione radijacije. Iz tog razloga u jednalini (11.316) koristim oznaku Pjep, (¢) umesto oznake

Pyem. Da bi dobio ukupnu snagu gravitacione radijacije (FPyem) potrebno je izvrSiti usrednjavanje
veli¢ine Fyem (¢) za jedan period. O procesu usrednjavanja pojedinih fizickih veli¢ina bilo je ve¢ reci u
dosadasnjem tekstu. IzvrSeno je usrednjavanje veli¢ine dE /dt koja se odredjuje na osnovu jednacine
(11.183), i dobijena je ukupna snaga gravitacione radijacije (jednacina (11.190)). Istakao sam da ¢u te
metode koristiti prilikom analize binarnih sistema sa stanovista gravitoelektromagnetizma.

Usrednjavanjem veli¢ine Py, (¢) za jedan period dobija se veliCina By,
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1 T
Bgem = Tf Pgem(gp) dt
0

Saglasno ve¢ opisanoj proceduri ovu jednacinu transformiSem na nacin

1 (%" dt
Pgem = TJ; Fiqem((p) %dgo

, odnosno

1 (2" 1
Poem = ;f Pgem(q))adq) (11.317)
0

Ugao ¢ menja se tokom vremena. Ova promena odredjuje se na osnovu jednacine (10.114).
Zamenom jednacine (10.114) u jednac¢inu (11.317) dobijam

3

1 2T
P =—f P (@) |[———— (1 — €2)3/2(1 + ecosp)~2d 11.318
gem =7 | Foem ® s +m2)( )*=( ) “de ( )

Na osnovu tre¢eg Keplerovog zakona dobija se rezultat

a3
T=2n |————
y(my + my)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.318) dobijam

(1 — e?)3/2 (2m
Pem = e i (1 + ecos@) ?Pyem (@) do (11.319)

Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacine (11.316)

40 2.0 2 2m
Y my“my*(m; + my) _ _
Pyem = — TSP (1-e?) 7/2f0 (1+ ecosp)™2F(p)dp  (11.320)
Zamenom funkcije F(¢) u jednacinu (11.320) dobijam

4 2 2

y*m;*my*(my + my) B 56m 216m 56m 104n
Piom =— 1—e2)77/2 I I I
gem TP A T R TR A TR

Integrali koji se pojavljuju u ovoj jednacini imaju oblik

2T
Is = j (1 + ecosg) 2 (Fy (0))? dg

18] (11.321)

2T
s = f (1 + ecosp) 2 (Fy(9))?dep
0

2m

I; = | (1+ecosp)™ (F3(p))*de
0

2T
Iy = f (1 + ecosg) 2 Fy (@)Fs(¢)dg
0

Ovi integrali imaju sledece vrednosti

I = dm + = 2
5 = 4Tl 8e

17m
16 =47 +T€2
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291
17 = 47T+Te

157
18 =47 +T€2

Zamenom ovih vrednosti u jedna¢inu (11.321), 1 nakon sredjivanja dobijam slede¢i rezultat
32y*my*my® (my + my) _
Fyem = =% 5.5 (14 0,531e?)(1 — e?)77/2 (11.322)
U ovoj jednacini kao i u jednacini (11.263) figuriSe minus, ali on nije od znacaja za analizu.
Primenom jednacine (11.322) na Rasel — Tejlorov binarni sistem dobijam rezultat
2
32y*m, m,2(m,+m,) ~
Fgem =5 - ;sas P (1+40,531e?)(1 — e2)77/2 (11.323)
Sa m,, oznaCena je masa pulsara, a sa m,, oznacena je masa neutronske zvezde.
Sa stanovista Opste teorije relativnosti ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje Rasel
— Tejlorov binarni sistem odredjuje se na osnovu jednacine (11.190)
40 2.0 2
32)/ mp mn (mp+mn)( +E€ +£e >(1_ez)_7/2
5 cSa® 24 96
Primecujemo da postoji slicnost izmedju jednacina (11.323) 1 (11.190).
U okviru Opste teorije relativnosti uvedena je funkcija f(e) (jednacina (11.175)). U skladu sa

tim dobijena je jednacina (11.192)

P =

5 c>a®
U okviru gravitoelektromagnetizma uvodim funkciju fgem (€)

fgem(€) = (1 +0,531e?)(1 — e?)77/2 (11.324)

U skladu sa tim jednacina (11.323) dobija oblik

32y*m,*m,?(m,+m
Prem = ——5——2 ”Cs(a;’ " fr o) (11.325)
Sa stanovista OpSte teorije relativnosti promena perioda rotacije sa vremenom opisuje s€ na
osnovu jednacine (11.176)

T 96]/5/3 m,m, T
T = = )1/3 (_77:) 8/3f(e)

5 (5 (m, +m
, a promena veliine a sa vremenom opisuje se na osnovu jednacine (11.195)
da 64 y3
dt’ ~ 5 c5a3
Primenjujuéi istu proceduru iz Opste teorije relativnosti koja je prezentovana u dosadasnjem
tekstu moze se pokazati da sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma promena perioda rotacije sa
vremenom opisuje se na osnovu jednacine (11.326)
96 Y53 mym, T o
(T)gem = 5 5 (mp T m )1/3 (_ﬂ) / fgem(e) (11.326)
, a promena veli€ine a sa vremenom opisuje se na osnovu jednacine (11.327)
da 64 y3
<E)g€m =T 5 543 MMy (My+My) fgem (€) (11.327)
Uveo sam indeks gem da bi naznaCio da su ovi rezultati dobijeni sa stanovisSta
gravitoelektromagnetizma.
Kori$¢enjem eksperimentalnih podataka i teorijskog modela zasnovanog na OpStoj teoriji
relativnosti utvrdjeno je da masa pulsara i masa neutronske zvezde u Rasel — Tejlorovom binarnom
sistemu iznose respektivno

—— mymy, (my+my,)f(e)
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m, = 1,441 Mg

m, = 1,387 MO
Masa Sunca oznacena je sa M.

Masa pulsara i masa neutronske zvezde nisu bile unapred poznate. U dosadasnjem tekstu
ukratko sam objasnio postupak odredjivanja tih masa. Taj postupak sastoji se u sledecem. Najpre se
izmere Keplerovi orbitalni parametri, a potom dva proizvoljno izabrana post Keplerova parametara.
Post Keplerovi parametari mogu se izraziti preko Keplerovih parametara, mase pulsara i mase
neutronske zvezde. Na ovaj nacin dobijaju se dve jednacCine, a nepoznate veli¢ine koje figuriSu u tim
jednadinama su masa pulsara i masa neutronske zvezde. ReSavanjem ovog sistema jednacina nalaze se
masa pulsara i masa neutronske zvezde.

Analizom podataka za slucaj Rasel — Tejlorovog binarnog sistema utvrdjeno je da elipse po
kojima se kre¢u zvezde imaju isti ekscentricitet, i on iznosi e = 0,617. U skladu sa tim funkcije f(e) i
fgem(€) imaju vrednosti

f(e) =11,843

fgem(e) = 6,431

Jednacine (11.323) 1 (11.190) zaista imaju sli¢nu formu, medjutim zbog razlike u funkcijama
f(e) i fgem(e) odredjene fizicke veliCine imace razlicite vrednosti. U sluCaju Rasel — Tejlorovog
binarnog sistema ekscentricitet elipse ima veliku vrednost. Kod binarnih sistema gde je vrednost
ekscentriciteta mala razlika u funkcijama f'(e) i f4em (€) nije toliko znacajna.

Sa stanovista gravitoelektromagnetizma promena perioda rotacije sa vremenom opisuje se na
osnovu jednacine (11.326). Da bi se dobila konkretna vrednost ove fizicke veliine potrebno je
zameniti odgovarajuée brojne vrednosti u jednaéinu (11.326). Sto se ti¢e mase pulsara i neutronske
zvezde koristiCu vrednosti dobijene na osnovu Opste teoriji relativnosti. Tako odredjena promena
perioda rotacije sa vremenom sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma moze se izraziti preko

odgovarajuce veli¢ine iz Opste teorije relativnosti. Da bi se to postiglo potrebno je podeliti jednacine
(11.326)1(11.176)

(%)gem _ fgem (e)
T Q)

T
KoriS¢enjem vrednosti funkcija f(e) i fyem(e) dobijam

T T
(?)gem = 0,543 T

Na osnovu jednacine (11.177) dobija se slede¢i rezultat

T —-12
(F)gem = 1,304-10 (11.328)

Ovaj rezultat ima isti red veli¢ine kao i rezultat Opste teorije relativnosti (jednacina (11.177)).

U dosadasnjem tekstu spomenuo sam dva post Keplerova parametara. Oni se odredjuju na
osnovu jednacina (11.176) 1 (11.180). Jednacina (11.180) opisuje pojavu precesije perihela zvezda koje
¢ine Rasel — Tejlorov binarni sistem. Ta precesija zvezda prikazana je na slici 55. Prilikom te diskusije
uzeo sam da se u pocCetnom trenutku pulsar i neutronska zvezda nalaze u perihelima (tatkama A i B)
(slika 55). Periheli leZe na x osi. Nakon odredjenog vremenskog intervala periheli ¢e se naci u tackama
A; 1 B;. Doslo je do rotacije x ose za ugao 5. Novi polozaj x ose oznacen je isprekidanom linijom na
slici 55.
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Proucavanjem Rasel — Tejlorovog binarnog sistema utvrdjeno je da periheli zarotiraju za ugao
od 4,227°, za vremenski interval koji odgovara jednoj zemaljskoj godini. U slucaju Rasel —
Tejlorovog binarnog sistema precesija perihela je mnogo izrazenija nego u sluc¢aju Merkura.

Osa x rotira oko tacke C konstantnom ugaonom brzinom (slika 55). Sa stanovista Opste teorije
relativnosti ta ugaona brzina odredjuje se na osnovu jednacine (11.180). Zbog vaZnosti jednaine

(11.180) za dalju analizu ponovo je navodim
-5/3

. v 2/3 2y-1
w=3 = (%) (my + my)*>(1 — e®) (11.329)
Ova jednacina moze se dobiti i sa stanovista gravitoelektromagnetizma, ali postupak dobijanja
te jednacine formalnog je karaktera.
U desetom poglavlju analizirao sam problem dva tela sa stanovista Njutnove mehanike. Najpre

sam uveo tzv. laboratorijski inercijalni sistem (slika 40). Polozaj prvog tela ¢ija je masa m, odredjen je

radijus vektorom I_?)l, a polozaj drugog tela ¢ija je masa m, odredjen je radijus vektorom ﬁz. Uveo sam
1 vektor relativnog polozaja

7=R, —R,
, a intenzitet vektora 7 oznadio sam sa r.
Tela medjusobno deluju samo gravitacionom silom, i u skladu sa tim ovo je izolovani sistem.
Intenzitet gravitacione sile odredjuje se na osnovu Njutnovog zakona gravitacije

ymim;
r2
JednacCine kretanja tela glase
= ymim;
myRy = — 3
r

= ymm;
msz = r

3
r

U daljem radu uveo sam vektor centra mase i pokazao sam da je ubrzanje centra mase jednako
nuli. Centar mase krece se po inerciji, 1 ta ¢injenica nam omogucuje da uvedemo sistem centra mase.
To je inercijalni sistem i prikazan je na slici 41.

U laboratorijskom inercijalnom sistemu poloZaji materijalnih ta¢aka odredjeni su vektorima ﬁl

il_?)z. U sistemu centra mase polozaji materijalnih tacaka odredjuju se na osnovu jednacina (10.18) 1
(10.19)

FZ = ﬁz - ﬁcm
Ovi vektori predstavljeni su na slici 42.
Na osnovu jednacina (10.18) 1 (10.19) dobijam

1Y

#, =R, — R, (11.330)

# =Ry — Rop (11.331)
Ubrzanje centra mase jednako je nuli, i kao posledica te ¢injenice jednacine (11.330) 1 (11.331)
postaju

# =R, (11.332)

i =R, (11.333)
Jednacina (10.3) transformise se koriS¢enjem jednacine (11.332)
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5 ym;
n=——37 (11.334)
, a jednacina (10.4) transformise se koriS¢enjem jednacine (11.333)

7, = ——7 (11.335)
Oduzimanjem jednacina (11.335) i (11.334) dobijam
5 y(mp+my)
r=—————"7
r3
Ukupna masa sistema odredjuje se na osnovu jednacine (11.200)

M = my + m,
, a redukovana masa na osnovu jednacine (11.201)
mym;

(11.336)

m; +m,
Zamenom jednacine (11.200) u jednacinu (11.336) dobijam
3 YM

r=——77
r3

MnozZenjem ove jednacine redukovanom masom dobijam sledeci rezultat

. M
i = _ny 7 (11.337)
Postoji pristup u analizi problema dva tela u Njutnovoj mehanici koji se zasniva na primeni
jednacine (11.337). Primenom tog pristupa dobija se jednacina (10.59). Ovaj pristup se zasniva na tome
da se telo mase p kree u sistemu centra mase. PoloZaj tela mase u odredjen je radijus vektorom 7. U

koordinatnom pocetku sistema centra mase nalazi se telo mase M. Ova situacija je prikazana na slici 60

A Y

Slika 60

Kada se na osnovu jedna¢ine (11.337) odredi radijus vektor #, onda se vektori ﬁl 1 ﬁz odredjuju
koris¢enjem jednacina (10.10) 1 (10.11).

U osmom poglavlju dobio sam jednacinu (8.55)
d*7 M.m M.m v\2 M.m
_ y S - + 3 y S (_) = y S -

m = 7 ——v(W-7)
dt,? r3 r3 \c r3c?
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To je diferencijalna jednacina kretanja Merkura sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma.
Resenje ove diferencijalne jednacine je jednacina (8.75)
a(l —e?)
" T T+ ecos(p(1 + B)
Daljom analizom dobio sam da se perihel Merkura u toku vremenskog intervala koji je jednak
periodu rotacije Merkura oko Sunca pomeri za ugao Ag
Ap = 2nf

, odnosno
_ bryM;
T c2a(l —e?)
Jednac¢ina (11.338) moZe se dalje transformisati koriS¢enjem treCeg Keplerovog zakona
(jednacina (7.48))

(11.338)

Ao = 24m3a?
= T2c%2(1 —e?)
Ugaona brzina rotacije perihela Merkura oko Sunca je konstantna veli¢ina. Ta ugaona brzina
moze se odrediti kori§¢enjem jednacine (11.339)
Ap  24ma?
T — T3c2(1—e?)
Primenom tre¢eg Keplerovog zakona dobija se jednacina
T
2 — (—\4/3(y M. )2/3
a? = G (My)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.340) i nakon algebarskih transformacija dobija se
rezultat

(11.339)

(11.340)

Bp _ VBTN 2y-1
L (27‘[) M3(1 - e?) (11.341)
Sada ¢u primeniti jedan formalni pristup da dobijem jednacinu (11.329). Pristup koji se zasniva
na primeni jednacine (11.337) moZe se primeniti i na Za slucaj Rasel — Tejlorovog binarnog sistema. U
ovom slucaju ukupna masa sistema odredjuje se na osnovu jednacine (11.342)

M =m, +m, (11.342)
, a redukovana masa na osnovu jednacine (11.343)
m,m
p=—>r"1 (11.343)
my, + my,

Ako se primeni pristup koji se zasniva na jednacini (11.337) problem kretanja dva tela (u ovom
slucaju to su pulsar i neutronska zvezda) svodi se na kretanja tela mase u oko tela mase M koje se
nalazi u koordinatnom pocetku sistema centra mase. Primenom tog pristupa dobija se jednacina

= — yuM 2
r3

Ova jednacina dobijena je na osnovu klasi¢ne (Njutnove) mehanike, i na osnovu nje ne moze se
objasniti precesija perihela zvezda u Rasel-Tejlorovom binarnom sistemu. 1z tog razloga potrebno je
koristiti generalniju jednacinu koja ¢e opisati kretanje tela mase y oko tela mase M. Da bi to postigao
podsetimo se osmog poglavlja u kome sam analizirao precesiju perihela Merkura. Jednacina (8.55) je
diferencijalna jednacina kretanja Merkura sa stanovista gravitoelektromagnetizma. Po analogiji sa
primerom kretanja Merkura oko Sunca, odnosno po analogiji sa jednacinom (8.55) mogu uvesti slede¢u
diferencijalnu jednacinu za Rasel — Tejlorov binarni sistema

d*7 m, +m m, +m v\ 2 m, +m
W= 4 - wi 5 4 g YU ¥ i ”r3 e () 7- Ymp + o)t s 6.7 (11344)

Jednacina (11.344) u ovom formalnom pristupu opisuje kretanja tela mase u oko tela mase M.

Mase u i M odredjuje se na osnovu jednacine (11.343) 1 (11.342).

243




Ako ne bi postojao drugi i tre¢i ¢lan na desnoj strani jednacine (11.344) onda bi se ona
redukovala u jednacinu (11.337). Sa stanovista Njutnove mehanike moze se resiti jednacina (11.337), i
njeno resenje je jednacina (10.59).

Da bi se resila jednacCina (11.344) moze se koristiti pristup koji je prezentovan u osmog
poglavlju. Primenom tog pristupa dobijam

a(l —e?)
"T1+ ecos(p(1+ a))

r je rastojanje izmedju tela mase u i tela mase M. Medjutim rastojanje r jednako je rastojanju
izmedju pulsara i neutronske zvezde.

Veli¢ina @ odredjuje se na osnovu jednacine

(11.345)

3y(m, + m,)
=——" 11.346
c?a(l1—e?) ( )
Kori$¢enjem jednacine (11.345) i analize prezentovane u osmom poglavlju dobija se rezultat
AG = 21t
, odnosno

6my(m, + m

po = Y0 + ) (11.347)

c?a(l —e?)
Periheli pulsara i neutronske zvezde u toku vremenskog intervala koji je jednak periodu rotacije
pulsara (neutronske zvezde) oko zajedni¢kog centra mase pomere se za ugao Af.
Jednacina (11.347) moZe se dalje transformisati koriS¢enjem treCeg Keplerovog zakona
(jednacina (7.48))
g 24m3a?
Periheli pulsara i neutronske zvezde oko zajednic¢kog centra mase rotiraju konstantnom
ugaonom brzinom. Ta ugaona brzina moze se odrediti koriS¢enjem jednacine (11.348)
A8 24m3a?
T  T3c2(1—e?)
Primenom tre¢eg Keplerovog zakona dobija se jednacina

T
a = (%)4/3]/2/3(777—19 + mn)2/3

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.349) i nakon algebarskih transformacija dobija se
rezultat

(11.349)

Ag yz/s T -5/3 )
=35 (%) (m, + m,)?/3(1 — e?)! (11.350)

Ovaj rezultat je identi¢an sa jednacinom (11.329), ali je dobijen formalnim pristupom.

U dosadaSnjem tekstu analizirao sam binarne sisteme. Ukupna snaga gravitacione radijacije za
slucaj kada se zvezde u binarnom sistemu kre¢u po kruznicama odredjuje se na osnovu jednacine
(11.264). Za slucaj kada se zvezde u binarnom sistemu krecu po elipsama ukupna snaga gravitacione
radijacije odredjuje se na osnovu jednacine (11.325). U ovim slucajevima postoji samo gravitaciono
kvadropolno zracenje.

Sada ¢u analizirati sluc¢aj kada pored gravitacionog kvadropolnog zraenja postoji i gravitaciono
dipolno zrafenje. Neka se telo mase m krece po kruznici poluprecnika a (slika 61). Polozaj tela mase
m odredjen je radijus vektorom 7,,. U poc&etku koordinatnog sistema nalazi se telo mase M. Masa M je
mnogo veca od mase m. Za razliku od predhodnih sluc¢ajeva gde su tela orbitirala oko centra mase,
ovde imamo da telo mase M miruje, a da se telo mase m krece po kruznici. Ovakav slu¢aj imamo kada
planeta orbitira oko neke masivne zvezde.
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Slika 61

Telo mase m rotira konstantnom ugaonom brzinom w. Tu ugaonu brzinu mozemo odrediti
primenom Njutnove mehanike, odnosno izjednaavanjem gravitacione sile sa centripetalnom silom
ymM m(wa)?

, odnosno

w= 1= (11.351)

Radijus vektor 7, odredjuje se na osnovu sledece jednacine
7y = a(cos(wt)T + sin(wt))) (11.352)
Da bi smo odredili maseni dipolni moment sistema koristi¢emo jednacinu (3.52), i dobijamo
slede¢i rezultat
Pgem = ma(cos(wt)? + sin(wt)j) (11.353)
U ovoj jednacini maseni dipolni moment sistema zavisi od vremena t. Za primenu je potrebna

zavisnost masenog dipolnog momenta sistema od veli¢ine t — r/c. U skladu sa tim jednacina (11.353)
dobija slede¢u formu

Dgem = Ma (cos (w(t - t)) 1+ sin (w(t - t))j’) (11.354)
c c
Ovakav sistem zraCi gravitacione talase, i cilj mi je da odredim jacinu gravitoelektri¢nog i
jacinu gravitomagnetnog polja u talasnoj zoni. Da bi precizirali ovu fizicku situaciju posmatrajmo sliku
59. U zapremini V' nalazi se na$ sistem (zvezda i planeta). Polozaj tacke B odredjen je radijus
vektorom 7. Tacka B nalazi se na velikoj udaljenosti od pocetka koordinatnog sistema. Potrebno je
odrediti jacinu gravitoelektricnog i jac¢inu gravitomagnetnog polja u tatka B, odnosno u talasnoj zoni.
Gravitacioni vektorski potencu al moze se pr1kazat1 kao suma tri sabirka (jednacina (11.114))
Agem - Agem d + Agemm + Agem k
, ili na slede¢i nacin (jednacina (11.163))

> 4-)/pgem(t ) ZVL(t__) X7 2y B(t_g)

gem

Cc? T 3 r ~ 3¢3 r
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Maseni dipolni moment sistema razliit je od nule, i postoji gravitaciono dipolno zracenje.
Moment impulsa u ovom sluc¢aju ima konstantnu vrednost pa ne postoji gravitaciono magnetno dipolno
zracenje. U daljem tekstu pokazacu da postoji 1 gravitaciono kvadropolno zracenje. U skladu sa ovim
zakljuccima jednacina (11.114) postaje

Agem = Agem at Agem k

Gravitacioni vektorski potencijal fl)gemd odredjuje se na osnovu jednacine (11.120), a jacine
gravitomagnetnog i gravitoelektri¢nog polja u talasnoj zoni odredjuju se na osnovu jednacina (11.126) 1
(11.129). Primenom ovih jednac¢ina dobijam

s T N
B = _i_)s/pgem (tr— 2)x (11.355)
= r = =
e _i_)zx [pgem (t _rE) X ”] xn (11.356)

Uveo sam indeks d da bi naznacio da je re¢ o gravitacionom dipolnom zracenju.
Potrebno je odrediti drugi izvod masenog dipolnog momenta sistema po vremenu. Na osnovu
jednacine (11.354) dobijam
ﬁgem = maw? (—cos (w(t - t)) 71— sin (w(t - t))j’) (11.357)
c c
Polozaj tacke B odredjen je radijus vektorom 7. Jedini¢ni vektor 71 odredjuje se na osnovu
jednacine (11.13)

n=

S

Ako koristimo sferne kordinate jedini¢ni vektor 7 moZe se izraziti na slede¢i na¢in (jednadina
(11.220))

7i = sinfcosyi + sinfsinyj + cosOk
Zamenom jednacina (11.357) i (11.220) u jednacinu (11.355) i nakon vektorskog mnozenja
dobija se rezultat

Bpema = 28 |sin (e = ) costi — cos (it =5)) cos6 + (cos @ (¢ = ) ) sinsisi
gemd = 7 sin|w( C) cos01 — cos (w( C) cosfj + (cos|w - sin@siny

—sin (w(t — g))sinecosgl))l_c)l

Ako bi zamenili jednacine (11.357) 1 (11.220) u jednacinu (11.356) i izvrsili odgovarajuca
vektorska mnozenja dobili bi jacinu gravitoelektricnog polja u tacki B.

Istakao sam da pored gravitacionog dipolnog zracenja postoji i gravitaciono kvadropolno
zracenje. Gravitacioni vektorski potencijal /Tgem x odredjuje se na osnovu jednaine (11.150), a
odgovarajuce jacine gravitomagnetnog i gravitoelektri¢nog polja u talasnoj zoni odredjuju se na osnovu
jednacina (11.159) 1 (11.161).

Da bi odredili ove veli¢ine potrebno je najpre odrediti komponente tenzora gravitacionog
kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D,, odredjuju se na osnovu jednacine (11.152).
Jednacina (11.152) vazi za slucaj diskretne raspodele mase. Telo mase M nalazi se u pocetku
koordinatnog sistema i radijus vektor tog tela je nula vektor. Jedino komponente vektora 7,, uzimaju se
u analizu, 1 u skladu sa tim jednacina (11.152) dobija oblik

Dyy = m(3x xy — 17%8,) (11.358)

Komponente radijus vektora 7;, mogu se prikazati koris¢enjem matrice kolone
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X1 cos(wt)
Yi|=a [sin(wt)] (11.359)
27 0

Vazi i slede¢a jednacina
T, =2a (11.360)
Sa 13, oznaden je intenzitet radijus vektora 7.,,.

Komponente vektora 7, predstavljene su kori¢enjem matrice kolone. U jednalini (11.358)
takodje figuriSu komponente vektora 7,,, ali je u ovom slucaju koriS¢eno drugalije oznadavanje
komponenata vektora u odnosu na oznacavanje u jednacini (11.359).

Da bi odredio komponente tenzora uvodim slede¢u korespodenciju izmedju oznacavanja
komponenata vektora

X' X1
[x’z = [yl (11.361)
xX'3 Z
Vazi i slede¢a jednacina
r? = 1,2 (11.362)
Komponente D, odredjujemo na osnovu sledecih jednacina
Dll s m1(3X‘1x‘1 - T"Z) (11.363)
D12 S D21 == 3m1X'1X'2 (11.364)
D22 = m1(3X'2x'2 - T"Z) (11365)

Komponente D3, D,3, D31, D3, 1 D35 jednake su nuli, jer je veli¢ina x’5 jednaka nuli.
Koris¢enjem jednacina (11.360-362) jednacine (11.363-365) dobijaju sledec¢i oblik
D11 = m(3x1x1 - az)

Di; = D3y = 3mx,y,

Dy, = m(3y,y1 — a?)
Ove jednacine dalje se transformisu koris¢enjem jednacine (11.359)
D;; = ma?(3cos?(wt) — 1)

D;, = D,; = 3ma?cos(wt) sin(wt)

D,, = ma?(3sin?(wt) — 1)
Ove jednacine mogu se dalje transformisati koriS¢enjem trigonometrijskih identiteta

1
coszg =3 (1 + cosp)

sinzg = %(1 — cosp)

sin2f = 2sinfcosf

Kona¢ni rezultati glase

3ma? ma?

D, = > cos(2wt) + >
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2

a
D12 = D21 = Sln(zwt)

a? ma?

D,, = — cosQwt) + 5

Tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta moze se prikazati u matri¢noj formi
1
cos(2wt) + = sin(2wt) 0
3ma? 3

D.. = 1 11.366
H 2 sin(2wt) —cos(2wt)+§ 0 ( )

0 0 0
Vektori 71 moze se predstaviti u formi matrice kolone (jednaina (11.251)). Na osnovu

jednacine (11.157) dobijam sledeéi rezultat

1 .
D, 3ma? [cos(Zwt) + 3 sin(2wt) 0] [Sin@coswl

Dy| = 3 _ 1 sinfsiny
D, sin(2wt) —cos(2wt) + 3 0 cosO
0 0 0
Na osnovu jednacine (11.367) zaklju¢ujem da komponente vektora D zavise samo od vremena.
Medjutim ako pogledamo jednacine za jaCinu gravitoelektri¢nog ili gravitomagnetnog polja (jednacine
(11.161) i (11.159)) primecujemo da postoji zavisnost od veli¢ine t — r/c. 1z tog razloga potrebno je
transformisati jednacinu (11.367). Ona dobija sledec¢i oblik

(11.367)

T
[Dx (- E)] s | cos (Zw(t - g)) + % sin (zw(t - g)) o] sinfcosy
r ma
bl 1 nOsi 11.368
y( 7‘:) 2 sin (Zw(t — ;)) —cos (Zw(t - g)) + 3 0 [Slrzoilempl ( )
D, (t=>) 0 0 0

U jednacinama (11.161) 1 (11.159) figuriSe veli¢ina B (t - E) To je tre¢i izvod vektora D po
vremenu. Tu veli¢inu dobijam kori§¢enjem jednacine (11.368)
(Bt -] . r r
c sin (Zw(t - E)) —cos (Zw(t — E)) 0 [sin@cosd)

—cos (Zw(t — g)) —sin (Za)(t — g)) Sin)iienl/)] (11.369)
0 0 0

ro| 5 3
D,(t— E)‘ = 12ma‘w

r
Dz(t - E)

Komponente vektora D (t - E) dobijam matri¢nim mnoZenjem

[D“x(t - g)] [ sin (Zw(t — g)) sinfcosy —cos (Zw(t - g)) sin@siny ]

r

lD)yE: - Ei = 12ua*w? {_cos (Zw(t — g)) sin@coswo—sin (Zw(t — g)) Sinesimp‘ (11.370)
(=5

U skladu sa ovim rezultatom vektor D (t - E) odredjuje se na osnovu sledece jednacine

-

D (t — g) = 12ua’w? [(sin (Za)(t — E)) sinfcosy —cos (Zw(t — g)) sin@simp) T
- (cos (Za)(t - E)) sinfcosy +sin (Zw(t - g)) sin@sinlp)f] (11.371)
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Ako bi zamenili jednacine (11.371) i (11.220) u jednaine (11.159) i (11.161) i izvrsili
odgovarajuca vektorska mnozenja dobili bi jaCinu gravitomagnetnog polja i jacinu gravitoelektri¢nog
polja u tacki B. Nakon tih matematic¢kih operacija dobili bi glomazne jednacine. Zbog tog razloga ja ¢u
jednacine za jainu gravitomagnetnog polja i jacinu gravitoelektricnog polja u tacki B napisati u
slede¢em obliku

= r —
—>gemk = 322,/4 2 (t _rE) i (11.372)
= r — —
_tgemk = - 322,/3 [D (t _ EZ - n] e (11.373)

Uveo sam indeks k da bi naznacio da je re¢ o gravitacionom kvadropolnom zracenju.
Ukupna jaina gravitomagnetnog polja u tacki B odredjuje se na osnovu sledece jednacine

Bgem = Bgema + Bgem i (11.374)
Zamenom jednacina (11.355) 1 (11.372) u jednacinu (11.374) dobija se rezultat
3 r . = r .
Bgem = =73 " ~ 3.4 " (11.375)
Ukupna jacina gravitoelektricnog polja u tacki B odredjuje se na osnovu sledece jednacine
Egem = Egemd + Egemk (11376)
Ako zamenimo jednacine (11.356) i (11.373) u jednacinu (11.376) dobija se rezultat
B ay [Poem (t=2) x| x 7 2y [D(t =Dy x 7| x 7
Egem = =z ~ 33 " (11.377)

r
Ako uporedimo jednacine (11.355) 1 (11.372) vidimo da u jednacini (11.355) figuriSe veli¢ina
1/c3, dok u jedna&ini (11.372) figuriSe veli¢ina 1/c*. Iz tog razloga intenzitet vektora Egemk bice

mnogo manji od intenziteta vektora §gem 4- Kao posledica toga intenzitet gravitacionog kvadropolnog
zracenja bi¢e mnogo manji od intenziteta gravitacionog dipolnog zracenja.

Sada ¢u analizirati slucaj kada kruto telo emituje gravitacione talase. Kao primer krutog tela
uzecu pulsar. Masu pulsara oznaci¢u sa M. Uzecu da je distribucija mase pulsara homogena, odnosno

gustina mase (p,,) ima konstantnu vrednost. Zbog generalnosti diskusije uze¢u da pulsar ima oblik
elipsoida (slika 62)

e ok
4l

L, |

t

—

Slika 62
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Jednacina elipsoida u Dekartovim koordinatama glasi
2 2 2
x z

Velike poluose elipsoida oznacene su sa a, b i ¢ na slici 62. Zapremina elipsoida odredjuje se
na osnovu sledece jednacine

4
V= §7rabc (11.378)
U skladu sa ovim rezultatom gustinu mase (p,,) odredjujemo na osnovu sledeée jednacine
M
Pm =
% nmabc

Potrebno je uvesti dva koordinatna sistema. Te sisteme oznaci¢u sa S 1 S’. Na slici 63 prikazan
je sistem S’. Koordinatne ose ovog sistema poklapaju se sa velikim poluosama elipsoida, a koordinatni
pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom elipsoida. Ovaj sistem je vezan za elipsoid i rotira zajedno sa
njim. Koordinatne ose ovog sistema oznaci¢u sa Xx;’, x,’ 1 x3’. Elipsoid (pulsar) rotira oko ose x3’
konstantnom ugaonom brzinom koju ¢u oznaciti sa w.

Slika 63

Elipsoid rotira i njegovu rotaciju posmatra¢emo u odnosu na sistem S. Polozaj koordinatnih osa
sistema S tokom vremena ne menja se. Koordinatni pocetak sistema S poklapa se sa centrom elipsoida
Koordinatne ose sistema S oznacicu sa x4, X, 1 Xx3. One su prikazane na slici 64.
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Slika 64

Sistem S je pravougli koordinatni sistem. Osa x5 poklapa se sa osom x3’. Ose x; 1 x, nalaze se
u ravni elipsoida koju ¢ine velike poluose a i b. Sistem S’ rotira oko ose x5’ (odnosno oko ose x3)
konstantnom ugaonom brzinom.

Da bi odredio ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje ovaj pulsar potrebno je
odrediti tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D, u sluaju kontinualne
raspodele mase odredjuju se na osnovu jednacine (11.153)

Dy, = f(Bx'ux'v —1%68,y) pmdV’ (11.379)

Najpre ¢u odrediti komponente tenzora D, u sistemu S'. One se odredjuju na osnovu sledecih
jednacina

Dy, = f(Sx'lx'l — (1% + x32 + x3%)) prrdV- (11.380)

D12 = DZl = j 3x'1X'2 pde' (11381)

D13 == D31 == .f 3x'1x'3 pde' (11.382)

D,, = j(3x'2x'2 — (1% + x32 + x3%)) prrdV- (11.383)

D23 = D32 = f 3x'2x'3 pde' (11384)

D33 = f(3X'3X’3 - (X’12 + X‘ZZ + x'32))pde' (11.385)

Da bi izracunao ove integrale koristi¢u slede¢u formu generalisanih sfernih kooordinata

x1 =alsinacosf (11.386)
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x', = blsinasinf (11.387)

x'3=clcosa (11.388)
Veli¢ina [ moze imati vrednosti od 0 do 1. Ugao @ moze imati vrednosti od 0 do 7, a ugao 8
moze imati vrednosti od 0 do 2.
Jakobijeva determinanta (Jakobijan) ima vrednost
|J| = abcl?sina
Koriste¢i ove generalisane sferne koordinate mozemo odrediti zapreminu elipsoida

V=jjfdx'1dx'2dx'3 =jf]|]|dldadﬂ

V= abcffflzsinadld adf

Daljom integracijom dobijamo

1 4 21
V= abcf 12 dlf sinadaf dp
0 0 0

, odnosno

V= §7Tabc

Koristi¢i ove generalisane sferne kooordinate dobijam da integrali (11.380-385) imaju sledece
vrednosti

2Ma* M
Dy, = — - E(b2 + ¢?) (11.389)
2Mb? M
Dy, = "% (a® +c?) (11.390)
2Mc*> M,
D12 = D21 = D13 s D31 = O (11.392)
Na osnovu ovih rezultata dobijam slede¢u matricu
D;y O 0
DHV = 0 D22 0
0 0 Dis

Odredjen je tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S’. Sistem S’ je vezan za
pulsar (elipsoid). Potrebno je odrediti tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S. Da bi
to uradili potrebno je najpre uspostaviti vezu izmedju koordinata u sistemima S i1 S’. Sistem S’ rotira u
odnosu na sistem S konstantnom ugaonom brzinom w. Ta rotacija se vr$i oko ose x’5 (slika 64).

Na slici 65 prikazan je jedan trenutni poloZaj sistema S 1 S’. Ugao izmedju osa x4 1 X1’ (odnosno
izmedju osa x, 1 x,’) oznacen je sa @
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Slika 65

U sistemu S uvesc¢u tacku A. Polozaj te tacke odredjen je radijus vektorom 7
7 =x0+ x5] (11.393)
Jedini¢ne vektore koordinatnih osa x; i ozna¢io sam sa 7 i J respektivno.
Polozaj tacke A u sistemu S’ takodje je odredjen radijus vektorom 7, ali u ovom sistemu vektor
7 ima oblik
7=xT+ Xy (11.394)
Sa 7 i J» oznacio sam jedini¢ne vektore koordinatnih osa x;’ i x,’ respektivno.
Na osnovu jednacina (11.393) 1 (11.394) dobijam
XL+ x5] = x0T + x5
Sistem S’ je zarotiran u odnosu na sistem S za ugao ¢ (slika 65). MoZe se pokazati da postoji
slede¢a veza izmedju komponenata vektora 7 u ova dva sistema

Xy = cos @ xq + sin@x, +0x3
Xy = —Sin@xq +cos px, + 0x3

X3 = 0xl + OxZ + 1X3

X1’ [ cosp sing 0][*1
[xz'] =|—singp cosp 0 [le
X3’ 0 0 111x3
Na osnovu ove jednacine moZemo uvesti matricu rotacije
[ cosp sing 0]
Ry =|—sing cosep 0 (11.395)
L 0 0 1.

Odredjena je veza izmedju koordinata sistema S 1 S'. Komponente tenzora gravitacionog
kvadropolnog momenta odredjuju se na osnovu jednacina (11.389-392). Vidimo da su to veli¢ine koje
ne zavise od vremena. Moze se pokazati da se komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog
momenta u sistemu S odredjuju na osnovu slede¢e matri¢ne jednacine

(D)s = RTDR (11.396)

Uveo sam indeks s da bi naznacio da su komponente tenzora odredjene u sistemu S.

Veli¢ina RT je transponovana matrica. Ona ima slede¢i oblik

, 1li u matri¢noj formi
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cosp —sing 0
RT =|sing cosp 0 (11.397)
0 0 1
Na osnovu jednacina (11.389-392) 1 (11.395-397) dobija se sledeci rezultat
cos?(p) cos(g)sin(p) 0 D,, O 0
(Duv)s = (D11 — D32) | cos () sin(¢) sin?(¢) o|]t{ 0 Dy O
0 0 0 0 0 D
Ove jednacina dalje se transformiSe koriS¢enjem trigonometrijskih identiteta
g 1
2P _ =
cos” 5 =3 (1 + cosp)
g 1
. 27 - _
sin® > =2 (1 —cosp)
sin2f = 2sinficosf
, 1 dobijam slede¢i rezultat
. [(D11 + Dy3) 0 0 ]
(Dyy — Dyy) cos(2p) sin(2p) 0 2
Duv)s = > sin(2p) —cos(2¢) O+ 0 (D;1 + Dy,) . (11.398)
0 0 0 2
0 0 D35

Sistem S’ rotira u odnosu na sistem S konstantnom ugaonom brzinom w. U skladu sa tim vazi
sledec¢a jednacina

¢ = wt
Zamenom ugla ¢ u jednacinu (11.398) dobijam
[(Dn + D5) 0 0 1
(Dy; — Dyy) cosQwt) sin(2wt) 0] | 2
(Dp)s = ———|sin(RQwt) —cosRwt) 0|+ (D11 + Dyy) (11.399)
2 0 0 0 0 —
2

Drugu matricu na desnoj strani ove jednacine oznacicu sa C. Elementi ove matrice su konstante,
odnosno ne zavise od vremena. U skladu sa ovom konstatacijom jednacina (11.399) dobija oblik

(Dy; — Dyy) cos(Qwt) sinRwt) 0

Dw)s = — 5 |sinQwt) —cos2wt) 0

0 0 0

Da bi izra¢unao ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje pulsar potrebno je odrediti

vektor D (jednac¢ina (11.151)). Vektora D takodje se moze predstaviti u formi matrice kolone

(jednacina (11.156))

+C

D,
D= Dy
D,

Na osnovu jednacine (11.157) dobijam sledeci rezultat
D, (1) (Dy; — D,,) [€0sQwt)  sin(wt)  0][sinbcosy .
D, (®) =5 sinQwt) —cosRwt) 0|]|sinfsiny |+ Cn
D,(t) 0 0 0 cosf
Komponente vektora D zavise samo od vremena. Potrebno je ovu jednacinu dalje

transformisati, odnosno uvesti zavisnost komponenata vektora od veli¢ine t — r/c
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r Dy, —D
Dy, (t — E) = Du — Paz) sin@siny | + Cit

2 |sin (Zw(t - g)) —cos (Zw(t - g)) | cosf
0

r
[Dx(t - E)] [cos (Za)(t - g)) sin (Zw(t - g)) 0] [sin@COSl/)
Dt~ ) 0 °

Potrebno je odrediti veli¢inu D (t - E) To je tre¢i izvod vektora D po vremenu. Elementi

matrice C su konstante, i izvod veli¢ine C1i po vremenu jednak je nuli. Nakon diferenciranja dobijam
sledeci rezultat

r
Dyt =2) [ sin (2w(t - g)) —cos (2w(t - g)) 0] [sinHCOSI,D

D,(t - g) = 4(D;1 — Dyp)w? {_COS (Zw(t B g)) in (Zw t - g)) 0‘ snziigmp] (11.400)
B, -5 0 0 0

Komponente vektora D (t - g) mogu se dobiti matriénim mnozenjem.

Jednacinu (11.400) dalje ¢u transformisati koriS¢enjem komponenata tenzora inercije. Tenzor
inercije uveden je u mehanici i njegove komponente odredjuju se na osnovu sledeée jednacine

Dy, = f(r'25w — Xy X"y) P dV’

Na slici 63 prikazan je elipsoid (pulsar) i sistem S’. Za ovaj elipsoid moze se pokazati da
matri¢na forma tenzora inercije glasi

M b? + c? 0 0
Iw==| 0 a? + c? 0 (11.401)
0 0 a? + b?

Ova matrica moze se napisati u obliku
L 0 0
I, = [O I, 0]
0 0 I

Velicine I;, I, 1 I; nazivaju se glavni centralni momenti inercije, i odredjuju se na osnovu
slede¢ih jednacina

M

L =2 (b +c?) (11.402)
M

I, = < (a® +c?) (11.403)
M

Iy = = (a® + b?) (11.404)

O karakteristikama tenzora inercije bice jos reci u daljem tekstu.
Na osnovu jednacina (11.389), (11.390), (11.402) i (11.403) dobija se rezultat
Diy = Doy =3(1; — 1)
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.400) dobijam

r
[D’C(t B ?]| sin (Zw(t — g)) —cos (Zw(t — E)) 0 sinfcosy

D, (t - E) =12(ly, — I;;) w3 ~cos (Zw(t B g)) ein (Za)(t B g)) [sirf)zigm/)] (11.405)
|5, (¢ - g) | 0 0 0
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Komponente vektora D (t — E) dobijaju se matricnim mnozenjem. Ako se zameni vektor
D (t —E) u jednainu (11.227) 1 izvrS$i integracija dobija se ukupna snaga gravitacione radijacije.
Medjutim nema potrebe vrSiti tu matematicku proceduru jer je ona ve¢ uradjena kada sam odredjivao
ukupnu snagu gravitacione radijacije za binarni sistem prikazan na slici 58. Prilikom tog postupka
najpre sam dobio jednaCinu (11.255), a potom sam dobio i ukupnu snagu gravitacione radijacije
(jednacina (11.267)). Ako uporedimo jednacine (11.255) i (11.405) vidimo da su veoma sli¢ne po
matematiCkoj formi. Razlika postoji samo u numerickom faktoru koji se nalazi ispred matrica. Na
osnovu toga i ¢injenice da se sprovodi isti matematicki postupak u oba slucaja, mogu da konstatujem
da se ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar odredjuje na osnovu slede¢e jednaCine
32y(L, — I})%w®
Pjem = B a— (11.406)
Sa stanoviSta Opste teorije relativnosti ukupna snaga gravitacione radijacije odredjuje se na
osnovu sledece jednacine
32y(I, — 1))’ w®
P=——"—7—7— 11.407
5 c5a® ( )
Uporedjivanjem ova dva rezultata vidimo da su ista po apsolutnoj vrednosti. U jednacini
(11.4006) figurise minus, ali on nije od znacaja za analizu.
Jednacina (11.406) (odnosno jednacina (11.407)) mozZe se dalje transformisati uvodjenjem

bezdimenzionog parametra €. On se definiSe na sledeci nacin
a—>b

= 11.408
T a+b)/2 ( )
Ovaj parametar ima malu vrednost jer se a i b malo razlikuju u slu¢aju pulsara.
Na osnovu jednacine (11.408) dobija se rezultat
e(a+b)
—b=—7— (11.409)
Koris¢enjem jednacina (11.402-404) jednostavno je dobiti sledeci rezultat
IL—I1, a®-b?
I; — a?+b?
, odnosno
= 11.410
I3 a? + b? ( )
Zamenom jednacine (11.409) u jednacinu (11.410) dobija se
12 _11 _ E(a + b)z
I; — 2(a®+ b?)
, odnosno
12_11—€<1+ zab) 11.411
I; 2 a?+b? (11411)
Parametar € ima malu vrednost jer se a i b malo razlikuju u slu¢aju pulsara
a=b
Na osnovu ovog uslova dobijam slede¢i rezultat
2ab
a?+b? "~
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.411) dobijam
L 1L
L,
, odnosno
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Zamenom jednacine (11.412) u jednacinu (11.406) dobija se sledeci rezultat

32ye?l%wb
Rgem = _?C—S (11413)
Sa stanovista Opste teorije relativnosti odgovarajuca jednacina glasi
32ye?l%wb
U literaturi postoje procene parametra . Moguce vrednosti parametra € nalaze se u domenu
e<10°°

Uzec¢u neke konkretne vrednosti i na osnovu jednacine (11.414) izracunacu ukupnu snagu
gravitacione radijacije koju emituje pulsar. Za poluprecnik pulsara uzecu vrednost 10 km, a za masu
pulsara 1,4 M. Sa M oznaCena je masa Sunca. Istakao sam da vecina pulsara ima periode rotacije
izmedju 0,5 s 12,5 s. U ovom konkretnom primeru uzecu da je period rotacije pulsara 2s. U skladu sa
tim ugaona brzina rotacije pulsara koja figuriSe u jednacini (11.414) ima vrednost

rad
w=1—
S
Za parametar € uze¢u vrednost 107°. Moment inercije I3 odredjuje se na osnovu jednadine

(11.404). Obzirom da parametar € ima malu vrednost, velike poluose a i b neznatno se razlikuju, 1
moment inercije I3 odredjuje se na osnovu sledece jednacine

2 2
13 nga

Za poluprecnik pulsara uzeo sam vrednost 10 km, a za masu pulsara 1,4 M. U skladu sa ovim

vrednostima moment inercije I3 ima vrednost
I; =1,1-1038 kgm?

Zamenom ove vrednosti 1 vrednosti ugaone brzine rotacije pulsara u jednacinu (11.414) dobija

se rezultat
P=2-10"wW

U dosadasnjem tekstu analizirao sam konkretne primere iz astrofizike, i prezentovao sam
jednacine OpSte teorije relativnosti na osnovu kojih se odredjuje ukupna snaga gravitacione radijacije.
Pored rezultata Opste teorije relativnosti prezentovao sam i rezultate koji su dobijeni sa stanovista
gravitoelektromagnetizma. Binarni zvezdani sistemi (koji su prikazani na slikama 54 i 58) emituju
gravitacione talase. Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se energija binarnog sistema, odnosno
smanjuje se rastojanje izmedju zvezda. Nakon dovoljno dugog vremena dolazi do spajanja zvezda i
formiranja jedinstvene celine.

Gravitacioni talasi poseduju energiju. Energija koju je binarni sistem izgubio tokom vremena
jednaka je energiji gravitacionih talasa. Sa stanoviSta OpSte teorije relativnosti gravitacioni talasi
poseduju 1 druga interesantna svojstva. Oni pored energije poseduju impuls i moment impulsa. Slicnu
situaciju imamo i kod elektromagnetnih talasa. Oni takodje poseduju energiju, impuls i moment
impulsa. Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se energija binarnog zvezdanog sistema, ili nekog
astrofizickog objekta, ali zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se i moment impulsa sistema jer
gravitacioni talasi poseduju moment impulsa.

Sa stanovista Opste teorije relativnosti za slucaj binarnih sistema, gde se zvezde krec¢u po
elipticnim orbitama dobijena je jednacina na osnovu koje se odredjuje promena momenta impulsa
sistema tokom vremena. Ta jednacina glasi

dL 32y7?2m?m,%(m,; + m,)/? )
<dt> -5 c3a’/2(1 — e?)? (

+ —ez) (11.415)
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Sa m; 1 m, oznaCene su mase zvezda, a rastojanje izmedju zvezda oznaceno je sa a.
Ekscentricitet elipse oznacen je sa e. Ova jednacina primenjuje se i u slucaju Rasel-Tejlorovog
binarnog sistema.

Treba ista¢i da je prilikom dobijanja jednacine (11.415) koriS¢en postupak usrednjavanja
odredjenih fizi¢kih veli¢ina. Da bi se naznacilo da je re¢ o srednjoj vrednosti koriste se posebne
zagrade na levoj strani jednacine (11.415). O postupku usrednjavanja fizickih veli¢ina bilo je reci u
dosadasnjem tekstu. Na primer usrednjavanjem veli¢ine dE/dt (jednacina (11.183)) dobijena je
ukupna snaga gravitacione radijacije (jednacina (11.190)).

U desetom poglavlju analizirao sam problem kretanja dva tela i pokazao sam da se intenzitet
momenta impulsa odredjuje na osnovu jednacine (10.92). Zbog vaznosti ove jednacine za dalju analizu

ponovo je navodim
’Va(l-ez)
L=mm, |———
my; +m,

Koris¢enjem jednacina (11.415), (10.92) i (11.195) moze se odrediti promena ekscentriciteta
elipse sa vremenom. Da bi to postigao najpre ¢u jednacine (10.92) i (11.195) napisati u slede¢em
obliku

L? = ym;®>my%(my + my) ta(l — e?) (11.416)
64 y3
= =L mmy(mytma)f (o) (11417)
Na osnovu jednacine (11 416) dobijam sledeci rezultat
| g2 o matms)
ym?ms2a

Diferenciranjem ove jednacine po vremenu dobija se

de (my+my) (L? da LdL
—= —_———— (11.418)
dt eym;?m,%\2a?dt adt
Zamenom jednacine (11.416) u jednacinu (11.418) dobija se
de (1-e?)da (1-e?)(my+my) 1 dL
dt  2ae dt ya em;m, dt
Ako se izvrsi usrednjavanje ove jednacine dobija se sledeci rezultat
(1 —e?) da (1-e?)(my+my) 1  dL
—)=— — 11.419
( ) ae (dt> ya em;m, (dt> ( )

Zamenom jednacina (l 1.417) 1 (11.415) u jednaCinu (11.419) i nakon niza algebarskih
transformacija dobija se rezultat
de) 304 ey’mym,(my+m,) (1 121 2)
dt’ 15 c¢5a*(1 —e?)5/2 304 °
Na osnovu jednacina (11.417) 1 (11.419) dobija se sledeci rezultat

(11.420)

73 37
( ) 12 1+57 24 e’ +5¢e")
de 121
Ova jednacina moze se integraliti analiticki 1 dobl_]a se
e!?/1? 121 , 870/2299
a(e)=c01_ez(1+304e )

258



Konstanta ¢, odredjuje se na osnovu pocetnih uslova. U pocetnom trenutku veli¢ina a ima
vrednost a,, a ekscentricitet ima vrednost e.

I sa stanovista gravitoelektromagnetizma gravitacioni talasi poseduju moment impulsa. Da bi
dobio konkretne relacije potrebno je najpre prezentovati odredjene rezultate iz elektrodinamike. Takav
pristup je potreban, jer vise puta sam istakao da se gravitoelektromagnetizam zasniva na formalnoj
analogiji sa elektrodinamikom.

U drugom poglavlju dokazao sam Pointingovu teoremu (jednacina (2.102)), i odredio sam
Pointingov  vektor (jednac¢ina (2.103)). Pointingova teorema povezana je sa energijom
elektromagnetnog polja. Medjutim postoji 1 teorema impulsa elektromagnetnog polja. Tu teoremu
kasnije ¢u dokazati. Na osnovu teoreme impulsa elektromagnetnog polja dobija se veli¢ina g. To je
zapreminska gustina impulsa elektromagnetnog polja. Ako se elektromagnetni talasi prostiru u
vakuumu veli¢ina g odredjuje se na osnovu slede¢e jednacine

g =& (E x B) (11.421)
Ova jednaCina nam omogucuje da definiSemo zapreminsku gustinu momenta impulsa. Tu
veli¢inu oznacicu sa i, 1 ona se odredjuje na slede¢i nacin
[=#x%xg
, odnosno
[ = g7 x (E x B) (11.422)
Sa 7 je oznaCen radijus vektor.
Jednacina (11.422) moze se napisati na slede¢i nacin
di% = go7 x (E x B) (11.423)
U ovoj jednacini koristim indeks em da bi naznacio da elektromagnetno polje poseduje moment

impulsa. Ako izvrSimo integraciju po celokupnoj zapremini, u kojoj postoji elektromagnetno polje
dobi¢emo ukupni moment impulsa elektromagnetnog polja.

-

Lom = & f 7 x (E x B)dV (11.424)

Sada ¢u analizirati jedan konkretan primer. Na slici 66 prikazano je telo koli¢ine naelektrisanja
q koje rotira po kruznici poluprecnika a konstantnom ugaonom brzinom w.

\
A
,

Slika 66
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Radijus vektor tela odredjuje se na osnovu sledeée jednacine
7 = a(cos(wt) T + sin(wt))) (11.425)
Naelektrisano telo krece se ubrzano i emituje elektromagnetne talase. U ovom slu¢aju postoji
elektricno dipolno 1 elektricno kvadropolno zracenje. Jacine elektri¢nog i magnetnog polja u talasnoj
zoni koje su povezane sa elektricnim dipolnim zracenjem odredjuju se na osnovu jednacina (11.68) i
(11.69), a jacCine elektricnog i magnetnog polja u talasnoj zoni koje su povezane sa elektricnim
kvadropolnim zracenjem odredjuju se na osnovu jednacina (11.106) i (11.104). Ako uporedimo

jednacine (11.69) 1 (11.104) vidimo da je amplituda vektora B koja se odredjuje na osnovu jednacine

(11.104) mnogo manja od amplitude vektora B koja se odredjuje na osnovu jednacine (11.69). To ima
za posledicu da je intenzitet elektricnog kvadropolnog zracenja mnogo manji od intenziteta elektri¢nog
dipolnog zraCenja. Iz tog razloga zanemaricu elektricno kvadropolno zracenje, i u razmatranje uzecu
samo elektri¢no dipolno zracenje.

Na osnovu jednacine (11.423) dobija se slede¢i rezultat

d;e/m =&, (E(7-B) - B(#-E)) (11.426)
Na osnovu jednacina (11.68) 1 (11.69) dobijaju se rezultati
7-B=0
7-E=0
, odnosno
Lym =0

Primenom jednacina (11.68) 1 (11.69) dobija se da je ukupni moment impulsa elektromagnetnog
polja jednak nuli. Iz tog razloga ovde treba napraviti jednu digresiju. Jednacine (11.68) 1 (11.69)
dobijene su na osnovu jednacina (11.66) i (11.67), tako S$to su jednacinama (11.66) i (11.67)
zanemareni sabirci koji sadrze faktor 1/72. Ovo zanemarivanje sabiraka koji sadrze faktor 1/72 imalo
je smisla jer se odredjivalo elektromagnetno polje u talasnoj zoni. Na osnovu jednacina (11.68) i
(11.69) moze se odrediti ukupna snaga elektromagnetne radijacije koju emituje elektri¢ni dipol.
Medjutim ako Zelimo odrediti ukupni moment impulsa elektromagnetnog polja moramo Kkoristiti
jednacine (11.66) 1 (11.67). Na osnovu jednacina (11.66) 1 (11.67) dobijaju se sledeci rezultati

r-B=0

L1 plt-g-i

7 E =
4meyc r
Zamenom ovih rezultata u jednacinu (11.426) dobijam
- 3 T\ = 5 ™ = 5 r, -
dLem Mop(t—E)Xn_l_#Op(t—E)Xn 1 p(t—z)-n 11427
av — °\4nc T 4 r2 4meyc y ) (11427
Sabirak u zagradi koji sadrzi faktor 1/72 zanemari¢u, i jedna¢ina (11.427) dobija oblik
- 3 r — 5 r —
dLem 1 (p (t—g)xn) (-7 -n) 11428
av — 16m2gyct r2 (11.428)

Ako izvr§imo integraciju ove jednaine po zapremini u kojoj postoji elektromagnetno polje
mozemo dobiti ukupni moment impulsa elektromagnetnog polja. U dosadasnjem radu koristio sam
slede¢i oblik sfernih koordinata

x = rsinfcosy

y = rsinfsiny

260



zZ =rcosf

Ugao 6 moze imati vrednosti od 0 do . Ugao 1 moze imati vrednosti od 0 do 27, a veli¢ina r
moze imati vrednosti od 0 do beskonac¢no. Element zapremine dV odredjuje se na osnovu sledece
jednacine

dV = r2sinfdrdody
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.428) dobija se
- 1 . T . r

QLem = = Tomrest (5 (c- E) x ) (B(t - 0) - W)sinbdbdydr (11.429)
Koris¢enjem elementa prostornog ugla d) jednacina (11.429) dobija oblik

AL om =~ gz (P (¢ =) x ) (5 (¢~ ) - ) daar
Deobom ove jecinaéine sa dt dobijamo

dLgpm, 1 " ™ _\/s ™ dr
— _ —\x ——). 0— 11.4
dt 16m2e,ct (p (t c) n) (p (t c) n) d dt ( 30)
Veli¢ina dr/dt jednaka je brzini elektromagnetnih talasa u vakuumu
dr
E =C

U skladu sa tim jednacina (11.430) dobija oblik

dL 1 " N /s ,
d(::m - 16m2e,c3 (p (t B g) % n) (p (t B g) n) an

Potrebno je izvrsiti integraciju ove jednacine po prostornom uglu

dfiim — 1671215003 f (3 (c- E) xii) (B (¢ - E) i) do (11.431)

Integral koji se pojavljuje na desnoj strani jednacine (11.431) oznacicu sa [

= f (5 (c- g) x i) (p (- g) 71) dQ (11.432)

Radijus vektor naelektrisane Cestice odredjuje se na osnovu jednacine (11.425). U skladu sa tim
vektor elektriénog dipolnog momenta odredjuje se na osnovu sledece jednacine
p = aq(cos(wt) T+ sin(wt)]) (11.433)
Ako uvedemo zavisnost elektricnog dipolnog momenta od veli¢ine t — r/c jednacina (11.433)
dobija oblik

p (t - g) =aq (cos (a)(t — g))i’+ sin (a)(t — g))f)

Odgovarajuci izvodi glase

p(t— g) = aqw (—sin <w (- g)) I+ cos <w (t- £)>j> (11.434)
5 (e= ) = ago? (=cos (¢ = 5) ) i-sin o (¢~ 5))) (11.435)

Zbog lakSeg izracunavanja integrala I jednacine (11.434) i (11.435) napisacu u obliku

Bt —f) =pl+p,] (11.436)
c * 4

B(e-2) =pa+p (11.437)
c x 4
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Kori$¢enjem sfernih koordinata jedini¢ni vektor 7 odredjuje se na osnovu jednacine (11.220).

Vektor 71 moze se izraziti i preko svojih komponenata (jednacina (11.221))
n=n,l+n,j+nk

Uporedjivanjem jednacina (11.220) i (11.221) jednostavno je odrediti komponente vektora 7.

Kori$¢enjem jednacina (11.436), (11.437) 1 (11.221) integral I dobija oblik
T ]k
I = [ (Pxny + pyny) Dx ﬁy 0| d
Ny Ny, N,
Da bi resio ovaj integral koristi¢u sledeci rezultat

4
jnunde = ?6“1,
, odnosno

) 4

n, dQ = ?

) 4

le dQ = ?

) 4

n, dq = ?
fnxnyd Q=0
fnxnzd Q=0
fnynzd O=0

Koriste¢i jednacine (11.439-444) integral I dobija slede¢u vrednost
I = f(_pxﬁynxnx + }jyﬁxny le)kdﬂ

Na osnovu jednacina (11.439) 1 (11.440) dobijam rezultat

NS 7
I = (_pxpy + pypx)?k

Zamenom komponenata vektora ﬁ i ﬁ u jednacinu (11.445) dobija se
T .\ 47 >
— — 2723 [ cin? _ 2 __
I =—q“a‘w (sm (a)(t C)>+cos (w(t C))) 3 k

4T -
I = —q%ad*w? ?k

, odnosno

Zamenom ovog integrala u jednac¢inu (11.431) dobijam rezultat
dL o _ q?d’w® o
dt  12me,c3

(11.438)

(11.439)

(11.440)

(11.441)

(11.442)

(11.443)

(11.444)

(11.445)

(11.446)

Istakao sam da i sa stanovista gravitoelektromagnetizma gravitacioni talasi poseduju moment
impulsa. Da bi dobio konkretne relacije za moment impulsa gravitacionih talasa potrebno je
prezentovati odredjene rezultate iz elektrodinamike. U dosadaSnjem radu razmatrao sam slucaj
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elektri¢nog dipola koji emituje elektromagnetne talase, i dobio sam odredjene rezultate. Medjutim za
dalji rad potrebni su jo$ neki rezultati iz elektrodinamike. Potrebno je najpre dokazati jednacinu
(11.66), a potom i teoremu impulsa elektromagnetnog polja.
Najpre ¢u dokazati jednacinu (11.66). U razmatranje opet uzimam slucaj prikazan na slici 66.
Dipol rotira 1 emituje elektromagnetne talase. U ovom slucaju postoji elektri¢no dipolno i elektricno
kvadropolno zraCenje. Intenzitet elektricnog kvadropolnog zradenja mnogo manji od intenziteta
elektricnog dipolnog zracenja. 1z tog razloga zanemario sam elektricno kvadropolno zracenje, i uzeo
sam u razmatranje samo elektricno dipolno zraCenje. Skalarni potencijal odredjuje se na osnovu
jednacine (11.40), a vektorski potencijal na osnovu jednacine (11.62). U ovom slucaju razmatra se
samo elektricno dipolno zraCenje. Poznati su potencijali. Ja¢ina elektricnog polja odredjuje se na
osnovu jednacine (11.65), a jacina magnetnog polja na osnovu jednacine (11.64). Zbog vaznosti ovih
jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim
B =rot4 (11.447)

E = —gradp — — (11.448)

Jednacinu (11.67) ve¢ sam dokazao. Preostaje da dokazem jednadinu (11.66). Zamenom
jednacina (11.40) 1 (11.62) u jednacinu (11.448) dobijam

-5 r 3 r
1 n-pl(t—= p(t—-)
grad ( c) Ko c

11.449
4meyc r 4Tt 1 ( )

-

Jedini¢ni vektor 7 odredjuje se na osnovu jednacine (11.13)

L, T
n= ;
, 1u skladu sa tim jednacina (11.449) dobija oblik
5 3 T 3 r
ﬁ 1 r-o(t—¢ pt—72)

4 r

, odnosno

3 r
E 1 1 > 2 r Zﬁ S5 r ,Llop(t_z)
E=-— Amegc (r—zgrad(r °p (t - E)) - r—s(r -p (t - E))) B (11.450)

Da bi izracunao gradijent koji se pojavljuje u ovoj jednacini potrebno je najpre navesti opsti
obrazac
grad(d-b) = d xrot(b) + b x rot(b) + (aV)b + (bV)d (11.451)
Primenom ovog opsSteg obrazca dobijam
grad(7 - ﬁ) =7 X rot(ﬁ) + P xrot(®) + V)P + (ﬁV)? (11.452)
Jednostavno je dokazati sledece rezultate
rot(#) = 0

()7 =5
Zamenom ovih rezultata u jednacinu (11.452) dobijam
grad(?-p) =7 xrot(p) + GV)p +p (11.453)
Rotor velic¢ine ﬁ transformise se kori§¢enjem jednacine (11.72)
o 0P
t =nX—
ro (p) nx—
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Ovu jednacinu dalje transformisem koris¢enjem jednacine (11.38)
. 1..
rot(p) = Eﬁ X 7 (11.454)
Drugi sabirak u jednacini (11.453) transformiSem na sledeéi nacin

i = 0, 0 0.
TP = (gt yg, TGP

, odnosno
a2 0D 0P 0P
Vp =x— —+z— 11.455
(VP = x5, +y5 +73, (11.455)
Prvi sabirak u ovoj jednacini transformiSem na slede¢i nacin

op  odpot

*ox T "ot ox
, odnosno

op _ dpotarar
Yox ~ * Bt ororox
Da bi transformisao ovaj izraz koristicu jednacine (11.34) 1 (11.35)

Jr 1
or ¢
Jr 0t
—_—=—= 1
Jt o0t
Jednostavno je dokazati 1 slede¢u jednacinu
or _x 11.456
ox r (11.456)
Na osnovu jednacina (11.34), (11.35) 1 (11.456) dobija se sledeéi rezultat
op _ x°
* ox  cr P
Ako se primeni ista procedura i na ostale sabirke u jednacini (11.455) dobijaju se rezultati
aﬁ y? s
L =_7 11.457
Yoy = TP ( )
W _ 2 11.458
292 " o? (11.458)

Zamenom jednacina (11.456-458) u jednacinu (11.455), i nakon elementarnih algebarskih
operacija dobija se rezultat

V) = — Eﬁ' (11.459)
Zamenom jednacina (11.454), (11.459) u jednacinu (11.453) dobija se
grad(?-ﬁ) =%f’>< (p X i) —£ﬁ+ﬁ
Ovaj rezultat zamenjuje se u jednacinu (11.450), i nakon algebarskih transformacija dobija se
jednacina (11.66) koju ovom prilikom ponovo navodim

1 [Pe-pxi|xi 1 2w[pe-D-A|-pe-D
2 + 2
4meyc T 4meyc T
Ostalo je jo§ da se dokaze teorema impulsa elektromagnetnog polja. Medjutim da bi to uradio
potrebno je prezentovati neke osnovne rezultate tenzorske algebre i tenzorske analize. Uzmimo u

E@ o) =
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razmatranje jedan pravougli koordinatni sistem. Jedini¢ne vektore koordinatnih osa ozna&iéu sa €, &, i
€s.

Uvodim vektor 4. On se moze izraziti preko svojih komponenata

A = Alé)l +A2é)2 +A3é)3 (11.4’60)
Da bi smo definisali tenzor uvodimo tri koordinatna vektora

Ty = Ty116; + T126;, + Ti365
T, = T2151 + Tzzé)z + T2353

T3 = T31€; + T32€; + T33€;

Komponente ovih koordinatnih vektora mogu se prikazati pomocu jedne matrice

Tyy Ty T3y

T, Ty T3
Tiz Tyz Ts3

Dijadski proizvod dva vektora oznacava se sa {ff, §} i po definiciji ima sledec¢e osobine

(AB)C=AGE O

Tij =

(11.461)

C{4,B} = (C-AB
Dijadski proizvod krace se zove dijada.

Tenzor T moze se prikazati kao suma tri dijade

T = {71: é}+ {Tz' &} + {?3' &}
Delovanjem tenzora na vektor A dobijamo

Tj = ({Tll 81} + {Tz, é)z} + {73, 53})14)
, odnosno

TA) = ?1(51 'j) + Tz(é)z 'j) + 73(53 . 14))
Na osnovu jednacine (11.460) dobijamo

TA) = T]_Al + TZAZ + T3A3
Jedini¢ni tenzor definiSe se na sledeci nacin

I={é,é} +£é)2; é,} +{€;, €3}
Delovanjem jedini¢nog tenzora na vektor A dobijamo

1A ={8,,8}A + {6, 8,}A + (&5, 8;}A
, odnosno
I4 = (31(51 /T) + 52((32 ff) + 53((33 /T)
Na osnovu jednacine (11.460) dobija se rezultat
IA=4
Jednostavno je dokazati i slede¢i rezultat
Al =4
Tenzoru T moze se pridruziti kvadratna matrica na slede¢i nacin
Tij = élTé]
Na osnovu ove definicije dobijamo matricu T;; (jednaCina (11.461))

Tiy T T3
T = Tiz Ty T
Tiz Ty Ts3
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Uspostavljena je veza elemenata matrice T;; i komponenata vektora ?1, ?2 iﬂ. Zahvaljujuci
ovoj korespodenciji izmedju tenzora i matrica, ¢esto je mnogo jednostavnije problem resiti kori§¢enjem
matri¢ne algebre nego koris¢enjem tenzorske algebre.

U okviru tenzorske analize pokazuju se sledece jednacine

v{d, b} = bdiv(d) + (@V)b (11.462)

grad(p) = V(el) (11.463)
Sa I je oznacen jedini¢ni tenzor.
Divergencija tenzora odredjuje se na osnovu sledeée jednacine
divT = éldiv(ﬁ) + §2div(72) + %div(ﬁ,)
, a Gausova teorema za tenzore glasi

f dsT = f divTdV (11.464)

Ako uzmemo da su vektori d@ i b jednaki, onda se na osnovu jednacina (11.451) 1 (11.462)

dobijaju sledeci rezultati
2

a
grad <7> =a x rot(a) + (aV)a (11.465)

V{a,a} = dadiv(a) + (aV)a (11.466)
Na osnovu ovih jednacina sledi rezultat
2

a
v{d,d} — grad (;) = dadiv(a) — a x rot(a) (11.467)

Na osnovu jednacine (11.463) dobijamo

a(E v (%,
grad()=v(7

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.467) dobijamo
2

a
vi{a,a}— 71] = adiv(a) — a x rot(a) (11.468)

Ovaj rezultat koristi¢u u daljem radu.

Nakon ovog matemati¢kog uvoda prelazim na izvodjenje teoreme impulsa elektromagnetnog
polja. Posmatrajmo sistem naelektrisanih Cestica koje se nalaze u elektromagnetnom polju. Sistem
Cestica nalazi se u oblasti prostora zapremine V. Sistem se sastoji od N Cestica, a i-ta Cestica ima
naelektrisanje g; i brzinu ¥;. Na nju deluje Lorencova sila

ﬁi = C[lﬁ+ qil_}i X E

Jednacina dinamike ove Cestice glasi

Sumiranjem ovakvih jednacina za sve Cestice koje se nalaze u zapremini V' dobijamo

N N
Zd_tl = Z(%’E + q;V; X B)
i=1 =1

Ako predjemo sa diskretne na kontinualnu raspodelu naelektrisanja dobijamo sledecu jednacinu
N d

api _
dt

i=1

f (pE +7 x B)dv (11.469)

266



Podintegralni izraz na desnoj strani jednaCine (11.469) transformiSemo koriS¢enjem
Maksvelovih jednacina. Na osnovu jednacine (1.1) 1 jednacine (1.4) dobijam

pE +] X B = ¢y EAivE + (—rotB —ey—) X B
Ho at

, odnosno
L . & 4 21 o - 3ExB) 0B
pE+]><B=£0EdwE+M—0r0tB><B—£OT EXE
Posledn;ji sabirak na desnoj strani ove jednaine dalje transformiSemo koriS¢enjem jednacine
(1.3)
. L1 ~  9d(ExB)
pE + ] X B = ¢y EAIivE — 4E X rotE _H_OB X rotB — SoT (11.470)

Divergencija vektora ja¢ine magnetnog polja jednaka je nuli, i desnoj strani jednacine (11.470)
mozemo dodati izraz #i BdivB. Na taj na¢in dobijamo slede¢i rezultat
0
PE + ] X B = gy EAIivE — ¢yE X rotE + — BdivB ——B X rotB — g ———
Ho Ho at
Ovu jednacinu dalje transformiSemo koriS¢enjem jednacine (11.468)

Baixh o e |E B - Sl e Lol@m - Bi] - o 2EXE)
, odnosno
Lo IS B | B2 1  9(ExB)
pE+JXB =V {sOE, E} + {—B,B} —=(goE? + )| — gg———= (11.471)
Ho 2 Mo | at
Maksvelov tenzor odredjuje se na osnovu sledeée jednacine
Lo (1o 1 B?
Ty ={50E,E}+{—B,B}—— gE* +— |1 (11.472)
Ho 2 Ho
U skladu sa ovom definicijom jednacina (11.471) dobija oblik
Lo o d(E x B)
pE+]><B=VTM—EOT
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.469) dobijamo
N — -
dp; d(E x B)
= VTy —eg———=|dV
dt f < M ST gy
Primenom Gausove teoreme za tenzore (jednacina (11.464)) dobija se sledeci rezultat
[Z 3+ | & (B x Byav| = fd_s)TM (11.473)
Komponente Maksvelovog tenzora mogu se dobiti na osnovu slede¢e jednacine
(Tm)ij = €iTué
, odnosno
1 1 B?
(TM)U = SOEiEj + _BLBJ - = SOEZ +— 511 (11474)
Ho 2 Ho

Iz jednacine (11.473) dobija se vektor g
d = &(E x B) (11.475)
To je zapreminska gustina impulsa elektromagnetnog polja. Koris¢enjem ove veliCine
definisana je zapreminska gustina momenta impulsa elektromagnetnog polja (jednacina (11.422)).
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Dokazao sam teoremu impulsa elektromagnetnog polja. Potrebno je dobiti odgovarajucu
teoremu 1 za slucaj gravitoelektromagnetizma. Izvodjenje te teoreme u mnogome ¢e se zasnivati na
teoremi iz elektrodinamike.

Uvodim u razmatranje sistem od N Cestica koje se nalaze u gravitacionom polju. Gravitaciono
polje opisano je veli¢inama Egem i §gem. Sistem se sastoji od N Cestica, a i-ta Cestica ima masu m; i
brzinu ¥;. Na ovu Cesticu deluje sila

= - -
Fi = ml’Egem + m;v
Jednacina dinamike ove Cestice glasi
dp; o L =
E = ml-Egem + m;v; X Bgem
Sumiranjem ovakvih jednacCina za sve Cestice koje se nalaze u zapremini IV dobijam

N N
l’ - N -
Z E = Z(miEgem +m;v; X Bgem)
i=1 i=1

Prelazim sa diskretne na kontinualnu raspodelu mase i dobijam slede¢u jednacinu

N -
api _ E Jin X Byem)d 11.476
E - (megem + Jm X Bgem) |4 ( 47 )
i=1
Na osnovu jednacina (2.34) i (2.37) dobijam sledeée rezultate

~
Pm = ggemdlvEgem

X Bgem

~

. 1 0E o,
Jm = rOtB, gy — — —2
Jm Hgem ( gem 27 g
Kori$¢enjem ovih rezultata podintegralni izraz na desnoj strani jednacine (11.469) postaje
- N — - L= - Egem -
megem + Jm X Bgem = ggemEgemdlvEgem + ; (rOthem - C_ZT) X Bgem
, odnosno
megem +7m X Bgem
. . - - 1 0(Ezem X Byem)
= €gemEgemAIVE joyy + ——70tBgem X Byem — g g
gemtgem gem Hgem gem gem .ugemcz ot
1 0B
gem
+———5 Egem X ot
HgemC t

Posledn;ji sabirak na desnoj strani ove jednacine transformiSem koriS¢enjem jednacine (2.36) i
dobijam

megem +]_)m X Bgem

1 1 - -

= €gemEgemAVEgem, — ——— Egem X T0tEgery, — —— Bgem X 70tBgem
gem gem
1 9(E,em X B
- Bgem X Bgom) (11.477)
HgemC? at

Divergencija vektora jacine gravitomagnetnog polja jednaka je nuli (jednacina (2.35)), i desnoj

strani jednacine (11.477) mozemo dodati sledeci izraz

1 - .

—— BgemdivByem
Hgem

Na taj nacin dobijam sledeci rezultat
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megem +jm X Bgem

= A — - - — 1 -
= &gemEgemAiVEgem — ﬁEgem X 1rotEgem + M—Bgemdegem ———Byem
gem gem gem
- 1 0(E,em X B
XTOthem . _ ( gem gem)
HgemC at
Ova jednacina dalje se transformise kori§¢enjem jednacina (2.31) 1 (2.32)
megem +fm X Bgem
— B yondivE e + —— Byom X 70tE o + —— ByomdivByem — —— B
- 47T]/ gem AV Egem 167‘[)/ gem X TOUEgem Hgem gem ALV Dgem gem gem
" 1 9(E em X B,
X 10tBgem + (Egem X Bgem)
16wy Jat
Primenom jednacine (11.468) dobija se rezultat
megem +jm X Bgem
L (ByonivEyom — > Eyom X 10tEyom) + 7 [{—— By By |~ 2257
= - — —_— X _— ) —_
47'[)/ gem AV Egem 4 ~gem TOlLgem Hgem gem» POgem Zﬂgem
1 3(E,em X B
+7 " ( g""‘at gem) (11.478)

Potrebno je transformisati prvi ¢lan u ovoj jednacini. On se moze napisati u obliku

-

-

Egem@iVEgem = 7 Egem X T0tEgem = EgemivEgem — ( g;’") X rot (%) (11.479)

Na osnovu jednacine (11.465) dobijam sledeci rezultat
1
d X rot(d) = Egrad(az) — (av)a

Uzecu da je

, 1 na osnovu jednacine (11.480) dobijam

, odnosno

—

E E 1 L (B,mV)E
(B ror (B52) = faraaen) 3 Gron

Na osnovu jednacine (11.466) dobijam sledeci rezultat
adiv(a) = v{a,a} — (av)a

U ovom slucaju uzecu da je
d=Egem
, 1 primenom jednacine (11.482) dobijam
Egemdiv(Egem) = V{Egem’ Egem} - (EgemV)Egem
Zamenom jednacina (11.483) 1 (11.481) u jednacinu (11.479) dobijam

E E 1 E. . \2 E E
gem gem )\ _ ~ gem _ gem gem
() eree () = o (%57 )| (%527 (57

(11.480)

(11.481)

(11.482)

(11.483)

EgemdivEgem = 7 Egem X 70tEgem = VEgem Egem} — 3 grad(Egem®) — 2 (EgemV)Egem (11.484)

Na osnovu jednacine (11.463) dobijam
grad(Egem?®) = V(Egem’l)
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Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.484) dobijam

EgemdiVE e — 4Egem X 10tEgem =V [{ em Egem} — §Egemzl] -3 (EgemV)Egem (11.485)
Zamenom Jednacme (11.485) u jednacinu (11.478) dobijam
Pm Egem +]m X B

=v[{——E E }+—E 21]+v[{ B,.. B }——B 21]
47T)/ gem» “gem 327T)/ gem .ugem gem» Pgem Zﬂgem gem
3 (F: V)E N 1 9(Egem X Byem)
16my © 9em /7€M T 6y ot

Ovaj rezultat moze se napisati u obliku

1 3(Ezem X Byem)
16my at

=4 - g . 3 - —
megem + Jm X Bgem = dlv(Tgem) + @ (Egemv)Egem + (11-486)

Tenzor Tyep, odredjuje se na osnovu sledece jednacine
T—{1§E}+1§§+1E2132111487
gem — 477-']/ gemr Lgem Ugem gem» BDgem (327_[]/ gem Zﬂgem gem ) ( . )
Zamenom jednaéine (11.486) u jednacinu (11.476) dobijam

[Z Bi — Egem X Byem)dV | = j div(Tyem)dV + Tony f (EgemV)EgemdV
Primenom Gausove teoreme za tenzore (jednacina (11.464)) dobijam slede¢i rezultat

- —_— 3 - —
[2 b | e 6ny Eyom X Byem)dV | = fds Tyem + T f (BjomV)EyemdV  (11.488)

Uocava se formalna sli¢nost izmedju jednacina (11.488) i (11.473). Medjutim u jednacini
(11.488) pojavljuje se dopunski faktor

16nyf(Egem gem av

Po analogiji sa elektrodinamikom uves¢u vektor g em

Tomy ( gem X em) (11.489)

Ovaj vektor predstavlja zapreminsku gustinu impulsa gravitacionih talasa. U elektrodinamici je
definisana zapreminska gustina momenta impulsa elektromagnetnog polja (jednacina (11.422)). Po
analogiji sa elektrodinamikom uves¢u zapreminsku gustinu momenta impulsa gravitacionih talasa. Tu

gem =

veli¢inu oznacicu sa Ly, i ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

7 - -
lgem =7 X dgem
, odnosno
> 1

lgem =—7X (Egem gem) (11.490)

lémy
Sa 7 je oznaCen radijus vektor.
Jednacina (11.490) mozZe se napisati na slede¢i nacin

dL 1 N .
gem __ S
av 167ryr X (Egem X Bgem)
Primenom jednacine za dvostruki vektorski proizvod dobijam slede¢i rezultat
dL 1,
gem 5
av - lé6my (Egem(r ’ em) gem(r gem)) (11.491)
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Ovo je opsta jednacina. U daljem radu primeni¢u ovu jednacinu na konkretnom primeru koji je
prikazan na slici 61. Telo mase m krece se po kruznici poluprecnika a. U pocetku koordinatnog
sistema nalazi se telo mase M. Polozaj tela mase m odredjen je radijus vektorom 7, (jednacina
(11.352))

T = a(cos(wt)T + sin(wt)))

Ugaona brzina rotacije tela odredjuje se na osnovu jednacine (11.351), a maseni dipolni
moment sistema na osnovu jednacina (11.353)

Pgem = ma(cos(wt)i + sin(wt)j)

U jednacini (11.353) maseni dipolni moment sistema zavisi od vremena t. Za primenu je
potrebna zavisnost masenog dipolnog momenta sistema od veli¢ine t — r/c. U skladu sa tim na osnovu
jednacine (11.353) dobijena je jednacina (11.354)

Dgem = Ma (cos (w(t - t)) U+ sin (a)(t — t))j’)
c c

Ovaj sistem zraci gravitacione talase. Pored gravitacionog kvadropolnog zracenja postoji i
gravitaciono dipolno zracenje. U skladu sa tim ukupna jacina gravitomagnetnog polja u talasnoj zoni
odredjuje se na osnovu jednacine (11.375), a ukupna jacina gravitoelektricnog polja u talasnoj zoni
odredjuje se na osnovu jednacine (11.377). Pokazao sam analizom jednacina (11.375) 1 (11.377) da je
intenzitet gravitacionog kvadropolnog zracenja mnogo manji od intenziteta gravitacionog dipolnog
zraCenja. Iz tog razloga gravitaciono kvadropolno zracenje zanemario sam, 1 u razmatranje uzeo sam
samo gravitaciono dipolno zracenje. U skladu sa tim jednacine (11.375) 1 (11.377) dobijaju oblik

3 ™\ o =
- 4y Pgem (t_E) xn
Byjem = — " (11.492)
. 4y[ﬁgem(t—£)xﬁ]xﬁ
Egem = —z " (11.493)
Ako zamenim ove jednacine u jednacinu (11.491) dobijam
Lgem =0

Sli¢nu situaciju imali smo i u slucaju elektromagnetnih talasa. Zamenom jednacina (11.68) 1
(11.69) u jednacinu (11.426) dobijen je rezultat da je ukupni moment impulsa elektromagnetnog polja
jednak nuli. Da bi odredio ukupni moment impulsa elektromagnetnog polja koristio sam jednacCine
(11.66) 1 (11.67).

Sli¢na situacija je 1 u okviru gravitoelektromagnetizma. Umesto jednacina (11.492) i (11.493)
potrebno je koristiti generalnije jednacine. Te jednacine dobi¢u koriS¢enjem jednacina (11.54) i
(11.120). Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih navodim

-5 r
M y 7 Bgem (£ =)
Pgem = =77 7% r
2 r
A> _ _4-_)/pgem(t _E)
gemd c2 r

Prvi ¢lan u jednacini (11.54) je Njutnov gravitacioni potencijal. On ne zavisi od vremena i nije

od znacaja za dalju analizu. Taj ¢lan ¢u zanemariti, i u skladu sa tim jednacina (11.54) dobija oblik
- 5 r
Y n'pgem(t_z)
Pgem = C - (11.494)

Jacinu gravitomagnetnog i jacinu gravitoelektri¢nog polja odredjujemo na osnovu jednacina
(2.43)1(2.46)

- -
Bgem = rotAgem
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0Agem

Egem = _grad(pgem - T
Jadinu gravitomagnetnog polja ja sam ve¢ dobio (jednacina (11.125))
3 T — S r -
- 4y Pgem (t - E) Xn 4y pgem(t - E) Xn
gem = T3 T 2 r2

Na osnovu jednacine (11.126) dobio sam jednacinu (11.129). Medjutim ovde se mora koristiti
pristup koji se zasniva na jednacini (2.46). Zamenom jednacina (11.494) i (11.120) u jednacinu (2.46)
dobijam

= 14 - ﬁgem 4y ﬁgem
Ejem=—grad| ——— | + ———— 11.495
gem c gra ( r > + c2 r ( )
Jedini¢ni vektor 71 odredjuje se na osnovu jednacine (11.13)
7
T_l) = ;
U skladu sa tim jednacina (11.495) dobija oblik
= Y T ﬁgem 4y ﬁgem
Egem —;grad( 2 )+c_2 -
, odnosno
=4 y 1 > S Zﬁ > S 4yﬁ
Egem = B (r—zgrad(r ’ pgem) 3 (r- pgem)) + 2 g:m (11.496)

Da bi izraCunao gradijent koji se pojavljuje u ovoj jednacini koristi¢u jednacinu (11.451).
Primenom te jednacine dobijam
grad(? - Pgem) =7 X 10t (Bgem) + Bgem X T0t(F) + (FV)Pgem + (BgemV)7  (11.497)
Jednostavno je dokazati sledece rezultate
rot(#) = 0

(ﬁgemv)77 = ﬁgem
Zamenom ovih rezultata u jednacinu (11.497) dobijam

'grad(F-ﬁémn)::F><rot(ﬁgmn)—F(FV)ﬁgmnﬁ—ﬁémn (11.498)
Rotor velicine ﬁgem transformise se koris¢enjem jednacine (11.72)
aﬁgem

rot(ﬁgem) =7n X o

Ovu jednacinu dalje transformisem koriS¢enjem jednacine (11.38)

-, 1. R
rot(Pgem) = ~Pgem X 7 (11.499)
Da bi tranformisao drugi ¢lan u jednacini (11.498) primeni¢u metode koje su koriS¢ene za
dobijanje jednacine (11.459). U skladu sa tim drugi sabirak u jednacini (11.498) transformiSem na

slede¢i nacin
Lo 0 0 J_ .
(rv)pgem = (xa + Yg + Z&)pgem
, odnosno

-, S aﬁgem aﬁgem aﬁgem
(V)Dgem = x 9x +y 3y +z 2

Prvi sabirak u ovoj jednacini transformiSem na sledec¢i nacin

(11.500)
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X aﬁgem _ aﬁgemﬁ

ox " ot ox

, odnosno

OBgem _ ODgem Ot 0T Or
*Tox "ot ororox
Da bi transformisao ovaj izraz koristi¢u jednacine (11.34) 1 (11.35)
Jr 1
or ¢
Jdr ot
ot Jot
Jednostavno je dokazati i slede¢u jednacinu
or_x 11.501
ox r (11.501)
Na osnovu jednacina (11.34), (11.35) 1 (11.501) dobija se sledeéi rezultat
= 2

= ——Dgem (11.502)

Ako se primeni ista procedura i na ostale sabirke u jednacini (11.500) dobijaju se rezultati

aﬁ )’2 B
O ——Dgem (11.503)

dy

op z% .
5’;’” = ——gem (11.504)
Zamenom jednacina (11.502-504) u jednacinu (11.500), i nakon elementarnih algebarskih

operacija dobija se rezultat

I L=
(rv)pgem = _Epgem (11.505)
Zamenom jednacina (11.499), (11.505) u jednacinu (11.498) dobija se
S5 1, 3 iR L= 5
grad(7 - Dgem) = o7 X (Pgem X 1) — < Pgem + Dgem (11.506)

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.496), i nakon algebarskih transformacija dobija se
sledeci rezultat

- 3yp NX (Pgem X1 Dgem — 21(TL- D
Egem — C_)Z/pgrem + 2/_2 (piem ) + % (pgem rz( pgem)) (11.507)
JaCina gravitomagnetnog polja odredjuje se na osnovu jednaCine (11.125), a zapreminska
gustina momenta impulsa gravitacionih talasa na osnovu jednacine (11.491). Na osnovu jednacina
(11.125) 1 (11.507) dobijaju se slede¢i rezultati

Byem -7 =0 (11.508)

= . 3)/ 3 a_Z(ﬁ'ﬁgem)

Egem T = C_ngem . " (11.509)
Zamenom jednacina (11.125), (11.508) 1 (11.509) u jednacinu (11.491) dobijam
dLgem=_ 1 _4_Vﬁgem><ﬁ_4_yﬁgem><ﬁ 3_)/_> .ﬁ_Z(ﬁ'ﬁgem)
dv l16my ~ 3 r cz  r2 c2 Pgem c T

, odnosno
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-

dLgem _ _ Y (ﬁgem X ﬁ)(ﬁ) : ﬁgem) + 3V (ﬁgem X ﬁ)(ﬁgem : ﬁ) n 3]/ (ﬁgem X ﬁ)(ﬁgem : ﬁ)
av 4mct o r?  A4mct r? 4mcs r
. |4 (ﬁgem X ﬁ)(ﬁ ) ﬁgem)
4mc3 r3
Poslednji sabirak sadrzi faktor 1/73, i najbrze opada sa poveéanjem r. Iz tog razloga ovaj
sabirak ¢u zanemariti, i predhodna jednacina dobija oblik

dzgem _ _ Y (ﬁgem X ﬁ)(ﬁ ' ﬁgem) + 3]/ (ﬁgem X 7'_i)(ﬁgem : ﬁ)
av 4mct L r? . 4mct r2
3)/ (ﬁgem X 7_{) (ﬁgem : 7’_1))
11.510
47c® r ( )

Dalja transformacija ove jednacine zasniva se na postupku koji je koris¢en u elektrodinamici.
Koriste se sferne koordinate, a element zapremine odredjuje se na osnovu jednacine

dV = r?sinfdrdfdy

Element prostornog ugla dQ odredjuje se na osnovu jednacine (11.222)
dQ = sin6d@dy
U skladu sa tim dobija se rezultat
dV = r2dQdr

Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.510) dobijam

-

Y 3 RN 3y s NS R
ALgem = by (pgem X n)(n . pgem)dﬂdr + Tt ('pgem X n) (pgem . n)der

3y s NS o
+ 5 (Pgem X 1) (Bgem - ) drdr (11.511)

U daljem radu bic¢e potrebno izrac¢unati odredjene integrale. Posmatrajmo najpre tre¢i sabirak u
ovoj jednacini. Integrali koji se mogu pojaviti u vezi sa tre¢im sabirkom su sledeci

L =j rdr
0

I = f(ﬁgem X ﬁ)(ﬁ) ’ ﬁgem)dQ
Integral I; divergira, ali ¢u pokazati da je integral I, jednak nuli. Da bi to uradio potrebno je
najpre odrediti izvode veliCine ﬁgem po vremenu. Koriste¢i jednacinu (11.354) dobijam sledece

rezultate

Bgem = ' 0t D)5 11.512

Pgem = maw | —sin w(t—E) L+ cos w(t—z) ] (11.512)

Poem = MaAW? (— cos (w(t - Z)) 7—sin (w(t - Z))f) (11.513)

gem c c
Radi lakSeg izracunavanja integrala I, jednacine (11.512) 1 (11.513) napisacu u obliku

ﬁgem = px?_*' pyf (11.514)
5gem = p.x?_*_ py]_) (11.515)

Kori§¢enjem sfernih koordinata jedini¢ni vektor 7 odredjuje se na osnovu jednacine (11.220).
Vektor 71 moze se izraziti i preko svojih komponenata (jednacina (11.221))
n=n,l+n,j+ n,k
Uporedjivanjem jedna¢ina (11.220) i (11.221) jednostavno je odrediti komponente vektora 7.
Koris¢enjem jednacina (11.515) i (11.221) integral I, dobija oblik
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T 7k
I = | (Pxnx +ijyny) Dx p.y 0|dQ
Ny Ny Ny
Na osnovu jednacina (11.439-444) integral I, dobija sledecu vrednost

I = f(_ﬁxﬁynxnx + DyDxnyny) dk
, ali na osnovu jednacina (11.439) i (11.440) dobija se da je integral I, jednak nuli.
Tokom dalje transformacije jednacine (11.511) pojavio bi se integral I, i u skladu sa tim treci

¢lan u jednacini (11.511) bio bi jednak nuli. 1z tog razloga treé¢i ¢lan iz dalje analize izostavljam, i
jednacina (11.511) dobija oblik

dLgem = — Tt (pgem X n)(n . pgem)dﬂdr + Tt (pgem X n)(pgem . n)der
Deobom ove jednacine sa dt dobijam

dL YV 3 N[> > dr 3y s S\ (3 - dr
;;m = e (Pgem X n)(n . pgem)dQE + Tt (pgem X n)(pgem . n)dQE (11.516)
Veli¢ina dr/dt jednaka je brzini gravitacionih talasa, odnosno brzini ¢

dr
at ¢
U skladu sa tim jednacina (11.516) dobija oblik

dL % . . 3y . .
gem _ > — — - - — - —
dt  4mc3 (Pgem x 1) (7 - Dgem)d + py— (Pgem X 1) (Pgem - 11)dO2
Potrebno je izvrs$iti integraciju ove jednacine po prostornom uglu

dL 14 3 N(= > 3y i S\ (3 >
j:m = —mj(pgem X ) (7 Dyem)dQ + mf(pgm X ) (Dgem - 1)dQ (11.517)

Pojavice se dva integrala u ovoj jednacini. Njih ¢u oznaciti sa I3 11,

I; = f(ﬁgem X ﬁ)(ﬁ : ﬁgem)d-Q

Iy = f(ﬁgem X ﬁ)(ﬁgem ’ ﬁ)dﬂ

U skladu sa tim jednacina (11.517) moZe se napisati u obliku

dL y 3y
gem
—_— = I I 11.518
dt 4¢3 3 * 4mc3 ( )
Kori$¢enjem jednacina (11.514), (11.515) 1 (11.221) integral I; dobija oblik
T 7k

I; = | (Pxnyx + }jyny) Dx ﬁy 0|dQ
ny n, n,
Na osnovu jednacina (11.439-444) integral I5 dobija sledecu vrednost
I; = f(_pxﬁynxnx + pyﬁxnyny) dQk

Na osnovu jednacina (11.439) 1 (11.440) dobijam slede¢i rezultat

NG
Iy = (=pxBy + Byx) 3k (11.519)

Zamenom komponenata vektora ﬁgem i ﬁgem u jednacinu (11.519) dobija se
T N\ \ |47 -

— —m242,,3 | cin2 __ 2 — )=
I3 = —mfa*w [sm <w (t c)> + cos <a) (t c)> 3 k
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41
= —-m-a‘w’> — .
I3 2a?%w3 3 k (11.520)

Preostao je da se izraCuna integral I,. KoriS¢enjem jednacina (11.514), (11.515) i (11.221)
integral I, dobija oblik
T J ok
Iy = | (Pyny + ﬁyny) Dx py 0]dQ
Ny Ny, Ny
Koriste¢i jednacine (11.439-444) integral 1, dobija slede¢u vrednost

Iy = f(_ﬁxpynxnx + ﬁyﬁxnyny) dQk

Na osnovu jednacina (11.439) 1 (11.440) dobijam slede¢i rezultat

RN 7 =
Iy = (=Bxby + Bybr) 5k (11.521)

Zamenom komponenata vektora f)’gem 1 f);gem u jednacinu (11.521) dobija se

I, = m?a’w? lcos2 (w (t — g)) + sin? (w (t — g)) 4?”1_5

, odnosno
4
I; = m?a’w? ?k (11.522)
Zamenom jednacina (11.520) i (11.522) u jednacinu (11.518) dobijam
dL 4y -
jt"’m = ﬁmzazaﬁk (11.523)

Telo mase m krece se po kruznici poluprecnika a (slika 61). Moment impulsa tela odredjuje se
na osnovu sledece jednacine
L = ma?wk
Ovaj sistem emituje gravitacione talase koji poseduju moment impulsa. Zbog emisije
gravitacionih talasa dolazi do smanjenja momenta impulsa sistema. Ta promena moze se opisati
slede¢om jednacinom
dL  dLgem

dt ~ dt

, odnosno
d(ma’w) 2 _ 4y

dt —ﬁmzazaﬁk (11524)

U daljem tekstu bi¢e reci o promeni frekvence gravitacionih talasa sa viemenom. Analiziracu sa
teorijskog aspekta i detekciju gravitacionih talasa. ViSe puta sam naznafio da se zbog emisije
gravitacionih talasa smanjuje energija sistema koji emituje gravitacione talase. Na slici 43 prikazan je
binarni zvezdani sistem. Zvezde se krecu po elipticnim orbitama. Za ovakav sistem sa stanovista
gravitoelektromagnetizma odredio sam ukupnu snagu gravitacione radijacije (jednacina (11.322)). Ova
jednacdina moZe se primeniti na Rasel-Tejlorov binarni sistem 1 dobija se jednacina (11.325).

Da bi odredio kako se frekvenca gravitacionih talasa menja sa vremenom analizira¢u binarni
sistem kada se zvezde krecu po kruznim putanjama. Takav binarni sistem je prikazan na slici 58. Sa
stanoviSta gravitoelektromagnetizma ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje ovakav binarni
sistem odredjuje se na osnovu jednacine (11.264). Ukupna energija ovog sistema odredjuje se na
osnovu jednacine (10.77). Zbog vaznosti ove jednacine za dalju analizu ponovo je navodim

ymim,
E = —
2a
Diferenciranjem ove jednacine po vremenu dobijam
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dE _ymymyda 11525
dt  2a% dt (11.525)

Promena ukupne energije binarnog sistema sa vremenom jednaka je ukupnoj snazi gravitacione
radijacije

dE

T Pyem (11.526)
Zamenom jednacina (11.525) 1 (11.264) u jednacinu (11.526) dobijam
64y3m;m,(m; + m
?y L ZES 1+ M) oy (11.527)

Tokom vremena menjace se veliina a, period rotacije zvezda oko centra mase, ali i ugaona

brzina. U pocetnom trenutku (¢t = 0) ove veli¢ine imaju vrednosti ay, Ty 1 wy. VeliCine wy 1 Ty
povezane su slede¢om jednac¢inom

alda = —

_ 2T
= T

Ugaona brzina rotacije zvezda oko centra mase i period rotacije zvezda odredjuju se na osnovu
jednacina (10.101) i (10.102) respektivno. Zbog vaznosti ovih jednacina za dalju analizu ponovo ih

navodim
yM
“= a3

_An*a®

=

Sa M je oznacena ukupna masa sistema, i ona se odredjuje na osnovu jednacine (11.200).
Na osnovu jednacina (10.101) 1 (10.102) dobijaju se slede¢i rezultati

yM
Wg = a—03 (11529)

Wy (11.528)

T2

Ty = 21 |2 11.530
Integracijom jednacine (11.527) dobijam
a* 64 y3mym,(m; + my)
—_—=—— 11.531
2 z s t+C (11.531)

Potrebno je odrediti integracionu konstantu C. U pocetnom trenutku veli¢ina a ima vrednost a,.
U skladu sa tim dobija se slede¢a vrednost integracione konstante
c=%
4
Zamenom ove vrednosti u jednacinu (11.531) 1 nakon elementarnih algebarskih transformacija

dobija se sledeéi rezultat
1/4
256y3mym,(m; + m,) /
t
5c5ay*
Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se rastojanje izmedju zvezda sa vremenom. Nakon
dovoljno dugog vremena do¢i ¢e do spajanja zvezda i formiranja jedinstvene celine. Umesto termina

spajanje zvezda koristi¢u i termin koalescencija zvezda. Veme koje protekne od pocetnog trenutka
(t = 0) do trenutka spajanja (koalescencije) zvezda oznacicu sa tyq;.

a(t) =ay|1—

(11.532)
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Mozemo uzeti da je u trenutku spajanja (koalescencije) zvezda rastojanje izmedju zvezda
jednako nuli
a(tyoar) =0
Zamenom ove vrednosti u jednacinu (11.532), 1 nakon algebarskih transformacija dobijam
slede¢i rezultat

troar = S, 11.533
koal = 256y3m,m,(m,; + m,) (11.533)
U skladu sa ovim rezultatom jednacina (11.532) dobija oblik
t
a(t) = ag(1 ——)1/* (11.534)
tkoal

Ugaona brzina rotacije zvezda oko centra mase 1 period rotacije zvezda odredjuju se na osnovu
jednacdina (10.101) 1 (10.102) respektivno. Zamenom jednacine (11.534) u jednadine (10.101) i

(10.102) dobijam
yM 1
O e P —— (11.535)
9% (1 — =)

tk,oal

3
T=2m |2 (1— ‘ )3/8 (11.536)
YM tkoal

Jednacina (11.535) transformiSe se koriS¢enjem jednacine (11.529) 1 dobija se sledeci rezultat
Wo

W = F (11.537)
(1 - t )3/8
koal
Jednacina (11.536) transformisSe se koris¢enjem jednacine (11.530) i dobija se rezultat
T =Ty(1— )3/8 (11.538)
koal
Frekvencija rotacije zvezda oko centra mase odredjuje se na osnovu sledece jednacine
1
V=g (11.539)
Zamenom jednacine (11.538) u jednacinu (11.539) dobijam rezultat
V= F
Yb(l _'t )3/8
koal
, odnosno
Vo
VE——— (11.540)
(1- )
koal

Sa vy oznacio sam frekvencu rotacije zvezda oko centra mase u pocetnom trenutku (t = 0), i
ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

1 |yM

Vo =—
7 21 |agd

Polaznu osnovu za ovu analizu predstavljale su jednacine (11.264) i (11.526). Predhodno
prezentovane jednacine dobijene su sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma. Medjutim iste jednacine
mogu se dobiti ako se problem analizira sa stanovista opste teorije relativnosti, ali u tom slucaju osnovu
analize predstavljaju jednacine (11.203) i (11.526). Ovaj zaklju¢ak mogao se ocekivati jer se jednacine
(11.264) 1 (11.203) razlikuju samo po predznaku.
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Analizirao sam slucaj kretanja zvezda po kruznim putanjama (slika 58). U tom slucaju postoji
samo gravitaciono kvadropolno zracenje. JaCina gravitomagnetnog polja 1 jaCina gravitoelektricnog
polja u talasnoj zoni odredjuju se na osnovu jednacina (11.159) i (11 161). Komponente vektora

D (t - —) odredjuju se na osnovu jednacine (11.260) i (11.261). Vektor D (t - E) moze se napisati na

slede¢i nacin

ﬁ(t—g)zﬁx(t—g)nb'y (t—g)j) (11.541)

, odnosno
D (t — g) = 12ua’w? [sin (Zw(t — g)) sinfcosy —cos (Zw(t — g)) sin@simp] 4

r r N
+ 12ua’w? [—cos (Zw(t — E)) sinfcosy —sin (Za)(t — E)) sin@sim/;]] (11.542)
Zamenom jednacine (11.541) u jednacinu (11.161) dobijam

. 2y [(Dx(t—g)?+Dy(t—£)f)xﬁ]x?z
Egem = =33 " (11.543)
Na osnovu jednacina (11.542) i (11.543) moze se odrediti kruzna frekvenca gravitacionih talasa
sa stanovista gravitoelektromagnetizma. Da bi to postigao potrebno je dati neke opSte jednacine u vezi
gravitacionih talasa. Brzina gravitacionih talasa iznosi c. Za ove talase vazi jednacina
¢ = AgtVge (11.543)

Sa vy oznaCio sam frekvencu gravitacionih talasa, a sa Ag; oznaCio sam talasnu duZinu

gravitacionih talasa. Moze se uvesti i kruzna frekvenca gravitacionih talasa (wg;) 1 talasni broj (kg¢).
Ove velicine odredjuju se na osnovu slede¢ih jednacina

Wgr = 2MVg; (11.544)
P 11.545
gt — Agt ( " )
Jednostavno je dokazati slede¢u jednacinu
(Ugt == Ckgt
, odnosno

Wge 2T
—=— (11.546)

c Agt

Da bi osnovu jednacina (11.542) i (11.543) odredio kruznu frekvencu gravitacionih talasa
potrebno je argument trigonometrijskih funkcija koji figuriSe u jednacini (11.542) transformisati na
slede¢i nacin
20 (t - =) = 20t - zor (11.547)
c c
Kruzna frekvenca gravitacionih talasa (wg4¢) jednaka je dvostrukoj vrednosti ugaone brzine

rotacije zvezda oko centra mase
Wy = 2w (11.548)
U skladu sa tim jednacina (11.547) dobija oblik

r
Zw(t—z) = Wyt — p
Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacine (11.546)
20(t--) = w (2, (11.549)
¢/ I A '
Na osnovu jednacina (11.548) i (11.535) dobija se rezultat

WgeT
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yM 1

( Bl tkoal)
Ova jednacina moze se napisati i u obliku
)
Wy = 2 (11.551)
1-— 3/8
( tkoal)

Sa wyt ¢ 0znacio sam kruznu frekvencu gravitacionih talasa u poCetnom trenutku (¢t = 0). Na
osnovu jednacina (11.550) i (11.551) jednostavno je odrediti veli¢inu wg; o.
Na osnovu jednacina (11.544) i (11.550) dobijam rezultat

L 1 (11.552)
i (1 B tkoal)3/8
Ova jednacina moze se napisati i u obliku
v
Vg = —2— (11.553)
1-— 3/8
( tk,oal)

Sa vy o 0znalio sam frekvencu gravitacionih talasa u pocetnom trenutku (¢t = 0). Veli¢ina vy,
jednostavno se moze odrediti na osnovu jednacina (11.552) 1 (11.553).

U daljem tekstu izvrSicu analizu sa teorijskog aspekta problem detekcije gravitacionih talasa.
Uvodim u razmatranje jednostavnu fizicku situaciju. U sistemu S nalazi se binarni zvezdani sistem.
Koordinatne ose ovog sistema na slici 67 oznacio sam sa X, y i Z. Jedini¢ne vektore ovih koordinatnih
osa oznacicu sat,J i k. Zvezde se kreéu po kruznim putanjama. Centar mase ovog sistema poklapa se
sa tatkom O. Putanje zvezda pripadaju X0y ravni sistema S.

S Vs gf

vy,
i

S
e
A
e
<

Slika 67

Na levoj strani slike 67 prikazan je sistem od dva klatna koja se nalaze u gravitacionom polju
Zemlje. Na slici je prikazan i vektor gravitacionog ubrzanja. Klatna su obesena u tackama A i1 B. Klatno
se sastoji od niti i kuglice. Kuglica i nit imaju male mase, medjutim masa niti je mnogo manja od mase
kuglice, 1 moze se zanemariti. Klatno koje je obeSeno u tacki A nazvacu klatno 1, a klatno koje je
obeSeno u tacki B nazvacu klatno 2. Masu kuglice klatna 1 oznaci¢u sa m;, a masu kuglice klatna 2
oznacicu sa m,. Kuglice ¢u nazvati probnim telima.
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Prava koja je odredjena tatkama A i B poklapa se sa osom X sistema S. Podetak ove prave
oznacen je taCkom N na slici 67. Rastojanje izmedju tacaka A i N oznacicu sa x,, a rastojanje izmedju
tacaka B i N oznaci¢u sa x,, odnosno

AN = x; (11.554)
BN = x, (11.555)

Rastojanje izmedju tacaka A i B oznaci¢u sa L, i ono se odredjuje na osnovu sledece jednacine
L= xz - x1 (11.556)

U sistemu detektora uvodim pravougli koordinatni sistem koji ¢u oznaciti sa S. Pocetak ovog
koordinatnog sistema poklapa se sa tackom N. x osa ovog sistema poklapa se sa pravom koja je
odredjena tatkama A 1 B, a usmerena je od tacke N ka tacki A. Ose y i z prikazane su isprekidanim

linijama na slici 67. Jedini¢ne vektore ovih koordinatnih osa oznacicu sa éy, €, i €,. U sistemu § uveo

sam jedini¢ne vektore 7, J i k. Sistem S moze se dobiti translacijom sistema § duz prave koja je
odredjena tackama A i B. Pri toj translaciji tacka O prelazi u tacku N. Kao posledica ove translacije
dobijam da su koordinatne ose sistema S paralelne sa koordinatnim osama sistema S, 1 vaze sledece
jednacine

g, =1 (11.557)
é, =7 (11.558)
8, =k (11.559)

Binarni zvezdani sistem nalazi se na velikom rastojanju od Zemlje. Rastojanje izmedju tacaka O
i N oznaci¢u sar, i ono figuriSe u jednacini (11.543). Objasnio sam da se klatno sastoji od niti i
kuglice. Mase kuglica oznadio sam sa m, i m,. Kuglice ¢u nazvati probnim telima. U sistemu S nalazi
se binarni zvezdani sistem. Zvezde se krecu po kruZznim putanjama oko centra mase. Centar mase ovog
sistema poklapa se sa tatkom O. Putanje zvezda pripadaju X0y ravni sistema S. Binarni zvezdani
sistem emituje gravitacione talase. U ovom slucaju postoji samo gravitaciono kvadropolno zracenje, a
vektor jacine gravitoelektricnog polja odredjuju se na osnovu jednacine (11.543). Gravitacioni talasi
deluju na kuglice (probna tela). U pocetnom trenutku kuglice nalaze se u stanju mirovanja. Pod
dejstvom gravitacionih talasa dolazi do pomeranja kuglica iz ravnoteznih poloZaja. Ova pomeranja su
izuzetno mala. Sila koja deluje na probno telo mase m; odredjuje se na osnovu jednacine (2.28)

Fgeml = m1Egem + m11_7) X Bgem (11.560)
Potrebno je proceniti odnos dva sabirka na desnoj strani ove jednacine. Binarni sistem emituje

gravitacione talase. U ovom slucaju postoji samo gravitaciono kvadropolno zracenje. Komponente
vektora D (t — E) odredjuju se na osnovu jednacine (11.260) 1 (11.261). KoriS¢enjem tih komponenata

dobio sam jednacinu (11.542). JacCina gravitomagnetnog polja 1 jaCina gravitoelektricnog polja u
talasnoj zoni odredjuju se na osnovu jednacina (11.159) i (11.161). Zamenom jednacine (11.541) u
jednacinu (11.161) dobio sam vektor jacine gravitoelektricnog polja (jednacina (11.543)). Vektor jacine
gravitomagnetnog polja dobija se zamenom jednacine (11.541) u jednacinu (11.159)

~ 2y [Dx(t—%)HDy(t—g)j]xﬁ

Byem = — 3c4 " (11.561)

Rastojanje izmedju tacaka O i N oznacio sam sa 1, i to je izuzetno veliko rastojanje. Na primer
Rasel-Tejlorov binarni sistem udaljen je od Zemlje 6400 pc odnosno 1,975 - 10%2° m. Rastojanje
izmedju tacaka A i N oznacio sam sa x;. Duzina klatna ima malu vrednost, i u skladu sa tim kuglica
(probno telo mase m,) nalazi se na rastojanju r + x; od tacke O, 1 jednacine (11.543) 1 (11.561) postaju
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2 [(D’x (t _rtx) xl))?+ D, (t _tx) xl))j) X ﬁ] X 7i

> c Cc
gem = T 3.3 r
r+x)\ . e r+x)\J . -
~ zy[Dx(t—¥>l+Dy(t—%)]]Xn
Bgem:_3c4 r

Zamenom ovih jednac¢ina u jednacéinu (11.560) dobijam
2y [(D'x (t _rtx) x1)>?+ D, (t _+x) xl))f) X ﬁ] X 1

; _ c c 2y
Fgeml__m13c3 r ml@v
[(D’x (t _tx) “chl)>?+ b, (t _(rtx) +Cx1)>j) x ﬁ] X 7l
x (11.562)

r
Istakao sam da je potrebno proceniti odnos dva sabirka na desnoj strani jednacine (11.560).

Jednacinu (11.560) transformisao sam, i dobio sam jednacinu (11.562). U prvom sabirku na desnoj
strani jednagine (11.562) figurise faktor 1/c3, a u drugom sabirku figurise faktor 1/c*. To nam
ukazuje da je prvi sabirak mnogo ve¢i od drugog sabirka. U drugom sabirku figuriSe brzina probnog
tela, ali ona ima izuzetno malu vrednost. Zbog predhodno navedenih razloga zanemari¢u drugi sabirak,
1 jednacina (11.562) dobija oblik

2y [(ﬁx(t_@)”ﬁy(t—w)f)xﬁ]x?z

-

c

Fgem1=—m1373 " (11.563)
I jednacina (11.560) se pojednostavljuje i dobija sledecu formu
Fgem1 = M1Egem (11.564)

Binarni sistem koji se nalazi u sistemu S emituje gravitacione talase. Zbog jednostavnosti
analize posmatraracu kretanje gravitacionog talasa koji se prostire duz ose X, i koji dospeva do sistema
S. U ovom slucaju vazi jednacina

n=1 (11.565)

Jediniéni vektor koordinatne ose X ozna¢io sam sa U. Vektor 71 moZe se izraziti koriS¢enjem

sfernih koordinata (jednacina (11.220))

7t = sinfcosyi + sinbsiny] + cosOk
Da bi vazila jednacina (11.565) moraju biti ispunjena sledeca dva uslova

p=" 11.566
=3 (11.566)
% =0 (11.567)

Zamenom jednacine (11.565) u jednacinu (11.563) dobijam

gy [ (¢ - CED) 1, (- CE2) 7 ]

Fgem1 == _m1 3'€3 r (11.568)
Komponente vektora D (t—g) odredjuju se na osnovu jednacine (11.260) 1 (11.261). U

jednacini (11.568) figuriSe zavisnost od veli¢ine t — (r + x;)/c, dok se u jednacinama (11.260) i
(11.261) figuriSe zavisnost od veli¢ine t —r/c. Iz tog razloga potrebno je transformisati jednacine
(11.260) i (11.261) da bi se i kod njih pojavila zavisnost od veli¢ine t — (r + x;)/c. Transformacijom
jednacina (11.260) i (11.261) dobijam rezultate
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B, <t_(r+x1))

c

= 12ua’w? [sin <2w(t — @)) sinfcosy —cos (Zw(t — (1'+—Cxl))) sianim/J]
5 e €2
= 12ua’w? [—cos <2w(t — @)) sinfcosy —sin (Zw(t — w)) sinBsim/)]

Ove komponente vektora dalje se transformisu koris¢enjem uslova koji su dati jednac¢inama
(11.566) 1 (11.567), 1 dobijaju se sledeci rezultati

D, (t — (r+—cxl)> = 12ua’w? sin <2w(t — @))

D, (t - (r+—Cx1)> = —12pua’*w?® cos <2w(t _tx) -I;xl)))

Vektor D (t — @) odredjuje se na osnovu sledece jednacine

D (t — @) = 12ua’w? [sin <2w(t — w))?— cos <2w(t —

Zamenog ovog vektora u jednacinu (11.568) i nakon izvrSenog vektorskog mnozenja dobijam
rezultat

e

S 8yua’w3

Fgem1 = —my 303, €08 (Zw(t —
U predhodnom tekstu naznacio sam da se sistem S moZe dobiti translacijom sistema S duZ
prave koja je odredjena taCkama A 1 B. Pri toj translaciji tacka O prelazi u tacku N. Koordinatne ose
sistema S paralelne su sa koordinatnim osama sistema S, i vaze jednagine (11.557-559). Koris¢enjem

jednacine (11.558) dobija se sledeci rezultat
S 8yua?w?
Fgem1 = —mMy ———

(r -I;xl)))f

363 y (11.569)
Na osnovu ove jednacine zakljuCujem da sila Fy,p, 1 deluje duz y ose sistema S.
U pocetnom trenutku obe kuglice (probna tela) nalaze se u stanju mirovanja (slika 67). Pod
dejstvom gravitacionih talasa dolazi do pomeranja kuglice mase m, iz ravnoteznog polozaja, i ona ¢e

se kretati duz y ose sistema S. Kuglica mase m, takodje ¢e se kretati duz y ose sistema S.
Diferencijalna jednacina kretanja kuglice mase m; glasi

d*y; 8yua’w®
= — cos <2w(t -

dtzlab 3¢3r

Sa y; oznacio sam rastojanje kuglice mase m, od ravnoteznog polozaja. Vreme koje se meri u
sistemu detektora (u sistemu S) ozna¢io sam sa t;4;,, a vreme koje se meri u sistemu S oznaceno je sa
t. Ova dva vremena medjusobno se razlikuju. Da bi pojednostavio matemati¢ku analizu jednacine

(11.570) uzecu da je

cos (2w(t - @)) e

(r+x)
T)) (11.570)

tiap =
U skladu sa ovim pojednostavljivanjem jednacina (11.570) dobija oblik

d’y;  8ypa’w? (r+x;)
2 = 33, C0S <2w(t — T)) (11.571)
Ubrzanje kuglice mase m, (probnog tela) odredjuje se na osnovu sledeée jednacine
8yua’w? (r+x,)
a; = — Wcos (2w(t — T)) (11.572)
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Ovu jednacinu koristi¢u da bi procenio maksimalnu vrednost ubrzanja kuglice mase m,.

Potrebno je dobiti diferencijalnu jednacinu kretanja kuglice mase m,. Drugo klatno obeSeno je
u tacki B (slika 67). Duzina klatna ima malu vrednost, i u skladu sa tim kuglica mase m, nalazi se na
rastojanju r + x, od tacke O. Sila koja deluje na kuglicu mase m, moze se dobiti koriS¢enjem
predhodno opisane procedure i jednacine (11.569). Ta sila ima slede¢i matematicki oblik

2 Bypa’w’ (r +x2).\
Fgemz = —-m, WCOS <2a)(t - f)) ey (11573)
Na osnovu ove jednacine dobija se sledeca diferencijalna jednacina
d*y, 8yua’w? (r +x,)
=— 20(t —— ) 11.574
dt?,q 33 %° ( w c ) ( )

Sa y, oznacio sam rastojanje probnog tela (kuglice mase m,) od ravnoteznog polozaja. Zbog
pojednostavljenja matematicke analize jednacine (11.570) uveo sam uslov
tigp =
I u slu€aju jednacine (11.574) koristi¢u ovaj uslov, i dobijam rezultat

d*y, 8yua’w? (r +x3)
22— T cos (2w(t - T)) (11.575)
Ubrzanje probnog tela (kuglice mase m,) odredjuje se na osnovu sledece jednacine
_ _Sypate” (2 (- ) ) 11.576
a, = 33, C0S w( c ) (11.576)

Ova jednacina moze se koristiti za procenu maksimalne vrednosti ubrzanja kuglice mase m.
Zbog lakSeg zapisivanja diferencijalnih jednacina (11.571) 1 (11.575) uvodim slede¢e oznake

8yua’w?
k=—7F7— 11.577
3c3r ( )
2wr
©o = — (11.578)
U skladu sa ovim oznakama jednacine (11.571) i (11.575) postaju
d2y1 2(1)9(1
72 = —k cos (Zwt - <p0) (11.579)
d?y, 2wx;
102 = —k cos <2wt - <p0) (11.580)

Potrebno je resiti ove diferencijalne jednacine. U pocéetnom trenutku (t = 0) obe kuglice
(probna tela) nalaze se u stanju mirovanja. U skladu sa tim pocetni uslovi glase

y1(0) =0 (11.581)
y1(0) =0 (11.582)
y2(0) =0 (11.583)
7,(0) =0 (11.584)

Strogo posmatrano ugaona brzina (w) menja se sa vremenom (jednacina (11.537)). Medjutim
registracija talasa kratko traje, i mozemo smatrati da je u toku procesa registracije talasa ugaona brzina
(w) konstantna veli¢ina. Integracijom jednacine (11.579) dobijam

dy,  k ( 2wx

. 1
P Zwsm 2wt p (p0>+C1

Koris¢enjem jednacine (11.581) dobijam integracionu konstantu C;
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C, = k 'n( 20 © ) 11.585
17 2w St c 0 (11.585)
Daljom integracijom dobijam

k 2wx,
cos (Zwt - (p0> + Cit+ G,

1= Goy?
Koris¢enjem jednacine (11.582) dobijam integracionu konstantu C,
k 2Wx,
C, = _WCOS <— Pt <p0) (11.586)
Jednacina kretanja tela mase m; glasi
2wxq
Vi = Wcos (Zwt - - <p0> + Cit+C, (11.587)
Ako primenim istu matemati¢ku proceduru u slucaju jednacine (11.580) dobijam rezultat
2wXx, _ _
Y, = WCOS (Zwt — - <p0> + Cit+C, (11.588)
, gde je
_ k 2wx,
C, = 5 Sin (— P <p0) (11.589)
_ k 2wx,
C, = _WCOS <— P goo) (11.590)
Odredicu razliku veli¢ina y, i y;. Na osnovu jednacina (11.587) 1 (11.588) dobijam

k 2wx, 2wx, _ _
Yo=YV = W[cos <2wt -~ goo) — cos <2wt - goo)] + (C; — Ct+ (C, — Cy)

Ova jednacina moze se napisati u obliku

Yo—y1 =S+ Ht+G (11.591)
Veli¢ine S, H i G imaju sledeée vrednosti
s=F [ (2 f - 20%e ) (2 ¢ 200 )] 11.592
= Cw)? cos| 2w ®o cos (2w C ®o (11.592)
H=C, -C, (11.593)
G=C,—C, (11.594)

Da bi se izvrSila dalja transformacija jednacine (11.591) adekvatno je uzeti konkretne brojne
vrednosti za pojedine fizicke veli€ine. U dosadaSnjem tekstu dosta paZnje posvetio sam Rasel —
Tejlorovom binarnom sistemu. U slu¢aju ovog binarnog sistema pulsar i neutronska zvezda krecu se po
eliptiénim putanjama. U cilju dalje transformacije i analize jednacine (11.591) uvesc¢u jedan hipoteticki
binarni sistem. Neke karakteristike ovog hipotetickog binarnog sistema bice identi¢ne karakteristikama
Rasel — Tejlorovog binarnog sistema. Rasel — Tejlorov binarni sistem sastoji se od pulsara i neutronske
zvezde. Mase ovih zvezda odredjene su jednacinama (11.168) 1 (11.169)

my, = 1,441 Mg,

m, = 1,387 Mg
Masa Sunca oznacena je sa M, 1 njena vrednost iznosi
Mg =1,988-10% kg (11.595)
Rasel — Tejlorov binarni sistem nalazi se na rastojanju od 6400 pc od Zemlje, odnosno
r=1975-10%"m
Period rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase iznosi 7,752 h.
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Uzec¢u da se hipoteticki binarni sistem sastoji od pulsara i neutronske zvezde, a mase zvezda
odredjuju se na osnovu jednacina (11.168) i (11.169). U jednacini (11.577) figuriSe redukovana masa.

Ona se odredjuje na osnovu jednacine (11.174)
m,m,
H=—""
my +my
Zamenom vrednosti masa zvezda (jednacine (11.168) 1 (11.169)) u jednacinu (11.174) dobijam
slede¢i rezultat

Na osnovu jednacine (11.595) dobijam sledecu vrednost za redukovanu masu
u = 1,405-103% kg (11.596)
Hipoteticki binarni sistem takodje se nalazi na rastojanju od 6400 pc od Zemlje, odnosno
r=1975-10"m (11.597)

U slucaju hipotetickog binarnog sistema uzecu da se zvezde kre¢u po kruznim putanjama oko
centra mase. Ovaj binarni sistem emituje gravitacione talase i tokom vremena dolazi do smanjenja
energije ovog sistema, odnosno do smanjenja rastojanja izmedju zvezda. Uzefu da u pocetnom
trenutku (t = 0) rastojanje izmedju zvezda iznosi

a, =1,821-10°m (11.598)

Zbog emisije gravitacionih talasa smanjuje se i period rotacije zvezda oko centra mase. Sa T
oznacic¢u period rotacije zvezda oko centra mase u pocetnom trenutku (¢ = 0). Na osnovu jednacine
(10.102) mozemo povezati veli¢ine Ty 1 a,

4m2a,3
Ty = |—————
y(mp +my)

Ty = 25200 s

,1 dobijam da veli¢ina T, ima vrednost

, odnosno
To=7h (11.599)
Na osnovu ove vrednosti jednostavno je odrediti kruznu frekvencu (wgy) 1 frekvencu (vg)
rotacije pulsara (neutronske zvezde) oko centra mase u poc¢etnom trenutku (t = 0)

2T rad
wy =—=2,492-10"*% — (11.600)
T, s
1 -5
Vo = N =3968-107H, (11.601)

0
Kruznu frekvencu rotacije zvezda oko centra mase dobijam primenom jednacine (11.535)

m, +m 1
o= 1M i n) (11.602)
W0 (1)

tkoal
Primenom jednacine (11.537) dobijam slede¢i rezultat
Wo

ﬁ
(1 B tkoal)

Sa wy oznacio sam kruznu frekvencu rotacije zvezda u pocetnom trenutku (¢ = 0). Brojna
vrednost ove veli¢ine iznosi 2,492 - 10~* rad/s (jednacina (11.600))

Frekvencu gravitacionih talasa odredjujem primenom jednacine (11.552) i dobijam slede¢i
rezultat

w = (11.603)
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1 |[y(m, +m,) 1
Vge = — P 5 z 7 (11.604)
T ay (1 _ )3/8

tkoal
Primenom jednacine (11.553) dobijam rezultat
v
Vg = —2— (11.605)
(1- )%/
tkoal

Sa vy o 0znalio sam frekvencu gravitacionih talasa u po¢etnom trenutku (¢t = 0). Veli¢ina vy,
jednostavno se odredjuje na osnovu jednacina (11.604) i (11.605)

1 ,y(mp +m,)
VgtO = g a—03 (11606)

Kori$¢enjem jednacine (11.543) moze se odrediti talasna duZina gravitacionih talasa. Ona ¢e se
takodje menjati tokom vremena. Na osnovu jednacine (11.543) dobijam slede¢u jednacinu
c= Agt oVgto

, odnosno
c
/1gt0 i — (11.607)
VgtO
Sa Ag¢o oznaCio sam talasnu duzinu gravitacionih talasa u pocetnom trenutku (t = 0).

Zamenom jednacine (11.606) u jednacinu (11.607) dobijam

ay?
Agto = CT | ——— 11.608
900 =T [y, + ) (11609
Koris¢enjem jednacina (11.598), (11.168) i (11.169) dobijam brojnu vrednost veli€ine A4 ¢
Agto = 3,768-10%* m (11.609)

U ovom slucaju talasna duZina gravitacionih talasa ima veliku vrednost.
Na osnovu jednacine (11.572) odredjuje se ubrzanje kuglice mase m; (probnog tela).
Maksimalna vrednost ubrzanja iznosi

8yua’w?
(@) max = W
Na osnovu jednacine (11.576) zaklju¢ujem da maksimalno ubrzanje kuglice mase m, iznosi
8yua’w?
(a2)max = W

U predhodnom tekstu uveo sam numericke vrednosti za fizicke veliine koje karakteriSu
hipotetic¢ki binarni sistem. Na osnovu tih numerickih vrednosti dobijam rezultat

m
(al)max = (az)max = 2,406 - 1071% 5_2 (11.610)

Vratimo se jednacini (11.591) i odredimo veli¢ine S, H 1 G. VeliCina G odredjuje se na osnovu
jednacine (11.594). Zamenom jednacina (11.590) 1 (11.586) u jednacinu (11.594) dobijam

¢ = k [ ( 2wx, ) ( 2wx, ) ] 11611
=T o)y cos p ®o cos p ®o (11.611)
U daljem radu koristi¢u sledece teoreme iz trigonometrije
, . _(a—=p a+p
sin(a) — sin(B) = 2 sin ( > ) cos ( > ) (11.612)
a— a+
cos(a) — cos(B) = —2 sin( 5 B) sin( 5 'B> (11.613)
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Jednacina (11.611) dalje se transformiSe koriS¢enjem jednacine (11.613) i dobija se slede¢i
rezultat
k w(xy; —x w(xy +x
G = —sin (—%) sin (—%— go(,) (11.614)

Obzirom da koristim numeri¢ke vrednosti za analizu jednacine (11.591) potrebno je precizirati
numericke vrednosti rastojanja x;, x, 1 L. U sluc¢aju LIGO detektora (slika 49) duzina interferencione
grane iznosi 4 km.

Na slici 67 prikazana su dva klatna. Jedno je obeSeno u tacki A, a drugo u tacki B. Rastojanje
izmedju tacaka A i B oznacio sam sa L, 1 ono se odredjuje na osnovu jednacine (11.556). Ja ¢u uzeti da
rastojanja L 1 x; imaju sledece vrednosti

L=4km (11.615)
x, = 100m (11.616)

Na osnovu jednacine (11.556) dobijam da rastojanje x, ima vrednost
X, =4,1-103m (11.617)

Da bi se dalje transformisala jednacine (11.614) potrebno je najpre proceniti vrednost sledece
veliine
w(X; — x1)
c
Ovu veli¢inu oznacicu sa ¢4
w(X; —x1)

pr=——"— (11.618)

Strogo postrano kruzna frekvenca (w) menja se u toku vremena (jednacina (11.603)). U
pocetnom trenutku (t = 0) kruzna frekvenca je w,. Brojna vrednost ove veli¢ine iznosi 2,492 -
10™* rad/s (jednagina (11.600)). Kruzna frekvenca (w) naglo se menja kada dolazi do procesa
koalescencije (spajanja) zvezda. Kada se binarni sistem ne nalazi u procesu koalescencije (spajanja
zvezda) kruzna frekvenca sporo se menja u toku vremena i mozemo uzeti da vazi uslov

W = W
Zamenom ovog uslova u jednacinu (11.618) dobijam
wo (X2 — x1)
c
Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacine (11.556)
woL

Koris¢enjem jednacina (11.600) 1 (11.615) dobijam sledeéi rezultat
@, =3,323-10"° rad (11.620)
Potrebno je proceniti i vrednost veli¢ine
w (X + %)
c

1=

Ovu veli¢inu oznacicu sa @,
w(x; +x1)

Py = c

Koris¢enjem uslova w =~ w, dobijam
wo(xy + x
0, = 0(%1) (11.621)
Koris¢enjem jednacina (11.600), (11.616) 1 (11.617) dobijam slede¢i rezultat
@, = 3,406-107% rad (11.622)
Ugao ¢, ima malu vrednost i moze se koristiti slede¢a aproksimacija
sin (¢1) = ¢4
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, odnosno
- wo(x2 —xq) wo (X2 — x1)
sin ( ) =
c c
Primenom uslova w = w, dobijam rezultat
w(x, —x w(x, —x

sin( ( g 1)) & g ) (11.623)

Koris¢enjem ovog rezultata jednacina (11.614) dobija oblik

k (x; —x1) w(x; +x1)
=———sin|———=— 11.624
o= (11624

Ova jednacina dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (11.625)
21
W == (11.625)
, 1 dobijam sledec¢i rezultat

kT ) w(xy + x1)

G=-— yr— (x3 — x1)sin <—7 — 0) (11.626)

Veli¢ina H odredjuje se na osnovu jednacine (11.593). Zamenom jednacina (11.585) i (11.589)
u jednacinu (11.593) dobijam rezultat
k1. 2Wx; ) 2wxq
H = g sin (-= = 00 —sin (<=2 - 00
Ova jednacina dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (11.612), 1 dobijam rezultat

i (2 s (22 - )

H = —sin
w c

Primenom jednacine (11.623) dobijam rezultat

w(xz + x1)
— 0) (11.627)

Veli¢ina S odredjuje se na osnovu jednacine (11.592)
k 2wx, 2wxq
S = W [cos (Zwt - <p0) — Ccos (Zwt o (po)]

Ova jednacina dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (11.613), 1 dobijam rezultat
k w(x; — x1) w(x; +x1)
(-2 - 220

k
H = —E(xz — X1)coS <—

S = —mSl’n

Primenom jednacine (11.623) dobijam rezultat

sin(2wt —

k , w (X + %)
S = e (xy — x1)sin (Zwt - (p0>
Ova jednacina dalje se transformiSe koris¢enjem jednacine (11.625)
kT w(xy + x1)
: i,

S = E(xz — Xxy)sin (Zwt — (11.628)

Zamenom jednacina (11.626-628) u jednacin (11.591), i nakon algebarskih transformacija
dobijam

kT . (l)(xZ + Xl) . (I)(Xz + xl)
Y2=V1 = y (%3 — x71) [sm <2wt B —— (po) —sin (— — - ¢0)]
kt w(xz + x1)
- (xy — xq)cos <—f — ‘Po)
Clan u uglastim zagradama transformisem kori$éenjem jednacine (11.612), i dobijam rezultat
kT . w(xy + x1)
Y2—=V1 = e (x; — x1)sin(wt)co s (a)t —— 900)
kt w(x + %)
T (xz — x1)cos <_f - <Po) (11.629)
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Gravitacioni talasi izazva¢e pomeranje klatna. To pomeranje klatna moglo bi se iskoristiti za
detekciju gravitacionih talasa. Interakcija gravitacionih talasa sa klatnima ne traje dugo. DuZzinu
vremenskog intervala u toku kojeg se deSava interakcija gravitacionih talasa sa klatnima oznacio sam u
jednacini (11.629) sa t. Ovaj vremenski interval moze biti nekoliko minuta. Ja ovde razmatram
hipoteti¢ki binarni sistem, i dobio sam da period rotacije zvezda oko centra mase iznosi 7 h. Ovaj
period rotacije oznacio sam sa T. Vreme t mnogo je manje od period rotacije T, i iz tog razloga
zanemaricu drugi ¢lan u jednacini (11.629) i dobijam rezultat

kT . (U(XZ + xl)
Ya=Y1 =5 (x; — x1)sin(wt)co s <a)t - - (po) (11.630)
U dosada$njem tekstu uveo sam veli¢inu ¢,

w(x; +x1)

="

Koris¢enjem ove veli¢ine jednacina (11.630) postaje

kT

Y2 —y1 = — (x; — x1)sin(wt)co s(wt — @, — @y) (11.631)

2mc
Ugao ¢, ima malu vrednost (jednac¢ina (11.622)). Iz tog razloga ugao ¢, moze se zanemariti u

jednacini (11.631), i dobijam rezultat

kT
Yo=Y =5 (x, — x1)sin(wt)co s(wt — @) (11.632)

Ova jednacina dalje se transformiSe koriS¢enjem jednacina (11.577) 1 (11.556), i dobijam
slede¢i rezultat

dyuatw’® .
Yo — Y1 = WLTsm(wt)co s(wt — @y)
Ova jednacina dalje se transformise koriS¢enjem jednacine (11.625)
8yua’w?
Y2 — Y1 = WLsm(a)t)co s(wt — @) (11.633)

Na osnovu jednacine (11.633) odredjuje se promena rastojanja izmedju kuglica (probnih tela)
tokom vremena. Radi jednostavnosti dalje analize izostavicu veli¢inu ¢, 1 dobijam slede¢i rezultat
8yua’w?

Lsin(wt)co s(wt)
3ctr

Ya—=Y1 =
, odnosno

- 4yua’w?
Yo — 0 _ VR sin(2wt) (11.634)

L 3c*r
Zamenom jednacina (11.534)1(11.537) u jednacinu (11.634) dobijam
J J i
Vo—W1 4]’#“020)02 1 . 2wot
T = 3oty E s sin E e (11.635)
(1 B tkoal) (1 B tkoal)
Levu strani jednacine oznacicu sa 6 (t)
5(t) = Y2 - V1
, 1jednacina (11.635) dobija oblik
4yuay?wy? 1 2wt
5(t) = YKo ©o sin| ——>—— (11.636)
3ctr t \1/4 t a8
(1 B tkoal) (1 B tkoal)
Sada ¢u odrediti vrednost sledece veli¢ine
A= dyuas’wy?
3ctr
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U ovoj jednacini figuriSu veli¢ine koje karakteriSu hipotetic¢ki binarni sistem. Brojne vrednosti
tih veli¢ina prezentovane su dosadasnjem tekstu. Koris¢enjem tih brojnih vrednosti dobijam rezultat
A=1,609-10"23
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.636) dobijam

2wpt
5(t) = 1,609 - 10723 sin 0 (11.637)
(1- L)l/ﬁl (1- t )3/8
tkoal tkoal

U dosadasnjem tekstu analizirao sam slucaj kada pulsar emituje gravitacione talase. Masu
pulsara oznacio sam sa M. Uzeo sam da je distribucija mase pulsara homogena, odnosno gustina mase
(pm) ima konstantnu vrednost. Zbog generalnosti diskusije uzeo sam da pulsar ima oblik elipsoida
(slika 62).

Uveo sam dva koordinatna sistema. Te sisteme oznacio sam sa S 1.5'. Na slici 63 prikazan je
sistem S’. Ovaj sistem je vezan za elipsoid i rotira zajedno sa njim. Koordinatne ose ovog sistema
poklapaju se sa velikim poluosama elipsoida, a koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom
elipsoida. Koordinatne ose ovog sistema oznacio sam sa x;’, X’ 1 X3’, a koordinatne ose sistema S sa
X1, X5 1 x3. Elipsoid (pulsar) rotira oko ose x5’ (odnosno oko ose x3) konstantnom ugaonom brzinom
(slika 64). Sa stanovista gravitoelektromagetizma ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje
pulsar odredjuje na osnovu jednacine (11.406).

Astrofizicki objekti mogu da vrSe precesiono kretanje. U daljem radu ja ¢u se pre svega zadrzati
na pulsarima. Cilj mi je da odredim ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje pulsar kada vrsi
precesiono kretanje. Na slici 64 prikazano je kretanje pulsara. Pulsar rotira oko ose x5’ (odnosno oko
ose x3) konstantnom ugaonom brzinom. U ovom slu¢aju ne postoji precesiono kretanje pulsara.

U vezi pulsara potrebno je napomenuti pojedine stvari. Pulsari mogu biti slobodni, ali se mogu
nalaziti i u binarnim zvezdanim sistemima. Kada je pulsar slobodan on je veoma udaljen od ostalih
astrofizi¢kih objekata. Takav pulsar je usamljen, i na njega ne deluju spoljasnje sile.

Pulsari se mogu nalaziti i u binarnim zvezdanim sistemima. U dosadasnjem radu dosta paznje
posvetio sam Rasel-Tejlorovom binarnom sistemu. Postoje binarni sistemi koji se sastoje od pulsara 1
neke zvezde koja nije pulsar. Astronomi su otkrili binarne sisteme koji se sastoje od dva pulsara.
Primer takvog binarnog sistema je PSR J0737-3039A/B. Pulsari su neutronske zvezde koje vrlo brzo
rotiraju oko svojih osa. U dosadasnjem tekstu istakao sam da periodi rotacije otkrivenih pulsara
pripadaju intervalu od 0,00139 sekundi (PSR J1748-2446 ad) do 11,77894 sekunde (PSR J1841-0456).
Pulsar PSR J1748-2446 ad napravi oko 719 obrtaja u sekundi. U slucaju binarnog sistema PSR J0737-
3039A/B jedan od pulsara ima period rotacije oko svoje ose 23 ms, a drugi 2,8 s. Na osnovu ovih
vrednosti o periodima rotacije pulsara zaklju¢ujemo da pulsari imaju velike ugaone brzine rotacije,
odnosno imaju velike vrednosti momenta impulsa.

Kada se zvezde (pulsari) nalaze u binarnim sistemima moze do¢i do njihovog precesionog
kretanja. Prilikom precesionog kretanja osa rotacije zvezde (pulsara) opisuje konus. Na osnovu opste
teorije relativnosti predvidjena je pojava precesije zvezda u binarnim sistemima. Za proucavanje efekta
precesije koriste se pulsari zbog svojih specifi¢nih karakteristika. Pulsari emituju radio talase, a periodi
rotacije pulsara se izuzetno precizno mere. U dosadaSnjem tekstu istakao sam da je za pulsare
karakteristiéno da im se periodi rotacije izuzetno sporo menjaju. U slucaju pulsara PSR J1603-7202
period rotacije se poveéa za 5 - 1077 s svakih milion godina. Rezultati o precesiji pulsara u binarnim
zvezdanim sistemima koji su dobijeni metodama radio astronomije su u dobroj saglasnosti sa
predvidjanjima opste teorije relativnosti.

Kada je pulsar slobodan, ili se nalazi u binarnom zvezdanom sistemu on emituje gravitacione
talase. U dosadasnjem tekstu istakao sam da mi je cilj da odredim ukupnu snagu gravitacione radijacije
koju emituje pulsar kada vrsi precesiono kretanje. Da bi se objasnila precesija pulsara, i odredila
ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar potrebno je uvesti jednu idealizaciju koja se
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koristi 1 u opStoj teoriji relativnosti. Uvodim idealizaciju da je pulsar kruto telo. Pojam kruto telo
(apsolutno kruto telo) je uveden u mehanici. Kod krutog tela se rastojanje izmedju bilo koje dve tacke
ne menja. Kruto telo je idealizacija, jer su sva tela u prirodi deformabilna, jer pod delovanjem sila
(spoljnih faktora) rastojanja izmedju tacaka tela mogu se promeniti. Pulsar ima svoju strukturu. Postoje
odredjeni modeli koji analiziraju unutraSnju 1 spoljaSnju strukturu pulsara, medjutim zbog
jednostavnosti analize uveo sam da se pulsar ponasa kao kruto telo, i to predstavlja idealizaciju.
Tretiranje pulsara kao krutog tela mnogo pojednostavljuje problem njegove dinamike.

Precesiono kretanje slobodnog pulsara (krutog tela), odnosno problem dinamike slobodnog
pulsara bi¢e analiziran sa stanoviSta Njutnove mehanike. 1z tog razloga potrebno je prezentovati
odredjene rezultate klasi¢ne mehanike. Za opisivanje kretanja krutog tela koriste se sistemi S 1 S’ (slika
68). Sistem S je nepokretan sistem. To je inercijalan sistem. Sistem S’ je sopstveni sistem reference.
Ovaj sistem se realizuje na slede¢i nacin. Bilo koja Cestica krutog tela moze da se poklopi sa
koordinatnim poc¢etkom sistema S’. Na slici 68 taCkom A oznacen je koordinatni pocetak sistema S.

X3

Ta s X2

Slika 68

Koordinatne ose sistema S’ medjusobno su ortogonalne i1 prolaze kroz tacku A. Na slici 68
koordinatne ose sistema S’ prikazane su isprekidanim linijama. PoloZaj koordinatnih osa u odnosu na
kruto telo ne menja se tokom vremena. Na slici je prikazano da se tacka A poklapa sa koordinatnim
pocetkom sistema S’. Medjutim u veéini sluajeva mnogo je prakti¢nije uzeti da se koordinatni pocetak
sistema S’ poklapa se centrom mase krutog tela. Centar mase krutog tela je na slici 68 oznacen tackom
C. Istakao sam da mozemo proizvoljno uzeti bilo koju tacku krutog tela da predstavlja koordinatni
pocetak sistema S".

U slede¢em primeru uzecu da se koordinatni pocetak sistema S’ poklapa sa tackom C. Jedini¢ne
vektore koordinatnih osa sistema S’ oznaci¢u sa €,/, éy’ ié,. U sistemu S’ polozaj neke &estice krutog
tela odredjen je radijus vektorom 7

7P =x8é t+tye, +zé, (11.638)

Jedini¢ne vektore koordinatnih osa sistema S oznacicu sa €y, €, i €,. Za posmatraca u sistemu S
polozaj tacke C (koordinatni pocetak sistema S’) odredjuje se na osnovu sledece jednacine
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T. = X6y + Y€, + 2.€, (11.639)
Za posmatraca u sistemu S poloZaj neke Cestice krutog tela odredjuje se na osnovu jednacine
F=i4T
Brzina kretanja Cestice krutog tela sa stanovista posmatraca u sistemu S odredjuje se na osnovu
jednacine
i di .

—=— 4GP
dt — dt

, odnosno
V=0, +w X7

Sa w je oznadena trenutna ugaona brzina rotacije krutog tela. Ona se moze napisati na sledeci

nacin
w = wn

Intenzitet ugaone brzine oznacio sam sa w, a jedini¢ni vektor ugaone brzine sa 7. Veli¢ine w i 7
odredjuje posmatra¢ u sistemu S. Kod sloZenog kretanja krutog tela veli¢ine w i 7 neprekidno se
menjaju tokom remena.

Problem kretanja krutog tela detaljno je proucen u mehanici. Prvenstveno ¢u se baviti
precesionim kretanjem krutog tela. Najpre ¢u slikovito opisati precesiono kretanje krutog tela (pulsara),
a kasnije ¢u prezentovati i konkretne jednacine za ovaj tip kretanja. Kada sam analizirao slu¢aj pulsara
koji emituje gravitacione talase uzeo sam da pulsar ima oblik elipsoida (slika 62). I u slucaju
precesionog kretanja pulsara uze¢u da pulsar ima oblik elipsoida.

Analiziraéu dva slucaja precesionog kretanja slobodnog pulsara. U prvom slucaju velike
poluose a i b elipsoida medjusobno su jednake, a razlikuju se od velike poluose c. Za takav elipsoid
(pulsar) ispunjen je sledeéi uslov

a=b+#c (11.640)

U drugom slucaju velika poluosa a razlikuje od velike poluose b, ali razlika izmedju ovih
poluosa nije velika. Kao i u prvom slucaju velike poluose a i b razlikuju se od velike poluose c. Za
ovakav elipsoida ispunjen je sledeci uslov

a=b+#c (11.641)

Najpre ¢u slikovito opisati precesiono kretanje krutog tela (slobodnog pulsara), kod koga je
ispunjen uslov (11.640). Za opisivanje kretanja krutog tela koriste se dva sistema sa S1S5. O tim
sistemima vec¢ je bilo re¢i u dosadaS$njem tekstu. Da bi opisao precesiono kretanje slobodnog pulsara
(elipsoida) uzecu da se koordinatni poceci sistema S i S’ poklapaju. Koordinatne ose sistema S oznacio
sam sa X1, X, 1 X3, 1 one su prikazane na slici 69
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X3 A mpr

Slika 69

Sistem S’ vezan je za elipsoid 1 rotira zajedno sa njim. Koordinatne ose ovog sistema poklapaju
se sa velikim poluosama elipsoida, a koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom elipsoida
(pulsara). Koordinatne ose ovog sistema oznac¢io sam sa x;’, X,’ 1 x3’. U sistemu S’ jednacina elipsoida
glasi

(x,)? n (x2)? n (x3)? _
a? a? c?
Elipsoid (pulsar) rotira oko ose x5’ konstantnom ugaonom brzinom koju ¢u oznaciti sa w.
Na slici 69 oznacio sam 1 tacku B. Ona se nalazi na osi x3’. Rastojanje izmedju tacaka C 1 B
jednako je ¢

1

CB=c

Prilikom precesije pulsara tacka B krece se po kruznici konstantnom ugaonom brzinom. Ta
ugaona brzina naziva se ugaona brzina precesije, i 0znaCicu je sa wy,. Kruznica po kojoj se krece tacka
B prikazana je isprekidanom linijom na slici 69.

Ugao izmedju ose rotacije elipsoida (pulsara) i x; ose sistema S oznac¢i¢u sa @. Ovaj ugao se
tokom vremena ne menja.

U drugom slucaju ispunjen je uslov (11.641). U tom slucaju velika poluosa a razlikuje od velike
poluose b, ali razlika izmedju ovih poluosa nije velika. Realno je ocekivati da se kod pulsara velika
poluosa a razlikuje od velike poluose b.

Prilikom transformacije jednacine (11.406) uveden je bezdimenzioni parametar €. On se
odredjuje na osnovu jednacine (11.408). Istakao sam da u literaturi postoje procene parametra €.
Moguce vrednosti parametra € nalaze se u domenu

<107

Mala vrednost parametra ¢ ukazuje da se veli¢ine a i b malo razlikuju. Da bi to pokazao

koristi¢u jednacinu (11.408). Na osnovu ove jednacine dobijam rezultat
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(2-¢)

b= 11.642
“C+o ( )
Zamenom vrednosti ¢ = 107° u jednacinu (11.642) dobijam sledeéi rezultat
p=a 1) 11.643
~ Y2+ 109 (11.643)

Na osnovu ovog rezultata vidimo da se veli¢ine a 1 b zaista malo razlikuju. Kao posledica toga
pulsar kod koga je ispunjen uslov (11.641) takodje ¢e vrsiti precesiono kretanje koje je prikazano na
slici 69.

U slucaju kada se veli¢ine a, b i ¢ medjusobno razlikuju, odnosno kada je ispunjen uslov

a+b+c (11.644)
kretanje elipsoida (slobodnog pulsara) moze biti veoma slozeno, i opisivanje takvog kretanja zahteva
koriS¢enje veoma slozenih matematickih funkcija.

Istakao sam da ¢u precesiono kretanje slobodnog pulsara (krutog tela), odnosno problem
njegove dinamike analizirati sa stanoviSta Njutnove mehanike. Ve¢ sam prezentovao odredjene
rezultate klasi¢ne mehanike koji se koriste u toj analizi. Postoje nekoliko pristupa u klasi¢noj mehanici
za reSavanje problema kretanja krutog tela. Ja ¢u se zadrZati samo na pristupu koji se zasniva na
koris¢enju Lagranzeve funkcije. Za rotaciono kretanje krutog tela u gravitacionom polju Zemlje
Lagranzeva funkcija glasi

Lo : L, . - I .
L= > (ﬁsmasmy + acosy) + > (Bsmacosy — asmy) + > (Bcosa + )/) —U (11.645)

Potrebno je objasniti znacenje pojedinih veli¢ina koje figuriSu u ovoj jednacini. Velicine I, I, i
I3 su glavni centralni momenti inercije, a veli¢ine @, f 1 y su Ojlerovi uglovi. Veli¢ina U je
potencijalna energija krutog tela u homogenom gravitacionom polju Zemlje.

Sada ¢u objasniti kako se odredjuju veli¢ine I;, I, i I3. One su povezane sa tenzorom inercije.
Za opisivanje kretanja krutog tela koriste se sistemi S 1 S’ (slika 68). Sistem S je nepokretan sistem. To
je inercijalan sistem. Sistem S’ je sopstveni sistem reference. Istakao sam da mozemo proizvoljno uzeti
bilo koju tacku krutog tela da predstavlja koordinatni pocetak sistema S’. U cilju objaSnjenja tenzora
inercije uzecu najpre da se tacka A poklapa sa koordinatnim pocetkom sistema S’. Takav slucaj je
prikazan na slici 68.

Jedini¢ne vektore koordinatnih osa sistema S’ oznacio sam sa é,’, €, i €,’. U sistemu S’ polozaj
neke Cestice krutog tela odredjen je radijus vektorom 7

P =xe +ye, +zé, (11.646)
Tenzor i 1ner01Je odredjuje se na osnovu sledece jednacine

Ly = _Zmi VX Zmi(x'iz +2:%)
i=1 i=1 i=1

N N N
o _ o 2 4 a2
_Zmizixi Zmiziyi zmi(xi +y,9)
s = i=1 i=1 .

Dijagonalni elementi tenzora inercije nazivaju se momenti inercije, a van dijagonalni elementi
proizvodi inercije. Sa N je ozna¢en ukupan broj Cestica koje Cine telo.

Obzirom da se koordinatni pocetak sistema S’ poklapa sa tackom A jednacina (11.647) moze se
napisati u obliku

mpy .z (11.647)

Mz
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N N N
zml(ylz-l_zlz) _Zmix'iyl _Zmlxlzl
i=1 i=1 i=1
N N N
I = _Zmi VX Zmi(x'iz +2%) —Z my,z (11.648)
i=1 i=1
N
—Zmlzlxl Zm zy; Zm(x +y; 2)
=1
Jednacina (11. 648) vazi za slucaj dlskretne raspodele mase Za slucaj kontlnualne raspodele
mase dobija se rezultat
f(y'2 + z%)pdV —fx'y'pdV' —jx'z'pdV'
[, = —fy'x’pdV' f(x'2 + z2)pdV —fy’z'pdV' (11.649)
—fz'x'pdV' —fZ’y'pdV’ f(x'2 + y')pdV

Sa p oznacena je gustina mase.

Jednacina (11.648) (odnosno jednacina (11.649)) moze se napisati u obliku

(4) (4 4

I14 Iy, I13
A4) _

L@ = |1, @ [,,® @

I 15 1@
Na osnovu jednacine (11.648) zaklju¢ujemo da je tenzor inercije simetri¢an tenzor, odnosno

L™ =1,® (11.650)
Uzeo sam da se koordinatni pocCetak sistema S’ poklapa sa taCkom A, i1 prezentovani su tenzori
inercije za taj slucaj (jednacine (11.648) i (11.649)). Medjutim koordinatni pocetak sistema S’ moze da

se poklopi sa centrom mase krutog tela. Centar mase krutog tela je na slici 68 oznacen tatkom C. I za
ovaj slucaj moze se odrediti tenzor inercije

N
Zmi(y'iz + ;%) _Zmi Xy, Zmzx iZ'i
i=1 i=1 =
N N v
10| N v ez = my oz 11.651
uv m;y ;X m;(x;* + 2';%) mpy,z; (11. )
i=1 i=1 i=1

N N N

E o _E . E 2 4 a2
- ) mpzx; m;z;y’; m;(x;= +y,°)

i= ' i=1 1

Za slucaj kontinualne raspodele mase dobija se rezultat

122

_f(y'2 + z2)pdV —fx'y'pdV' —jx'z'pdV'
I;w(c) _ —fy'x’pdV' f(x,z + 22)pdV _fy,Z'pdV» (11.652)
—fz'x'pdV' —fZ’y'pdV’ f(x'2 + y')pdV

Tenzor inercije je simetriCan tenzor. Za tenzor I, ) odnosno za odgovaraju¢u matricu mogu
se naci svojstvene vrednosti. Problem nalaZenja svojstvenih vrednosti tenzora (matrice) naziva se
svojstveni problem. Obzirom da je tenzor I, ) simetrican njegove svojstvene vrednosti bi¢e realne.
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Prilikom odredjivanja svojstvenih vrednosti tenzora I, ) dobija se sledeéi uslov

W= % h®
121(/1) 122(/1) -2 123(A) =0
@ W 1@ -2

Kada se razvije ova determinanta i izjednaci sa nulom dobija se kubna jednacina
B+AV¥+BA+C=0

Kubna jednacdina u opStem slucaju ima tri reSenja. Obzirom da je tenzor inercije simetrican
pokazuje se da su sva reSenja kubne jednacine realna. ReSenja kubne jednacine oznaci¢u sa 4, 4, 1 15.
U opstem slucaju ova reSenja su medjusobno razli¢ita, ali moguéi su slucajevi da su dva ili tri reSenja
medjusobno jednaka. U cilju generalnosti diskusije uze¢u da su sva tri reSenja kubne jednacine
medjusobno razli¢ita. Obzirom da analiziram tenzor inercije uvodim slede¢e oznaCavanje veliina A4,
Ay i3

/11 - Il(A)
A’Z S IZ(A)
A3 S 13(A)

Veli¢ine Il(A), IZ(A) i13(A) nazivaju se glavni momenti inercije, 1 to su svojstvene vrednosti
tenzora I, @),

Primenjuju¢i predhodno opisanu proceduru mogu se odrediti i svojstvene vrednosti tenzora
Iﬂ\,(c). Njih ¢u oznaditi sa Iy, I; 1 I3. Ove veli¢ine nazivaju se glavni centralni momenti inercije, 1 oni
figuriSu u jednacini (11.645).

Na slici 69 prikazano je precesiono kretanje krutog tela (slobodnog pulsara), kod koga je
ispunjen uslov (11.640). Za opisivanje kretanja krutog tela koriste se dva sistema S i1 S’. Istakao sam da
je sistem S’ vezan za elipsoid i da rotira zajedno sa njim. Koordinatne ose ovog sistema poklapaju se sa
velikim poluosama elipsoida, a koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom elipsoida
(pulsara). Koordinatne ose ovog sistema ozna¢io sam sa x;’, Xy’ 1 X3’. Elipsoid (pulsar) rotira oko ose
X3’ konstantnom ugaonom brzinom koju sam oznacio sa w.

Obzirom da je ispunjen uslov (11.640) u sistemu S’ jednacina elipsoida glasi

2 2 2
(xéz) + (x;z) PGP (11.653)

Matrica (jednacina (11.401)) dobijena je za slucaj kada se veli¢ine a, b i ¢ medjusobno
razlikuju, odnosno kada je ispunjen uslov (11.644). Moze se pokazati da matrica tenzora inercije u
slucaju kada je ispunjen uslov (11.640) ima slede¢i oblik

M [a? + ¢? 0 0
WO=%| 0 a4 0 (11.654)
0 0 2a?

Uveden je indeks C da bi naznacio da se koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom
mase elipsoida (pulsara).
Prilikom dobijanja jednacine (11.654) koristi se slede¢a forma generalisanih sfernih koordinata
x1 =alsinacosf

x, =alsinasinf

x'3 =clcosa
Ova forma generalisanih sfernih koordinata dobijena je koriS¢enjem jednacina (11.386-388) i
primenom uslova (11.640).
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Za matricu IHV(C) mogu se naci svojstvene vrednosti. Te veli¢ine nazivaju se glavni centralni
momenti inercije. Obelezio sam ih sa Iy, I, 1 I3. MoZe se pokazati da su dijagonalni elementi matrice
IMV(C) jednaki svojstvenim vrednostima. U skladu sa tim vaze sledece jednacine

M
L = = (a? + ¢?) (11.655)
M
I, = = (a? + ¢?) (11.656)
2M
13 = ?az (11657)

U jednacini (11.645) figurisu uglovi a, f 1y. To su tzv. Ojlerovi uglovi. Da bi definisali
Ojlerove uglove potrebna su dva koordinatna sistema. Te koordinatne sisteme ponovo ¢u oznaciti sa S
15'. Poceci tih koordinatnih sistema se poklapaju. Sistem S je nepokretan. Njegove koordinatne ose
oznaci¢u sa x, y, 1 z. Sistem S’ je pokretan. U pocetnom trenutku sistemi S 1 S’ se poklapaju. Ta
situacija je prikazana na slici 70. Koordinatne ose sistema S’ oznaciu sa x’ y’ 1 z'.

]

Z
A

v

Slika 70

Sistem S’ izvrSice tri uzastopne rotacije. Te rotacije povezane su sa Ojlerovim uglovima. Sistem
S’ najpre izvrsi rotaciju oko ose z (ose z’) za ugao 5. Pri tome sistem S’ prelazi u sistem Sy’ (slika 71).
Koordinatne ose sistema S;’ oznaci¢u sa x;’, y;’ 1 zy’ 1 one su prikazane na slici 71. Osa x;’ naziva se
¢vorna linija. Ona se nalazi u xOy ravni sistema S.
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Z A

7z

‘ L]
X 4 X1
Slika 71
Matrica rotacije glasi
cosp sinf O
B(B) = |—sinf cosf 0O (11.658)
0 0 1

Druga rotacija se vrsi na sledeci nacin. Si

stem S;’ se zarotira oko ose x;’ (¢vorne linije) za ugao

a, 1 dobija se sistem S,’. Ta rotacija je prikazana na slici 72.
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Slika 72
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Sa x,’, y,’ 1 zy’ oznacio sam koordinatne ose sistema S,’. Za ovu transformaciju matrica rotacije

glasi
1 0 0

A(ae) =|0 cosa sina (11.659)

0 -—sina cosa
Treca transformacija se vrsi na slede¢i nacin. Sistem S,’ se zarotira za ugao y oko ose zy’, i

dobija se sistem S3’. Ta rotacija je prikazana na slici 73.

A Z
’ ]
Ay
B ,
Z3 ;f'
£ ‘\\ ,"r
ke /
\“ ’;
'~
\\\ o
R -’“
\\\ Vg
"\\ f)"
\_‘\ ) .-
T """--ﬂ-.ﬁ___‘_‘_h‘.. y
X3
X xf
Slika 73

Sa x3’, y3’ 1 Zz3’ oznacio sam koordinatne ose sistema S;’. Crvenom linijom prikazana je ¢vorna
linija. Za ovu transformaciju matrica rotacije glasi
cosy siny O
C(y) =|—-siny cosy 0 (11.660)
0 0 1
Nakon tri uzastopne rotacije sistem S’ presao je u sistem Sy’. Na slici 74 prikazani su sistemi S i
Sy’, Ojlerovi uglovi i ¢vorna linija.
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A Z
A3
; 7-3. z‘f
Za v, ,";
\.\\\-‘ fl"‘
x\G ’f-f‘f
\_‘IIL ;“1‘ >
s YN y
B ' = x;
X X5’
Slika 74
Vrednosti Ojlerovih uglova ogranicene su na intervale
0<p<2m (11.661)
0<a<m (11.662)
0<y<12m (11.663)

Sistem S5 dobijen je nakon tri uzastopne rotacije. Ukupna matrica rotacije dobija se
mnozenjem matrica C, A1 B

R =C(y)A(a)B(B) (11.664)
, odnosno
cosy siny 0][1 cosfp sinf O
R = [—siny cosy O] [0 cosa Slna] [—smﬁ cos,B 0] (11.665)
0 0 1110 —sina cosa 1

U dosadasnjem tekstu ja sam najpre slikovito opisao precesiono kretanje slobodnog pulsara
(krutog tela), kod koga je ispunjen uslov (11.640), ali sam istakao da ¢u prezentovati i konkretne
jednacine za ovaj tip kretanja. To precesiono kretanje prikazano je na slici 69. Za opisivanje kretanja
krutog tela koriste se dva sistema sa S 1S’. O tim sistemima ve¢ je bilo reci u dosadasnjem tekstu.
Sistem S’ vezan je za elipsoid i rotira zajedno sa njim. Koordinatne ose ovog sistema oznacio sam sa
Xy, X3’ 1 x3’. Elipsoid (pulsar) rotira oko ose x3’ konstantnom ugaonom brzinom koju sam oznacio sa
w. Na slici 69 oznacio sam i tacku B. Prilikom precesije pulsara tacka B kre¢e se po kruznici
konstantnom ugaonom brzinom. Ta ugaona brzina naziva se ugaona brzina precesije, i oznacio sam je
sa wpy. KruZnica po kojoj se kre€e tacka B prikazana je isprekidanom linijjom na slici 69. Ugao
izmedju ose rotacije elipsoida (pulsara) i x; ose sistema S oznacio sam sa a. Ovaj ugao se tokom
vremena ne menja.

Kada je pulsar slobodan on je veoma udaljen od ostalih astrofizi¢kih objekata. Takav pulsar je
usamljen, i na njega ne deluju spoljasnje sile. To ima za posledicu da je moment impulsa pulsara
konstantan vektor

L = const (11.666)
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Intenzitet ovog vektora oznacicu sa L i to je konstantna veli¢ina. Vektor momenta impulsa
usmeren je duz x3 ose sistema S. Ovaj vektor odredjen je u sistemu S.

Nakon ovog slikovitog opisivanja kretanja slobodnog pulsara (krutog tela) potrebno je
prezentovati 1 konkretne jednaCine za ovaj tip kretanja. U ovom sluc¢aju kretanja slobodnog pulsara
ispunjen je uslov (11.640), i glavni centralni momenti inercije odredjuju se na osnovu jednacina
(11.655-657). Obzirom da su veli¢ine I; i I, jednake, a pulsar je slobodan (U = 0) jednacina (11.645)
dobija oblik

Iy (o : L. . - I3 .
L= > (ﬁsmasmy + acosy) + el (,BSLnacosy — asmy) + el (ﬁcosa + y) (11.667)

Na osnovu ove Lagranzeve funkcije i primenom metoda analiticke mehanike mogu se odrediti
Ojlerovi uglovi, odnosno moze se opisati precesiono kretanje slobodnog pulsara. Konkretne jednacine
glase

a=0 (11.668)
LB =L (11.669)
1 1
y = (— — —) Lcosa (11.670)
Iy L
Integracijom jednacina (11.668) 1 (11.669) dobijam
a=a (11.671)
L
p = I—t + S (11.672)
1

Veli¢ine ay i B, su integracione konstante, i odredjuju se iz pocetnih uslova. Zbog
jednostavnosti analize uzecu da je ugao 5, jednak nuli, a ugao a je razli¢it od nule. Na osnovu ovih
integracionih konstanata jednacine (11.671) 1 (11.672) postaju

a=aq (11.673)
L
g = I—t (11.674)
1
Zamenom jednacine (11.671) u jednac¢inu (11.670) dobijam
. 1 1
y = (E - E> Lecosa,
Integracijom ove jednacine dobija se slede¢i rezultat
1 1
y = <— - —) Lecosayt + v, (11.675)
I; I

Velicine y, je integraciona konstanta. Zbog jednostavnosti analize uze¢u da je ugao y, jednak
nuli. U skladu sa tim jednacina (11.675) postaje

1 1
y = <E - E> Lcosayt
Ovu jednacCinu zapisacu u obliku
y=Qt (11.676)
Velicina () odredjuje se na osnovu sledece jednacine
1 1
Q= (— — —) Lecosa, (11.677)
Iy I

Sistem S’ vezan je za elipsoid i rotira zajedno sa njim. Koordinatne ose ovog sistema poklapaju
se sa velikim poluosama elipsoida, a koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom elipsoida
(pulsara). Koordinatne ose ovog sistema oznacio sam sa x;’, X,’ 1 x3’. Elipsoid (pulsar) rotira oko ose
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X3’ konstantnom ugaonom brzinom koju sam oznacio sa w. Moze se pokazati da se ugaona brzina w

odredjuje na osnovu sledece jednacine

L

w = A cosa (11.678)
3

Potrebno je povezati precesiono kretanje pulsara sa Ojlerovim uglovima. U tom cilju
modifikovao sam sliku 69 i dobio sam sliku 75.

Slika 75

Na slici 75 oznaCen je ugao a i vektor momenta impulsa. Moment impulsa pulsara je
konstantan vektor i usmeren je duz x; ose sistema S. Ugao a je ugao izmedju ose rotacije elipsoida
(pulsara) 1 vektora momenta impulsa (x5 ose sistema S). Ovaj ugao se tokom vremena ne menja.

Na slici 69 (slici 75) oznacio sam i tatku B. Ona se nalazi na osi x3’. Prilikom precesije pulsara
tatka B kre¢e se po kruznici konstantnom ugaonom brzinom. Ta ugaona brzina naziva se ugaona
brzina precesije, i 0znacio sam je sa w,,. Ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

dp
a)pr = E
Koris¢enjem jednacine (11.674) dobija se rezultat
L
Wpr = — (11.679)
I

Na osnovu jednacina (11.679) 1 (11.674) dobija se sledeca jednacina
f = wpt (11.680)
Analizirao sam slucaj slobodnog pulsara kod koga je ispunjen uslov (11.640). Koristio sam
Lagranzevu funkciju (jednacina (11.667)), 1 prezentovao sam odgovarajuce jednacine za Ojlerove
uglove. Sada ¢u analizirati sluc¢aj slobodnog pulsara kod koga je ispunjen uslov (11.641). Prilikom
transformacije jednacine (11.406) uveden je bezdimenzioni parametar €. On se odredjuje na osnovu
jednacine (11.408). Istakao sam da u literaturi postoje procene parametra €. Za slucaj slobodnog
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pulsara kod koga je ispunjen uslov (11.641) pokazao sam da se veli¢ine a i b malo razlikuju zbog male
vrednosti parametra € (jednacina (11.643).

Matrica tenzora inercije u slucaju kada je ispunjen uslov (11.640) odredjuje se na osnovu
jednacine (11.654). MoZe se pokazati da matrica tenzora inercije u slucaju kada je ispunjen uslov
(11.641) ima slede¢i oblik

M b? + c? 0 0
WO=%| 0 a?+c? 0 (11.681)
0 0 a? + b?

Pri dobijanju ovog rezultata koristi se isti postupak kao i u slu¢aju dobijanja jednacine (11.401).
Uveden je indeks C da bi se naznacilo da se koordinatni pocetak sistema S’ poklapa se sa centrom
elipsoida (pulsara).

Za matricu IHV(C) mogu se naci svojstvene vrednosti. Te veli¢ine nazivaju se glavni centralni
momenti inercije. Obelezio sam ih sa Iy, I, 1 I3. MoZe se pokazati da su dijagonalni elementi matrice
IMV(C) jednaki svojstvenim vrednostima. U skladu sa tim vaze sledece jednacine

M

L== 0 +c?) (11.682)
M

L=~ +c?) (11.683)
2M

Iy =—(a* +b?) (11.684)

Na osnovu ovih rezultata 1 Cinjenice da je pulsar slobodan (U = 0) jednacina (11.645) dobija
oblik

L. .. , L. . I, .
L== (Bsinasiny + dcosy) + 5 (Bsinacosy — dsiny) + > (Bcosa+7)  (11.685)

Jednacina (11.685) razlikuje se od jednacine (11.667). Na osnovu jednadine (11.667) i
primenom metoda analiticke mehanike odredjeni su Ojlerovi uglovi, odnosno moze se opisati
precesiono kretanje slobodnog pulsara. Medjutim i na osnovu jednacine (11.685) moze se dobiti da
slobodni pulsar vr$i precesiono kretanje. Da bi to obrazlozio koristi¢u jednacine (11.643), (11.682) 1
(11.683). Na osnovu jednacina (11.682) i (11.683) dobijam rezultat

M
L=l =7 (b -a) (11.686)

Zamenom jednacine (11.643) u jednacinu (11.686) dobijam rezultat
B Ma? l(z —107%)2 1]

L-L= 11.687
1727 5 |(241079)2 ( )

Na osnovu ovog rezultata vidimo da se velicine I; i I, zaista malo razlikuju. Primena jednacine
(11.685) u cilju odredjivanja kretanja slobodnog pulsara zahteva koriS€enje veoma sloZenih
matematickih funkcija. Medjutim zbog uslova koji je izrazen jednacinom (11.687) umesto jednacine
(11.685) moze se koristiti jednacina (11.667) za odredjivanje kretanje slobodnog pulsara. Kao
posledica toga dobijam da slobodni pulsar kod koga je ispunjen uslov (11.641) vrsi precesiono kretanje,
a Ojlerovi uglovi odredjuju se na osnovu jednacina (11.673), (11.680) 1 (11.676).

Sada ¢u odrediti ukupnu snagu gravitacione radijacije za slu¢aj pulsara kod koga je ispunjen
uslov (11.640). U tom slucaju pulsar vrsi precesiono kretanje. Takvo kretanje pulsara prikazano je na
slikama 69 1 75, a Ojlerovi uglovi odredjuju se na osnovu jednacina (11.673), (11.680) i (11.676).

Da bi odredio ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje pulsar potrebno je najpre
odrediti tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta. Komponente tenzora D, u sluc¢aju kontinualne

raspodele mase odredjuju se na osnovu jednacine (11.153). Najpre ¢u odrediti komponente tenzora D,
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u sistemu S’. Da bi naznaCio da se komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta
odredjuju u sistemu S’ uves¢u indeks S'. U skladu sa tim jednacina (11.153) dobija oblik

Dw)s = j Bxyxy = 1%8,) prdV (11.688)
Komponente ovog tenzora odredjuju se na osnovu sledecih jednacina
(D11)s = f(3x’1x’1 - (x,lz + x,22 + X’32))pde‘ (11.689)
(D12)s = (D21)s = j 3x'1X'3 pmdV” (11.690)
(D13)s = (D31)s = ] 3x'1%'3 pmdV” (11.691)
(D22)s = f(Bx'zx’z — (1% + 222 + x32)prdV (11.692)
(D23)s = (D32)s = j 3x'2X'3 pmdV” (11.693)
(D33)s = f(3x’3x'3 — (12 + 232 + x32) ppdV- (11.694)

Prilikom izracunavanja integrala (11.380-385) koristio sam generalisane sferne koordinate
(jednacine (11.386-388)). Da bi izraCunao integrale (jednacine (11.689-694)) koristi¢u sledecu formu
generalisanih sfernih kooordinata

x1 =alsinacosf (11.695)
x5, =alsinasinf (11.696)
x'3 =clcosa (11.697)

Veli¢ina [ moZe imati vrednosti od 0 do 1. Ugao @ moze imati vrednosti od 0 do 7, a ugao f§
moze imati vrednosti od 0 do 2m. Jakobijeva determinanta (Jakobijan) za slucaj ovih generalisanih
sfernih koordinata ima vrednost

|J| = a?cl?sina

Koristi¢i generalisane sferne kooordinate (jednacCine (11.695-697)) dobijam da integrali

(11.689-694) imaju sledece vrednosti

M

(Du)s = ¢ (@ —¢*) (11.698)
M

(D22)s = T (a* —c?) (11.699)
2M

(D33)s = T (c? —a?) (11.700)

(D12)s = (D21)s = (D13)s = (D31)s =0
Na osnovu jednacina (11.698) i (11.699) zakljucujem da su komponente (Dy;)s 1 (Dyy)s
jednake

(D11)s = (D22)s:
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Na osnovu ovih rezultata dobijam slede¢u matricu

(D11)s 0 0
Duv)s = 0 (D11)s 0 (11.701)
0 0 (D33)s

Prilikom odredjivanja ukupne snage gravitacione radijacije za slucaj pulsara prikazanog na slici
63 najpre sam odredio tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S’, a potom sam odredio
1 tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S (jednacina (11.396)). Tom prilikom
koriS¢ena je matrica rotacije (jednacina (11.395).

Kada se koriste Ojlerovi ugovi ukupna matrica rotacije odredjuje se na osnovu jednacine
(11.664)

R =C()A(x)B(B)

’1 0 0 ”cosﬁ sinf 0]

, odnosno jednacine (11.665)
cosy siny O
R =|—siny cosy 0||0 cosa sinal||—sinf cosB 0
0 0 1110 —sina cosa 0 0 1
Moze se pokazati da se tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S odredjuje na

osnovu sledece jednacdine

Dy, = R"(Dyy)s R (11.702)
Sa RT oznagena je transponovana matrica matrice R. Matrica RT odredjuje se na osnovu sledece
jednacine

RT = (CAB)T = BTATCT (11.703)
Zamenom jednacine (11.703) u jednacinu (11.702) dobijam
D,, = BTA"C"(D,,)sCAB (11.704)

Moze se pokazati da vazi sledeci rezultat
CT(DMV)S'C = (Duv)s'
Na osnovu ovog rezultata jednacina (11.704) postaje
D,, = BTA"(D,,)s.AB
Ako izvr§imo dalja matricna mnozZenja dobiemo komponente tenzora gravitacionog
kvadropolnog momenta u sistemu S. One se odredjuju na osnovu sledecih jednacina

Dy1 = (D11)s[cos?(B) + cos?(a)sin?(B)] + (D33)s sin?(a)sin?(B) (11.705)
Dy, = [(D11)s — (D33)s]sin?(a)cos(B)sin(B) (11.706)

D3 = —[(D11)s — (D33)s.]co s(a) sin(a) sin(B) (11.707)

Dy, = [(D11)s — (D33)s1sin?(a)cos(B)sin(B) (11.708)

Dyy = (D11)s[sin?(B) + cos?(a)cos?(B)] + (D33)s sin*(a)cos?(B) (11.709)
D,3 = [(D11)s — (D33)s]cos(a)sin(a)cos(B) (11.710)

D3y = —[(D11)s — (D33)s.]cos(a)sin(a) sin(B) (11.711)

D3y = [(D11)s — (D33)s.]cos(a)sin(a)cos(B) (11.712)

D33 = (D11)ssin?(a) + (D33)s.cos?(a) (11.713)

Komponente tenzora (D, )s mogu se povezati sa komponentama tenzora inercije, odnosno sa
glavnim centralnim momentima inercije. Jednacina (11.401) dobijena je za slucaj kada se veliCine a, b
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i ¢ medjusobno razlikuju, odnosno kada je ispunjen uslov (11.644). U slu¢aju kada je ispunjen uslov
(11.640) matrica tenzora inercije (IHV(C)) odredjuje se na osnovu jednacine (11.654). Za tu matricu
mogu se naci svojstvene vrednosti. Te veliine nazivaju se glavni centralni momenti inercije. ObeleZio
sam ih sa Iy, I, 1 I3. One se odredjuju na osnovu jednacina (11.655-657). Zbog vazZnosti jednacina
(11.655-657) za dalju analizu ponovo ih navodim

M
L = E(a2 + ¢?)

M
I, = —(a%+ c?)

5
2M
13 = ?az
Na osnovu jednacine (11.657) dobijam rezultat
51
2 3
=— 11.714
at =7 ( )
Na osnovu jednacina (11.714) i (11.655) dobijam rezultat
5 I
il 53) (11.715)
Zamenom jednacina (11.714) i (11.715) u jednacine (11.698-700) dobijam sledeée rezultate
(D11)s =13 — 1 (11.716)

(Dy2)s =131

(D33)s = 2(Iy — I3) (11.717)
Veli¢ine (D;1)s 1 (D,3)s jednake su. Moze se formirati razlika veli¢ina (Dq1)s 1 (D33)s.. Ona
1znosi
(D11)s — (D33)s = 3(I3 — I1) (11.718)
Ojlerovi uglovi odredjuju se na osnovu jednacina (11.673), (11.680) i (11.676). Zbog vaznosti
Ojlerovih uglova za dalju analizu ponovo ih navodim

CZ:().’O
B = wpt
y =0t

Zamenom jednacina (11.716-718), (11.673) 1 (11.680) u jednacine (11.705-713) dobijam
slede¢u formu komponenata tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S
Dy, (6) = (Is — I)[cos?(wprt ) + cos?(a)sin?(wy,t )] + 2(1; — I3)sin?(a)sin?(wp,rt ) (11.719)
Dy, (t) = 3(I3 — I)sin*(a)cos(wy,t )sin(wy,t) (11.720)
Dy3(t) = =35 — I1)cos (a)sin(a)sin(wp,t ) (11.721)
D,1(t) = 3(I3 — I1)sin?(a)cos(wy,t )sin(wy,t )

Dy, () = (Is — L) [sin?(wprt ) + cos?(@)cos?(wyt )] + 21y — I3)sin?(a)cos?(wp,rt ) (11.722)

Dy3(t) = 3(I5 — I)cos(a)sin(a)cos(wp,t ) (11.723)
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D34 (t) = =35 — I)cos(a)sin(a)sin(wyyt )
D3, (t) = 3(I3 — I)cos(a)sin(a)cos(wpyt )

D35 (t) = (I3 — I)sin?(a) + 3(I5 — I;)cos?(a) (11.724)
Vaze sledece jednacine
D15 (t) = Dy (8)

Dy5(t) = D34(t)

D,3(t) = D3, ()
Tenzoru gravitacionog kvadropolnog momenta moze se pridruziti sledec¢a matrica
D1;(t) Dy2(6) Dy3(0)
D,y = [D12(t)  Dap(t) Dy3(t) (11.725)
Di3(t) Da3(t) Ds3(t)
Ova matrica je simetri¢na.
Da bi izracunao ukupnu snagu gravitacione radijacije koju emituje pulsar potrebno je odrediti
vektor D. On se odredjuje na osnovu jednacine (11.151). U toj jednacini figurise jedini¢ni vektor 7.
Vektor 71 moze se izraziti na dva nadina (jednacina (11.220) i jednac¢ina (11.221)). Zbog vaznosti
vektora 71 za dalju analizu ponovo navodim te jednacine

7i = sinfcosyi + sinbsinyj + cosOk

n=n,l+n,j+ n,k
Uporedjivanjem jednacina (11.220) i (11.221) jednostavno je odrediti komponente vektora 7.
Istakao sam da se vektor 77 moze predstaviti u formi matrice kolone (jednacina (11.250) i
jednacina (11.251))
nx
nZ

sinfcosy
n= [sinesimp]
cos6
U dosadasnjem radu koristio sam jednacinu (11.251), ali ¢u sada koristiti jednacinu (11.250).

Vektor D takodje se moze predstaviti kao matrica kolona (jednacina (11.156)). Zamenom jednacina
(11.156), (11.725) 1 (11.250) u jednacinu (11.151) dobijam
D, (t) D11(t) Dip(8) Dyz()] [«
Dy(t)| = |D12(t) Dz2(t) Das(t) [ny]
D,(t) Di3(t) Dy3(t) Dsz(t)] M2
Ako izvr§imo matriéno mnozenje dobi¢emo komponente vektora D. Komponente vektora D
zavise samo od vremena. Potrebno je jednacinu (11.726) dalje transformisati, odnosno uvesti zavisnost
komponenata vektora od veli¢ine t —r/c

(11.726)
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[oxe=2] [Pue=0 Dufe=7) Dis(e=3)]
D, (t - g) =|Dy2 (t - g) Dy, (t — g) Dys(t — g) [ny]

D,(t=2)| [Dis(t=2) Dus(t=2) Dag(t—o) "
Z c 13 c 23 c 33 c

Potrebno je odrediti velic¢inu D (t —g) To je tre¢i izvod vektora D po vremenu. Nakon

diferenciranja dobijam slede¢i rezultat

r r r
D=2 [Du—2) Da-2) Dia- —)1

r rooo.. r
D, (t - E) =Dy (t — E) Dy, (t — E) D,s(t - ‘) [nJ/] (11.727)

r rooo.. r
| D.(t — E)J | D1a(t — Z) Dy3(t — E) Dy3(t - _)J
Komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S ve¢ sam odredio.
Tenzoru gravitacionog kvadropolnog momenta (D,,) pridruzio sam matricu (jednacina (11.725)). Tre¢i
izvodi komponenata tenzora D, po vremenu odredjuju se na osnovu sledecih jednacina

T 3 . s ] r
By (¢ - E) = 12(I5 — 1) (@p)*sin?(@)sin(2wpy (¢ =) (11.728)
r . r
B, (t - E) = ~12(15 — 1) (@pr)*sin*()cos (2w, (t =) (11.729)
r 3 3 . T
B (t - E) =5 (s = 1) (@pr)*sin(2a)cos (@pr (t = ) (11.730)
r _ ] r
Bz (t — E) = —12(I5 — 1) (@p)*sin* (@)sin(2wp (t =) (11.731)
T 3 3 . ] T
Biys (t - E) = 2 (s = 1) (0p)*sin(2a)sin(wpy (¢ =) (11.732)
Bigz (t — g) =0 (11.733)
Vazi i slede¢a jednacina
C C
U cilju jednostavnijeg zapisivanja jednacina uvesc¢u sledece skracenice
_ Tr
— r
B =Dyt~ (11.736)
— r
— Tr

Na osnovu jednacina (11.734) 1 (11.735) dobija se sledeci rezultat
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By (¢ - g) - _i (11.739)

Jednacina (11.727) transformiSe se koriS¢enjem jednacina (11.735-739) 1 jednacine (11.733), i
dobijam sledeci rezultat

r
D=2
T {1 B_ Q Ny
Dy(t - E) = Bi —-A D||My
r ¢ D ol
Dz(t - E)
Komponente vektora D (t - E) dobijaju se matri¢nim mnozenjem
r _ _ _
b (- E) = An, + Bn, + Cn, (11.740)
r _ _ —
By, (¢ - E) = Bn, — An,, + Dn, (11.741)
r _ _
b, (¢ - E) = Cn, + Dn, (11.742)

Ako se zameni vektor D (t — E) u jednacinu (11.227) i izvrsi integracija dobija se ukupna snaga

gravitacione radijacije koju emituje pulsar. Sada ¢u primeniti proceduru koju sam ve¢ koristio. Integral
koji se pojavljuje u jednacinu (11.227) predstavicu kao razliku dva integrala

j “5 (t- £)|2 ~|p( —E) : ﬁ|2] a0 =1 -1, (11.743)

, gde je R
I =f|D (t—;)| dQ (11.744)
I, =f|5(t—£)-ﬁ|2dﬂ (11.745)

Element prostornog ugla dQ u sfernim koordinatama odredjuje se na osnovu jednacine
(11.222).

Izracunacéu najpre integral /;. Komponente vektora D (t — E) odredjuju se na osnovu jednacina

(11.740-742). Zamenom komponenata vektora 5 (t — E) u jednacinu (11.744) dobijam
I = f[(/Tnx + Bn, + Cn,)? + (Bn, — An, + Dn,)? + (Cn, + Dny)?[dQ (11.746)

Nakon razvoja podintegralnog izraza u jednacini (11.746) 1 koriS¢enjem jednacina (11.442-444)
dobija se rezultat

L = J‘[Az(nxz +n,%) + B?(n, 2 + ny?) + C2(n, % + n,2) + D?(n,? + n,2)]d0
Ovaj integral odredjujem koris¢enjem jednacina (11.439-441) i dobijam sledeci rezultat
8m _ _ _ —
I = ?(AZ +B*+C?+D?) (11.747)

Preostaje da se uradi integral I,. U njemu figuriSe skalarni proizvod vektora D (t — g) in

= N _ _ _ — _ — _ —
D (t — E) n = (Anx + Bn,, + an)nx + (an —An, + Dnz)ny + (Cnx + Dny)nz
Zamenom ove veli¢ine u integral I, dobijam sledeci rezultat
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L = f[(ﬁnx + Bn, + Cn,)n, + (B, — Any, + Dn,)n, + (Cny + Dny)n,]” dQ (11.748)

Kada se razvije podintegralni izraz dobija se dosta sabiraka. Da bi se izracunao ovaj integral
mora se koristiti slede¢i rezultat

4r
f ninjnknl an = E(aijskl + ail(sjk + 6ik61j)

Kori$¢enjem ovog rezultata moze se pokazati da su slede¢i integrali razli€iti od nule

f tq0 =220 (11.749)
e T :

f sgq= 20 11.750

TLy - 15 ( . )
. _ 41

le n, d 0= 1—5 (11751)
a1

fnxznzzd Q=— (11.752)
15
s o _ 41

Kada se razvije podintegralni izraz u jednacini (11.748) i izvrsi integracija dobija se da su
slede¢i podintegralni ¢lanovi razliciti od nule

I, = f[ﬁznx‘* + A%n,* + 4D%n,%*n,? + 4C%n,*n,? — 24%n,’n,% + 4B?n,*n, 2] dQ
Ovaj integral se izracunava koriS¢enjem jednacina (11.749-753) 1 dobija se sledeci rezultat
16 _ - =
IZ =E(A2 +BZ +CZ +D2)
IzraCunao sam integrale 11 1 1,. Zamenom vrednosti tih integrala u jednacinu (11.743) dobijam
241 _ _ =
”|D t—— |D(t—— n|]dﬂ— e (A% +B2+C*+D?)

Ovaj rezultat najpre transformlsem koriS¢enjem jednacina (11.735-738), a potom dobijeni
rezultat dalje transformiSem koriS¢enjem jednaCina (11.728-730) i jednacine (11.732). Nakon tih
algebarskih transformacija dobijam sledeci rezultat

22 N2 r
| = _\.5 - 4 2
j“D (t c)| |D (t c) n| ]dQ (13 1,)? (wpr [144sm () + sm (20()]
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11 227) dobijam sledecu rezultat
2y
Ppem = ~ 75 —— (I3 — )? (wpr) [144sm4(a)+ smz(Za)] (11.754)

Sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje
pulsar odredjuje se na osnovu jednacine (11.754). Ova jednacina moze se napisati u obliku

Y 6[ . .
Prem = _6'4c_5(13 - Il)z(wpr) [sm“(a) + YY) smz(Za)]
, odnosno
14 6f . 1
Pyem = —6,4C—5(13 —1)*(wpr) [sm“(a) + asmz(Za)] (11.755)

Sa stanovista opSte teorije relativnosti ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar
odredjuje se na osnovu sledece jednacine
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2
p= —S—Cys(zl — 1,)2(Q)6sin? (a) [cos?(a) + 16sin?(a))] (11.756)
Jednacina (11.756) prezentovana je u knjizi [16]. Potrebno je dati napomenu u vezi veli¢ine Q
koja figuri$e u jednacini (11.756). U knjizi [16] intenzitet momenta impulsa oznacen je sa J, a veli¢ina
Q) odredjuje se na osnovu jednacine

a=1

I
Intenzitet momenta impulsa oznacio sam sa L. Ako uporedimo jednacinu na osnovu koje se
odredjuje velicina £, sa jednacinom (11.679) vidimo da su veli¢ine € i w,, identi¢ne. U skladu sa tim

jednacina (11.756) mozZe se napisati na slede¢i nacin

P= —%(11 - 13)2(wpr)6sin2(a)[cosz(a) + 16sin?(a)] (11.757)
Jednacina (11.757) moze se napisati u obliku
P= —6,42/—5 (I, — Il)z(wpr)6sin2 (a) [cosz(a) % + sin? (a)]
,odnosno
P= —6,4%5(13 - Il)z(wpr)6 [sin“(a) + %sin2 (Za)] (11.758)

Uporedjivanjem jednacina (11.755) 1 (11.758) vidimo da su identi¢ne.

Sada ¢u analizirati slucaj slobodnog pulsara kod koga je ispunjen uslov (11.641). Pokazao sam
da se u tom slucaju veli¢ine a i b malo razlikuju zbog male vrednosti parametra € (jednacina (11.643)).
Takodje sam pokazao da se zbog uslova koji je izrazen jednac¢inom (11.686) umesto jednacine (11.685)
moze koristiti jednacina (11.667) za odredjivanje kretanje slobodnog pulsara. Kao posledica toga
dobijam da slobodni pulsar kod koga je ispunjen uslov (11.641) vrsi precesiono kretanje, a Ojlerovi
uglovi odredjuju se na osnovu jednacina (11.673), (11.680) 1 (11.676).

U ovom slucaju izracunavanje ukupne snage gravitacione radijacije koju emituje pulsar sa
matematicke tacke gledista je komplikovano. Da bi odredio ukupnu snagu gravitacione radijacije koju
emituje pulsar potrebno je najpre odrediti tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta. Komponente
tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta u slucaju kontinualne raspodele mase odredjuju se na
osnovu jednacCine (11.153). Najpre ¢u odrediti komponente tenzora u sistemu S’. Da bi naznacio da se
komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta odredjuju u sistemu S’ uve$¢u indeks S'. U
skladu sa tim jednacina (11.153) dobija oblik

Duv)s = j Bxyxy = 1%8,) prdV (11.759)

U ovom slucaju koriste se generalisane sferne koordinate koje su odredjene jednafinama
(11.386-388). Nema potrebe ponavljati celokupnu matematicku proceduru odredjivanja komponenata
tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S’ jer je u principu to ve¢ uradjeno kada sam
odredjivao ukupnu snagu gravitacione radijacije za pulsar koji je prikazan na slici 63. Koristicu ve¢
dobijene rezultate (jednacine (11.389-392)), ali ¢u uvesti indeks S’ da bi naznacdio da su komponente
tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta odredjene u sistemu S’. Na osnovu jednacina (11.389-
392) dobijam sledece rezultate

2Ma? M,
2Mb?> M
(Dzz)s. - 5 - g (az + CZ) (11761)
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2Mc? 2M

(D12)s = (D21)s = (D13)s: = (D31)s = 0
Na osnovu ovih rezultata dobijam slede¢u matricu

(D11)s 0 0
(Dpy)s = 0 (D22)s 0 (11.763)
0 0 (D33)s

Komponente tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta mogu se povezati sa
komponentama tenzora inercije. Pokazao sam da u slucaju slobodnog pulsara kod koga je ispunjen
uslov (11.641) matrica tenzora inercije odredjuje se na osnovu jednacine (11.401). Velicine I;, I i I3
nazivaju se glavni centralni momenti inercije, i odredjuju se na osnovu jednacina (11.402-404).
Kori$¢enjem jednacina (11.389), (11.390), (11.402) 1 (11.403) dobio sam rezultat

D1y = Dyp = 3(I; — 1)
Obzirom da koristim indeks S’ ova jednaCina moZze se napisati u obliku
(D11)s — (D22)s =3I, — 1)

(Da2)s = (D11)s — 3y — 11) (11.764)
Vise puta sam istakao da se veliCine a i b malo razlikuju zbog male vrednosti parametra €
(jednacina (11.643)). Kao posledica male razlike izmedju veli¢ine a i b dobio sam jednacinu (11.412).
Zamenom jednacine (11.412) u jednacinu (11.764) dobijam
(D22)s = (D11)s — 3¢l3
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.763) dobijam

, odnosno

(D11)s 0 0
(Duv)s' = 0 (D11)s —3e(y — Iy) 0
0 0 (D33)s
, odnosno
(D11)s 0 0 0 0 O
Dw)s = 0 (D11)s 0 — 3¢l [O 1 O] (11.765)
0 0 (D33)s. 0 0 O

Ovakav nacin zapisivanja matrice ima pogodnosti za dalju analizu. Matrica (D,,)s moZze se
predstaviti kao zbir dve matrice

Du)s = Dw)s 1+ Dw)ds 2 (11.766)
Na osnovu jednacina (11.765) i (11.766) dobijam
(D11)s. 0 0
Dpv)s 1 = 0 (D11)s 0 (11.767)
0 0 (D33)s

0 0 O
(Dpv)s 2 = —3¢&l3 [0 10 (11.768)

0 0 O

Ukupna matrica rotacije odredjuje se na osnovu jednacine (11.664)

R =C()A(@)B(B)
Il 0 0 ] [ cosf  sinf O]

, odnosno jednacine (11.665)
cosy siny O
—siny cosy O
0 0 1

R = 0 cosa sinal||—sinf cosp 0

0 -—sina cosa 0 0 1
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Da bi odredio tenzor gravitacionog kvadropolnog momenta u sistemu S koristim jednacdinu
(11.702), a matrica RT odredjuje se na osnovu jednacine (11.703). Zamenom jednadina (11.765) i
(11.703) u jednacinu (11.702) dobijam

(D1)s 0 0 0 0 0
D,, =BTATCT| 0 (D11)s 0 |CAB-3el3BTATCT|0 1 0|CAB (11.769)
0 0 (D33)s 0 0 O
Matrica D, mozZe se predstaviti kao zbir dve matrice
Dyy =Dyy1 + Dy (11.770)
Na osnovu jednacina (11.769) i (11.770) dobijam
(D11)s 0 0
Dy, = BTATCT| 0 (D11)s 0 CAB (11.771)
0 0 (Ds3)s
0 0 O
Dy, = —3elbBTATCT|0 1 0|CAB (11.772)
0 0 O
Koris¢enjem jednacina (11.767) i (11.768) matrice D, 1 1 Dy, , mogu se napisati i na sledeci
nacin
Dyy1 = BTATCT(D,y)s 1CAB (11.773)
Dyy2 = BTATCT(D,y)s 2CAB (11.774)

Sada ¢u prezentovati odredjene rezultate koje ¢u koristiti u daljem radu. Kretanje pulsara kod
koga je ispunjen uslov (11.641) prikazano je na slikama 69 i 75. Pulsar rotira oko ose x5’ konstantnom
ugaonom brzinom koju sam oznacio sa w. Ona se odredjuje na osnovu jednacine (11.678). Ojlerov
ugao Yy moze se povezati sa ugaonom brzinom w na slede¢i nacin. Deobom jednacine (11.677) sa
jednacinom (11.678) dobijam rezultat

I
Q=w (1 - 1—3) (11.775)
1
Zamenom jednacine (11.775) u jednacinu (11.676) dobijam
I
Y = wt (1 - 1—3) (11.776)

1
Povezao sam ugaonu brzinu rotacije pulsara oko ose x5’ sa Ojlerovim uglom y. U dosadasnjem

tekstu istakao sam da periodi rotacije otkrivenih pulsara pripadaju intervalu od 0,00139 sekundi (PSR
J1748-2446 ad) do 11,77894 sekunde (PSR J1841-0456). Pulsar PSR J1748-2446 ad napravi oko 719
obrtaja u sekundi. Na osnovu ovih vrednosti o periodima rotacije pulsara zakljucujem da pulsari imaju
velike ugaone brzine rotacije.

Ojlerov ugao f odredjuje se na osnovu jednacine (11.680). U toj jednacini figuriSe ugaona
brzina precesije pulsara (w,,). Potrebno je dati numericke vrednosti za ovu velic¢inu. Potrebno je
najpre da se podsetimo da pulsari mogu biti slobodni, ali se mogu nalaziti 1 u binarnim zvezdanim
sistemima. Postoje binarni sistemi koji se sastoje od pulsara i neke zvezde koja nije pulsar. Astronomi
su otkrili binarne sisteme koji se sastoje od dva pulsara. Primer takvog binarnog sistema je PSR J0737-
3039A/B.

Kada se zvezde (pulsari) nalaze u binarnim sistemima moZze do¢i do njihovog precesionog
kretanja. Prilikom precesionog kretanja osa rotacije zvezde (pulsara) opisuje konus. Na osnovu opste
teorije relativnosti predvidjena je pojava precesije zvezda u binarnim sistemima.

Za proucavanje efekta precesije korite se pulsari zbog svojih specifi¢nih karakteristika. Pulsari
emituju radio talase, a periodi rotacije pulsara se izuzetno precizno mere. Primer binarnog sistema koji
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se sastoji od dva pulsara je PSR J0737-3039A/B. Prouc¢avanjem ovog binarnog sistema utvrdjeno je da
ugaona brzina precesije jednog od pulsara iznosi 4,47° po godini, odnosno
w,r = 4,47°/godina
Ovaj rezultat je u dobroj saglasnosti sa predvidjanjima opSte teorije relativnosti. Na osnovu
ovog rezultata zaklju¢ujemo da je ugaona brzina precesije mnogo manja od ugaone brzine w, odnosno
Wpr K @ (11.777)
Na osnovu jednacina (11.413) 1 (11.755) moze se izvesti zaklju¢ak da ukupna snaga
gravitacione radijacije veoma zavisi od odgovarajuce ugaone brzine.
Potrebno je prezentovati i pojedine rezultate o diferenciranju matrica. Kao primer uze¢u matricu
A ¢&ije su sve komponente funkcije vremena
A= a11(t)  ap(t)
az1(t)  az(t)
Matrica A se diferencira po vremenu tako S§to se svaka komponenta matrice diferencira po
vremenu

d d
dA Eau(t) a2t 2 ®)
dt |d d
Ean(t) ;%22 ®)
Uvesc¢u u analizu 1 matricu B. Sve njene komponente takodje su funkcije vremena
B = [b11(t) by, (t)
by1(t)  baa(t)
Izvod matrice B po vremenu odredjuje se na osnovu sledece jednacine

d d
dB _ Ebn(t) Ebu(t)

dt  |d d
Ebm(t) %bzz(t)
Neka je matrica C jednaka zbiru matrica A1 B

C=A+B

Jednostavno je pokazati da se izvod matrice C po vremenu odredjuje na osnovu sledece
jednacine

dC _dA dB

—_—=—+— (11.778)
dt dt dt
Mozemo analizirati i izvod proizvoda matrica. Neka je matrica D jednaka proizvodu matrica A i
B
D =AB
Izvod matrice D po vremenu odredjuje se na osnovu sledece jednacine
dD dA dB

Uocava se formalna sli¢nost jednacine (11.779) sa izvodom proizvoda dve skalarne funkcije.
Uvesc¢u sada u analizu 1 matricu E. Sve njene komponente takodje su funkcije vremena
E= e11(t) ex(t)
e21(t)  exa(t)
Neka je matrica F jednaka proizvodu tri matrica
F = ABE
Izvod matrice F po vremenu odredjuje se koris¢enjem jednacine (11.779)
d—F— d(AB)E+ AB d—E
dt  dt “4B) ¢

, odnosno
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dF—dABE+AdBE+ABdE 11.780
dt  dt dt dt (11.780)

Uocava se formalna sli¢nost jednacine (11.780) sa izvodom proizvoda tri skalarne funkcije.

Ako je neka matrica X jednaka proizvodu cetiri ili viSe matrica, njen izvod po vremenu
odredjuje se primenom predhodno opisane procedure.

Mogu se definisati i visi izvodi matrice po vremenu. Na primer drugi izvod matrice A po
vremenu odredjuje se na osnovu sledeée jednacine

d? d?
d2A Fan(t) ﬁau(t)
F“m(t) ﬁazz(t)

Sada ¢u uporediti jednacinu (11.701) sa jednacinom (11.767). Ovim jedna¢inama odredjene su
dve matrice. Postoji sli¢nost izmedju ovih matrica. Obe matrice su dijagonalne, i njihovi matri¢ni
elementi su konstantne veliCine. Kod matrice (Dy,)s. koja je odredjena jednacinom (11.701) prva dva
¢lana na dijagonali jednaka su. I u slu¢aju matrice (D, )s. 1 prva dva €lana na dijagonali jednaka su.

Za slucaj pulsara kod koga je ispunjen uslov (11.640) tenzor gravitacionog kvadropolnog
momenta u sistemu S odredjuje se na osnovu jednacine (11.702). Pokazao sam da se komponente
tenzora Dy, u ovom slucaju odredjuju na osnovu jednacina (11.705-713). Komponente tenzora D, ne
zavise od Ojlerovog ugla y. Jednacina (11.776) povezuje ugao y i ugaonu brzinu w. U skladu sa tim na
osnovu jednacina (11.705-713) i jednacine (11.776) zaklju¢ujem da komponente tenzora D, ne zavise
od ugaone brzine w. Treci izvodi komponenata tenzora D,, po vremenu odredjuju se na osnovu
jednacina (11.728-733). Sve ove komponente zavise od treeg stepena ugaone brzine precesije, ali
ugaona brzina precesije kod realnih fizi¢kih sistema ima malu vrednost. Kao primer uzeo sam binarni
sistem PSR J0737-3039A/B. Kod ovog binarnog sistema utvrdjeno je da ugaona brzina precesije
jednog od pulsara iznosi 4,47° po godini.

Prezentovane rezultate koristi¢u prilikom analize matrice Dy, ;. Ona se odredjuje na osnovu
jednacine (11.771). Zbog vaznosti ove matrice za dalju analizu ponovo je navodim

(D11)s: 0 0
Duv 1= BTATCT O (Dll)S' 0 CAB
0 0 (D33)s:
Kori$¢enjem jednacina (11.660) 1 (11.767) dobija se rezultat
(D11)s: 0 0 (D11)s 0 0
o (D11)s 0 |c=| O (D11)s 0
0 0 (D33)s. 0 0 (D33)s:.

, odnosno
CT(D;N)S' 1C = (DHV)S’ 1
Zamenom ove jednacine u jednacinu (11.773) dobijam
Dyy1 = BTAT(D,y)s 1AB (11.782)
Komponente matrice D, ; ne zavise od ugla y odnosno od ugaone brzine w. Podsetimo se da
su veli¢ine y i w povezane jednac¢inom (11.776).
Ako se izvrSe matri¢na mnozenja u jednacini (11.782) dobijaju se komponente tenzora Dy, ¢

(D11)1 = (D11)s[cos?(B) + cos?(a)sin*(B)] + (Ds3)s.sin*(a)sin?(B)
(D12)1 = [(D11)s — (D33)s]sin®(a)cos(B)sin(B)
(D13)1 = —[(D11)s: — (D33)s.]co s(a) sin(a) sin(p)
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(D21)1 = [(D11)s. — (D33) s ]sin® (@)cos(B)sin(p)
(D22)1 = (D11)s[sin*(B) + cos?(a)cos?(B)] + (Ds3)s.sin’(a)cos? ()
(D23)1 = [(D11)s — (D33)s]cos(a)sin(a)cos(B)
(D31)1 = —[(D11)s. — (D33)s]cos(a)sin(a) sin(B)
(D32)1 = [(D11)s. — (D33)s]cos(a)sin(a)cos(B)

(D33)1 = (D11)ssin*(a) + (D33)s.cos?(a)

Pri dobijanju ovih rezultata mogu da se iskoriste jednacine (11.705-713), jer postoji formalna
slicnost izmedju matrice (D, )s. 1 matrice (D, )s. 1. Matrice (Dyy)s. i (Dyy)s 1 0dredjuju se na osnovu
jednacina (11.701) i (11.767) respektivno.

Mogu se odrediti i tre¢i izvodi komponenata tenzora Dy, 1 po vremenu. Medjutim svi treci
izvodi komponenata tenzora D,,; po vremenu zavise od treCeg stepena ugaone brzine precesije
(wpy?). Ovo se moze simbolicki napisati na slede¢i nacin

Dyy1~wp,> (11.783)
Istakao sam da ugaona brzina precesije kod realnih fizickih sistema ima malu vrednost.

Analizirao sam i matricu Dy, , i odredio sam tre¢e izvode komponenata matrice D, po
vremenu. Ti rezultati bi¢e prezentovani u daljem tekstu. Pokazuje se da su svi tre¢i izvodi komponenata
matrice D, , po vremenu proporcionalni treem stepenu ugaone brzine. To se moze simbolicki napisati
na slede¢i nacin
Dy o~w? (11.784)

Uporedimo sada jednacine (11.783) i (11.784). Obzirom da je ugaona brzina w mnogo veca od
ugaone brzine precesije dobijam sledeci uslov

Dyva > Dyys (11.785)
Komponente matrice Euv , mnogo su vece od komponenata matrice Euv 1. To ima za posledicu

da kada se razmatra ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar kod koga je ispunjen
uslov (11.641) matricu Dy, ; u jednacini (11.770) mogu zanemariti i dobijam slede¢i rezultat

Dyy = Dyy 2 (11.786)

U predhodnom tekstu konstatovao sam da su svi tre¢i izvodi komponenata matrice Dy, , po

vremenu proporcionalni tre¢em stepenu ugaone brzine. Potrebno je to dokazati. Matrica D, , odredjuje
se na osnovu jednacine (11.772). Zbog vaznosti ove matrice za dalju analizu ponovo je navodim

0 0 O
Dy, = —3eBTATCT|0 1 0|CAB
0 0 O
Koris¢enjem jednacine (11.660) moze se dokazati sledeca jednacina
0 00 sin?(y) —sin (y)cos (y) 0
CT10 1 0[C=|=sin(y)cos (¥) cos?(y) 0
0 0 O 0 0 0
Zamenom ovog rezultata u jednacinu (11.772) dobijam
sin?(y) —sin (y)cos (y) 0
Dyyo = —3el3BT A" | —sin (y)cos (¥) cos?(y) 0|AB (11.787)
0 0 0
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Komponente tenzora D, , zavise od ugla y. Na osnovu jednacine (11.676) dobijam sledeci
rezultat

sin?(Qt) —sin (Qt)cos (Qt) 0
Dy, = —3el3BTAT | —sin (Qt)cos (Qt) cos?(Qt) 0|AB (11.788)
0 0 0

Matrica B odredjuje se na osnovu jednacine (11.658). Pojedini matri¢ni elementi matrice B
zavise od ugla f. Promena ugla f# sa viemenom odredjuje se na osnovu jednacine (11.680). Obzirom
da uglovi B iy zavise od vremena zakljuCujem da pojedine komponente tenzora D,, , zavise od

vrémena.
r

MoZe se uvesti zavisnost komponenata tenzora D,,, od veliine ¢ - U skladu sa tim
jednacina (11.788) dobija oblik
r
D;w Z(t - E)
r r r
[ sin*(Q(t =) =sin (Q(t — 2))cos (2t =) 0]
= — TAT T T r
3el;B°4 [—sin (2t = H)cos (At - 1)) cos*(@(t - 1)) 0 JAB (11.789)
0 0 0

Potrebno je odrediti tre¢i izvod komponenata tenzora D, , po vremenu. Da bi se to postiglo
mora se izvrsiti diferenciranje proizvoda matrica koje figuriSu na desnoj strani jednacine (11.789). O
diferenciranju matrica bilo je re¢i u dosadasnjem tekstu.

Na osnovu jednacine (11.673) zakljuCujem da su svi matri¢ni elementi matrice A konstantne
veli¢ine. To ima za posledicu da je izvod matrice A po vremenu jednak nula matrici.

Ako bi odredio treé¢i izvod proizvoda matrica koje figuriSu na desnoj strani jednacine (11.789)
dobio bi veci broj sabiraka. Najbitniji sabirak koji figuriSe u toj sumi je sledec¢i

1 s (ale-h) ~sin(a(c=1))eos(a(e-1)) o

d
—3€I3BTAT - r r r )AB
de3|_ i - —Z 2 —Z
sin (.(2 (t c)> cos <.(2 (t c)> cos (.(2 (t c)> 0
s 0 0 0-
Nakon diferenciranja dobijam slede¢i rezultat
o T ) , 7 ]
4 sin (29 (t C)) 4(~1 + 2cos? 0 (¢ C) ) 0
—3el3BTAT ()3 AB (11.790)

4(—1 + 2cos? (.(2 (t- £)>) 4sin (29 (t- g)) 0

s 0 0 0-
Ovaj sabirak je najbitniji jer u njemu figuriSe veli¢ina (2)3. Ako bi odredio tre¢i izvod
proizvoda matrica koje figuriSu na desnoj strani jednacine (11.789) dobio bi ¢lanove koji sadrze
veliine .Qza)pr, .(Z(a)pr)2 1 (a)pr)3. Istakao sam da ugaona brzina precesije ima malu vrednost. 1z tog
razloga ¢lanove koji sadrze veli¢ine .()prr, .(Z(a)pr)2 i (wpr)3 zanemarujem, i ostaje samo ¢lan koji se
odredjuje na osnovu jednacine (11.790). U skladu sa ovom aproksimacijom dobijam slede¢i rezultat
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ﬁuv Z(t - g)
—4sin <2:2 (t - g))
4(—1 + 2cos? <n (t- £)>)

0

= —3e,BTAT ()3

Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacine (11.775) 1 dobija se slede

3
1_3) BTAT
I

By 2 (t —g) = —12¢el0° (1 -7

4(—1 + 2cos? (.(2 (t- -

4sin <2!2 (t- g))

0

r))) N

0
0

— sin (212 (t- g)) —1 + 2cos? <!2 (t- g)) 0

AB

¢i rezultat

AB (11.791)

0

—1 + 2cos? ({2 (t- g))

sin (2{2 (t- E))

0

0

04

Odredio sam tre¢i izvod tenzora gravitacionog kvadropolnog momenta po vremenu. Na osnovu
jednacine (11.151) dobijam jednacinu
D, (t=2) = B (e -1) (11.792)
2 c uv 2 c '
Jedini¢ni vektor 77 moze se izraziti na dva nacina (jednac¢ina (11.220) i jednacina (11.221)).
Istakao sam da se vektor 7 moZe predstaviti u formi matrice kolone (jednac¢ina (11.250) i jednacdina

—

n

(11.251)). I vektor 52 (t - E) moze se predstaviti u formi matrice kolone

[Beate =]

5 r r
D, (t - E) =|Dy2t =) (11.793)
r
Dzz(t - E)
Zamenom jednacina (11.793), (11.791) 1 (11.250) u jednacinu (11.792) dobijam
r
Dy o(t —=
xZ( C) ; 5
r 3
Dy Z(t — E) = —12813(1)3 (1 — E) BTAT
r
[Dz Z(t - E)J
g _r _ 2 _r ]
sin (212 (¢ C)) 1+ 2cos? (0t C) o
r r AB |1y (11.794)
— 2 - i S
1+ 2cos (.Q (t c)> sin (2.(2 (t c)> 0 n,
0 0 0-

Da bi se odredila ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar potrebno je odrediti

komponente vektora 52 (t — E), a potom primeniti jedna¢inu (11.227). Na osnovu jednacine (11.794)
mogu se odrediti komponente vektora 52 (t — E) Medjutim procedura odredjivanja komponenata

vektora D, (t — =) je sa matematicke tacke gledista veoma kom likovana, jer u izrazu na desnoj strani
2 2)J] g p J )
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jednacine (11.794) figuriSe proizvod Sest matrica. Medjutim i pored matemati¢ke sloZenosti problema
moze se proceniti ukupna snaga gravitacione radijacije koju emituje pulsar.

Koris¢enjem komponenata vektora 52 (t — E) jednacina (11.227) moze se napisati na sledeci
nacin
Y Ty, Ty T,
Prem = =5 | | D2t =222 + By 2t =) + Dot =)
r r r 5
= Dy (= =) o+ By ot = Dny + Dy p (6= Dny)?| 2 (11.795)
Ova jednacina moze se dalje razviti, odnosno moze se na¢i kvadrat slede¢eg ¢lana

Tr r Tr
Bz (2 _E) ne 4 Dy 5 (¢ = Dy + Dy p (=,
T

Na osnovu jednacine (11.794) sledi da je svaka komponenata vektora 52 (t - —)

c

I3

el w3 (1 — —3)
I

proporcionalna slede¢oj skalarnoj veli¢ini

Tu veli¢inu oznaci¢u sa S

I 3
S = elywd (1 - —3)
Il

Ako se zameni svaka komponenta vektora D, (t —E) u jednacini (11.795) onda se ispred

integrala moze izvuci kvadrat skalarne velic¢ine S. Na osnovu ove analize sledi da je ukupna snaga
gravitacione radijacije koju emituje pulsar proporcionalna veli¢ini 2, odnosno

16

21,208 (1 _ 1—3) (11.796)
1

Ako se uporedi ova jednacina sa jedna¢inom (11.413) uocava se slicnost. Na osnovu jednacine

(11.413) odredjuje se ukupna snaga gravitacione radijacije za slucaj pulsara prikazanog na slici 63.

U ovom poglavlju prezentovano je dosta jednaina. Iz tog razloga potrebno je najbitnije
rezultate predstaviti tabelarno. Tabela se sastoji od dve kolone. U prvoj koloni bi¢e dati pojedini
rezultati OpSte teorije relativnosti, a u drugoj koloni bi¢e dati pojedini rezultati iz
gravitoelektromagnetizma. Ovaj tabelarni prikaz omoguc¢uje nam brzu preglednost dobijenih rezultata.

By

Opsta teorija relativnosti Gravitoelektromagnetizam

32 y*mi?m,?(my +my)

p 32 y4m12m22(m1 + m;)

P
5 ca’s gem 5 c5a’

32yt m,Pmy % (my+my,) P - 32y* m,*my* (m,+my)
- 5 c5a5 f(e) gem — 5

P fgem(e)

cSad

F@) = (1422 +aret) (1 - )72 fom(€) = (1+ 0,531 (1 - €577/
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L2l mm Doy |
T 5 ¢5 (m,+my)V3 2 T 9™
96y°/3 mym, T _8/3 ©
= 5 C5 (mp + mn)1/3 (Zn_) fgem e
da 64 3 da 64 y3
(E) = _?ﬁmpmn(mp'kmn)f(e) (E)gem = _?mmpmn(mp'l'mn)fgem(e)
}/2/3 T \"5/3 Ap )/2/3 T \"5/3
o=3 () rmpra-en | E=sl () my4m) P - e
32ye?ly5%w® 32ye?l332w®
-5 5 gem = "5 T 5
A 5c5ay* A 5c5ay*
koal = 256y3m,m,(my + m,) koal = 256y3m,m,(my + m,)
t t
a(t) = ao(1 - A a(t) = ao(1 - A
tkoal zl:koal
_ y(m; + my) 1 w = y(my + my) 1
W (1- s W (1
tkoal tkoal
1 Jy(my +my) 1
Vgr = & (1t s b 1 Jy(mg +my) 1
tkoal gt T a03 (1 _ t )3/8
t
koal
|4 6 . 14 6 .
P= —6,4C—5(13 —1)*(wpr) [SLn4(a) Pjem = —6,4C—5(I3 — 1)*(wpr) [sm“(a)
+— sin?(2a)| +— sin?(2a)|
oS’ (2a oS’ (2a
Tabela 4

321




12. Povecanje astronomske jedinice

Za merenje rastojanja (daljine) u astronomiji koriste se sledece astronomske jedinice za daljinu:
astronomska jedinica, svetlosna godina i1 parsek. Svetlosna godina se od strane profesionalnih
astronoma veoma retko koristi. Parsek je povezan sa astronomskom jedinicom, jer parsek je definisan
kao rastojanje sa koga se poluprecnik Zemljine orbite oko Sunca vidi pod uglom (paralaksom) od jedne
luéne sekunde.

Astronomska jedinica je veoma pogodna za merenje rastojanja u Sunc¢evom sistemu. Skracenice
koje se najceS¢e koriste za astronomsku jedinicu su “au” ili "AU”. U daljem radu ja ¢u koristiti
skra¢enicu AU. Definicije i vrednosti astronomske jedinice tokom razvoja astronomije menjale su se.
Problem evolucije pojma i vrednosti astronomske jedinice posmatrajmo hronoloski. Iz tog razloga
zadrzimo se najpre na pocetnoj definiciji da je astronomska jedinica jednaka srednjem rastojanju
izmedju Sunca 1 Zemlje. Zemlja se kre¢e po elipticnoj putanji. Trenutno rastojanje izmedju Sunca 1
Zemlje odredjuje se na osnovu jednacine (7.15). U ovoj jednalini sa a oznaCena je velika poluosa
elipse, a sa e oznacen je ekscentricitet elipse. Srednje rastojanje izmedju Sunca i Zemlje odredjuje se
na osnovu sledece jednacine

(ry=a (1 + ;) (12.1)

U daljem radu bice reci o definisanju astronomske jedinice koriS¢enjem Gausove gravitacione
konstante (k).

Sve do 1961 godine merenja u astronomiji, a samim tim i odredjivanje vrednosti astronomske
jedinice zasnivala su se na opti¢kim metodama. Od 1961 godine poceli su da se koriste radio talasi za
odredjivanje rastojanja, i relativnih brzina objekata u Suncevom sistemu. Ove radiometrijske metode
zasnivale su se na odbijanju radio talasa od povrSine planeta (astronomskih objekata). Za odredjivanje
rastojanja izmedju Zemlje i planeta koriste se podaci svemirskih misija Viking i Pathfinder. U novije
vreme koriste se 1 podaci dobijeni od satelita koji orbitiraju oko Marsa, kao i podaci dobijeni od
istrazivackih rovera koji se nalaze na povrSini Marsa. Koris¢enjem ove savremene tehnologije
postignuta je izuzetno visoka preciznost u odredjivanju rastojanja izmedju Zemlje i pojedinih planeta u
Suncevom sistemu.

Astronomi G.A. Krasinsky 1 V.A. Brumberg u svom nau¢nom radu konstatovali su da dolazi do
povecanja astronomske jedinice tokom vremena. Oni su dali slede¢i rezultat

d
—AU=15+3 — .
AU =15+3 — (12.2)

Na osnovu ove jednacine zakljucujemo da se za 100 godina (1 vek) astronomska jedinica
poveca za oko 15 metra.
Astronom E.M. Standish izvrSio je nezavisnu analizu podataka 1 dobio je sledeéi rezultat

d AU =742 m 12.3
e’ vek (12:3)
U radu [17] navedeno je da je astronom E.V. Pitijeva dobila sledeéi rezultat
d m
—AU =5 — 12.4
dt vek ( )

U radu [17] navode se i najnoviji rezultati dobijeni od JPL (Jet Propulsion Laboratory). Oni su
dobili slede¢u vrednost za povecanja astronomske jedinice tokom vremena

d
—AU=7+2 — 12.5
dt ek ( )
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Ako se zaista povecava astronomska jedinica tokom vremena, onda se povecava i rastojanje
izmedju Zemlje 1 Sunca. Ovi rezultati o povecanju astronomske jedinice sa vremenom privukli su
paznju pojedinih istrazivaca, i predlozena su pojedina objaSnjenja. Trazi se uzrok ove pojave, ali ve¢ina
istrazivaCa smatra da uzrok povecanja astronomske jedinice ima kosmolosko poreklo.

Ja ¢u sa stanovista gravitoelektromagnetizma dati objaSnjenje povecanja astronomske jedinice.
Medjutim moram napomenuti da bi se izvrSila potpunija analiza potreban je veci broj podataka od
podataka koji su dati jednacinama (12.2-5).

Istakao sam da se astronomska jedinica moze definisati i koris¢enjem Gausove gravitacione
konstante (k). Tre¢i Keplerov zakon moze se povezati sa Gausovom gravitacionom konstantom.
Matematicka forma treceg Keplerovog zakona odredjena je jednacinom (7.48). Na osnovu ove
jednacine dobija se rezultat

a3
Y M;

Gausova gravitaciona konstanta (k)povezana je sa gravitacionom konstantom (y) slede¢om
jednacinom

T =2n

(12.6)

k=r (12.7)
Na osnovu jednacina (12.6) 1 (12.7) dobija se rezultat
L 12.8
- T MS ( " )

Gausova gravitaciona konstanta ima brojnu vrednost i odgovaraju¢u mernu jedinicu. Jednacine
(12.6) 1 (12.8) imaju veliku primenu u astronomiji. U ovim jednac¢inama period rotacije planete oko
Sunca oznacen je sa T, a velika poluosa elipse oznacena je sa a. Prilikom primene jednacine (12.8) ne
koristi se SI sistem ve¢ se uzima da je jedinica za vreme srednji Suncev dan, a jedinica za rastojanje je
astronomska jedinica. Jedinica za masu je masa Sunca. Masa Sunca se obi¢no obelezava sa M. Treba
napomenuti da je srednji Suncev dan jednak 86400 ST sekundi, odnosno

d = 86400 s

Brojna vrednost Gausove konstante iznosi 0,01720209895. Koris¢enjem jednacine (12.8),
brojne vrednosti Gausove konstante i mernih jedinica za vreme, duzinu i masu moze se definisati
astronomska jedinica. Astronomska jedinica je radijus kruzne neperturbovane putanje po kojoj se krece
telo zanemarljive mase oko Sunca, a vreme (T) koje je potrebno ovom telu da opise kruznu putanju
iznosi

T =2m/0,01720209895 d (12.9)
Na osnovu navedene definicije za astronomsku jedinicu dobijaju se sledeci rezultati
a=AU (12.10)
Mg = M, (12.11)
Zamenom jednacina (12.9-11) u jednacinu (12.8) dobija se Gausova gravitaciona konstanta
k = 0,01720209895 (AU)%/2(M5)~Y/2(d)~! (12.12)

Medjutim postoji problem sa Gausovom gravitacionom konstantom. Na osnovu jednacine
(12.8) zakljucujemo da Gausova gravitaciona konstanta zavisi od mase Sunca. Masa Sunca smanjuje se
zbog emisije elektromagnetne radijacije 1 solarnog vetra. Ovaj gubitak mase delimi¢no se kompenzuje
usled padanja medjuplanetarne prasine, meteorita, asteroida i kometa na Sunce.

Postoje teorijske analize zasnovane na klasi¢noj mehanici koje se bave kretanjem planeta, a
koje uzimaju u obzir smanjenje mase Sunca. Na osnovu tih teorijskih analiza dobijeno je da se velika
poluosa elipti¢ne putanje planete povecava tokom vremena. Ovaj rezultat mogao se ocekivati, jer usled
gubitka mase Sunca smanjuje se gravitaciona sila koja deluje na planetu, i dolazi do povecanja
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rastojanja izmedju planete i Sunca. Uzmimo u razmtranje Zemlju. Usled smanjenja mase Sunca
povecava se rastojanje izmedju Zemlje 1 Sunca, odnosno povecava se astronomska jedinica.

Prilikom definisanja astronomske jedinice moraju se uzeti u obzir i relativisticki efekti. Ako bi
se dinamika SunCevog sistema analizirala sa stanoviSta teorije relativnosti onda bi definicija
astronomske jedinice bila veoma kompleksna. Vidimo da definisanje astronomske jedinice nije
jednostavan zadatak. Medjutim Medjunarodna Astronomska Unija je 2012 godine donela zakljucak da
astronomska jedinica ima slede¢u vrednost

AU = 149597870700 m (12.13)

Astronomska jedinica se izraZzava u metrima, a metar je u SI sistemu definisan kao rastojanje
koju svetlost predje za 1/299792458 delova sekunde. Ovako definisana astronomska jedinica nije
povezana sa Masom Sunca.

Masa Sunca smanjuje se tokom vremena. U unutrasnjosti Sunca odvijaju se termonuklearne
reakcije, 1 ono emituje elektromagnetnu radijaciju. Sunceva (radijativna) luminoznost ima slede¢u
vrednost

Lo =3,828-10%° W

Sunceva (radijativna) luminoznost varira u toku vremena, i te varijacije su na nivou + 0,1 %
vrednosti L . Pored radijativne luminoznosti Sunca postoji i neutrinska luminoznost. Vrednost
Sunceve neutrinske luminoznosti iznosi 0,023 L. Zbog termonuklearnih reakcija i emisije neutrina
smanjuje se masa Sunca, ali masa Sunca smanjuje se i zbog Suncevog vetra. Procenjuje se da 95 %
Suncevog vetra Cine protoni, 4 % Cine jezgra helijumovih atoma, a manje od 1 % cCine jezgra atoma
drugih elemenata. Smanjenje mase Sunca zbog Suncevog vetra je tri puta manje nego smanjenje mase
Sunca zbog termonuklearnih reakcija. Istakao sam da se gubitak mase Sunca delimi¢no kompenzuje
usled padanja medjuplanetarne prasine, meteorita, asteroida i kometa na Sunce. Zbog smanjenja mase
Sunca povecava se rastojanje izmedju Sunca 1 Zemlje, odnosno povecava se astronomska jedinica.
Medjutim smanjenje mase Sunca ne izaziva znacajne promene astronomske jedinice, i zbog tog razloga
moraju se traziti drugi uzroci koji dovode do promene astronomske jedinice. Istakao sam da je pojava
povecanja astronomske jedinice sa vremenom privukla paznju pojedinih istrazivaca, i predloZena su
odredjena objasnjenja.

Ja ¢u sa stanovista gravitoelektromagnetizma dati objaSnjenje povecanja astronomske jedinice.
Moje objaSnjenje se zasniva na predpostavci da u Sunfevom sistemu postoji gravitoelektri¢no i
gravitomagnetno polje. Ova polja su slaba, ali mogu da izazovu perturbacije u kretanju planeta. Jacine

ovih polja oznaCi¢u sa Egep 1 Byep,. Smatram da ova polja imaju kosmoloSko poreklo. Da bi to
detaljnije objasnio konstatujmo najpre da se nas Suncev sistem nalazi u Galaksiji koja se zove Mle¢ni
put. Astronomski objekti koji se nalaze van Sunéevog sistema, a distribuirani su u nasoj Galaksiji mogu
da izazovu nastanak gravitoelektricnog i gravitomagnetnog polja. Logi¢no je ocekivati da astronomski
objekti (zvezde) koji se nalaze blize naSem Suncevom sistemu daju najveéi doprinos nastanku
gravitoelektricnog 1 gravitomagnetnog polja. Ja€ine ovih polja oznacio sam sa Egem 1 §gem. U principu
vektor gravitoelektricnog polja moze imati razliCite vrednosti na razli¢itim mestima u Suncevom
sistemu. Isti zakljuCak vazi i za vektor gravitomagnetnog polja. Ako promene vektora Egem 1 §gem sa
promenom polozaja u Sun¢evom sistemu nisu velike, onda moZzemo vektore Egem i Egem smatrati
konstantnim vektorima, odnosno mozemo uzeti da vektori Egem 1 §gem imaju iste vrednosti na

razli¢itim mestima u Sun¢evom sistemu. U daljem radu ja ¢u vektore smatrati Egem 1 §gem konstantnim
vektorima.

Da bi opisao promene koje gravitoelektricno i1 gravitomagnetno polje izazivaju na putanje
planeta potrebno je koristiti Orbitalni koordinatni sisatem. O tom sistemu je ve¢ bilo re¢i u predhodnom
tekstu. Taj sistem je oznacen sa S, 1 prikazan je na slikama 13 1 20. Sliku 20 sam modifikovao i dobio
sam sliku 76.
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Slika 76

Planeta se kreée po elipti¢noj putanji. Zize elipse na slici 76 oznacene su sa F; i F,. Saglasno
prvom Keplerovom zakonu centar mase Sunca poklapa se sa jednom zizom elipse. Uzecu da se centar
mase Sunca poklapa sa zizom F;. Koordinatni pocetak sistema S, poklapa se sa zizom F;. Osa x
sistema S, usmerena je ka perihelu koji je na slici 76 oznacen tatkom P. Osa y je normalna na osu x.
Ona prolazi kroz zizu F;, i paralelna je sa malom poluosom elipse. Osa y je prikazana isprekidanom
linijom na slici 76. Ose x 1y nalaze se u ravni ekliptike. Trenutni poloZaj planete oznacen je tackom S.
Prava anomalija (v) je ugao koji se meri izmedju duzi OP i pravca radijus vektora koji odredjuje
trenutni polozaj satelita.

Vektor polozaja planete u Orbitalnom koordinatnom sistemu moze se odrediti koriS¢enjem
prave anomalije (v) (jednacina (7.2)). Zbog vaznosti ove jednacine za dalju analizu ponovo je navodim

7 =1c0S(V)€yy + 15in(v)éy, (12.14)

Sa r je oznafeno trenutno rastojanje izmedju planete i koordinatnog pocetka sistema S, .
Jedini¢ni vektori koordinatnih osa sistema S, oznaceni su sa €y, i €,4. Uvodi se i vektor €,,. To je
jedini¢ni vektor koordinatne ose z. Pravac vektora €,, normalan je na ravan u kojoj se krece planeta.
Vektori €y, €y, 1 €,4 Cini trijedar desne orjentacije i vaze sledece jednacine

é)x4_ X éy4 = 524_ (1215)
é)z4, X §x4 = §y4_ (1216)
é)y4 X 524_ = é)x4_ (1217)

Umesto ugla v u daljem radu koristi¢u ugao ¢. U skladu sa tom zamenom jednacina (12.14)
dobija oblik
7 =1cos(@)eyxy + 1sin(@)é,, (12.18)
Jednacina elipse u Dekartovom koordinatnom sistemu odredjuje se na osnovu jednacine (7.1).
U sistemu S, jednacina elipse glasi
a(l—e?)
T + ecosg
Polozaj planete u sistemu S,opisuje se pomocu radijus vektora. Pri tome se moze koristiti
jednacdina (12.14), ili jednacina (12.18). Obzirom da su uvedene polarne koordinate (7, ¢) radijus
vektor odredjuje se na osnovu jednacine (7.35)
7 =ré,
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Vektor €, je jedini¢ni vektor i usmeren je od koordinatnog pocetka sistema S, ka trenutnom
polozaju planete.
Na osnovu jednacina (12.18) 1 (7.35) dobijam rezultat
7 coS(Q)Eyxy +1sin(@)é,, = ré,
, odnosno
€, = cos()eyy + sin(@)é,, (12.19)
Velicine r i1 ¢ predstavljaju polarne koordinate. Prilikom koriS¢enja polarnih koordinata uvodi
se i vektor é,. On je takodje jedini¢ni vektor i njegov pravac normalan je na pravac vektora é,.
Zamenom jednacine (12.19) u jednacinu (10.104) dobijam
€y, = —sin(@)éys + cos(p) €4 (12.20)
Uvodi se i vektor €,. Njegov pravac je normalan na ravan u kojoj se krece planeta. Vektor €, sa
vektorima €, i €, Cini trijedar desne orjentacije, i vaze sledece jednacine
€ X €, =¢, (12.21)

é,x8é.=8, (12.22)

€y X €, = €&, (12.23)
Zamenom jednacina (12.19) 1 (12.20) u jednacinu (12.21) dobija se rezultat
€4 = €, (12.24)
Diferenciranjem radijus vektora po vremenu dobija se vektor brzine
d(ré,)
dt

U=
, odnosno
L, dr, N dé,
V=—¢ +1r—
dat " dt
Ova jednacina dalje se transformise na sledeé¢i nacin
L, dr, N de.dg
vV=—eé +1r———-r
dt " de dt
Koris¢enjem jednacine (10.104) dobijam rezultat
U="1é +1pé, (12.25)
Sada ¢u sa stanoviSta gravitoelektromagnetizma dati objaSnjenje povecanja astronomske
jedinice. Istakao sam da se moje objasSnjenje zasniva na predpostavci da u Sunevom sistemu postoji
gravitoelektri¢no 1 gravitomagnetno polje. Jacine ovih polja oznacio sam sa Egem 1 §gem. Predpostavio
sam da su vektori Egem i Egem konstantni vektori. Ova predpostavka implicira da su komponente

= g PRV .= .= . . o . yo
vektora Egep, 1 Byer konstantne veli€ine. Vektori Egep, 1 Bgep U sistemu S, mogu se izraziti na sledeci
nacin
=4 - - -
Egem = Egem x€xa + Egem yey4 + Egem 2€z4 (12-26)

Bgem = Bgem x§x4 + Bgemy5y4 + Bgem 2524 (12-27)

Ova polja su slaba, ali mogu da izazovu perturbacije u kretanju planeta. Da bi se to matematicki
opisalo potrebno je koris¢enje Gausovih planetarnih jednacina. O primeni tih jednacina na slucaj
kretanja satelita oko Zemlje bilo je reci u Sestom poglavlju. Podsetimo se odredjenih rezultata iz tog
poglavlja. Na slici 19 punom linijom oznacen je deo putanje koju opisuje satelit prilikom kretanja oko
Zemlje. Sistemi S; 1S, predstavljeni su na istoj slici. Sistemi S; je Konvencionalni inercijalni sistem.
Na slici 19 oznacene su njegove ose. Orbita elipse lezi u ravni koja se zove orbitalna ravan. U slucaju
dinamike satelita koordinatni pocetak sistema S, nalazi se u centru mase Zemlje koji se poklapa sa
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zizom elipse. Centar mase Zemlje oznacen je na slici 19 tackom O. Trenutni polozaj satelita oznacen je
tackom S. Strelica na slici 19 odredjuje smer kretanja satelita.

Putanje satelita mogu imati proizvoljan polozaj u Konvencionalnom inercijalnom sistemu. Da
bi se precizirao polozaj satelita uvedeni su Keplerovi orbitalni elementi. To su velika poluosa (a),
ekscentricitet (e), inklinacija (i), longituda uzlaznog ¢&vora (Q), argument perihela (w) i prava
anomalija (v).

Ako bi satelit bio izloZzen samo dejstvu Njutnove gravitacione sile, a Zemlju smatrali idealnom
loptom sa homogenom distribucijom mase onda bi putanja satelita bila kruznica ili elipsa. Putanja bi
bila odredjena odgovaraju¢im Keplerovim orbitalnim parametrima. U ovom slu¢aju ti parametri su
konstantni, ne menjaju se tokom vremena.

U slucaju kada postoji perturbujuca sila dolazi do promene Keplerovih orbitalnih parametara u
toku vremena. Te promene odredjuju se na osnovu Gausovih planetarnih jednacina. To je sistem od
Sest diferencijalnih jednacina ( jednacine (6.115-120)).

U ovim jednaCinama figuriSu veli¢ine R, S i W . Potrebno je da se podsetimo postupka

odredjivanja ovih veli¢ina. Neka na satelit deluje perturbujuca sila F. Perturbujuce ubrzanje odredjuje
se na osnovu jednacine (6.122). Kompnente perturbuju¢eg ubrzanja (perturbujuée sile) mozemo
odrediti u Konvencionalnom inercijalnom sistemu (sistemu S; ). Medjutim uvodi se jedan lokalni
koordinatni sistem. On ima tri ose koje su medjusobno ortogonalne, a jedini¢ne vektore tih osa oznacio
sam sa €, € 1 €,,. Podetak tog lokalnog koordinatnog sistema poklapa se sa trenutnim poloZajem
satelita. Vektori €,, & i €,, odredjuju se na osnovu sledeéih jednacina

, T

é = (12.28)

L,  (@Fxv)x7 12.29

T Xl (12.29)
, _(xv)

=5 12.30

w |7 % D ( )

Vektor ¥ je vektor brzine satelita u sistemu S,, a vektor 7 je vektor poloZaja satelita u sistemu
S4. Velicine R, S 1 W su komponente vektora perturbuju¢eg ubrzanja u ovom lokalnom koordinatnom
sistemu. One se odredjuju na osnovu jednacina (6.123-125).

Pojedine rezultate ove analize primeni¢u na slucaj kretanja planete oko Sunca. To kretanje

planete je prikazano na slici 76. Vektori Egem 1 §gem u sistemu S, odredjuju se na osnovu jednacina

(12.26) i (12.27). Intenziteti vektora Egem i §gem imaju male vrednosti, jer gravitoelektricno i
gravitomagnetno polje su slaba polja. Medjutim ova polja mogu da izazovu perturbacije u kretanju
planeta. U skladu sa jednac¢inom (2.28) na planetu delovace sila
F = mEgem +mb X By (12.30)

Ova sila je perturbujuca sila i1 izazvace promenu Keplerovih orbitalnih parametara. U jednacini (12.30)
masa planete je oznadena sa m, a sa U oznacen je vektor brzine planete u sistemu S,,.

Perturbujuce ubrzanje odredjuje se na osnovu (6.122). Zamenom jednacine (12.30) u (6.122)
dobijam

@ = Egom + ¥ X Byem (12.31)
Gausove planetarne jednacine za slucaj kretanja planete oko Sunca glase
da 2 ] a(l —e?)
= Resin(v) + ——S§ (12.32)

dt  py1—e?
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de V1-—e? e + cos (v)
— = Rsi —— S 12.33
dt na [ sin(v) + (1 + ecos (v) +cos(v) ] ( )
dw V1 —e? r dn
—_— = —R 1+ ————)Ssi - — [ 12.34
It — [ cos(v) + (1 + 2= ez))Ssm(v)] T cos(i) (12.34)
di 4 (@ + V)W (12.35)
—=——cos(w+v :
dt  na?vJ1 — e?
an T sin(w + v) ” 12.36
dt  nazVvi—ez sin(i) (12.36)
dM 1[2r (1-¢€?) (1-—e?) r _
Frin —la —cos(v)l R— — [1 + Al = ez)] Ssin(v) (12.37)
Veli¢ina n je srednja ugaona brzina planete, i odredjuje se na osnovu jednacine (7.67)

2T

n:T:a_3/2\/V_]\4S

Period obilaska satelita oko Zemlje oznacen je sa T. Sa Mg oznacena je masa Sunca.

Pod dejstvom perturbujuce sile F koja se odredjuje na osnovu jednacine (12.30) dolazi do
promene Keplerovih orbitalnih parametara. Da bi se odredila promena Keplerovih orbitalnih
parametara potrebno je resiti sistem diferencijalnih jednacina (jednacine (12.32-37)). ReSavanje ovog
sistema diferencijalnih jednac¢ina nije jednostavno. Mene prvenstveno zanimaju promene veli¢ina a i e
tokom vremena, i iz tog razloga ja ¢u analizu ograniciti samo na jednacine (12.32) i (12.33). Medjutim
1 jednacine (12.32) i (12.33) trebalo bi resavati kao sistem diferencijalnih jednacina. Problem reSavanja
ovog sistema diferencijalnih jednadina jo$ viSe ¢u pojednostaviti na taj nacin Sto ¢u ove dve
diferencijalne jednacine tretirati kao medjusobno nezavisne diferencijalne jednacine. To prakticno
znaci sledeée. Na osnovu jednacine (12.32) odredjuje se promena velike poluose sa viemenom. U ovoj
jednacini figuriSe ekscentricitet elipse. Medjutim ja ¢u uzeti da je ekscentricitet elipse konstantna
veli¢ina, i na taj nacin pojednostavicu postupak reSavanja diferencijalne jednacine (12.32).

Sli¢an postupak primenjujem 1 u slucaju jednacine (12.33). Na osnovu ove jednacine odredjuje
se promena ekscentriciteta sa viemenom. U ovoj jednacini figuriSe velika poluosa elipse, ali uzimam da
je to konstantna veli¢ina. Na taj na¢in pojednostavljujem postupak reSavanja diferencijalne jednacine
(12.33). Primenom ovih metoda pojednostavio sam matematicku analizu sistema diferencijalnih
jednacina. Umesto da reSavam sistem od dve diferencijalne jednacine ja ¢u reSavati dve nezavisne
diferencijalne jednacine.

Polozaj planete u Orbitalnom koordinatnom sistemu odredjuje se na osnovu jednacine (12.14).
U ovoj jednacini figuriSe prava anomalija (v). Istakao sam da ¢u umesto ugla v u daljem radu koristiti
ugao ¢. U skladu sa tom zamenom na osnovu jednacine (12.14) dobio sam jednacinu (12.18). U
jednacinama (12.32) i (12.33) umesto ugla v pisacu ugao ¢, 1 na taj na¢in dobijam sledece jednacine

o2 fresine + 202 1238)
dt  nv1-—e? r

de V1—e?

d—i: nae [Rsin(¢)+(:+m+cos(¢))s] (12.39)

Zamenom jednacine (7.15) u jednacinu (12.38) dobijam slede¢i rezultat
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da 2
dt  nv1-e?
Da bi resio diferencijalne jednacine (12.39) 1 (12.40) potrebno je da odredim veli¢ine R i S.
Perturbuju¢e ubrzanje odredjuje se na osnovu jednadine (12.31), a vektori é,, € i €, na osnovu
jednacina (12.28-30). U jednacinama (12.28-30) sa #* oznacen je radijus vektor planete u sistemu S,, a
sa U oznaCen je vektor brzine planete u sistemu S,. Zamenom jednacina (7.35) i (12.25) u jednacine
(12.28-30) dobijaju se rezultati

[Resin(¢) + (1 + ecos (¢))S] (12.40)

8. =&, (12.41)

8, =8 12.42
@

8, =8 12.43

w VA (

Veli¢ina R odredjuje se na osnovu jednacine (6.123). Zamenom jednacina (12.31) i (12.41) u
(6.123) dobijam
R = (E)gem +7U X E)gem)g‘r
, odnosno
R = Egemgr + (U X E;gem)ér
Ova jednacina dalje se transformiSe i dobijam sledec¢i rezultat
R = Eyemér + (&, X 1)Byem (12.44)
Vektor brzine planete u sistemu S, odredjuje se na osnovu jednacine (12.25). Ova jednacina
moze se napisati u obliku
U= 1,6 +1,6E, (12.45)
U sedmom poglavlju odredjene su veli¢ine v, i v, . Veli¢ina v, odredjuje se na osnovu
jednacine (7.54), a veli€ina v, odredjuje se na osnovu jednacine (7.57).
Da bi lakse zapisao jednacine (7.54) 1 (7.57) uvodim sledecu skracenicu

v | 12.46
~ la(1—e?) (12.46)

U skladu sa tim jednacine (7.54) i (7.57) dobijaju oblik

v, = Vesing (12.47)
v, = V(1 + ecosgp) (12.48)

Zamenom jednacina (12.47) 1 (12.48) u jednacCinu (12.45) dobijam sledeci rezultat
U = Vesingé, + V(1 + ecosp)é, (12.49)

Zamenom vektora brzine u jednacinu (12.44) dobijam rezultat
R = Egemér +V[é, x (esinpé, + (1 + ecos<p)§(p)]§gem
, odnosno
R = Egemér +V(1+ ecos<p)é’2§gem
Pri dobijanju ovog rezultata koris¢ena je jednacina (12.21).
Vektori Egem 1 §gem odredjuju se na osnovu jednacina (12.26) 1 (12.27). Zamenom ovih vektora
u jednacinu za veli¢inu R dobijam rezultat
R = (Egem xé)x4 + Egem yé)y4 + Egem 2624 )ér + V(l + €COS(p) (Bgem x§x4 + Bgem yé)y4 + Bgem zé)z4)é)z
Da bi izratunao odgovaraju¢e skalarne proizvode vektora koji figuriSu u ovoj jednacini
potrebno je koristiti jednacine (12.19) i (12.20). Koris¢enjem tih jednacina dobijam rezultat
R = Egem x€05Q + Egepm ysing + V(1 + ecos@)Byer , (12.50)
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Odredjena je veli¢ina R. Potrebno je odrediti i veli¢inu S. Zamenom jednacina (12.31) i (12.42)
u (6.124) dobijam

, odnosno
S = Egem@y + (8 X U)Byem (12.51)
Zamenom jednacine (12.49) u jednacinu (12.51) i nakon izvrSenog vektorskog mnozenja dobija
se rezultat
S = Egemé, — Vesingé,Bgem
Dalja transformacija ove jednaine zasniva se na koriS¢enju jednacina (12.26) i (12.27), i
jednacine (12.20), i dobija se sledeci rezultat
S = —EgemxSing + Egem ycos@ — VesingBger, , (12.52)
Posto sam odredio veli¢ine R 1 S sada mogu reSavati jednacinu (12.40). Istakao sam da ¢u u
ovoj jednacini ekscentricitet smatrati konstantnom veli¢inom. Leva strana jednacine (12.40)
transformise se na sledec¢i nacin

dad 2 Resin(p) + (1+ ecos (@))S]
_— esin ecos
do dt pnJ1—e2 ¢ ¢

, odnosno
da 2 [Resin(g) + (1 + ecos ())S] (12.53)
_——— esin ecos .
dp  npV1—e? ¢ v

Veli¢ina ¢ odredjuje se na osnovu jednacine (7.66). U skladu sa jednacinom (7.67) jednacina
(7.66) postaje
® =n(1—e?)732(1 + ecosp)? (12.54)
Zamenom jednacine (12.54) u jednacinu (12.53) dobija se rezultat
da 2 1—e?) [Resin(p) + (1 + ecos (¢))S]
dp n? ¢ (1 + ecosp)?
Kada se koriste Gausove planetarne jednacine obi¢no se odredjuje srednja vrednost veliine %.

(12.55)

Ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine
T (da
da f() (E) dt

() =—FF— (12.56)
dt fOT dt
Sa T je oznacen period rotacije planete oko Sunca. Jednacina (12.56) transformise se na sledeci
nacin
2m (day dt
(@) _ fo (E)%d(p
dt’ T
, odnosno

2m (day 1
da, o (@) g
E) = T (12.57)
Zamenom jednacina (12.40) 1 (12.54) u jednacinu (12.57) dobija se slede¢i rezultat

da 2 27 [Resin(@) + (1 + ecos (¢))S]

—)=——(1—¢? f d 12.58

<dt) n?T e 0 (1 + ecosg)? ¢ ( )
VeliCina n je srednja ugaona brzina rotacije planete oko Sunca. Ona se odredjuje na osnovu

jednacine (7.67), odnosno

_zm 12.59
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Zamenom jednacine (12.59) u jednacine (12.58) dobijam rezultat
da. T 12 2 [Resin(p) + (1 + ecos (¢))S]
(dt) 2 z(1-e )f (1 + ecosg)?
Zamenom jednacina (12.50) 1 (12.52) u jednacinu (12.60), i nakon algebarskih transformacija
dobija se sledec’i rezultat
sing 2 (e + cos)

—) = 1—e? ———dop + E —_—
( > ( e )[ gem x o (1+ecosg)? @ gemy o, (1+ecosg)? @
Integrah kQ]l figuriSu u ovoj jednacini jednaki su nuli, i u skladu sa tim dobijam rezultat
da
(E) =0 (12.61)
Na osnovu ove jednacine zaklju¢ujem da je promena velike poluose sa vremenom jednaka nuli.
Velika poluosa ne menja se u toku vremena, odnosno ima konstantnu vrednost
a = const (12.62)
Preostaje da se analizira jednacina (12.39). U ovoj jednacini figuriSe velika poluosa elipse, ali
sam istakao da ¢u veliku poluosu elipse smatrati konstantnom veli¢inom. Na taj na¢in pojednostavljuje

se postupak reSavanja ove diferencijalne jednacine.
Jednacina (12.39) transformiSe se na sledeci nacin

dedp V1-—e?

do (12.60)

21

[R N e + cos (¢) N S]
do dt sin(9) (1 + ecos (@) cos(9))
, odnosno
de V1 0s (¢)
i R R
do na [ sin(@) + (1 + ecos (@) cos(<p))S]
U ovu jednacdinu zamenjuje se jednacina (12.54) i dobija se sledeci rezultat
. e + cos (¢)
de (1-—e?)? Rsin(¢) + (1 ¥ ecos (9) + cos(9))S
dp  n?a (1 + ecosp)?
Ova jednacina dalje se transformiSe koriS¢enjem jednacine (12.59)
. e + cos
de TZ(l _ 82)2 [RSlTl((p) + (HTOS(& + COS((p))S]
— = 12.63
do A2%q (1 + ecosp)? ( )

Veli¢ine R 1 S odredjuju se na osnovu jednaina (12.50) 1 (12.52) respektivno. Zamenom
jednacina (12.50) 1 (12.52) u jednacinu (12.63) i nakon algebarskih transformacija dobija se sledeci
rezultat

de T?(1—e?)? (esing + cosgsing) (1 + 2ecosg + cos?)
dp  4m2a gemx (1 + ecos)? gemy (1 + ecosgp)3
1—e?)sin
+ VBgemzu (12.64)

(1 + ecosg)3
Ovo je veoma sloZena diferencijalna jednacina. Medjutim postoji joS jedan problem. Da bi se
reSila ova diferencijalna jednaCina potrebno je znati veliCine Egep, 5, Egemy 1 Bgem 2> @ da bi se one
odredile potreban je veci broj podataka. Podaci koji su dati jednac¢inama (12.2-5) nisu dovoljni za
odredjivanje veliCina Egep, 5, Egemy 1 Bgem z-
Da bi prevazisli ove probleme konstatujmo najpre da kod veéine planeta ekscentriciteti imaju
malu vrednost. Ja ¢u iskoristiti ovu ¢injenicu da bi transformisao jednacinu (12.64). Postupak

transformacije jednacine (12.64) zasniva se na tome da se ekscentricitet izjednaci sa nulom. U skladu
sa tim jednacina (12.64) dobija oblik
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de T? .
1o = Ir7a (—Egemxcos<psm<p + Egem y(1 + cos?@) + VByem 2Sing)

, odnosno

er 2T
f de = 4n2af (—Egem xcos@sing + Egem (1 + cos2@) + VB, ,sing) dep
(=) 0

Nakon izra¢unavanja integrala dobija se slede¢i rezultat

3T?

%Egemy (12.65)
Na osnovu ove jednacine zakljucujem da se ekscentricitet elipse menja tokom vremena. U

jednacini (12.65) sa ey oznacena je pocetna vrednost ekscentriciteta elipse. Posle vremena T koje je

jednako periodu rotacije planete oko Sunca, ekscentricitet elipse imacée vrednost e;.

€1 — €y =

“ P . NN de .. , . .-
Moze se na¢i 1 srednja vrednost veli¢ine e Ona se odredjuje na osnovu sledece jednacine

ge. Iy (55)at

(=)=
dt fo dt
Ova jednacina transformise se na sledeci nacin
2 (dey dt
dey b (@) @ %
dt’ T
, odnosno
de
(de) _ fO (dt) @ de
dt’ T

Ova jednacina dalje se transformise koris¢enjem jednacina (12.39), (12.54) i (12.59), i dobijam
slede¢i rezultat
. e + cos
de. T(1-—e?)? (2@ [Rsm((p) + (HTOS(((/(?) + cos(p))S
<E> ~ 4m2a _]; (1 + ecosg)?
Zamenom veli¢ina R 1 S (jednacine (12.50) i (12.52)) u jednacinu (12.66), i nakon algebarskih
transformacija dobijam rezultat
de, T(1-e?)? fzn (esing + cos@sing) (1 + 2ecos@ + cos?)
dt 4m2a Egemx (1 + ecosg)? gemy (1 + ecosg)?

do (12.66)

(1 — e?)sing

+VByem (12.67)

(1 + ecosgp)3

Da bi se izraCunao integral na desnoj strani jednacine(12.67) potrebno je znati veliCine Egep, 5,
Egem y 1 Bgem - Problem nepoznavanja ovih veli¢ina postojao je i u slucaju jednacine (12.64). Istakao
sam da kod vecine planeta ekscentriciteti imaju malu vrednost. Da bi resio integrale na desnoj strani
jednacine (12.67) koristi¢u pristup koji je primenjen u slucaju jednacine (12.64). Pristup se zasniva na
tome da se ekscentricitet elipse izjednaci sa nulom. U skladu sa tim pristupom jednacina (12.67) dobija
oblik

de T ("
(E) = 4n2af (—Egemxcosq)simp + Egemy(1+ cos?) + VBgem Zsinqo)dgo
0
Nakon integracije dobija se sledec¢i rezultat
T
<—> = 2mq Eoemy (12.68)
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Istakao sam da se velika poluosa ne menja u toku vremena odnosno ima konstantnu vrednost
(jednacina (12.62)). Na osnovu jednacina (12.65) i (12.68) sledi da se ekscentricitet elipse menja tokom
vremena. Obzirom da veliine na desnim stranama jednacina (12.65) i (12.68) imaju pozitivne
vrednosti sledi da ¢e se ekscentricitet elipse tokom vremena povecavati.

Ekscentricitet elipse odredjuje se na osnovu jednacine (7.6). Zbog vaznosti ove jednacine za
dalju analizu ponovo je navodim

b
- -0
a

Na osnovu ove jednacine dobijam jednac¢inu za odredjivanje male poluose elipse
b=ay1—e? (12.69)

Sa stanovista gravitoelektromagnetizma dobio sam rezultat da se velika poluosa ne menja u
toku vremena, ali se ekscentricitet elipse povecava u toku vremena. Na osnovu ovih rezultata i
jednacine (12.69) sledi da ¢e se mala poluosa elipse smanjivati u toku vremena, odnosno elipsa ¢e
postojati sve spljostenija.

Na slici 77 prikazano je kretanje planete oko Sunca. Zize elipse oznadene su na slici sa F; i F,.
Centar mase Sunca poklapa se sa zizom F;. Tacka na elipti¢noj putanji u kojoj je planeta najbliza
Suncu naziva se perihel. Njoj suprotna tacka je afel. Perihel je na slici 77 oznacen tatkom P, a afel je
oznacen tackom A. Velika poluosa elipse na slici je oznaCena sa a, i ona je brojno jednaka duzini duzi
OP. Sa b oznacena je mala poluosa elipse. Ona je brojno jednaka duzini duzi OB.

B
b
_ d
A F» 0O Fy P
Slika 77

Kada se planeta nalazi u perihelu onda je ona minimalno udaljena od Sunca. To rastojanje
oznatio sam sa Ty,;,, 1 pokazao sam u sedmom poglavlju da se veli¢ina r,;,, odredjuje na osnovu
slede¢e jednacine

Tin = a(l —e) (12.70)

Kada se planeta nalazi u afelu onda je ona maksimalno udaljena od Sunca. To rastojanje

0znacio sam sa Ty, 4,. Ono se odredjuje na osnovu sledece jednacine
Tmax = a(1+e) (12.71)

Istakao sam da se velika poluosa ne menja u toku vremena. Na osnovu jednacina (12.65) i
(12.68) sledi da se ekscentricitet elipse povecava tokom vremena. Za slucaj elipse prikazane na slici 77
ekscentricitet elipse neka ima vrednost e,. Kada se planeta nalazi u afelu onda je ona maksimalno
udaljena od Sunca, 1 na osnovu jednacine (12.71) dobijam rezultat
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Tmax1 = a(1 + eg) (12.72)
Posle vremena T koji je jednak periodu rotacije planete oko Sunca, ekscentricitet elipse imace
vrednost e;. Na osnovu jednacine (12.71) dobijam rezultat
Tmaxz = a(1+e;) (12.73)
Ekscentricitet elipse povecao se nakon vremena T, ali se mala poluosa elipse smanjila. Elipsa je
postala spljostenija. Da bismo bolje sagledali deformaciju elipse na slici 78 prikazana je elipsa sa
ekscentricitetom e, 1 elipsa sa ekscentricitetom e;. Ova deformacija elipse ima za posledicu pomeranja
7iza. Ziza F; pomera se ka perihelu, a Ziza F, pomera se ka afelu. Nove ZiZe elipse na slici 78 oznaéene
su sa F3 1 F,. Oznacena su i rastojanja 7y, 1 1 Tmax 2-

& : .
A F» 0! | F) P
I'max | ! i
i
i
i
|
i
|
|
AN Fa 0} y 3
i Tmax 2 I o i
Slika 78

Obzirom da je e; vece od ey, sledi da je 13,452 vece od 13,4, 1. Maksimalno rastojanje izmedju
Sunca i planete se tokom vremena povecava, jer se ekscentricitet elipse povecava tokom vrtemena.
Razliku veliina 7y, a5 2 1 Tiax 1 0znacicu sa Ay, 4y, 0dnosno

Alnax = Tmax2 — Tmax1 (12.74)
Zamenom jednacine (12.72) 1 (12.73) u jednacinu (12.74) dobijam

Atpax = a(er — eg)
, odnosno
ATy = ale
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Ova jednacina moze se napisati u obliku
dlmax = ade

, odnosno
Amax de
=q—
dt dt
Usrednjavanjem ove jednacine po vremenu dobija se rezultat
drmax de
( ) =al) (12.75)
Zamenom jednacine (12.68) u jednacmu (12.75) dobijam
dr, 3T
( (;r;:ax) = EEgemy (1276)

Da bi procenio veli¢inu Egep, 5, uzecu primer Zemlje, i koristicu neku od jednacina (12.2-5).
Maksimalno rastojanje Zemlje od Sunca odredjuje se na osnovu jednacine (12.71). Jedna od pocetnih
definicija astronomske jedinice zasnivala se na srednjem rastojanju izmedju Sunca i Zemlje, a ono se
odredjuje na osnovu jednacine (12.1). Zbog jednostavnosti dalje analize uzecu da je

Tmax = AU
, odnosno
Almax d
=—AU 12.77
) =g ( )
Zamenom jednacine (12.76) u jednacinu (12.77) dobijam

3T d

EEgemy = EAU (12.78)

Sto se tice velidine %AU moze se koristiti bilo koja od jednacina (12.2-5). Ja sam odlucio da
koristim jednacinu (12.2). Zamenom jednacine (12.2) u jednaéinu (12.78) dobijam sledeci rezultat

T

, odnosno
T m

E ==

9m> = 5 (god)?

Kori§¢enjem ove vrednosti mozemo odrediti veli¢inu (%) za slu¢aj Zemlje. Zamenom
jednacine (12.79) u jednacinu (12.68) dobijam

(12.79)

Vrednost Zemljine velike poluose iznosi
a =1,000001018 AU
Zamenom ove vrednosti 1 vrednosti astronomske jedinice (jednacina (12.13)) u jednacinu
(12.80) dobija se rezultat

(—)—100269 10710 — (12.81)

Na slici 78 prikazano je kako se elipticna orbita neke planete deformiSe tokom vremena.
Jednacine (12.64) i (12.67) imaju sloZenu matematicku formu. Da bi reSio ove jednacine koristio sam
pristup koji se zasniva na tome da se ekscentricitet elipse izjedna¢i sa nulom. Primenom tog pristupa

dobio sam jednacine (12. 65) 1(12.68). Ove jednacine vazZe za planete koje imaju male ekscentricitete.

Odredi¢u veli¢ine ( ) za Veneru i Saturn. Za slu¢aj Venere Koristi¢u oznaku (M) a

dt
dar;
za slucaj Saturna koristi¢u oznaku (—maxsaturny Vrednosti ekscentriciteta za Veneru i Saturn iznose

dt
0,0068 1 0,0542 respektivno.
Na osnovu jednacine (12.76) dobijam jednacinu
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<drmaxvenera) _ gTvenera E

It = gemy (12.82)
Period rotacije Venere oko Sunca (Tyepnerq) 1znosi 224,7 dana, odnosno
Tyenera = 224,7 d (12.83)
Napomenuo sam da je srednji Sunc¢ev dan jednak 86400 ST sekundi.
Zamenom jednacina (12.83) 1 (12.79) u jednacinu (12.82) dobijam
drmax venera m
——) =9,23 — 12.84
< dt ) vek 4 ( )
Izvr$i¢u analizu i za slu€aj Saturna. Za slu¢aj Venere koristio sam oznaku (W), a za
slucaj Saturna koristi¢u oznaku (W). Na osnovu jednaéine (12.76) dobijam jednacinu
dr, ¢ 3Tsat
( ma;;a urn> — SZEUTTL Egemy (1285)
Period rotacije Saturna oko Sunca (Tsu¢y) 1znosi 10747 dana, odnosno
Tsqturn = 10747 d (12.86)
Zamenom jednacina (12.86) 1 (12.79) u jednacinu (12.85) dobijam
drmax saturn m
——) = 441,66 — 12.87
( dt ) vek ( )

Na osnovu ove jednacine zakljuujem da se maksimalno rastojanje izmedju Saturna i Sunca za
100 godina poveca 441,66 metra.
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Prilog I - Potvrda da je autorsko delo Gravitoelektromagnetizam deponovano i uneto u evidenciju
deponovanih autorskih dela i predmeta srodnih prava u Zavodu za intelektualnu svojinu (Beograd,
Srbija), dana 26.07.2016. godine.

£
kil

PEIYBJIMKA CPEHUIA
3ABO/1 3A HHTEJIEKTYAJIHY CBOJUHY
990 6poj: 2016/5319 A-0160/2016
JHarym: 05.08.2016. roause
beorpas, Kneruie Jbyouue 5
5-1/2

Ha ocnosy unana 31.3akona o munncrapersima (,.Cn. rackuk PC”, 6p.44/14, 14/15
1 54/15), un, 202. 3akoHa 0 ayTopckoM M cpoanum npasuma (,,Cn. rnacuuk PC”, Gp.104/09,
99/11 m 119/12), un. 2. 17. u 18. Ypenbe o yenosuma koje Tpeba ia Henybasajy npHMepIn
AyTOPCKHX J€1a W MpeJMeTa CPOIHHX MPaBa KOjM e JAENoHyjy, YHOWIEY ¥ eBHACHUM)Y
JAENOHOBalYy dAyTOPCKMX Je/ia W NpeiMera CPOJHMX NpaBa W Caipxajy eBujeHumje
AENOHOBAHHMX AYTOPCKHX J€/ia W TpeiMera CPOJAHMX Npasa, KOJA HAJIEKHOT OpraHa
(..Cn.rnacuuk PC”, 6p. 45/10) u pewemwa 990 6Gpoj 021-2016/2212-01 oa 31.03.2016.
roauue, nocrynajyhu no saxresy noasocuoua npujase bpanncnasa [lasnosnha, ca cpnekum
APKABILAHCTBOM H €A NPedHBATHINTEM Y YIHLH Huu, u3naje ce

NOTBPJA

VHeTo je y eBHJICHIIHjY AyTOPCKHX JIe/ia W NPeIMeTa CPOJIHHX NpaBa H JIeNOHOBAHO Y
3aBo/1y 3a HHTENEKTYATHY CBOjHHY ayTOPCKO Aeno:

Hacaon aytopckor aena +IPABUTOEJIEKTPOMATHETU3AM™

Jlenosoaun Gpoj npujase A-0160/2016

Jarym yHowersa v
VR YHOIE 26.07.2016. roaune

CBHACHUH]Y M ACNTOHOBAHA

Bpanuncnas Tasnosuh
Hocunau rpasa
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