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SUR Ltl. RESOLUTION DANS L'ENSEtŒLE DES N'ATUREU> 
DES EQUATIONS LINEAIRES 

L'utilité dû cet article est qu'il ét~blit si le nombre des 
solutions n~turelles d'une équ~tion linéaire est limité ou 
non. On expose aussi une méthode de résolution en nombres 
entïers de l'équation 2, x - b Y ::; C ('lui représente une gé­
néralisation des lemmes l et 2 de [4J ), un exemple de 
r3so1ution d'équation à 3 inconnues, et quelques considéra­
tions sur la résolution en nombres entiers naturels des é­
quations à n inconnues. 

Soit 11 équation 
n 

(1) > a. X . 
i::;l 1. 1. 

avec tous les a ,b dans Z, a. ! 0, et 
(a ,..., a )::;d. i 1. 

::; b 

1 n 
Lemme l : L'équation (1) admet au moins une solution dans l'ensem­
ble des entiers, si d divise b. 

Ce,résultat est classique. 

Dans (1), on ne nuit pas à la gén6ralité en preant (al, ••• ,a ) ::; l, 
. n 

parce que dans le cas où d ~ l on divise l'Gquation par ce nombre 
si la division n'est pétS entière, alors l'équation n'admet pas de 
solutions naturelles. 

Il est évident que chaque équ1'1.tion lino'lire homogène admet des so­
lutions dans N : au moins la solution banale ! 

PROPRIETES SUR LE NO,4BRE DE SOLUTIOnS NATUrtELLES D'UNE 
EQUATION LINEAIrlE GENERALE. 

On va introduire la notion suivante : 

]éf.1: L'équation (1) a des varirrtions de signe s'il y a au moins 
deux coefficients a., a. avec Ir i, j ,( n, tels que a .• Cl.. < 0 

l. J ~. 1. J 
Lemme 2 : Une équation (1) qui a des variations de signe admet une 
infinité de solutions naturelles (généralisation du lemme 1 de (4] ). 

Preuve ~ De l' hypothèse du le,n:ne rGsul te que 11 équCltion a 
~ termes positifs non nuls, l ,( h~ n , et k = n-h termes 
négatifs non nuls. On a l ~ k ,<. n. On suppose que les h pre­
miers termes sont positifs et les k suivants négatifs. 
On peut alors écrire g 

h n 
'> atxt - > a'.x. = b où ?JI. = - a

J
.) O. 

t=l j=h+l J J 
Soit 0 (M = [al, ••• -,an ) et Ci ::; 1 [;f/ail ' if {,1,2, ••• ,n) 
Soi t aussi 0 (P = (h,k] , et hl P/h et k

l 
P/k. 

Prenp.nt {Xt hl ct·z + xt l ,< t ,( h ) 
x. k c .• z + XCI. , h+l ,< j ,( n 

où • p, z J~ ~~H [~:!J [:~cJ 1+ 1 , 

'-



ct x? , if.. fJ.,2,ooqn-.J',une solution ;;articulière entière (qui 
1 ~ , 

existe d'après le lemme 1), on obtient une'infinit6 de solu­
tions clr-ms l' onseable des n2.turels pour l' 3quation (1). 

Lemme 3 g "') Une .§quation (1) qui n' [', p,""s de vélriation de signe r'L 

au maximum un nombre li~i té de solutions n".turelles. 
b) Dans ce cas, liour b 1= 0, constant, l'équation a le nombre maximum 
de solutions si et seulememt si a. = l pour i~ ~l? 2, ••• ,n} . 

Preuve (voiX- 2,us8i [6]). 1 
<:1) On considère tous les 2... > ° (cbns le C:',8 contr::üre, :rlul­
tiplier l'5qu~tion ~o.r -l)~ 

Si b (0, il est ~vident que l' 5qu:'ètion n' 0. :"'mcune solution 
(d2.ns lIT). 

Si b = U, 
Si ô) 0 , 

l'5ql:'ot5,0l1 :o;.lsct seule:il8nt L~ solut~_on 1J"'n~le. 

alors chaque inconnue x. prend des v~leurs entiè-
1 

res positives cOi;';l)rises entre ° s-: Ô/2' , cl. (fini), et 
l 1 

pns n6cess~iremont toutes ces valeurs. Donc le nombre m~mlli~ 
Je solutions est inf;rieur ou '~G'3,l ,., 0 

n 
fT (l+d.) 
i=l 1 n 

b) Pour ô 1= 0, constant, ~ (l+~_) est m~ximllin ssi les d. 
i=l 1 1 

sont maximums, c?d ssi ::ti=l pour tout i de {1,2, ... ,nj. 
Théorème l g, L'équrttion (1) "'Jlmet une infini té de solutions naturel­
les si et seule,nent si ello r', des v'.',rie,tions cIe si~lle. 

Ceci r~sulte n;;.turellement de ce qui )r:jcè:ie. 

M~thode le r5s01ution. 
Th00;è;e-2-g-S;it ï'7l.luat~J>n 2, coefficients entiers ax - by = c, 
o~ aet b > ° et (o.;b) = 1. Alors la 'solution ~jn~rale en nombres 
n2,turels de cette équation est g 

{
X = bk + Xo - ( ) t l t' . l ' - t .• _ k ou Xo ,y 0 es une so u 10n part1cu 1ere en 1ere 
y - a +yo de l'.:iquntion, 

et k~m2.x {[-xo/ô];; [-Yo/<:1J}+l est un paré:UllGtre entier 
(gén::-rO-lis::.tion du lem:"e 2 de (4) ). 

Preuve. Il r.3sulte Ce [1] que l'" solution g8n6rO-lc entière 

, ' t . t {X = bk + Xo . ( ) t l t' de l cqun. 10n es _ ou. x(, ~yo es. une so u 10n 
. y-ak+yo 
p:::rticulière entière cle l' squO-tion et k t Z. PuisClue x et y 
sont des entiers naturels ? il nous f~ut imposor des condi tion's 
f" k, d'où l', suite du théorème. 

SYSTKfATISONS ! Pour r:;sou:~re dans l' ensèmb12 des nr,turels une 8qua~ 
tion lin0airü à n inconnues on utilise les rosult0ts ant0rieurs de l~ 
façon suiv~nte ; 

a) Si l' 0qu::.tion n' ('1. ::;'lS de v:'..ri~\tion 'le ~:;ip';1e~ cc..,.,:r;e elle '1 un nof.1-
bre limit.5 cle solutions nnturelles, 10- r6so1ution ûst f::1ite p:J,r 5-
preuves (voir '-',u8si (.5 j ). 

b) Si elle r, des v9,riations dû siéç-1e 8t que b divisiiJle ~ar d, ;",­
lors elle C',dmet une infini t6 de solutions naturelles. Cn cl;)teMline 



38 

d'abord s~ solution génér~le entière (voir (2), l5j ): 
n-l 

X. 
1. 

LoC . . k. +fl.. 
. l ~J J \- J. 
J= 

,1 .$. i ~ n, où tous leso( . . 'I?.. t Z 
1.J 1'" 1. 

et les k. sont des par3ffiètres entiers. 
J 

En appliquant 1:1 restriction xi >/ ° pour tout i de {l, 2, 0.0 ,n }, 

on détermine les conditions qui doivent ~tre réa1is0es par les 
par3mètres entiers kj pour tout j de {1,2, ••• ,n-l} • (c) 

Le cas n = 2 et n = 3 peut être tr~ité p~r cette m0thode, mais 
quand n augmente, les condi ti"ons (c) deviennent de plus on plus 
difficiles ~ trouver. 

~x~m.2.1~ g liésoudre dans II l' equ:1tion 3x - 7Y + 2z = -18. 
Sol. g cL::ns Z on obtient 111 sol'.itiol1 eén5rale entière 

{

: : :~ + 2 k
2 

~vec k
1 

etk
2 

dans Z. 

z = 2 k1 + 7 k2 - 9 
Les conditions (c) r<:3sultGnt :les inégali_tés x),O, Y/tO , 
z/" O. Il 8:1. r~f'ul te le1)/ 0) et é\-J.ssi k 2 )/ L -kl/2 ] + l et 

k 2 ~ ~9-2kl)/7} + l , C~Gst-È>.,-dire k 2?/ ((2-2kl )/7] + 2. 

Avec ces conditions sur k
l 

ct k
2

, on a la solution gènd­

raIe en nombres naturels de l' 5quation. 
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