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SUR LA RESOLUTION DANS L'ENSEMBLE DES NATURELS
DES EQUATIONS LINEAIRES

L'utilité de cet article est qu'il établit si le nombre des
solutions naturelles d'une équation linédaire est 1imité ou
non.. On expose aussi une méthode de résolution en nombres
entiers de 1'équation =2 x - by = ¢ (qui représente une gé-
néralisation des lemmes 1 et 2 de [4] ), un éxemple de
résolution d'équation & 3 inconnues, et quelques considéra-
tions sur la résolution en nombres entiers naturels des é-
quations & n inconnues,

Soit 1'éguation

n : '
(1) > a X, = b avec tous %es a_ sb dans Z, 2, £ 0, et
i = a )=4d 1
1,'009'111

Lemme 1 : L'équation (1) admet au moins une solution dans 1'ensem-—
ble des entiers, si d divise b.
Ce, résultat est classique.

Dans (1), on ne nuit pas & la géniralité en preant (al,.,.,an) = 1,

parce que dans le cas ol 4 =£ 1 on divise 1'dguation par ce nombre ;
si la division n'est pas entiére, 2lors 1'équation n'admet pas de
solutions naturelles.

I1 est évident que chague &guation lindéaire homogéne admet des so-
lutions dans N : =2u moins la solution banzsle !

PROPRIETES SUR LE NOJBRE DE SOLUTICHNS NATURELLES D'UNE
EQUATION LINEAIRE GENERALE.

On va introduire la notion suivante :

Déf.1 : L'équation (1) a des variations de signe s'il y a au moins
deux coefficients ai,aj avec 1 4(1,3‘$'n, tels que ai.aj <0

Lemme 2 : Une équation (1) qui a des variations de signe admet une
infinité de solutions naturelles (généralisation du lemme 1 de (4] ).
Preuve : De l'hypothése du lemme résulte gue 1'éguation 2
h termes positifs non nuls, 1 < h&n , et k = n-h termes
négatifs non nuls. On a 1  k < n. On suppose que les h pre-
miers termes sont nos1t1fs et les k suivants négatifs.

On peut alors écrire :

n
> X, - 2 alx, =b ot al =-a_» O.
t=1 !

j=hyl 99 J |
SOitO(M =[al,coa,’an' et C ‘ ' » ie {192,.-.,:’1}.
Soit aussi 0 <P =[h,k]}, et hl = P/h et kl = P/k.
Pren=nt Xy = 1 Cge? xt ’ Q<t Kb,
X, = klcj.z + xg y hl Lign,

3 N s 1
ouzg N, @ >/ ma},t — 1, S + s
t53 hlct klcj
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et x2 , i¢ {1,2,,°°,n 'une solution particuliére entidre (qui
i =N J

S

existe d'aprés le lemme 1), on obtient une infinitd de solu-
tions dans 1l'enseable des ncoturels pour 1'équation (1),

Lemme 3 ¢ n~) Une Squation (1) qui n's prs de variation de signe 2
au maximum un nombre limitd de solutions naturelles,
b) Dans ce cas, pour b % 0, constant, 1'équation 2 le nombre maximum
de solutions si et seulement si a. =1 pour ie {},2,,,.,n} .
Preuve (voir sussi [67). *
a) On considére tous les a > 0 (dans le cns contraire, mul-
tiplier 1'Ziqu~tion par -1)
51 b <0, il est ’vident que 1'Zguntion n'a ~ucune solution
(dans ). '
51 b = C; 1'iguntion admet seulement 1- solution hanrle,
5i b 0 ; alors chnque inconnue X, prend des valeurs entid-

i

i
s. Donc le nombre maximum

°

res positives comprises entre 0 ot b/a., = di (fini) , et

pas ndécessnirement toutes ces valeu

de solutions est iafirieur ou Szal

o

n .
7 (1+di) qui ‘est fini
i=1

[

4
b) Pour b # 0, constant, ] (1+ﬁi) est maximum ssi les a4
i=1
sont maximums,; ciad ssi 2,=1 pour tout i de {i,2,...,n} .
i

Théoréme 1 = L'éEquation (1) =dmet une infinité de solutions naturel—
SHe0reme 1
les si et seulement si elle ~ des voriations de sizgne.

Ceci risulte nnturellement de ce gui »nricede.

-

Thioréme 2 : Soit 1'éouation 3 coefficicnts eaticrs ax - by = c,
XA ) =S -

on actdb >0 et (a,b) = 1. alors 12 solution gdinirale en nombres
naturels de cette Sguation est ‘

it

bk + X,

X . . . . s
o (x 'Y ) est une solution particuliére entidre
ak + y, 0’0 .

y de 1'Zlguation )
et k3 max —xo/b] 5 [-yo/a]}+1 est un paramdtre entier
(g3noralisation du lemme 2 de 41 ). :

Preuvc., Il risulte de [1] que 1~ solution génirale entidre
X = bk + x
A = ak + y_
particulidre entiére de 1'Zlgquation et k ¢ Z. Puisgue x et y
sont des entiers naturels , il .nous faut imposcer des conditions
& ky, d'0d 1~ suite du thdéordme.

SYSTEATISONS ! Pour risoudre dans 1'ensemble des noturels une égua~
tion lindaire & n inconnues on utilisc les rdsultots antoricurs de 1n
fagon suivente 3

a) 81 1'éguntion n'a rns de voriation de signe, comme elle ~ un nom-—
bre limits de solutions naturelles, la résolution est faite par &-—
preuves (voir ~ussi [6] )

b) 3i elle » des variations de signe et que b divisible nar ds; a=-

lors elle ndmet une infinitd de solutions naturelles. Cn dltermine

de 1'édquntion est o (x,,y,) est une solution
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d'abord sa solution géndrale entidre (voir [2}, [5} )s

X, =
1

n—1
< . - .
LK +fS . 1 1 les X
4321 e:-(l‘J 5 (51 5 \<1\( n,.oa tous les ijsﬁi ¢ Z

et les k., sont des paramétres entiers.

. J .
En appliquant la restriction xi )/O pour tout i de {l,Z,...,n}.,. e

on détermine les conditions qui doivent &tre réalisses par les
paraméires entiers kj nour tout j de {1,2,,,,,n-—1} . (¢)

Le cas n = 2 et n = 3 peut 8tre traité par cette mithode, mais
gquand n augmente, les conditions (¢) deviennent de plus en plus
difficiles & itrouver, ’

Exemple : adsoudre dans N 1'équation 3x - Ty + 22 = -18.
Sol.: dons Z on obitient 1la solution gdnirale entidre
= kl
=k k avec k etk 4 Z,
y 1 + 2 5 av Kl 5 ans
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(3]
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Z

2k + 7k, =9
Les conditions (c) rdsultent inégalités x,0, ¥),0

des iné
z},C, Il en résulte }:1}, 0,et aussi k2>/ [—kl/ZJ +1 et

L) [(9—21{1)/7} + 1, cfest-a—-dire kz}/ E(Z-Zkl)/']] + é,

Avec ces conditions sur kl et k2, on a la solution géné-

rale en nombres naturels de 1':Ziguation.
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