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UNE CLASSE D'ENSE IBLES RECURSIFS:

Dans cet article on construit une classe d'ensembles
récursifs, on établit des propriétés de ces ensembles
et on propose des app71cstlons. Cet article élargit
quelgues résultats de [1)

1) Définitions, propriétés.

On appelle ensembles récursifs les ensembles d'éléments qui se
construisent de maniére récursive j soit T un ensemble dt &léments
et £. pour i compris entre 1 et s, des opérations ni-aires scad

i n

. i . . . oo

gue f ¢ T e—> T, Construisons récursivementi l'ensemble . in-
1

clus dans T et tel gue ¢

(déf.1) 1°) certains éléments Byyeees® de T, appartiennent 2 il.

2°) si,o(i ’é"’o(i appartiennent & I, alors
1 ni
(<, seeesex . ) oppartient & i nour tout ie 1,2,.ee,§1.
1 l1 lni ) . j

3°) chague 3l4ment de M s'obtient en appliguant un nombre
fini de fois les rdgles 1” ou 2°.

Nous allons démontrer plusieurs propriétés de ces ensembles :f; qui
~découlcat de la fagon dernt ils ont &t3 définis.

L'ensemble M est le reprisentant d'une classe d'ensembles récursifs
parce que dans les rdglcs 1° et 2°, en particularisant les éléments
Bygeeesd respectivement fl,...,fs , on obtient des ensembles

i

différents.

Ohservation 1 ¢ Pour obtenir un élément de M, il faut nécessaire-

ment appliquer d'abord la régle 1.

(déf.2) Les éléments de il s'appellent éléments -récursifs.
(déf.3) On appelle ordre d'un 41ément a de ¥ le plus petit naturel
P> 1 qui a la propricté que a s'obtient en appliquant p fois les
régles 1° ou 2°, ,
On note M_ 1'ensemble qui oontient tous les éldéments d'ordre p de
4, I1 est’ évident que m -Lal,,..,a 7 .

s« ‘J[L//f (7[ M“’ }\gfl

119'“9 ln )6
n-
€ ffill

On soustrait Ml car il est possible que fj(aj ,.,.,aj ) = ai gui
1 n.
. J

P

apparticnt A ﬂl’ et donc pas A M2°

On démontre gue pour k 2,1 on a
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O L/ } )

R ~ (1) ‘ ] . .
oft chagque ||, =5-(u!il,...,o(in ) /o(ij '3 qu “%Q”2’°"’ni} s
- i

, i . 515 - P
1\<qj§\k et au moins un ¢l mento(ij € i 1 REL \(ni}
[¢]
- 3
, D¢ N , forment une partition de 1l'ensemble :f.

-

Les ensembles ¥

N
3

Théordme 1 3

—————— ; %
M M o NT =¢ 1,2 oos
L uﬂ- ip s Ou ' { 92935 }
pedN -
preuve. De la régle 1- il résulte gue Mlg; M.

]

On suprose gue cette propriété est vraie pour des valeurs infé-
rieures & p., I1 en résulte que Jngg A, parge, que Mp est obtenu
=

&

en appliguant la régle 2° ~ux &1 sments de LJ/ ﬂi.
i=1

Donc t*//fi . 4. réciproguement , on & 1'inclusion en sens
peN»P B

contraire < accord avec la reg
Theoreme_2_: L'ensemble 4 est le plus petit ensemble gui 2it les

no

propriétlés 1° et 2%
Preuve : soit R le plus petit ensemble ayant 1lcs proprietss 1°
et 2°. On va démontrer que cet ensemble sst unique.
Supposons qu'il existe un autre ensemble it' ayant les proprié-
+4s 1° et 2° et qui soit le plus petit. Comme R est le plus pe-
tit ensemble ayant ces propristés, ot puisque R' les posseéde
aussi, i1 en résulte gue R <= R' § de manisdre analogue, il vient
R'< R ¢ donc R = R'.
I1 est &vident aque ﬁléz R, On suppose que Miq; R pour 1~Si {p.

Alors (rezle 3°), et en fen-nt compte du fait que chaque &lé-
ment de M est obtenu en appliguant la régle 2v 3 certains élé-

¥

ments de ¥, , 1Ligp » 11 en résulte gue MD<: #. Donc

i N =

Py e e N 3 < s - 5 .
4= 2 (pe 2, 22 MG R, Bt comme 2 cet unigue, M = R.
p = DL J =

D . .
Observation 2. Le théorsme 2 remplace la régle 3° de la définition
réoursive de l'ensemble M par s " est le plus petit ensemble satis-
faisant les propriétés 1° et 2° ".
Ehéqgége_}_: M est 1l'intersection de tous les cnsembles de T gui sa-
tisfont aux conditions 1° et 29, ) A
Preuve 3 soit T 5 12 famille de tous les ensembles de T satis-

.

L -~

faisant les conditions 1° et 2°. Soit I = ¢ N\ &
ATy,

I a les propriétés 1° et 2° parce gque @

1) Pour tout i< \}92,°,.9n} )% £ 1 , parce que 2; € A vour

tout A de T ..

12
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1 In-

1 nj
i . 1
appartiennent 3 A quel que soit A de Ty o Donc,\‘fie(l,Z,.,.,S ‘}
fi(o(il,...,c(in‘)é.A quel que soit A de Ty s l
i _ . )
fi(c(il"”’xin.)el pour tout i de {1,2,,”,8}.
i
Du théorédme 2 il résulte gue i < I.
Puisque M remplit les conditions 1° et 2°, il en résulté que

2) si L 50039, € I, il en résulte que L seaesed

donc

M €T12,~ d'oh I< M, Donc # =1 . oo
Dif..) Un ensern:bie AC T est dit fermé pour 1'opdration f; ssi pour
.. o]
\/\ . .c... & H . e o e
tout ioi’ 'C(ioh de A, on a flo(0(i01, 90(10‘_" )
_ A 5
appartient a A, ° ' ¢

(Déf.5) Un ensemble A T est dit fermé M-ricursif ssi s
1) {a,l;.o.',an}_C_:_ Ao
2) A est fermé par rapvort aux opérations fl,...,fs.

avec ces définitions, les thdordmes précidents deviennent :
Théoréme 2' : L'ensemble M est le plus petit cnsemble fermd d-réour—
sif.

Ihiorsme 3' : ¥ est 1'intersection de tous les ensembles fermis H —

récursifs, A
(Déf.6) Le systéme d'lléments <c>(1,u.,o(m“>‘, my 1 etf'{i e T

pour i € 11,2,...,4m } ,constitue une descripti-on d-récursive pour 1!
élémentoc v, sin(m = oK et gue chague o(i (i€{192,”,,m} ) satis-

fait au moins 1'une des propridtis

1 o(-. {71 9000 98 .

) i € 17°°°2%, _

2)o(i s'obticnt 2 partir des éléments qui le préctdent dans le sys-
téme en appliquant les fonctions fo, 143 \<s s définies par la pro-

pridté 2° de (dsr.1).
(Déf.?) Le nombre m de ce systime s'apvelle 1a longueur de 1la descrip-
tion M-récursive pour 1'ilémcnt o< .
Observation 3 : Si 1'3lénent o< admet une description .d-récursive, a-
lors il admet une infinité de tellecs descriptions. ’

En effet, si<o(l,..,,o<‘ > est une description M-récursive de

ol 5, 2lors < Byseeo 95:1, o(l, oos gl rq > est aussi une descrip-

h foig
tion M-riécursive poure{ , h pouvant prendre toute valecur de N o
Thoordme 4_: L'ensemble M est confondu avec 1'ensenble de tous les
&léments de T ¢ui ~dmettent une description #M-rdcursive.,
Preuve : soit D 1l'ensemble de tous les Sldments gqui admettent
une description M-ricursive. Jous a2llons dlmontrer nar ricurrcn-—
ce que MD_C_. D pour tout p de N ¥ .

Pour p = 1 on 2 : :{Il ={a1,“.,,an'\3 ; et les aj 5 1\<j\<n s
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admettent comme description M-récursive : <a3> o Ainsi
M1§_ D. Supposons gque la propriété est vraie pour les valeurs

inférieures a p. M“ est obtenu en appliguant la régle 2° aux
p-1 - :
éldments de iul o e ;;-Ip entraine «< € fi(ozi.‘t" .o w(in_)
= i

eto(ijéth pour hj<p et _1\<j\<ni,,

Jdais ‘(&j’ 1 f;j é;ni , admet des descriptions i~ricursives 4’

aprés 1'uypothése de récurrence, soit <ﬂ31, ,/’338 . >

A].OI.‘S~<(3119-.°°A9 /5 1sly{5219-.= ’p252’°°° 9/3n11,°:" ﬂ n;sy ’°'<>

i

“constitue une description :-récursive pour 1'clément o<
Donc si o<appartient & D, alors # &D , cad . = \__/ ¥ <D.
» * D R
: pQN <
Réciproguement, soit x appartenant 3 D. 11 admet unc descrip-—
tion M-récursive <:7bl,,.,,bt:> avec bt=x . Il en résulte par

récurrence sur la longueur de la description M-rdcursive de 1'

&lément x , que x € . Pour t =1 , on 2 <bl\/ s bl = X et

,ble.{?l,..o,aAXQEM; On suppose gque tous les $1éments y de D

qui admettent une description H-récursive de longuceur inférieure
% t appartiennent 2 M. Soit x € D, décrit par.un systéme de lon-
gueur t ¢ <_bl’,'_"’b'h> s b‘t = X, Alors xe{_alg...,an i,

ou bien x est obtenu en gppliguant la reégle 2° ~ux ¢élZments qui

le précédent dans le systéme : b1’°"’bt 1° dais ces &léments

admettent des descriptions M-récursives de longueurs inférieu-
-~ ° . g '-3.‘ -
res 2 1 °<: b1:> y <:b1,b2:> seees <:b1’°°°’bt-l:> . D'aprés

1'hypothése de riécurrence, blg...,bt 1 appartiennent a .

Donc b, appartient sussi 3 M, I1 en résulte que A=D.

Théoréme 5 : Soient bl,...,b des &ldments de T qui s'obtiennent 2
Loeorene o qQ
partir dcs €léments al,.,.,an en appliguant un nombre fini de fois
les opérations fl,fz,,,., ou fs. Alors M peut 8tre défini récursive-
ment de 1la fagon suivante 3
1)VCertmins Sloments alye,,,an,bl,..,,b de T opvarticnnent a M.
2) M est fermé pour les applicsations fi ,avec 1 € 1,290..93‘}§
3) Chague &lément de M est obt.nu en appligurnt un nombre fini dc
foig les régles (1) ou (2) qui pricédent. '
Prcuve : &évidente. Comme bl"°"bg apuartiennent 3 T, et s'cb-.
tiennent & partir des éluments al,.,,,sq de M en =zppligqumnt un
nombre fini de fois les opérations fi, il en risulte que

b.s...yb npparticnnent a M.
17 q



Théoréme_5_: Soient g, ; 1 ¢ ] ( r , des opdérations n,~-aires , cad
- TL " J p \ a4
g. : T J.-—a T , telles gue # soit fermé par rapport & ces opéra-

J

tions. Alors M peut &tre défini récursivement de 1o facon suivente
1) Certains &liments P13e.esa de T appartiennent & A,
2) M est fermé pour les opira tions fi 5 ie_(},2,,s,,s’} et

gj t 35{192‘9”-91'} .
3) Chacue $lément de M est obtenu en appliguant un nombre fini de

fois les régles précédentes,
Prcuve facile : comne 4 est fermé pour les operations g (avec

° 0o ke .t .e.t’ . d
Je{l 2, ,r} )}, on a , quels que soien ;_—[3.1, o(&ﬂj e
M, gj(o(a‘l,...,o(én.)gﬂpour tout jg_{l,Z,”.,r}.
Les théorémes 5 et 6 entralnent s
Théoreme 7_: L'ensemble i peut 2tre défini récursivement de¢ 1= fagon
suivante :
1) Certains 41émcnts Byresesd, ,bl,.o.,b de T appartiennent & I,

2) M est fermé pour les opnérations £ (1€,{} 2,,.,,3.} ) et pour
les opérations gj (jg{l,Z,..,,r}) deflnles précédemment.
3) Chague 31iment de M est défini en appliquant un nomhre fini de
fois les 2 réegles pricédentes.
D&f.8) L'opérntion fi conserve la propridté P ssi guels que soient
les élémentscngv.o., n ayant la propridté P, f ny ,,.e,o(' )
i 1

a la pronriétsé P,

Théoréme 8 ¢ Si SERERRL cnt 1a propridétd P, ¢t si les fonctions
______ " ¥

f ,...,fS conservent cette propridtc, alors tous les &lomsnts de M

« Les Zliments de i, ont 1o pronrilté P.
L

ont 1~ propricti
rreuve : M = () H

pE N
Supposons que les Climents de Mi pour i < p ont la propriété P.

)]

-

"

Alors les él:nents de M 1l'ont aussi parce que Mﬁ s'obtient en
%
aBp}iquint les opéraotions fl,.,,,fs aux &léments de ¢

\_) Hi ; ¢léments gqui ont ka propriéts P. Donc, guel que goit
i=]1 nde N, les Eléments de Mﬁ ont la propri:té P .
. Donc tous les éliments de 1 1'ont,
Conséqguence 1 : Soit 1a propridts P : "x peut T8tre représentd sous
la forme FTX)
Si al,..,.,f,_f1 peuvent 2tre renrisentés sous la forme F(al),,,., res—
pectivement F(ah) , et ei fls,..,fs congservent la propriité P, alors
tout 3lément o€ de M peut Btre renrdisentd sous 1~ forme F(ec),

Rem s on peut trouver encore 4'-wtres d-f. Sguivalentes de M.
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2 - APPLICATIONS , EXEIPLES . o

Dans les applications, certaines notions génirales comme : é1é-
ment d-récursif, description .i-récursive, ensemble fermé :-récursif
seront remplacds par les attributs caractérisant 1l'ensemble i, Par
exemple dans la théorie des fonctions récursives, on trouve des no-
tions comme : fonctions primitives récursives, description primiti-
ve récursive, ensenble fermé primitivement récursif. Dans ce cas ":i"
a ét¢ remplacé par 1l'attribut "primitif" qui caractdirise cette clas-—
se de fonctions, mais il peut 8tre remplacé par les attributs "géné-
ral", "partiel”. ) .

En particularisant les régles 1° et 2° de la d2f.1 , on obtient
plusieurs ensembles intércssants :

Exemple 1 : (voir [2] , pages 120-122, probldme 7.97).

Exemnle 2 : L'ensemble des termes d'une suite définie par une
relation de récurrence constitue un enseanble récursif.

. . R
Soit la suite : o . = f(an’an+1’°°"un+kel) , pour tout n de N ,

avec a, = al , 1 £i k. On va construire récursivement 1'enscm-
i i TR
ble A = am}.méNaF
d'un ¢élément dans 1l'ensemble A ¢ ' , o
1°) ai,...,aﬁ appartiennent & A, et chague a; (1 5;1 {Sk) occupe

et on va définir en md&me temns la position

la position i dans 1l'ensecable A -
2°) 8i a ,a ool appartiennent 2 A , et chaque a. our
) -"n7 n+1_,_’ 9 n+k—l M} ce / 9 e Q X J 9 P

- : _ . . . » E ] “q”
n 4:3 <;n+k 1 , occupe la position j dans l'ensemble A 4 2lors

f(an’an+l’°"’an+k—l) appartient & A et occupe la position n+k

dans 1'enscmble A. .
3¢) chague 3$14ment de B s'obtient en appligu-nt un nombre fini de
fois les régles 1¢ ou 2°¢.

2 P .
Exemple 3 ¢ Soit G = u{e,al,a ,.,,,al }-un groupe cycligue en-
gendrs par 1'élément a. Alors (G, .) peut 8tre défini rdécursivement
de 1= fagon suivante s

1°) a appartient & G.

2°) si b et c appartiennent 2 G a2lors b.c appartieanent a G,

3°) chague 313ment de G est obtenu en appliguant un nombre fini de
fois les régles 1 ou 2. B

Exemple 4 : Chague ensemble fini ML = {?1’X29"'9X '1 -peut e~

tre dcfini récursivement {(2vec ML < T) : nJ
1°) Les (1 :nents Xy 9eeesX de T appartiennent 2 AL,
2) n

Si a appartient & ML , =lors f(a) appartient & AL, od £f:T—3 T
telle que f(x) = x 3

3°) Chaque &lément de ML est obtenu en appligunant un nombre fini
de fois les r&gles 1° ou 2°,

>
Exemple 5 : Soit L un espace vectoriel sur le corps commutatif K
et {:xl,...,x '} une base de L. Alors L peut &tre défini récursivement
m

de la fagon suivante 3



il
A

1°) X 3eeesX  appartiennent 2 L j

2°) si x, y appartiennent & L et si a appartient a K, alors
X 1 y appartient 2 L et a x x appartient & L.

3°). chaque $13ment de L est obtenu rdcursivement en appliquant un
nombre fini de fois les régles 1° ou 2°. ' .
(Les lois L et ¥ sont respectivement les lois interne et externe
de 1l'espace vectoriel L). ' ’

Exemple 6 : Soient X un A-module, et M X (¥ £ @), avec

M = X,y . . Le sous-module engendré par ¥ est :
i icl

<M> ={X€X / X = a'lxl T oeoe + anxn s By € A, Xie M, i('.{ls«’-‘sn}}
peut &tre difini récursivement de la fagon suivanteé -
1°) vour tout i de{l,2,...,n} s xedM) ;
i

2°) si x et y apparticnnent a¢dM>» et a appartient & A , olors
X + y appartient & ¢ M> , et ax aussi j , : .
3°) chague ’l3ment de < M est obtenu en appliquant un nombre fi-
ni de fois les régles 1°¢ ou 2¢, ‘ '

En accord avec le paragraphe 1 d« cet article, ( NI) est le plus pe-
tit sous-ensemble de X vérifiant les conditions 1° €t 2°, c'est-i-di-
re que < M > est le plus petit sous-module de X incluant M. LHS

est aussi 1'intersection de tous les sous—ensemebles de X virifiant
les conditions 1° et 2°, c'est-i-dire que ¢ i > est 1'intersection

de tous les sous—-modules de X qui contiennent M., On retrouve ainsi
directement quelyues rdsultats classiques d'algébre,

On peut aussi parler de sous-groupes ou d'idéal engendrd par un ensem-
ble : on obtient ainsi guelgues ~pplications importantes-en alzébre,

Exemple 7 ¢ On obtient aussi comme application la thiorie des
langages formels, parce que, comme on le sait, chague langage rdgu-

lier (lindaire & droite) est un ensemble rigulier et riciproguement.

Mais un ensemble régulier sur un alphabet _,_.S = {al,...,an} neut

8tre défini_ricursivement de 1la facon suivante
o] o v iennent 2 I
1°) ¢ ,{E}, &c',l\} seees {an} appartiennent 2 . . 7 |
2°) si P et @ apnartiennent 2 R, alors PUS], PQ, et P app. & R
avec Py Q ={x/ng ou XQQ} s PQ = {xy/XQP et yg Q}, et
n

x_ > 2 n — » , 5 . (o] _ c‘
P = r’fz‘/() P avec P = P.,P,.. P et, par convention, P = \E} .

n fois
3°) Rien d'autre n'appartient A R gue ce gui est obtenu & 1'aide
de 1° ou de 2°,
D'ou plusieurs propriitds de cette cl-sse de langnges avec applica-
tions aux langages de programmntion.
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