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abstract

In this paper we give some formulas related with the numbers: 7 (pi) , G (catalan) , {(n) , v (Euler-

Mascheroni).
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Resumen

En este articulo se muestran algunas formulas relacionadas con los nimeros: 7, G, {(n) , y.

1 Introduccion

En esta nota se muestran formulas y relaciones que involucran constantes clasicas como son :

) (_l)n
n_;‘znu
o0 (_l)n
G=) ——
= Q2n+1)?
| 7(2
(=) —=—
;nz 6
il
B)=) —
n:ln3

1 1 1
y:lim[l+—+—+...+——lnn}
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n-co n

En algunas férmulas aparecen funciones especiales :

)

{s)= ), Re(s) > 1

n=1

la funcion de Mobius u(n), la funcion de Euler ¢(n), los polinomios de Legendre P, (x), ..

se muestran algunas integrales dobles que involucran constantes clasicas.

etc.
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2 El numero 7, el numero G, las funciones ¢(n) y u(n)

Una de las funciones aritméticas mas importantes en la teoria analitica de los ntimeros es la funcion de

Mobius u(n) que se define de la siguiente manera :

1 sin=1
un) = { (-1)F  si nesel producto de k primos distintos (7)
0 sin tiene algun divisor cuadrado mayor que 1

la funcion de Euler ¢(n) se define como el nimero de enteros positivos primos con #, y menores o

iguales que #. la funcion ¢(n) se puede escribir como :

ud)
pm)=n ) — ®)

dln

tres formulas que relacionan las constantes 7, G, y las funciones ¢(n) y pu(n) son :

1 1 o (=)' u@2n+1)
A W s 9
G = @n+1y ©
n © (=1y'¢pQ2n+ 1)
—=4+4 ) — (10)
G = @2n+1?

1N ) ¢2n+ 1) 2n+ 172
4 (an
4 1+, =D uCn+1H2n+1)72

3 La constante G y la funcion w(x)

Una representacion integral para la constante G es :

m 1
G=7 +f W) dx (12)

/4

tan~! x

donde w(x) es la funcién inversade y = ,0<x=1, »0)=1.

X

La funcion w(x) satisface la ecuacion diferencial :

dw w(l +w?) b/d
_— ( ):1 (13)

, W)
dx 1-x(1+w?

La funcion w(x) se puede representar como :

(14

27
wx)= [30-x)+—(1-x?%+.. (15)
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4 Una serie de Fourier

Recordamos una serie de fourier :

Iym# 21 nmw
(1——]—:Z—sen( ),LeN—{l}
L)2 on
la serie (17) se puede escribir como
INg L1 N 1 20-1 N 1 o (L-1 S
l-—|—=)>s —_—+ S —_— 1 _—
( L]L m=1"’,§‘2u+m mgl Z;Zkl+m k_%l(;‘zu+m
donde
mn
NeNo,sm—sen( ),m=1,2 L 2L, sp=5,,=0

5 La constante G

Algunas series y relaciones que involucran a la constante de catalan :

@1 2SS,

SR @u+ ) 2m+ 1))

D)

n=0 m=n+

(_ 1 )n+m

(_ 1 )n+m

L(@ur+ 1D 2m+ 1))

m oo (_l)nn

=22,

rein=1 2n+1

§_cv \
+ , me
Y2 @n+ 1y

La funcion beta de Dirichlet se define por :

Bs) = Z(—l)k Qk+ 1), Re(s)>0

k=0
de (23) se tiene :
B2)=G
La ecuacion (22) se puede escribir como :
1
G= 22( )" n Z +Bm+2), meN

n=1 k=1 (2k ])k+2

Algunas series :

2n+1
G=38

M

((4n+1)@n+3))7?

2

I
=}

n

G=2) ——MM _—
;(4n+1)2(4n+3) @n+1)@n+3)?

(an

2L-1 Sm

+ Yy — (18)

meis1 2k L +m

(19)
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]2 n (_l)m—l 0 1 i(_l)m—l

m el (2n+1)2 pry m

G= 82(

n=1 m=1

+4Z +Z

)2 @ (=1yte & (=1
o @nr-0t S En -1y

X n
G=4 (-1)"*1(
; 4 n?

-1

dnn+1) -1 2, (=1

o @rr=17? oo om

1 n (_l)m—l o0 1 n (_1)m—l

2 )

m=1 m n=1 (4n - 1) m=1 m

Otra representacion para G es :
< m
_ z “ k
G= Z(k)H(m,k),meNo

k=0

donde

o0 (_l)nnk
H(m,k):zi ,meN,, 0°=1
= Qn+1)?

& (-1)"nx
G=1+4 f > —|dx
o \H en+x)p?
Algunas desigualdades :

1-x

bis
tan_1x+(1—x)—<G<x+( ]tan_lx,Osxsl
4

X

n-lq 1 nzl] k
—+Z—tan ( )<G<—+ —tan~ (—),neN
i K n

n klk n
7(2+3x—x? 3x—-x> 1-x X 1—x
—|—|<G< + tan™! x + tan’l( ]
8 1+x 2-2x 2x 1-x 1+x
O<x<l1

6 Numero x ,polinomios de Legendre , integral doble

Los polinomios de Legendre P,(x) se definen por la formula :

1 a
P(x) =

217", N
2"n!dx"((x )) meto

Una integral doble parames :

(G +D/2), ,
n=4(- 1)”[[ P,(x)dxdy , neN
=»*/2),

donde

x)p=1, ), =xx+1D..x+n-1)
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7 Numero 7, suma de radicales

Param e N, setiene :

1—radical

N

/2_\/? \N2-vV2+v2 2—\/2+ 24 ..+V2
1+ + + ..+

&

V2ivz \/ =
2+ 2+\/7 2+\/2+ 2+..+vV2

1—radical

m—radicales

o (X @n+ D)~ 1

-+ (=D

V7 2 \24v2 2—\/2+\/2+...+\/7
1- +

&N

o (25 @n+ DY -1

1—radical

Vasvz \/ =
2+ 2+\/? 2+\/2+\/2+...+\/7

8 El producto de Euler para la funcion zeta {(s)

Recordamos el clasico producto de Euler para la funcion zeta de Riemann :

1
L(x) = 1_[ , x>0
P 1-p~
la funci6 zeta satisface la ecuacion :
22/{71 ﬂ2k Bk
[Q2k)= keN
2k)!

donde By, son los numeros de Bernoulli :

sl e e

combinando las formulas (43) y (44) se tiene :

mT=

1 (Z(Zk)!

12k
2\ B, ,

El producto de Euler se puede escribir como :

1
()= , x>0
l:[(l _ pfx/Z) 1+ p7x72)

Si p(n) representa el n — €simo niimero primo, entonces se tiene :

m 1
=] , meN, x>0

n=11— (_l)n—l (p([%]))—x/z

donde [x] es la funcion parte entera, y setiene :

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(43)



1Lm Ln(x) =4(x), x>0 (49)
otra formula es :

2(2k)!

1 12k
n(k, m) = —( ] EnINP*E |k, meN (50)
2

k

limntk, m)=n , keN 1)

m—oo

para el caso particular k = 1, lafuncion z(1, m) tiene la siguiente representacion :

2L, m)=V6 [ {u(@) , meN (52)

7t(1, m)

0@

34

°

331 o

e
..'Oﬂoooo
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32

31F
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291

sall]

331
321
3.1r
30F] ¢

291

9 Numero 7, arcotangente , particiones

Si P(n) representa el nlimero de particiones de un entero n, se tiene :

& V3 V3 32, (=113 PR - 1)
-+ Z(—l)”"1 tan”!| — [ = tan™!
6 = 3 1+ 3%, (=1)"37" P2 n)

(53)

10 Integrales dobles

ff VX2 +)? dxdy (54)
a®) R(a,b)

R(a, b) = {(x y)e[R cat <Xt +y <b} O<a<b (55)

2 ® -



un caso particular de (54) cona=1,b=2, es:
3 3
ﬂ:—ff \/x2+y2 dxdy=— ff \/x2+y2 dxdy (56
14 R(1,2) 14 )
1<x®+)*<4
la grafica de laregion R(1, 2) es :

1sx2+y254

-1

-2

|
N

I
-
o
-
N

de (56) se obtiene :
3
7r=—ff 57
56
R
R={(x,yeR*: 1<sx+y=<4,x>0,y>0) (58)
R
5F T 1
>
5
X
ff ~In(1 - y) 7 72In2  (In2)}
——dxdy=-{(3)- +
x(1+y) 4 6 3 (59)
R={(x,yeR*: 1-x<y=<1,0=x<1} (60)



36+ 22— 2 2 (32 2 (n3)
[[ Rt 0 o
R 144 — (x2 - y2)? 12 4 2 4
R={(x,»)eR*: 0=x+y=<2,0=x-y=<2} (62)
R

N
1
I

0.0 0.5 1.0 15 2.0
X
f 1 2 (2P {2 (n2)y
—dxdy=—-——=2"_
Xy 12 2 2 2 (63)
R={(x,y)eR*: 0<2-x=y l=x=<2,0=<y=<l} (64)



1.0F §

0.6 il
04+ H

0.2 u

0.0L . . .

seana < b, c<d, setiene:

T d b (b-aPd-0o)(y-o
:ff dxdy
343 Yeda (b-a)(d-0)P - (x-a)(y-0o)
d rb (b-a)(d-c)
G:ff dxdy
¢ Ja (b-a)d-o)*+((x—a) (y - c))?

d b 1
;(2)=ff dxdy
ceJa b-a)d-c)-(x—-a)(y-c)

d rbIn((b—a)(d —¢)) —In((x —a) (y — ¢))
2§<3>=f f dxdy
¢ Ja b-ayd-o)-(x-a)(y-o)

d rb In((x—a)(y - )
(@b - a)(d - &) ~2(B3) = f f dxdy
cda p-ayd-0--a)(y-0)

Algunas integrales en la region :

R={(x, )eR*: 1-x=<y=<1,0=x=I}

1 In(1 = y)
4(3)=——ff dxdy
2 B Xy

1 -x
yz_ff—dxdy
xyIn(l -y)

R

1
G:ff—afxdy
x2-2y+)Y)

R

b8 1
—:—ff dxdy
4 x(1+(1 =3 -y)

R

Vs 1-x
ln(—)sz—dxd
4 R x(2-y)In(l -y)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71

(72)

(73)

(74

(75)

(76)



11 Numero r , integral triple

1(1 = x) (<In(x y)*
f 2+x dx - fff dxdydz
0 (1-xy)TQR+2%)
(=" (nny"
2 dx=1 EEEE—
L{( +x) X +ZZ

ne2m=o m! Qm+ 1)n?

12 Numero r, serie

i 22N (2L -2
2n+l on

=1

13 La funcion {(s) , nimeros primos , numeros compuestos

=1+ ) p=+ ™

peP ceC
donde P ={2, 3, 5, 7, 11, ...} esel conjunto de los nimeros primos y C = {4, 6, 8, 9, 10, 12, ...} es

el conjunto de los nimeros compuestos.

i) =

e

ned
donde p, es el n — ésimo niimero primo y :

A={neN:n+p", peP, meN}={6, 10, 12, 14, 15, 18, 20, ...}

14 Algunas representaciones integrales

Recordamos un resultado del analisis :

n=1n =1 n
0 00
A= [
n=1 n 0 n=1 X +a,
0 ( l)n—l o X ( l)n—l
S S
= a, 0 =X+ a

10

(7n
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Ejemplos :

00 X 1
3= I
P 16[02 ~dx

HeP+2n-1)
oOoo (_l)n—l
2f dx
0 H+Q2n-
rew=2[" .
0 lx2+n
moc ( 1)"1
nl(s)(1-2"° 2f , s>0
[U— 1x2+n

00 X 1
ﬂesz Z dx
0 20 X2+ (n))?

o (=D
D)

0x2 + (n')2

15 Numero 7, funcion {(2n+1) , numeros de Euler

& 1

ﬂ2”+1{(2n+1)En:22”+1f [x“ ]dx, neN
0

1 cosh(m x)
E,={1,5, 61, 1385, 50521, ...}

2n

RO k(2] £ B )
En_g(;( 1)k ok ( )Z( )(k 2m)?*", neN

m=0

16 Numero 7, funcion {(s) , numeros de Bernoulli

SeameN-{1} ymN={m,2m, 3m, 4m, ..}, setiene:

L)1 =m™) = Z s, s> 1

neN-mN

Paras =2k, k € Nsetiene :

2k-1 2k
2 Bkﬂ

' (1 _m—zk): Z 2k

(2 k) ! N-mN

Z( 1)k( )(k+l]2m , meN

(- l)ml 2m

>

Colam g 8 S

17 Funcion {(x) , constantes , integrales

11
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Definicion :

1 piztan~' x
G(z) = ff dxdy:—f
0 22+ x? y zJo X

1] & tan n
G,((P*'S):f —ngx, s>0, p>1

n?

1] & tan‘l(x")
GCG)‘f dx

xln2 11 = sen”!(x"
§(P+S)=f —27( )dx,s>0,p>1
2

0 x n=1 n?

2
X =1 n

rln2 11 & sen(x")
()= fo > dx

bis 11°<>sen( )
—(+)=f— dx, s>0,p>1
2€p s Oxz x,s8>0,p

nP

11 & sen(x”)
o) f — dx
n

y(z(zs)—n—flnxz =~ ldx  s>1/2

n=2

18 La funcion G(z)

ysetiene : G(1) = G (constante de catalan) . para0 < z < 1, setiene :

paraz > 1 setiene :

algunas formulas :

G 1 piztanx
G(z)=—+ —f dx
1

z z X

G 1 pitanlx
G(z):———f dx

z 1/z X

ffsech( )dxd/y 4n2( Y'Qn+1)G(Q@n+1)m)

n=0

1l o 1
f f sech(x y)dxdy= nZ(—l)" 2n+1) G{(n + —) 71)
0 Jo "0 2
1l xXynm 4 >
ffsech(—)dxdy:— G+Z(—1)”(2n+1)G(2n+1)
0 Jo 2 oy

T

1 1 1 & 1
ff sech(xymdxdy=— > (-1)' @n+ 1)G[n+ —J
0 Jo T 2

12

dx ,z>0

N

(98)

99)

(100)

101

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)



1,11 xy &
—t h(—)d dy=4 G((2 1
j(; an xdy Z (2n+1)m

0 xy 2 n=0

11l & 1
— tanh dxdy=2 ) G||n+ —
ﬁf;xy anh(x y)dxdy Z ((n 2]7()

n=0

1 11 xXym 4 =)
f —tanh(—)dxdy:— G+ ZG(2n+1)
0 2 Vg

0 xy n=1

1,11 2 X 1
f — tanh(x ym)dxdy = — ZG(n+ —]
0 2

0 xy T =0

19 Numero 7, formulas

0 (_l)rﬂ S(j, m)
= [1[1- =5
m

m=0

donde A4(j) y s(j, m) se definen como :

1 / 1
A(j)=4[ > ],jeN

J+l SRk

G+ D723 4 3 R+ k+ )72
s(j, m) = : , jeN
oD@+ DTG+ D2 G R k1))

para j = 1 setiene :

10 = [ (_l)m (272m73+372m73) ]
1 -
Cm+3) Y- Qn+ )7t @721 4 3720710

n=8(ﬁ—1)ﬁ(2m+3)(Pm+me/7)

m=0
donde

Am Am+1 -2 Bm Bm+1

P,

! A2 2B,

Q Am Bm+1 - Am+] Bm

m e EE——
A2, -2 B2

m

An=Y(-D'a, [] @k+1)

n=0 O<k<m.k+n

B, = i(—n" by ]_[ Qk+1)
n=0

O<k=mk+n

an+l=3an_4bns bn+1=_2an+3bn9 a0=_19 b0=1

13

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)
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2VZ \(51v2 - 52\[4(3735 V2 3098
ﬂzg(\/—_l)[ 3 ][ 20 ] 8743
n=2" 2—\/2+ 2+..+V2 ﬁ ’

1—radicale n=0
2+ 2+V2+..+V2

—————(m+n+1)-radicales—————

meN,

\/? [2_\/7 2_1[2_,_\/? 2 - 2+ 2+\/7 o oo (—1)”_lam
+ + +..+2 -

r=1+—+
2 2 2 2

po VT V2ovz Y2-V2evZ o N 2o\ 2eN2eV2 & & D ay
—T+ - + —...+222m

3 2 2 2

m=1n=1

en las formulas (127), (128), setiene :

1
a=1, ay=— 2_\/2+V2+,,,+ﬁ , meN - {1}
2

——————(m—1)-radicales————— —

) (_l)nfl n 1 _l)n—l n 1

> (
:1_2 ;n+k+;

n=1 n

T
4 n

ok -2k

20 Suma de arcotangentes

Z(_l)n—l tan—l(x2n—l) _ Z(_l)n—l a, s L Il<1
n=1 n=1

2 n-1) (_1)d(2 n—=1,k)-1

a, = — . neN
d2n -1,k

k=1
7(2 n — 1) = nimero de divisoresde 2 n — 1

d2n-1, k)=k - ésimodivisorde2n — 1

algunos valores de a,, son :

14

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)



ejemplos particulares :

T )
— (_1))1—1 (t —l(
4 ; an

n=2

V3

4 6 8 13

12

14 8 18 20 32 24 3l

40 30

an:{la s T T 5 5 s s 5 5 > s 5 5 7}
357 9 11 13 5 17 19 21 23 25 27 29

T

4+ —

6\/? \/3—n2

ALl + x/?i(—l)"-l [tan-l[[

i(_l)nfl tan 2n 1 i
n=1

Hen-1A+x*2)

\/? o (_l)n—l 3n
+\/_Z( ' ta [y

V3

21 Numero &, sucesion , integral

V3

+\/_Z( 1)"1[ [[ ]

V3

La constante pi se puede representar por la siguiente formula :

n= 62( 1)"( )fl/r 2n o= [(14) g

donde

an

seab,= —, nelNy, setiene:
|

n:

Apy1

ap = {17 O: -1

=2na,

n+1

-na,

n

n+1

(5

g

n=1

(_1)1771 x2n—l

-5

1, neN, ag=1, a

, —4, =15, =56, —185, ...}

by_1, neN, by=1, b

15

D0t a, 3

o ﬁ o

Z:(—l)”"1 tan™'| — | =

=! 3" n=1
1

227171]

[22n 1

) )
J Ferl(5] )2

1
32}171]

bl o)

3y 1
bl
4 27

=0

, xl <1

=0

en-1)1+32h

)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)
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L ®10 » 30 o 40 50 50 70
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- LN
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[ o®
seac,=(-1)"b,, neNy, setiene:
2n n
Cnpl = — Cp— Ci1, nEN, ¢g=1,¢,=0
n+1 n+1
Cn
1.00
e
0.5+ [
L i [ ] [ ] ... °
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L ¢ 0e® (X
-05-@ L
F e

1/V3 )
],,:f/ 2 e /142) g i , neN
0

1

2
3n 1

L= ——

23 Yo

xn—l/Z e—x/(3+x) dx

3—}’[

1/3
1" — _f xnfl/Z efx/(lﬂc) dx ne NO
0

N FZENO

0<l,<—, nel

V3 2n+1)

22 La constante y , formulas

Algunas representaciones para la constante y :

o0
ot
y:f xe ¢ dx
—00

16

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)



y:f xe’x’“ﬂdx—f xe ™ dx
0 0
oo( l)nl o
Z f e “Ilnxdx
=1

n'n
oo ( 1)111 o0 1 1
:—ln2+z f (cosx— )—dx
o2 @2n) 1 1+x)x
o (-1t oo Sen x 1 1
y=1-In2+ 7_f ( - ]_ny
m Cr+ D20 1 X 1+x)x

X

1 r1x*(1 = x%)
y:Hn—ln(n+1)+ff7dydx neN
0 Jo 1—x

x4

o0 (—1)" (qapn _paqn) ooe—x” _ e
P-9r=), +qu ——dx
a X

nln

n=1

p>0,4¢>0,a>0

1 p1x? —(1 - ylnx)™
[ [,
0 Jo x
1+ Inx
ff dydx
0 1-y(+Inx)
1(l-x)e™
ff dydx
0 1l-y+xy
o (1-x)e™”
ff —dydx
1 —e(1 -x)
0o 1 )
y:Zf f(e‘”—2xye_(xy))dydx
o Jo
o0 1
:f f(e‘”—(l+xy)_2)dydx
o Jo
=ff(e’xeﬂb—(l+xe’}’)’2)e’ydydx
0o Jo

li+2y(1nx)e"y2““")
v= 2ff dydx

f f “xInxdydx

o rly+In(l - y)
7=—f f — (- ydydx
0 0 ¥y
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(159)

(160)
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