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Abstract. U ovom preliminarnom radu ¢e se poku²ati generalisati pojam frakcione

gustine koju je uveo Tarasov [1]. Njen smisao pokaza¢e se na jednom elementarnom

primeru. U istom duhu razvi¢e se par generalizacija Kontinualnog (Path) integrala,

od koji ¢e jedna biti povezana sa Langevinovom teorijom. U matemati£kom smislu

razmatra se novi tip Ne − Lévy slu£ajnih procesa. Ostala osnovna literatura koja je

bitna za tuma£enje rezultata je [2], [3], [4]. U tekstu su mahom citirane monogra�je:

one su, uglavnom, izvor adekvatnih radova.

1. Uvod

Frakcioni ra£un prakti£no je nastao paralelno sa uobi£ajenim. Sa matemati£kog
stanovi²ta, frakcioni kalkulus predstavlja upotpunjenje klasi£nog, prelaz sa celobrojnih
(ali ne i u okviru skupa celih brojeva, ovo je je jedan poseban, nere²en, interesantan
problem) stepena operatora izvoda-integrala na "ostale" brojne itd stepene. Standardna
knjiga u tom smislu je [5]. Mogu¢e su razne generalizacije ovog ra£una [6]. Postoje
formalni razlozi zbog £ega ovaj ra£un nije mogao na po£etku da zaºivi. Neki od
osnovnih razloga su nepostojanje funkcionalne analize, teorije mere i teorije generalisanih
funkcija. Posmatrano sa �zi£ke strane [3], postoje £etiri ishodi²ta frakcionog ra£una:
1) Hereditarnost; 2) Stepeni zakoni; 3) Automodelni slu£ajni procesi; 4) Sli£nost
(fraktali). Jedna od osnovnih primena tehnika frakcionog integriranja u kvantnoj teoriji
polja je ra£unanje integrala u necelobrojno dimenzionom prostoru prilikom razmatranja
Feynmanovih dijagrama. Osnovni koncept u svim slu£ajevima je Riemann � Liouvilleov
integral. U ovom tekstu ¢e se poku²ati ²to jasnije razmatrati koncept frakcione

gustine, a polazi²te za ovo razmatranje upravo je ovaj integral. Pri tome ¢e se vr²iti
njegova generalizacija, a na osnovu nje i zasnovati novi frakcioni ra£un. Organizacija
rada je slede¢a: u drugom paragrafu zasnova¢e se neke relacije saglasno [1], [3], [4],
[5]. U tre¢em odeljku opisa¢e se inovirani frakcioni Riemann � Liouvilleov integral, ali i
uvesti novi kalkulus. U £etvrtom su prikazane primene ovih koncepata u vidu teorijskih
primera �zi£kih sistema.
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2. Osnovne relacije frakcionog ra£una

2.1. Frakcioni integrali

Ako se razmotri ponovljeni integral od realne funkcije f(x) (obi£no f(x) ∈ Lp([a, b]), p ≥
1, na ograni£enom sa obe strane segmentu [a, b] ⊂ R)

Inf(x) :=

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2 . . .

∫ xn−1

a

dxnf(xn), n ∈ N (1)

tada vaºi Cauchy formula

Inf(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

dx′(x− x′)n−1f(x′). (2)

Ako je α > 0 tada se prethodna formula generali²e na slede¢i na£in

Iα(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

dx′(x− x′)α−1f(x′). (3)

Zna se da je gama funkcija Γ(α) generalizacija faktorijela i da je Γ(α) = (α−1)Γ(α−
1). Po pretpostavci se za sve izvode i integrale ubudu¢e razmatra skup adekvatnih
funkcija na kojima oni deluju. Levi i desni Riemann-Liouvilleov frakcioni integral
de�ni²u se jedna£inama

Iαa+f(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a

dx′(x− x′)α−1f(x′) (4)

i

Iαb−f(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x

dx′(x′ − x)α−1f(x′). (5)

Za α = 1 obe prethodne jedna£ine predstavljaju poznate uobi£ajene integrale. Ako
je α < 0 integrali predstavljaju odgovaraju¢e izvode, a za α = 0 nulti stepen integrala
je jedini£ni operator. Ako je x = b u (4), nulti stepen integrala daje vrednost funkcije u
ta£ki: f(b) (isto vaºi, za (5) kad je x = a). Za α = −n, n ∈ N, ovi integrali predstavljaju,
do na multiplikativnu konstantu, operatore izvoda: Iα=−n

a+ f(x) = Dnf(x) = Dn
xf(x) i

Iα=−n
b− f(x) = (−1)nDnf(x). Ako je u Eq. (4) a = −∞ a u Eq. (5) b =∞ dobijaju se tzv.
Liouvilleovi frakcioni integrali Iα+ i Iα−. Oni se dobro pona²aju u odnosu na Fourierovu
transformaciju i mogu se de�nisati preko nje. Oba Riemann-Liouvilleov frakciona
integrala mogu se zapisati u vidu specijalnih Grünwald-Letnikovljevih integralnih suma
(interval [a, b] obi£no je podeljen je na N jednakih intervala, h = (b − a)/N , o£igledno
dobro za numeriku, f(x) ∈ L(R), α > 0)

Iαa+f(x) = lim
h→0

hα
[(x−a)/h]∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x+ (α− k)h) (6)

i

Iαb−f(x) := lim
h→0

hα
[((b−x)/h]∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x+ (α + k)h). (7)
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Alternativna de�nicija ovih suma je (Iαa+f)(x) = lim
h→0

hα
∑[(x−a)/h]

k=0 (−1)k
(
α
k

)
f(x−kh)

i (Iαb−f)(x) := lim
h→0

hα
∑[((b−x)/h]

k=0 (−1)k
(
α
k

)
f(x+ kh) (ovo je vaºnija de�nicija!). Postoji

literatura o povezanosti ovih sa drugim frakcionim operatorima - integralima i izvodima.
Smatra¢e se da funkcije koje zadovoljavaju prethodne £etiri relacije postoje i koriste
se. Za potrebe ovog rada ove sume - integrali su od su²tinskog zna£aja. One
zadovoljavaju svojstvo semigrupe na operacije naizmeni£ne primene istovrsnih operatora
(samo integralnog ili samo diferencijalnog tipa). Od interesa je de�nisati slede¢e izraze
(k ∈ N0) [ α

k

]
:= (−1)k

(
α

k

)
=
α(α + 1) . . . (α + k − 1)

k!
,
[ α

0

]
:= 1 (8)

i slede¢e delovanje −α stepena (α ∈ R) operatora prve razlike ∞∆ nad beskona£nim
nizom a(k)

∞∆−αa(k) :=
∞∑
k=0

[ α
k

]
a(k). (9)

Poslednja jedna£ina opisuje delovanje frakcionog stepena slede¢eg operatora prve
razlike nad beskona£nim nizom a(k): ∞∆1a(k) = a(0) − a(1). Ako je α = 1,
jedna£ina (9) opisuje poznati operator sumiranja. Za α ≤ 0, α 6= −l, l ∈ N0, vaºi
∞∆−αa(k) ' −Γ(−α + 1) · ∆a(k) (∆a(k) = a(k + 1) − a(k))� Jumarie (α ≥ 0 !).
Zamena∞→ N , tj. N∆−α ozna£ava da se pre²lo na kona£an niz ili sumu. Za Riemann-
Liouvilleove frakcione integrale vaºi¢e

Iαa+(x− a)β =
Γ(1 + β)

Γ(1 + α + β)
(x− a)α+β (10)

i

Iαb−(b− x)β =
Γ(1 + β)

Γ(1 + α + β)
(b− x)α+β (11)

za β > −1 i α ≥ 0. Integrali od konstante C jednaki su

Iαa+C =
C

Γ(1 + α)
(x− a)α (12)

i

Iαb−C =
C

Γ(1 + α)
(b− x)α. (13)

Liouvilleovi frakcioni integrali zadovoljavaju slede¢e formule

Iα±e
±ax = a−αe±ax, a > 0, α > 0, (14)

Iα±sin(bx) = b−αsin(bx∓ απ

2
), (15)

a vaºe i

Iα+(b− ax)β =
Γ(−α− β)

Γ(−β)
(b− ax)α+β (16)
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gde je a ≥ 0, b− ax > 0 i α + β < 1, odnosno

Iα−x
β =

Γ(−α− β)

Γ(−β)
xα+β (17)

uz uslove α+β < 1 i α > 0. Na kraju izlaganja o frakcionim integralima razmotri¢e
se njihovo de�nisanje preko konvolucije na tzv. karakteristi£nim stepenim funkcijama
[3], za α /∈ Z \ N = N−0 i xa+ := {x|x > a}, (�ilov i Uchaikin !)

Φα(x) :=
xα−1
a+

Γ(α)
(18)

i, za α→ −m,m ∈ N0, dobijaju se odgovaraju¢i stepeni izvoda Dirakove δ - funkcije

lim
α→−m

Φα(x) :=
x−m−1
a+

Γ(−m)
= (−1)m · δ(m)(x). (19)

Tada je za α ∈ R

Iαa+f(x) = Φα(x) ? f(x) =

∫ x

a

dx′Φα(x− x′)f(x′). (20)

Ovakva adaptacija frakcionih integrala preko konvolucije dobra je u slu£aju a = 0

za kori²¢enje Laplaceove transformacije. Pored toga, mogu¢e je de�nisati frakcioni izvod
Dirakove δ - funkcije preko odgovaraju¢eg stepenovanja karakteristi£ne stepene funkcije
([3], str 177).

2.2. Frakcioni izvodi

U ovoj sekciji ukratko ¢e se (re)de�nisati Riemann � Liouvilleovi i Caputovi frakcioni
izvodi i prikazati njihove neke osnovne osobine i relacije. Frakcioni Riemann �
Liouvilleov izvod stepena α > 0 de�ni²e u dva slu£aja. Prvi

Dα
a+f(x) = DnIn−αa+ f(x) (21)

a drugi

Dα
b−f(x) = (−1)nDnIn−αb− f(x), (22)

gde je n = [α] + 1. Pokazuje se da da je ova de�nicija kompatibilna sa de�nicijama
preko odgovaraju¢ih Riemann � Liouvilleovih frakcionih integrala, te se svodi na njih,
ali uz transformaciju pod integralima α → −α, pa i za α = 0. Frakcioni Riemann �
Liouvilleov izvod od konstante nije jednak nuli. I Caputov frakcioni izvod de�ni²e se u
dva slu£aja, uz uslove α > 0 i α /∈ N, prvi

CDα
a+f(x) = In−αa+ Dnf(x) (23)

i drugi

CDα
b−f(x) = (−1)nIn−αb− Dnf(x), (24)
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gde je, standardno, n = [α] + 1. Za α = n ovi izvodi pona²aju se indenti£no kao
i Riemann � Liouvilleovi. Sli£no tome, mogu se koristiti formule (10) i (11) uz smenu
α → −α, osim u slu£aju konstante, β = 0, kada su Caputovi izvodi jednaki nuli. Ova
£injenica upu¢uje na okolnost da Caputovi izvodi mogu biti interesantniji za primene.
Tako�e, vaºe relacije: CD0

a+f(x) = f(x)− f(a) i CD0
b−f(x) = f(b)− f(x). Veza izme�u

Riemann � Liouvilleovog i Caputovog frakcionog izvoda je poznata, ovde ¢e se ona
zapisati samo u slu£aju 0 < α < 1 za levostrane izvode

CDα
a+f(x) = Dα

a+f(x)− f(a)

Γ(1− α)
(x− a)−α. (25)

Ako se de�ni²e Mittag-Le�erova jednoparametarska funkcija (MLF)

Eα(xα) := 1 +
∞∑
k=1

xkα

Γ(kα + 1)
;α, x ≥ 0 (26)

tada je (CDα
a+Eα((x − a)α/xα0 )) = (1/xα0 )Eα((x − a)α/xα0 ). Za α = 1 je

E1((x−a)1/x1
0) = exp((x−a)/x0). Jedan od kriterijuma razvijenosti frakcionog ra£una

je £injenica da se MLF moºe brzo i e�kasno numeri£ki ra£unati kao i eksponencijalna
funkcija. Mogu¢e je de�nisati i odgovaraju¢e Liouvilleove frakcione izvode, ²to se ovde
ne¢e razmatriti.

2.3. Tarasovljevo de�nisanje frakcione gustine

Frakciona gustina de�ni²e se nad metri£kim potprostorima Euklidskih prostora.
Najvaºniji je slu£aj fraktala W masene dimenzije D � radi se o rasporedu masa na
njemu (u sklopu toga pristupa, sa stepena frakcionog izvoda ili integral α prelazi se na
D). Tada se, u slu£aju box-counting mere u slu£aju sfernog pokrivanja fraktala dµB,
integral nad D-dimenzionim metri£kim prostorom neke funkcije f zapisuje u vidu∫

W

fdµB =
2πD/2

Γ(D/2)

∫ ∞
0

f(r)rD−1dr. (27)

Zapis preko Liouvilleovog frakcionog integrala je slede¢i∫
W

fdµB =
2πD/2Γ(D)

Γ(D/2)
ID− f(0). (28)

Ovo je jedna od prvih meni interesantnih indikacija o povezanosti fraktala i
frakcionih integrala. U Odeljcima (1.10) i (1.11) svoje knjige, Tarasov povezuje
prethodnu formulu sa integralom po Hausdor�ovoj meri (na Borelovoj familiji skupova),
koja je generalizacija Lebesguove mere (vaºni odeljci za ovaj tekst su (1.15) �
(1.21)). Sferno (ili preko hiperkocaka) pokrivanje fraktala po Tarasovu ne daje
korektne vrednosti za Hausdor�ovu dimenziju i meru. Hausdor�ova mera, ina£e, za
razliku od Lebesguove, diskrimini²e � razlikuje pojedine skupove mere nula (fraktale
razli£ite dimenzije, za koje se ovde i koristi). Integral po ovoj meri se pi²e�
de�ni²e za metri£ki prostor (fraktal) Hausdor�ove fraktalne dimenzije D, u obliku



Razmatranje nekih primena generalizacije Riemann � Liouvilleovih integrala u �zici 6∫
W
·f(x)dµHD(x) =

∑∞
i=0 fi · µHD(Ei, D) za W ⊂

⋃∞
i=0 Ei, (Ei je prebrojiva familija

metri£kih Lebesgue merljivih podkupova od Rn, takva da je diam(Ei) ≤ ε, ∀i).
Nad ovom familijom vaºi za f(x) = fi = f(xi) kada x ∈ Ei,

∫
W
f(x)dµHD(x) =

ω(D) limdiam(Ei)→0

∑
Ei
f(xi)[diam(Ei)]

D (ω(D) je odgovaraju¢a funkcija fraktalne
dimenzije D). Nagla²avam da je dimB(W ) ≥ dimH(W ). Tarasov u knjizi napominje na
strani 24 da box�counting mera (dimenzija) pomo¢u sfera, iako se lako ra£una, ne moºe
uvek dati ispravnu vrednost ni Hausdor�ove mere ni dimenzije. Zato on u knjizi upravo
koristi navedenu op²tu de�niciju Hausdorfove mere. Sve napisano zna£i, na primer, da
zbir masa na ta£kama odre�enog fraktala moºe biti kona£na veli£ina. U daljem tekstu
razmotri¢e se, radi jednostavnosti, a u duhu prethodnog teksta, metri£ki potprostori od
1d Euklidskog prostora R1. Neka je zadat fraktal W = {x : x ∈ [a, b] ∈ R} � segment
realne ose. Tada je masa MD(W ) u odnosu na generalisan, frakcioni integral (jedna£ina
(1.110) u [1]) stepena D za zadatu funkciju gustine λ(x)

MD(W ) =
1

Γ(D)

∫ b

a

λ(x)|x− y|D−1dx. (29)

Treba da se naglasi da je ovde D = 1. Za D < 1, kada W nije segment realne
ose, na primer, za D = 0, je, zbog (19), MD(W ) = M(y). Tarasov �ksira y jedna£inom
y = a, odnosno, radi se o ta£ki mase MD(W ) sa koordinatom x = a. On je, u principu,
mogao �ksirati i drugu ta£ku na segmentu [a, b]. Dalje se moºe pisati

MD(W ) =

∫ b

a

λ(x)dµHD([a, x]) (30)

gde je

dµHD([a, x]) = dµD([a, x]) = dµHxD([a, x]) = c1(D, x− a)dx, (31)

s tim da je

c1(D, x− a) =
(x− a)D−1

Γ(D)
(32)

i, za x ∈ R,

c1(D, x) =
|x|D−1

Γ(D)
(33)

Za λ(x) = 1 je (jedna£ina (1.102) u [1])

µHD([a, b]) =
(b− a)D

Γ(D + 1)
. (34)

Zbog poglavlja (1.11) u [1] dµD([a, x]) se moºe indenti�kovati, do na izraz Γ(D + 1)

(ω(D) = 1
Γ(D+1)

), sa diferencijalom Hausdor�ove mere dµHD = dµD = dµHxD =

dµHDx = dHD([a, x]), dok je D njena odgovaraju¢a fraktalna Hausdor�ova dimenzija.
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Smenom b→ x u prethodnoj jedna£ini i nalaºenjem njenog diferencijala dobija se (31).
Tada je

MD(W ) =

∫ b

a

λ(x)c1(D, x− a)dx. (35)

Sada se lako vidi da je, za homogenu gustinu λ(x) = λ0 i 0 < D ≤ 1 (oblast W nije
samo segment realne ose) vaºi svojstvo homogenosti

MD([a1, b1]) = MD([a2, b2]) (36)

ako je |b1 − a1| = |b2 − a2|, dok svojstvo fraktalnosti zna£i da vaºi

MD([a1, b1]) = kDMD([a2, b2]) (37)

kada je |b1 − a1| = kD|b2 − a2| (k > 0, k 6= 1). Naravno, ako je D 6= 1,
poslednja relacija ne opisuje segment realne ose. Ovakav tip skaliranja karakteristi£an
je za fraktale masene Hausdor�e dimenzije D, £ija je vrednost dobijena box�counting
metodom. Poznato je da se fraktalni region W opisuje masenim zakonom skaliranja
MD(W ) ∼ RD (R je radijus odgovaraju¢e lopte koja ga ome�uje). On je, po de�niciji,
homogen ako je translatorno invarijantan. Ako se sa Ld(W ) ozna£e linearne dimenzije
fraktalnog regionaW , tada za konstatnu gustinu λ(x) = λ0 = const iz Ld(W1) = Ld(W2)

sledi MD(W1) = MD(W2). Fraktalnost zna£i da ako je λ(x) = λ0 = const i
Ld(W1) = k1Ld(W2) bi¢e MD(W1) = kDMD(W2). Sve ovo vaºi, da naglasim, za
0 < D < 1. Na kraju, imaju¢i u vidu veze raznih mera, za fraktalni region W masene
dimenzije D vaºi

MD(W, t) =

∫
W

λ(x, t)c1(D, x− a)dx. (38)

3. Razmatranje Tarasovljevog pristupa

�injenica je da u svojoj knjizi Tarasov nigde nije prou£avao slu£aj D = 0, iako se
njegove zamisli mogu koristiti kao osnova i tada, pa i ²ire, D ∈ R ili D ∈ C. Evidentno
je to da odgovor, na osnovu izlaganja posle Eq. (29) sledi iz knjige [3] i, po autoru
ovog teksta, dodatnog razmatranja. Prvo, neophodno je formulisati dodatan uslov, da
u slu£aju kada je D = 0, umesto uslova homogenosti i fraktalnosti, vaºi uslov da se radi
o materijalnoj ta£ki koja se nalazi u x = a. Me�utim, ovaj uslov ima svoju interpretaciju
koju ¢u u daljem tekstu razmotriti. Prvo ¢u de�nisati dve nove modi�kacije Riemann �
Liouvilleovog integrala (levu i desnu)

Iαx+f(b) :=
1

Γ(α)

∫ b

x

dx′(b− x′)α−1f(x′) (39)

i

Iαx−f(a) :=
1

Γ(α)

∫ x

a

dx′(x′ − a)α−1f(x′). (40)
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Za α = 1 obe prethodne jedna£ine predstavljaju poznate uobi£ajene integrale.
Njima odgovaraju slede¢e Grünwald-Letnikovljeve integralne sume

Iαx+f(b) = lim
h→0

hα
[(b−x)/h]∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(b+ (α− k)h) (41)

i

Iαx−f(a) := lim
h→0

hα
[((x−a)/h]∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(a+ (α + k)h). (42)

Alternativna de�nicija ovih suma je (Iαx+f)(x) = lim
h→0

hα
∑[(b−x)/h]

k=0 (−1)k
(
α
k

)
f(b −

kh) i (Iαx−f)(x) := lim
h→0

hα
∑[((x−a)/h]

k=0 (−1)k
(
α
k

)
f(a+ kh). O£igledno, ove modi�kacije

fokusiraju se na granice intervala a ne na teku¢e ta£ke. Tako�e, prime¢uje se da
je Tarasov preko jedna£ine (40) de�nisao svoju frakcionu gustinu. Naravno, u tom
smislu mogu¢a je i druga formula (41). Tarasov je mogao da odabere neku ta£ku
y ∈ (a, b), ali tada bi postojala dva integrala, po gornjoj i donjoj granici koja bi se
svela na kombinaciju (39) i (40), za dato x. On nije razmatrao ove mogu¢nosti. Dakle,
pristup u ovom tekstu je op²tiji od Tarasovljevog (generali²u se Riemann

� Liouvilleovi integrali). Za α = 0 je I0
x−f(a) = f(a) i I0

x+f(b) = f(b). Kada
je α = −n, n ∈ N, ovi integrali predstavljaju, do na multiplikativnu konstantu,
operatore izvoda u odgovaraju¢oj rubnoj ta£ki: Iα=−n

x+ (b) = Dn
b f(b) = Dn

x=bf(x) i
Iα=−n
x− f(a) = (−1)nDn

af(a). Ako je u Eq. (39) b = ∞ a u Eq. (40) a = −∞ dobijaju
se tzv. novi Liouvilleovi frakcioni integrali Iαn+ i Iαn−. Ako je α < 0, radi se o novim
izvodima, koji su fokusirani na krajeve intervala. Na primer, vaºe slede¢e formule

Iαx−(x− a)β =
Γ(1 + β)

Γ(1 + α + β)
(x− a)α+β (43)

i

Iαx+(b− x)β =
Γ(1 + β)

Γ(1 + α + β)
(b− x)α+β (44)

za β > −1 i α ≥ 0. Integrali od konstante C jednaki su

Iαx−C =
C

Γ(1 + α)
(x− a)α (45)

i

Iαx+C =
C

Γ(1 + α)
(b− x)α. (46)

Na primer, moºe se raditi konvolucija na novim karakteristi£nim stepenim
funkcijama, za α /∈ Z \ N i xb− := {x|x < b}

Φα(x) :=
xα−1
b−

Γ(α)
(47)
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i, za α = −m,m ∈ N0, dobijaju se odgovaraju¢i stepeni Dirakove δ - funkcije

lim
α→−m

Φα(x) := lim
α→−m

xα−1
b−

Γ(−α)
= (−1)m · δ(m)(b). (48)

Tada je nova konvolucija za α ∈ R

Iαb−f(x) = Φα(x) ?N f(x) =

∫ b

x

dx′Φα(b− x′)f(x′). (49)

Po²to se radi o distribuciji mase, mogu¢e je de�nisati i frakcionu Dirakovu δ -
funkciju δα(x′ − x′′), na primer, u odnosu na (40)

δα(x′ − x′′) = Γ(α)(x′ − a)1−αδ(x′ − x′′). (50)

Sli£no je, kada α ∈ R, xx− := {x′|x′ < x} (x′ ∈ [a, x)), te je Φα(x) :=
xα−1
x−

Γ(α)
i

Iαx−f(x) = Φα(x) ?NN f(x) =
∫ x
a− dx

′Φα(x′ − a)f(x′) = 1
Γ(α)

∫ x
a− dx

′(x′ − a)α−1f(x′), ili,
nepreciznije, Iαx−f(x) = Φα(x) ?NN f(x) =

∫ x
a
dx′Φα(x′ − a)f(x′) = 1

Γ(α)

∫ x
a
dx′(x′ −

a)α−1f(x′). Frakcioni izvodi mogu se prirodno nastaviti na prethodno. Po²to su za
necele vrednosti α Grünwald-Letnikovljeve integralne sume (41) i (42) funkcije od x,
odgovaraju¢i frakcioni izvodi se mogu sli£no de�nisati kao u (21), (22), (23) i (24),
s tim da za α = −n vaºe ve¢ navedene formule. Sli£nost zna£i da se diferencira po
�ksnim granicama kao da su promenljive, a onda se njihove vrednosti �ksiraju. Za
segmente realnih brojeva te de�nicije su uglavnom u redu, me�utim, kakva je situacija
kada se radi o skupovima sa nepozitivnom fraktalnom (Hausdor�ovom) dimenzijom? U
slede¢em izlaganju koristi¢e se i rezultati radova [13 � 19]. Relacije (41) i (42) sugeri²u
slede¢e razmatranje, koje nije detaljno, ve¢ samo okvirno. Flag funkcija θ(x) za skup
� presek fraktala F dimenzije D nad realnim intervalom [a, b] ⊂ R i samog intervala,
za D ≤ 1 (umesto α pi²e se D) jednaka je 1 za F ∩ [a, b] 6= ∅ i 0 u suprotnom. Neka
x ∈ F ∩ [a, b] = W (moºe biti i W ⊂

⋃∞
l=0El, za ve¢ de�nisane El, a razmatra se i

pogodna funkcija � frakciona � fraktalna gustina y = f = f(x) : F ∩[a, b]→ R za D ≥ 0;
sigurno je tada pogodna funkcija � jednostavna �ag funkcija θ(x)). U op²tem slu£aju
koristi¢e se, kao ²to ¢e se iz daljeg izlaganja videti stepena �ag funkcija θD(x) = (θ(x))D

Γ(D+1)
i

funkcija yD = fD = fD(x) : F ∩ [a, b]→ RD (ove £injenice treba imati ubudu¢e u vidu).
Podela P[a,x] (ili samo P ) intervala [a, x], za a < x ≤ b, je kona£an diskretan skup ta£aka
P[a,x] = {a = x0, x1, · · · , xn = x}, xi < xi+1. Svaki interval [xi, xi+1], i ∈ 0, 1, 2, ..., n− 1

naziva se komponentni interval, svaki od njih ima duºinu hi+1 = xi+1 − xi > 0. Tada
je xi = x0 +

∑i
k=1 hk. Neka je |P | = h = max{h1, h2, ..., hn} parametar podele. Skup

podela nad intervalom F ∩ [a, b] ozna£ava se P = {P[a,x] = P}. Podela Q $ P , je,
po de�niciji, grublja od podele P , odnosno, P je �nija podela od podele Q. Onda
je, kada postoji, za ξk ∈ [xk, xk+1) = [xk, xk+1] \ {xk+1}, karakteristi£na frakciono �

fraktalna (masena) mera σDx−[f(x), F ∩ [a, b], P ] =
∑n−1

k=0 h
D
k+1 ·

[ D
k

]
· f(ξk). Za svako

δ > 0 i a ≤ b, krupnozrna raspodela mase (krupnozrna masena funkcija) frakciono �
fraktalne gustine f(x) jeste reprezent γDx−,δ(f(x), F∩[a, b]) skupa funkcija ΓDx−,δ(f(x), F∩
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[a, b]) = {σDx−[f(x), F∩[a, b], P ]}{P[a,x]:|P |≤δ}. Odgovaraju¢a masena funkcija, ako postoji,
de�nisana je jedna£inom: γDx−(f(x), F ∩ [a, b]) = limδ→0 γ

D
x−,δ(f(x), F ∩ [a, b]). Tada je

γDx−(f(x), F ∩ [a, b]) = IDx−f(a) := 1
Γ(D)

∫ x
a
dx′(x′ − a)D−1f(x′) (x′ ∈ F ∩ [a, x]), ²to

predstavlja novi lokalni frakcioni integral. Ako se uvede nova frakciona mera

µvDx−(F ∩ [a, b]) = 1
Γ(D)

∫ x
a
dx′(x′ − a)D−1θ(x′) =

∫ x
a
θ(x′)dµvDx−(x′, F ∩ [a, b]), gde je

µvDx−(x′, F ∩ [a, b]) = 1
Γ(D+1)

(x′ − a)D ∈ RD, vaºi (a±b)D
Γ(D+1)

= aD

Γ(D+1)
± bD

Γ(D+1)
, (±a)D

Γ(D+1)
=

± aD

Γ(D+1)
, ²to opisuje skupove frakcionih brojeva RD 3 xD = xD

Γ(D+1)
. Za D = 0 je

RD=0 = {0, 1} 3 xD=0. Za, na primer, D = −1, vaºi δ(a ± b) = δ(a) ± δ(b) i
δ(±a) = ±δ(a), simbol δ ozna£ava Dirakovu delta funkciju, odnosno, xD=−1 = δ(x) ∈
RD=−1 (generalisane funkcije su brojevi). Diskretna ε � verzija prethodne mere za
skup W je µvDx−(W,D, ε) = inf{∞∆−D (diam(Ek))D

Γ(D+1)
|W ⊂

⋃∞
k=0Ek ∧ diam(Ek) ≤ ε}

(o£igledno, u op²tem slu£aju vaºan je redosled skupova Ek u prethodnoj uniji, odnosno,
oni su totalno ure�eni i me�usobno razli£iti, skup {El} ima osobinu da su mu svi
skupovi takvi da ne mogu za problem koji se prou£ava da se napi²u kao unija dva
ili vi²e neprazna podskupa, osnovni razlog tome je frakciona suma u kojoj se ne moºe
promeniti redosled sumiranja), ili, kada ε → 0, µvDx−(W,D) = limε→0 µvD(W,D, ε).
Iz de�nicije navedeneh suma prime¢uje se da je µvD=0x−(W, 0) = µvD=0x−(E0, 0) = 1

(ako skup E0 nema nulti dijametar, jer za nulti dijametar mera je, po de�niciji, jednaka
nuli) i µvD=−1x−(W,−1) = µvD=−1x−(E0,−1) − µvD=−1x−(E1,−1) = δ(diam(E0)) −
δ(diam(E1)) (δ(...) je singularna Dirakova mera, δ � funkcija). Na kraju, pi²e se
γDx−(f(x), F ∩ [a, b]) = IDx−f(a) :=

∫ x
a
f(x′)dµvDx−(x′, F ∩ [a, b]) = 1

Γ(D)

∫ x
a
dx′(x′ −

a)D−1f(x′). Ostale osobine ove frakcione mere ne¢e se analizirati. Umesto toga,
napomenu¢e se da je za D = 0, σD=0

x− [f(x), F ∩ [a, b], P ] = h0
1 · 1 · f(ξ1), ξ1 ∈ [a, x1),

jedan izbor γD=0
x−δ (f(x), F ∩ [a, b]) ∈ {f(ξ1)}{P[a,x]:|P |≤δ} = f(a) (i za op²te f(ξ1) je isto);

tada je, i za δ → 0, ξ1 → a i γD=0
x− (f(x), F ∩ [a, b]) = f(a). Za D = 0 rezultat

je samo pogodna funkcija u ta£ki. Ta £injenica sugeri²e da frakciono � fraktalna
gustina za nultu dimenziju predstavlja masu skoncentrisanu u ta£ki. Ako je, na primer,
D = −1, σD=−1

x− [f(x), F ∩ [a, b], P ] = h−1
1 · f(ξ1)− h−1

2 · f(ξ2), γD=−1
x−δ (f(x), F ∩ [a, b]) ∈

{σD=−1
x− [f(x), F ∩ [a, b], P ]}{P[a,x]:|P |≤δ}, za ξ1 ∈ [a, x1) i ξ2 ∈ [x1, x2), te, kada δ → 0

sledi h1 = h + o(h) i h2 = h + o(h) i ξ1, ξ2 → a, odnosno, ξ1 = a + h + o(h) i
ξ2 = a + 2h + o(h) pa je γD=−1

x− (f(x), F ∩ [a, b]) = limh→0
f(a+h+o(h))−f(a+2h+o(h))

h+o(h)
=

limh→0
f(a+h)−f(a+2h)

h
= −f ′(a). Poslednja dva rezultata kompatibilna su sa osobinama

karakteristi£nih stepenih funkcija. Generalisana lokalna neprekidnost funkcije yD =

fD = fD(x) (ne mora biti frakciono � fraktalna gustina, pisa¢e se bez indeksa D :
y = f = f(x)) u ta£ki x = x0 je tako�e evidentna: |f(x) − f(x0)| < εD

Γ(D+1)
ako

postoji kada 0 < |x − x0| < δ za ε, δ > 0. To se pi²e: limx→x0 f(x) = f(x0). Ako
je ova funkcija generalisano lokalna frakciono neprekidna u svakoj ta£ki intervala (a, b)

to se opisuje re£ima da je f(x) generalisano lokalno frakciono neprekidna funkcija nad
(a, b) i zapisuje f(x) = fD(x) ∈ CvDx−(a, b). Generalisani lokalni frakcioni izvod po
meri, sa svim uslovima koji se pri tome podrazumevaju, µvDx−(F ∩ [a, b]), u ta£ki x
za ovakve funkcije de�ni²e se na slede¢i na£in y(D)

x := df(x)
dµvDx−

. Kada je D = 1, radi se
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o obi£nom poznatom diferencijalno � integralnom ra£unu i skupu R. Sve navedeno je
kratak prikaz potpuno novog frakcionog kalkulusa. Delta funkcija kao novi tip broja
(analogno vaºi za ostale generalisane funkcije) sugeri²e da se radi o novom shvatanju
Colombeauovih algebri, te da se ona shvata u smislu grani£nih vrednosti u njihovom
okviru. S druge strane posmatrano, ako je D = 0, zbog RD=0 = {0, 1}, u pitanju je
logika. Dakle, brojevi i generalisane funkcije mogu se shvatiti kao logi£ke valence. Autor
ovog teksta ih je prvi put i zapazio u tom kontekstu � koncepciji generalizacije pojma
gustine (mase). Kasnije prilaze ovoj problematici nije vezivao za �ziku.

Moºe se, u okviru diskusije, zaklju£iti da je Tarasov, kada je uvodio frakcionu
gustinu, iako to nije primetio, uveo jedan novi tip Riemann � Liouvilleovog zasnovanog
frakcionog integrala, za α > 0. U ovom tekstu, pored toga ²to je to prime¢eno, utvr�eno
je da vrednost parametra α = D moºe da bude ma koji realan ili kompleksan broj
(prelaz od pozitivnih ka negativnim fraktalnim dimenzijama je gladak). Za opisanu
konstrukciju ne postoji analogon u literaturi niti mogu¢nost da se svede na prethodne
radove � frakcione operatore.

4. Nekoliko primera u �zici

Autor ovog teksta prvo je razmatrao �zi£ke sisteme, u okviru frakcione generalizacije
neprekidne sredine i njene gustine. U ovom poglavlju razmotri¢e se neki osnovni �zi£ki
primeri kojima se on pri tome bavio.

4.1. Gustina Lagrangiana�odnos neprekidne sredine i materijalne ta£ke i van tih

granica

Cilj ovog pododeljka samo je zapis odgovaraju¢ih jedna£ina u najjednostavnijem 1d

slu£aju neprekidnih sredina i njihovo analiziranje. Varijacioni frakcioni ra£un, iako je u
ovom slu£aju nov (stepeni integrala nemaju ograni£enja), nije cilj, ve¢ pregled rezultata.
Razmotrimo slede¢u frakcionu gustinu Lagarangiana za polje ξ = ξ(t, x), x ∈ F ∩ [a, b],
ovde tip frakcionog izvoda nije u prvom planu,

LD(x, ξ,
∂ξ

∂µvDx−
) =

λD
2

(∂ξ
∂t

)2

− κD
2

(
∂ξ

∂µvDx−
)2, (51)

za koju je dejstvo (videti i (40))

SD =

∫
dtIDx−LD(x = a = 0, ξ,

∂ξ

∂µvDx−
), (52)

odnosno, Lagrangian

LD = IDx−LD(x = a = 0, ξ,
∂ξ

∂µvDx−
). (53)

Precizniji zapis u prethodne dve jedna£ine je x = a+ = 0+. Dakle, za D = 1,
radi se, redom, o poznatoj gustini Lagrangiana, dejstvu i Lagrangianu za talasnu
jedna£inu oscilovaja 1d neprekidne strune, ξ je polje pomeraja od ravnoteºnog poloºaja
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a λD=1 = λ - linijska gustina i κD=1 = κ - sila. Mogu¢e je nametnuti uslov da je ona
pri£vr²¢ena na levom kraju za koordinatni po£etak, dok je na desnom kraju (neka je
duºina strune jednaka b = L) slobodna. Ako je D = 0 zbog ve¢ zapisanih relacija za
frakcionu gustinu, gustina Lagrangiana je Lagrangian linearnog harmonijskog oscilatora,
koji osciluje oko koordinatnog po£etka, λD=0 = m je masa £estice a κD=0 = k je
koe�cijent elasti£nosti opruge. U principu treba razmotriti i druge D ∈ R (to treba
obrazloºiti), a λD i κD su konstante. U (51) ostao je prvi izvod po vremenu zbog toga
²to se u (52) pojavljuje prvi integral po vremenu. U [9], izme�u ostalog, razmatrana
su frakciona polja i fraktori. Me�utim, oni nemaju uskla�enost sa frakcionom gustinom
Lagrangiana. Na ovom mestu,da bi se ova okolnost razjasnila, mora se sprovesti
analogiju sa odnosom izme�u uobi£ajene i Lévy difuzije. Obe se razmatraju u celobrojno
dimenzionom prostoru, ali prva je osnovna (normalna) i celobrojna u odnosu na stepene
vremenskih i prostornih izvoda i adaptirana (uskla�ena) na dimenzionalnost. Lévy
difuzija se opisuje, generalno, frakcionim izvodima - anomalna je. Ovde se normalna
frakciona polja de�ni²u tako da su uskla�ena sa prostornom frakcionom gustinom,
odnosno, da za dve vrednosti jednog indeksa D = 0, D = 1 i u slu£aju 1d opisuju
jedan diskretan klasi£an sistem (materijalnu ta£ku) i jedan klasi£an neprekidan sistem
(radi se, redom, o mehanici diskretnih i kontinualnih sredina�sistema). Sva ostala
frakciona polja su, po de�niciji, anomalna. Tako�e, normalna frakciona polja mogu
se shvatiti i kao generalizacija pojma polja. Za²to ovakve de�nicije? Intuitivan odgovor
je: nuldimenzioni prostor je ta£ka a jednodimenzioni je duº (prava, poluprava). Ovo
uvodno razmatranje neophodno je pro²iriti i na vremensku dimenziju (ima komplikacija,
FALVA tip problema, frakcione akcije varijacioni problem, na njemu je radila Tatiana,
O., Agnieszka). Poslednje tri jedna£ine opisuju i frakciono Klein-Gordonovo 1d kvantno
polje bezmasene £estice. Kratka analiza upu¢uje na to da bi trebalo da se verovatno¢a
(normirana na jedinicu ili Dirakovu delta funkciju) u uobi£ajenom slu£aju, normira samo
na jedinicu u ta£kama koje prolazi klasi£na £estica ovog frakcionog Klein-Gordonovog
polja. Pre svega, zbog toga ²to generelisana normiranost treba da bude na frakcionu
delta�funkciju ili jedinicu. U slu£aju klasi£ne mehanike, £estica talasa opisanog
talasnom funkcijom kvantnog polja predstavlja LHO. U kompleksnoj reprezentaciji
oscilovanja, njen kvadrat amplitude treba onda da bude jednaka jedinici (nema integrala
gustine verovatno¢e) i to na putanji £estice nad kojom postoji dato frakciono kvantno
polje (putanja slobodne bezmasene £estice). Verovatno¢a bi, dakle, trebalo da se
redukuje na klasi£nu logiku. Za po£etak, ovu okolnost bi trebalo ispitati sredstvima
verovatnosnih logika, i moºda do¢i do izvesnih generalizacija. Na primer, kvantna logika
je jedan specijalan slu£aj ovih logika. Radi se o postkvantnoj �zici. Interesantno je
uporediti ovu metodologiju sa semiklasi£nom ili WKB aproksimacijom kada } → 0.
Frakciona gustina Lagrangiana slobodnog frakcionog elektromagnetnog polja trebalo
bi da ima sli£ne karakteristike�da ima svoju klasi£nu £esticu itd. O odnosima polja
i njihovih klasi£nih £estica pisa²e se do kraja ovog odeljka. Posebno treba, £ini
se, obratiti paºnju na pojavu samofokusiranja elektromagnetnog polja u neure�enim
i fraktalnim sredinama pozitivnih i/ili negativnih dimenzija. Poznato je kakav je
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odnos mehanike i Lagrangiana diskretnog sistema linearnih harmonijskih oscilatora i
kontinualne sredine ([10], [11], [12]). U jednostavnim monokristalima, zvu£ni talasi
opisani odgovaraju¢om talasnom jedna£inom u dugotalasnoj aproksimaciji kontinualne
sredine sistema diskretnih oscilatora odgovaraju procesu oscilovanja atoma kristalne
re²etke koji su vrlo blizu jedan drugoga. U op²tem slu£aju jednostavnog kristala � skupa
diskretnih oscilatora su disperzioni zakoni klasi£nih i kvantnih oscilacija indenti£ni. Tako
atomi, kvantni objekti, mogu opisivati klasi£ne vibracije. U dugotalasnom su£aju, tada
se dobija dobro poznata formula disperzije koja povezuje faznu brzinu, talasnu duºinu i
frekvenciju oscilovanja talasa. U slu£aju elektromagnetnog polja u vakuumu, potpunog
polja i njegove gustine Lagrangiana, eventualne £estice koje vr²e analogne oscilacije
prethodnim, verovatno bi morale biti manje i prostorno, i po masi, i prakti£no bi se
mogle detektovati preko odstupanja od zakona disperzije c = λν. Interesantna okolnost
je da su one nerelativisti£ke, a da, u tom kontekstu, generalisane, frakcione φ4 teorije
opisuju relativisti£ke popravke. Sli£no bi se mogla razmatrati i kvantna talasna funkcija,
uz dopunu da je brzina odgovaraju¢e £estice grupna brzina talasa opisanog talasnom
funkcijom. Problemi prilikom ovakvih merenja se naziru. Pored ovog, direktnog metoda
detekcije, postoje i drugi, vezani za detalje interakcije raznih polja. Koliko je autoru ovog
teksta poznato, ne postoji evidencija o interakciji kvantnog polja date £estice opisane
talasnom funkcijom i nekog poznatog polja (jake interakcije, na primer) nezavisno od
£estice (talasna funkcija se uvek pridruºuje £estici).

4.2. Path integrali za Langevinovu jedna£inu

Na po£etku ¢e se ukratko opisati, saglasno [2] (8. glava), 1d Brownovo kretanje i
zapisati odgovaraju¢i Path integral (D = α) a onda ¢e se zapisati dve njegove frakcione
generalizacije, i, za jednu od njih prikazati egzaktni rezultati. Langevinova jedna£ina
glasi

mv̇ = −mζv + f(t). (54)

Ovde je m masa £estice, v njena brzina, ζ koe�cijent viskoznog trenja, f(t) slu£ajna
sila, koja moºe, a ne mora imati fraktalni kodomen. Da bi se de�nisao odgovaraju¢i Path
integral, uve²¢e se Gaussova distribucija slu£ajne sile u vremenskom intervalu [t0, tf ]

P [f(t)] = e−
∫ tf
t0

dt
f2(t)

4ζmkT . (55)

Ovde je T apsolutna temperatura a k Boltzmannova konstanta. Ako se segment
[t0, tf ] podeli na N jednakih intervala (ravnomerna podela) duºine ∆t, tada je ti =

t0 + i∆t, i = 0, 1, ..., N . Element funkcionalne integracije je

D[f(t)] := lim
∆t→0

N∏
i=0

(
df(ti)

√
∆t

4ζmkTπ

)
. (56)

Relacija normalizacije gustine verovatno¢e slede¢eg Path integrala je
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∫
D[f(t)]P [f(t)] :=

lim
∆t→0

N∏
i=0

∫ ∞
−∞

(
df(ti)

√
∆t

4ζmkTπ

)
e−ΣNi=0∆t

f2(ti)

4ζmkT = 1. (57)

Srednja vrednost slu£ajne funkcije A(t′) = A(t)δtt′ za t′ ∈ [t0, tf ] je

< A(t′) >:=

∫
A(t)δtt′P [f(t)]D[f(t)], (58)

a sli£no je i za korelaciju. Prethodna relacija vaºi i za ma koju regularnu slu£ajnu
funkciju A(t). Ako se razmatra Brownovo kretanja i ako se de�ni²e

φ(τ) := λδ(τ) (59)

bi¢e, za t′, t′′ ∈ [t0, tf ]

< f(t′) >= 0 < f(t′)f(t′′) >= φ(t′ − t′′) (60)

i λ = 2ζmkT . Ako se de�ni²e gustina verovatno¢e da Brownova £estica ima brzinu
η u trenutku t

P (η, t) :=< δ(η − v(t)) > (61)

Fokker-Planckova jedna£ina glasi

Ṗ = ζ
∂

∂v
(Pv +

kT

m

∂P

∂v
). (62)

Prethodna jedna£ina se transformi²e u poznatu difuzionu jedna£inu £ije je jedno
re²enje

P (v, t) =

{
m

2πkT (1− e−2ζt)

} 1
2

e
−m(v−v0e

−ζt)2

2kT (1−e−2ζt) . (63)

Za t→ 0⇒ P (v, t)→ δ(v − v0), a za t→∞ sledi

P (v, t)→
(

m

2πkT

) 1
2

e−
mv2

2kT . (64)

Gustina verovatno¢a difunduje od po£etne, normirane na delta funkciju ka
Maxwellovoj raspodeli. Postoji jo² relacija za navedenu teoriju Brownovog kretanja, ali
su ove, po autoru teksta, neophodne. Sada slede dve generalizacije Path integrala. Prva
generalizacija se oslanja na de�niciju (40) i jedna£inu (42). Pretpostavi¢e se slu£ajni
proces opisan relacijom

Pα1[f(t)] = e
−Iαt−

f2(t0)

4ζ2−αmkT . (65)
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Ovaj proces nije homogen te nije Lévy slu£ajni proces, ali je, kao ²to ¢e se videti,
Markovljev. Uz ravnomernu podelu [t0, tf ] bi¢e

Dα1 [f(t)] := lim
∆t→0

N∏
i=0

(
df(ti)

√√√√√ (∆t)α
[ α
i

]
4ζ2−αmkTπ

)
. (66)

Tada je uslov normiranja novog frakcionog Path integrala

∫ α

(1)

Dα1 [f(t)]Pα1[f(t)] :=

lim
∆t→0

N∏
i=0

∫ ∞
−∞

(
df(ti)

√√√√√ (∆t)α[
α

i
]

4ζ2−αmkTπ

)

e

−ΣNi=0(∆t)α[
α

i
] f2(ti)

4ζ2−αmkT

= 1. (67)

Dakle, "dejstvo" je FALVA tipa. Drugi novi frakcioni Path integral zasniva se na
formuli

∫ α

(2)

Dα2 [f(t)]Pα2[f(t)] :=

lim
∆t→0

N∏
i=0

(∫ ∞
−∞

(
df(ti)

√
∆t

4ζmkTπ

)

e−ΣNi=0∆t
f2(ti)

4ζmkT

)[
α

i
]

= 1. (68)

Ovaj drugi frakcioni Path integral baziran je na generalizaciji proizvoda

N∏
i=0

a(i) = e
∑N
i=0 ln(a(i)) → (α)

N∏
i=0

a(i) = e(N∆−α)ln(a(i)). (69)

Oba Path integrala prelaze u jednostruke za α = 0 i imaju odgovaraju¢i �zi£ki
smisao. Kada je α = 1, oba predstavljaju ve¢ de�nisan Path integral. Druga
generalizacija Path integrala jeste njegova prava frakciona generalizacija. Predstavlja
prelaz od jednostrukog na kontinualan integral (tj. od diskretnog na standardni
kontinualni slu£aj: od 0d do 1d). Obe generalizacije mogu se kombinovati me�usobno
a i sa Lévy �ightom i relativno lako se simuliraju na ra£unaru. Interesantna je okolnost
da i ovde moºe biti α < 0. Prva frakciona generalizacija kontinualnog integrala je i
egzaktno tretirana, radi probe. U daljem tekstu, u odnosu na nju ¢e se i ukratko opisati
slu£ajno kretanje £estice.
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Za ovaj tip slu£ajnog kretanja se de�ni²e

φα(τ) := λαδα(τ) (70)

i bi¢e, za t′, t′′ ∈ [t0, tf ]

< f(t′) >= 0 < f(t′)f(t′′) >= φα(t′ − t′′) (71)

i λα = 2ζ2−αmkT . Zbog delta funkcije u korelaciji proces je Markovljev.
Odgovaraju¢a Fokker-Planckova jedna£ina glasi

Ṗ = ζ
∂

∂v
(Pv +

kT

m
(ζt)1−αΓ(α)

∂P

∂v
). (72)

Difuziona konstanta sada je funkcija od vremena. Re²enje ove jedna£ine, analogno
(63) je

P (v, t) =

{
m

2πkT (−2)α−1Γ(α)e−2ζt(Γ(2− α,−2ζt)− Γ(2− α))

} 1
2

e
− m(v−v0e

−ζt)2

2kT (−2)α−1Γ(α)e−2ζt(Γ(2−α,−2ζt)−Γ(2−α)) . (73)

Ovde je

Γ(a, z) =

∫ ∞
z

dtta−1e−t (74)

nekompletna gama funkcija. Za t → 0 ⇒ P (v, t) → δ(v − v0), a za t → ∞ postoji
asimptotsko pona²anje oblika P (v, t) ∼ t1−α (α 6= 0).

5. Zaklju£ak

Frakcioni ra£un u ovom tekstu, u pojedinim slu£ajevima, samo je most prema novim
fenomenima ili formalizmima. Koncept frakcione gustine tu je od esencijalnog zna£aja.
�to se ti£e statisti£ke �zike, mnoge relacije u vezi slu£ajnih kretanja i ²ire, u [2] mogu biti
generalisane na egzaktan na£in. Jedan od pravaca jeste generalizacija Gibsove statisti£ke
mehanike. Sli£no vaºi za (kvantnu) teoriju polja.
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