Continued Radicals

m+

1 m —
the numbers \/1+ +i/1+ V1++ me{1,23,..}

Abstract. We give some formulas related with continued radicals

Resumen. Se muestran algunas relaciones que involucran a los nimeros:

m+1 m+1
Xy = j1+ /1+’"“\/1+--- , meN={123..}

Introduccion

m+1

m+1 m
SeameNyx, = \/1 + "1+ VI - , en esta nota se muestran algunos resultados que

involucran a los nimeros x,, . Param € N, el nimero x,,, es un cero de la funcién:
fn () = 2™ —x —1

Por ejemplo, param = 1:

1++/5 1
= =J1+/1+\/1+---=1+—1

14+ ———
1
1+1+...
La recurrencia
1+ =y
Vni1 =V +————— ,y; =1
Yn
Produce la sucesioén
_{12358132134 }1_ _
{yn}— ll273)5l8113)211"' ;nch}OYn—xl

Y la serie

— 11 1 1 1
x1=}’1+Z}’n+1—J’n=2—§+E—E+E_m+
n=1
La recurrencia
14y, —y7

=Y +t———— .y =1
Vn+1 Yn 1+Yn 1



Produce la sucesion

{yn}={ ST T a0 aa }11m3’n—x1
Y la serie

1 1

1 1 1
x1ZJ’1+EYn+1—yn I+3 +1_0+£ 442 3026+
n=1

Param = 2, se tiene

3
1+

Il
2 ¢

3 3
=Rek(1—i) J2—2i+2i\/2—2i+2i3\/2—2i+---)

Param = 3, se tiene

4 4
X3 = j1+ /1+4\/1+---=

1+ 41+
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272 272

Una recurrencia de convergencia rapida para x3 es

2
=y, Va1 6y (i -y 1 1
n+1 n 4}’{:’ -1 4}73 -1 4%? -1 M1

x3 = lim y,

n—-oo

Param = 4 , se tiene



x4 = lim (pn8_(5n71_1)/4)
n—-oo
donde
Pn+1 = —Pn +9 Pn85n_1_1 +86" /4 p =1

A continuacién se muestran algunos resultados que involucran los ndmeros x,,, ,m € N .

1. Foérmulas
1.1. Param € N, seaa, = a,(m),n € N, la sucesion definida por:
Anim+1 = Qn41 T A , 01 =0p = = Ay = 1

entonces

an+1 m m+1 m+1
lim == 1+ 1+ " VI

n—oo an

Ejemplol:m =1
Atz = Apiq +ay, 0 =a; =1

{a, : neN}={1,1,2,358,13,..}
. an+1 2 2 2
lim L - a= 1+ [1+V1+-
n—oo n

Aniz = Any1 + a4y, 00 =ap =az =1

Ejemplo 2: m = 2

{a, :n e N} ={1,1,1,2,2,3,4,579, ...}

a 3 3
lim Z“:xzz J1+ /1+3\/1+---
n—-oo n

Ani4 = A1+ 0y, 0 =0z = a3 =a4 =1

Ejemplo 3: m = 3

{a, :n €N} ={1,1,1,1,2,2,2,3,4,4,57,89, ...}



a * s
lim Z+1=x3= \/1+ 1+V1+--
n—oo n

1.2. Param €N ,sea y, = y,(m),n € N, lasucesion definida por:

3 mymtt +1 _
entonces
m+1 m+1 ma1
lim y, =x,, = 1+ 1+ V1+--
n—-oo
Ejemplo4:m =1
yi+1

5 34 1597 3524578

Dnsn €N} = {12,357 587 ' 2178309

lim Yn = X1

n—-oo

1.3. Param € N, sea z, = z,(m),n € N, la sucesion definida por:

m+1
Zny1 = A1+z,, z1=1

[0¢]

m+1 m+1 m+1 m
1_[ zml g zem = x = 1+ J1+" Vit
n=1

Ejemplo 5: m = 2

entonces

(o)
Xy, = ’ 773 + 772
2 n n

n=1

X, = 32 -32-1 4 2-2/3. 3\/(1 + 21/3)~1 4 (1 4 21/3)=2/3 ...

1.4. Param € N, se tiene:
1<xpi1 <Xy

lim x,, =1

m-oo



(2m + 1)21/0n+D
T om + 1) — 21/m+D)

2(m+ 1)

LM T D) (H1/Gm+1) _
— D <2 m+D) _2(m + 1)

Xm ~

+ J(Zm +2— 21/(m+1))2 + 2m21/(m+1)(21/(m+1) _ 1))

1.5. Param € N, sea «,, , una aproximacion inicial de x,,, , y sea f3,, definido por:

m+1A+a,) —a,
(m+ 1)1+ a,) — (14 a,)V/m+D

Bm = (1 + am)l/(m+1)

entonces
|xm _.Bml < |xm — QA

16. Sea me Ny k € NU {0}, entonces:

Xy = Ao+ Ay Xy + Ao Xy + o F Gy g X0
donde
oo =1,a10=0a20=""=apo=0
Aok+1 = Am k
A1k+1 = Ao T Ak
A2 k+1 = A1k
Az k+1 = A2k

Amk+1 = An—-1k
1.7. Sea m,n € N, sea z, = z,(m) la sucesion definida en (1.3) , entonces:

1<z, (m) < Zn+1(m) <Xm
0 <xpy — Zpp1 (M) < xp, — 2, (M)
lim z, (m) = x,,

n—-oo

1.8. Sea m,n € N, sea z, = z,(m) la sucesion definida en (1.3) , entonces:

9-m/(m+1) n-1
0<x, — Zn(m) < <m—+1> (xm -1

Ejemplo 6: m = 2



2@ =12 = V22 = |1+ V7 22 = 3/1 v 1z,

13
X, = 1324717 .. 20 <x —1 < —
40
13 (272/3\"""
0<x2—zn(2)_40< 3 ) ,nMEN

1.9. Seam € N,y z, = z,(m) lasucesion definida en (1.3) , entonces:

(0]

T m+l m+1 m Zp41(m) — z,(m
7 =tan”! j1+ 14" VI + - —Ztan_1< e (m) = 2, ( )>

= 1+ z,(m) z 41 (M)

Ejemplo7:m =1

n 2z ¥z-1 Vi+32-32
—=tan"! \/1+ 1+V1+- |—tan! <—2>—tan_1< — — |-
4 1+V2 1+3¥2 V1+32

1.10. Seam € N, entonces

e?de

1 [z~ (1+e®)"™ — (1+¢)
2i zZ— x f

T==— .
6 _
1+e? —x,

Donde la integral de linea se calculasobre lacurvaC:z=1+¢% ,0<6 <2n

111. Seam€eN,y w, =w,(m),n € N, lasucesion definida por:

w, = 1+— ,wy =1

entonces
Won—1 < Xm < Wan

lim w, = x,,

n—-oo

1.12. Seanm,p,q € N, tales que x,, <§ "2 p™ —TZ—: ,seay, = y,(m),n € N, la sucesion

definida por:



" +pq"+(m+ D"y, — (p+qy)m !

Yn+1 = (m+1)pmq_qm+1 ,y1=0

entonces

lim y, = x,, ——

n—oo

Observacién. Los niameros p, g € N, se eligen de manera que §~xm .

Ejemplo8:m =1

1++/5
xn=— =\/1+/1+\/1+--~

65+ 80y, — (8+5y,)?
YTI.+1: 55 ’y1:0

Conp =8,q =5, setiene:

{y.} = {0,0.0181818...,0.0180315 ...,0.0180340 ...,0.0180339 ...,0.0180339 ..., ...}

Xy = S + lim y,
n—-oo

1.13. Seriesparax,, ,m €N

Inversion de Series:
[ee) [ee]
u=chy” = y:Zanun
n=1 n=1

a =1/
a; = —cy/cf
az = (2¢§ — cic3)/cf
ay = (5¢icoc5 — 5¢5 — cfca)/c]
as = (6¢tcycy +3cc? — ceg + 14cd — 21cic5¢c3)/cf

donde

Seam € N, sean p,q € N , tales que §~xm , poniendo x,,, = §+ Y, , €n la ecuacion xm+1 —

x —1 =0, se obtiene la siguiente ecuacioén en y,,, :

m+1

m+1 _
q’"(p+q)—p’"“=((m+1)pmq—q’"“)ym+z( )Pk gt gk
k=2

poniendo



u=q" (p+q—-p"*
ca=m+1)p"q—q
Cn =(m+1)pm+1‘" q" n=2.m+1

n
¢, =0,n=>2m+2

m+1

Y aplicando el proceso de inversion de series se obtiene una serie para y,, , Y por lo tanto una serie
para x,, :

p p
xm=a+ym=a+2anu"

n=1

1+5
X = 2‘/_=\/1+ /1+\/1+---

p =28, q=25, S~x1

Ejemplo9:m =1

la ecuacion en y, es:
55y, + 25y =1

u=1,¢4 =55¢=251c¢,=0n=3

1 25 +2-252 5-253+14-254Jr
55 553 555 557 559

8
X1=§+

1.14. Series alternativas para x,,, ,m € N
amtl —x, —1=0=>1=x,"+x," !

Poniendo x,, = 1+ y,, , se tiene
1= (1 + ym)_m + (1 + ym)_m_l

Desarrollando en series se tiene

= Y () ()

Aplicando el proceso de inversion de series , con

u=1,¢ =" <(m+n—1)+(m:n)>’ne N

n

xm=1+zan
n=1

Se obtienen series para x,, , de la forma



Ejemplol00m=1m=2,m =3

_1+1+4+17+74+
M= T3 T3 Ty
1 9 92 995
x2=1+§+§+¥+5—7+

1 N 16 4 302 4 6130
7 73 7° 77

1.15. Param € N, se tiene

"2 < xy < V2

1.16. Param € N, se tiene

[oe]

_1\yn—1
In2 = Z%(Z"(m+ 1) = 1) (xy, — )"

n=1

1.17. Param € N, se tiene
_ AN k 1 —(m k+n)
€= Z Z (n) T
n=0k=n

1.18. Param € N, seay, = y,(m),n € N, la sucesion definida por:
Vn
+ 2 m
1+yn ty ety
Yo — 1)
Yn1 = 1+%»Jﬁ =Ly, =1+

n

Yn+1=1 ,y1=1

m+1
entonces
lim y, = x,,

n—oo

1.19. Param € N, se tiene
m+1

(m+1)(%+e”‘) —(%+ei")

m+1

21X, =f
0 (%+e”‘) —(%+ei")—1

2m

1.20. Param e Nyk e NuU{0}, setiene
X = Ao+ QX + Qg peX® + o F Gy g X"
donde
oo =Ll ajg=az0="""=apo=0

Aok+1 = Am k

A1k+1 = Aok

A2 k+1 = A1k

Az k+1 = Az k

el* dx



Ank+1 = Om—1k — Amk

1.21. Param e Nyk e NuU{0}, setiene
Xl = Qg + Ay X + g X + -+ A X0
donde
apo =l ajp=az0="""=apo=0
AQok+1 = —Aok T A1k
A1k+1 = A2k
A2 k+1 = A3k
am—l,k+1 = am,k

Um k+1 = Aok

1.22. ParameNyk e NuU{0}, setiene

xK = ag + ayant + agpxpt + o F Q™
donde
Qo =1 a19=0a0="=apo=0
Aor+1 =0

A1 k+1 = A2k

Az k+1 = A3k
Am—2,k+1 = Am—-1k+1 T Aok
Am—1k+1 = Ak T Ao + A1k

Am k+1 = A1k

1.23. Param € N, seap, = p,(m),n € N , lasucesion definida por

D1 = (m+ DD =DM 4 (4 2)(m + 1) D" g,

entonces
X = lim (p, (m + 1)~ ((m+D" 1 -1)/m)
n—oo

1.24. Param € N, se tiene

1 3m — m?

6m+2 4(Bm+1)3

xm
1+x,

Ly
2

1.25. Param € N, seay, = y,(m),n € N, la sucesion definida por
_BmA+ Dy, — 2"yt + 27 (1 = y)"
Ynt1 = 3m + 1 ’

entonces
xm

= lim
1+x, n-ox In

1.26. Param € N, se tiene

10

1=

-1

— Pn

m+1

1
2

1p1=1



In2 <1 < In2 +xm—1
Pm S 1" 2m + 2

m+1

1.27. Param € N, seay, = y,(m),n € N la sucesion definida por

1
Yny1 =1+ 1 =1
nr Yo + Vi +yi o+ yin
PRk — 1y, =14
Yn+1 = y771n+1 —, Y1 =LY2 = m

entonces

X, = lim y,

n—oo
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