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Resumen

En esta nota mostramos una férmula que involucra las constantes Pi y Phi:

1

xV1—x
T=2+8 dx = 3.141592 ...
JVT+x+V1-x
1++5
Q= = 1.618033 ...
Formula

12 - 12 -
(D) 7= -49) ) ey =— (7= 49) ) a5,
n=0 n=0

donde

11
=ff xy—— (6(p 4+ 6xy)dxdy,n € NU {0}
00

4 4 4
() Cnrr ==z (60 = B)cpir —£ (7 = 49)cn cy = Ley = = (60— 8)

(4)  ayup=—-4(69—-8)a, 1 —20(7 —4p)a, ,ap =1,a; = —4(6¢ — 8)
Poniendo a, = 4, + B, ¢ , Se tiene:

(5) B,,, = —244,., — 8B, ., + 804, — 60B,
AO = 1,B0 = 0,A1 s 32,31 s —24

Desarrollando (2) , se tiene:



. N 6p—4 6
® L= Z, () (_ E) ((k(p+ AT 2)2) mENUL{0}

La formula (6) , se puede escribir como:
(1) L =F+Ge

donde

( - 1\ 4 6

4|F” - £ (Z) <_§> <_ k+DZ T+ 2)2)
oy, VR 6

l w=2 (i) (_ E) (k + 1)?

La formula (1) , se puede escribir como:

12 C
@ m == —40) ) 57 (4, + By p)(F, + G,0)
n=0

La formula (9) , se puede simplificar:

12 ¢ 12 ¢
(10) 7% =220 3D ) by )y = (229 =31 ) 57d, J,
n=0 n=0

donde
11
(11) fj xy—z dxdy,nENU{O}
00
ny/ VR
12) J, k—O(k)( 2) T ENV O
4 4 1162 — 804¢
(13) by = —§(6¢ —8)b, 41 —5(7 — 4¢)b, by = 1,b; = —
1162 — 804¢
(14)  dyiz = =469 = 8)dy1y — 20(7 — 49)dy ,dy = L, dy = ————

Poniendo d,, = u,, + v, ¢ , se tiene:



Upy2 = 32Uy 41 — 240, — 140u,, + 80v,
Vpio = —24u, 1 + 8v,,1 +80u, — 60v,

(15) 1162 804
Uy = 1,170 = 0,u1 =T’vl = _H

La formula (10) , se puede escribir como:

12 N
(16) 7 == (220 =31) ) 57 (un + v, 0,
n=0
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Resumen

En esta nota mostramos algunas formulas que involucran la constante Pi:

o (—1)"
T=4 E = 3.14159265 ...
4 2n+1
n:

Introduccion

En esta nota mostramos algunas series que involucran la constante Pi , las series son obtenidas de la teoria de
integrales elipticas.Una formula importante es:

1

1
K(k) =
!J(l —x2)(1 — k?x?)

dx,0<k<1

Conocida como integral eliptica completa de primera especie.un desarrollo en serie para K (k) ,es:

1\2 1-3\2 1-3-5\*
K(k)=%{1+<—) k2+<—) k4+( )k6+---},0<k<1

2 2-4 2:4-6

Desarrollando en serie la integral para K (k) , se pueden obtener una infinidad de férmulas que involucran la
constante Pi.

Formulas

i (ZTL— 2m> (2m> (m) (S) (_1)s+r2—3n+m+s—ram—sk25
n—m m/\s/\r/(1—-k?+a)"(2n—2m+2s+2r +1)

1
0<k<1,a>k2—§




4 RN N — 2m\ /2MmN\ /M /S (_1)s+r2—3n+m+25—r k2 m
- z_kzz Z <n—m )(m>(s)(r)2n—2m+25+2r+1(2—k2>

0<k<1

i (27’1— 2m> (Zm) (m) (S) (_1)s+r2—3n+m+25—r 2q2 _p2 m
n—m m/\s/\r/2n—-2m+2s+2r+1 p?

2
p,q € N| |2—Z—2 <1V q%<p?<2q¢?

Sean p,, , q,, , las sucesiones definidas como sigue:

qn+1:pn+Qn'nEN

{pn—i-l :pn+ZQn ,TLEN
p1=3,q1 =2

Algunos valores de {(p,,q,):n € N}, son:

{(pn, 420} = {(3,2),(7,5),(17,12), (41,29), ... }

Las sucesiones p,,, q,, , satisfacen las condiciones de la formula (3) , por lo tanto tenemos una infinidad de
identidades que involucran la constante Pi.

Ejemplo 1: (p1, 1) = (3,2)
(271)2 < 1 )n ~ 3 i n i (zn _ Zm) (2m> (m) (S) (_1)s+r+m2—3n+m+25—r3—2m
n 64) 3 n—-m m s/ \r 2n—2m+2s+2r+1

Ejemplo 2: (p, q2) = (7,5)
() (o) =2,
n/ \400/ 7

Ejemplo 3: (ps, g5) = (99,70)
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NgE
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(5) T

LS 21— 2m\ /2m\ s /S (_1)S+r2—3n+m+25—r7—2m
Z (n—m)(m)(s)(r) 2n—2m+2s+2r+1
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280 > UL 2n — 2m\ /2m\ /M~ /S (_1)s+r+m 2—3n+m+25—r99—2m
99 Z (n—m)(m)(s)(r) 2n—2m+2s+2r+1
Ejemplo 4: (pg, g¢) = (239,169)

[oe]

2 n
7= nZ (2: ) (4561976>
EZSZ

Z (27’1 _ 2m> ( ) (m) (S) (_1)s+r2—3n+m+25—r239—2m
— s/ \r 2n—2m+2s+2r+1

Observacion. Todas las formulas se han tomado de la referencia (5).
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Resumen

Se muestran algunas férmulas que involucran la constante Pi:

1 2

1 1
T = Zf—dx = Zf—dx = 3.141592 ...
/ V2x — x?2 / V2x — x?2

Introduccidn

En esta nota mostramos algunas series que involucran la constante Pi , las series se obtienen de la teoria de
integrales elipticas.Una formula importante es:

1
EGo = [VA2RX e o<k<t
= —dx,
V1 —x2
Conocida como integral eliptica completa de segunda especie.un desarrollo en serie para E (k) es:
E(k (WY g (L3R (1305 0<k<1
()_ (2) (2-4) 3 (2-4-6) 5 ’

Desarrollando en serie la integral para E (k) , se pueden obtener una infinidad de formulas que involucran la
constante Pi.

Notacion.

P-D®-2)..(p-k+1) !
()= e (o)~

Formulas

(D) ( Z( ) <_> an_ 1)
~2maETDYy 3 3 Y (V) () () Q) G e pras e

n=0m=0s=0r=




N S 1/2 1/2 (—1)ntstrp-ntm+2s—r k2 \™
) Z_kzz ZZ( )( >( )(i)Zn—2m+25+2r+1<2—k2>

n=0m=0s=0r=

o

0<k<1
o 2m\2 (2q2 —p2\" 1
3) ”(1_2(11)( 1642 ) 2n—1
s 1/2 _1/2 (m) (S) (_1)n+s+r2—n+m+25—r 2q2 _pZ m
m J\n—m/)\s/\r/2n—-2m+2s+2r+1 p?

2
2 2 2
5| <1V g®<p”<2q

Sean p,,, q,, , las sucesiones definidas como sigue:

qn+1:pn+Qn'nEN

{pn—i-l :pn+ZQn ,TLEN
p1=3,q1 =2

Algunos valores de {(p,,q,):n € N}, son:

{0, 4)} = {(3,2),(7,5),(17,12), (41,29), ...}

Las sucesiones p,,, q,, , satisfacen las condiciones de la formula (3) , por lo tanto tenemos una infinidad de
identidades que involucran la constante Pi.

Ejemplo 1: (p1, q1) = (3,2)

@ = (1_i(2nn> (‘6_14) an— 1)

n=1
0 n 1/2 1/2 S (_1)n+m+s+r2—n+m+25—r 3—2m
=30 0.0
( >< >(5)(r) 2n—2m+2s+2r+1
n=0m=0s=0r=0

Ejemplo 2: (p,,q,) = (7,5)



10

s (1/2 <_ 1/2) (m) (S) (_1)n+s+r2—n+m+25—r7—2m

n—mj/\s/ \r 2n—-2m+2s+2r+1

Observacion. Todas las formulas se han tomado de la referencia (5).
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Resumen

En esta nota recordamos algunas formulas para la constante Pi:
had _1\n
_4 z (-1)
2n+1
n=0

Formulas

= 3.141592 ...

(D T=3 Z 2™ (k)%sk+1ck+l

n=0 k=0
donde
V3
S1 =7,52 = 51,53 =0,54 = —51,55 = —51,S¢ = 0,S46 = Sk, k EN
1
c1 =ﬁ,c2 =0,c3=—c,c4=-1,¢c5 = —c1,¢6 =0,c7, =¢1,cg =1

Cr+8 = Ck,k €EN

( 1k
(2) 7T—322 nz o 1 SkH1Ct

donde s; , se define como en la formula (1) , y ¢, se define como sigue:




V3 1
€1 =—,C==,C3 = 0,C4 = —C(y,C5 = —C1,Cq = —1
2 2
€7 = —C1,€g = —Cp =C9 = 0,010 =C3,¢11 =¢1,¢12 =1

Ck+12 = Ck K EN

N ( Dk
B) m= 42 2” Z T 1 Skl

donde

S =—=,5=1,53=5{,54=0,55 = —51,5¢ = —1,57 = —s1,56 = 0

VZ
Sk+8:Sk,kEN

Yy ¢, , e define como en la férmula (2).

( 1k
(4) 7T—4ZZ "Z T 1 Sk Cha

donde s, , se define como en la formula (3), y ¢, , se define como sigue:

4pq 2pq

— 7 2 Ck+1 — Ck,C0=1,C1=—
p2+q2 p2+q2

Ck+2 =
p,q €N,q < p,p* —q* < 2pq
Ejemplo: p =3,q = 2

24 12
Cie2 = 3 Gkl ~ Cos Co = 1, = 'E}

Ejemplo: p = 4,q = 2

8
Cier2 = g Cer1 ~ Chor Co = L=<

12



13

(5) =4

NgE

(e ) G
m+2n+1 @m+2on+am+ 1" Gm 1

S
Il

+
/N 7N /N ©

+

1 1 ) ( 3n )
4m+2n+3 @Gm+2n+am—1)""m+1

1 1 ) < 5t >+
(m+2)n+5 @m+2)n+4m—3/""2m+1

+

1 1 ) . <2m—1 )}
@m+2n+2m—1 Gm+2n+2m+3/ " om+1"
m e N

Ejemplos: m =2,m =3

w=+ ot 1or9) ™ )+ (s~ 1ons) o ()
ton+1 10n+9/""\G) " \Ton+3 1on+7/""\5

n=0

=t (s 1) )+ (s - o) o ()
n+1 l4n+13/S™ T4n+3 14an+11)°"\7

n=0

1

6 = >

n=
donde

m?—1
Cny2(m) =2 - cny1(m) —c,(m) ,n €N
3m? -1
cl(m)—l,cz(m)—mz—ﬂ,mEN

Ejemplos m=1,m=2,m =3



(7)

(8)

9)

SRR
n=%(1+§(§)+§<§3>+1(1§§> )
”:g;(_ " (5n+1 5n+4 sin ( <5n1+2+5n1+3)sm<3?n)>

Iy

=8

[ (V5-1 1 1
_167;)(( 4 >((10n+2)2—1+(10n+8)2—1)

V541 1 1 1
_( 4 >((10n+4)2—1+(10n+6)2—1)+(10n+10)2—1

=1 (5n)? — a?
"1 G =Ga?

- 10 — 2v5 5n+ 1 5n + 4
ZSTZ(:)(( 2 )((5n+1)2—a2_(5n+4)2—a2>

10 + 2v/5 5n + 2 5n+ 3
B 2 ((Sn +2)2—a2 (5n+3)2— a2>

a€eER-Z

Paraa = 0, se tiene:

) _ \/— \/_
n=52<< 1022 5><5n1+1_5n1+4>_< 10;2 5><5n1+2_5n1+3>>

n=0

14



15

(5n)? + a?
"1 1Gny2 + Gay

_5§: 10 — 2v5 ( 5n + 1 5n + 4 )
B 4 2 Gn+1)2+a?2 (Gn+4)2+ a?
n=

10+2\/§( 5n + 2 5n+ 3 )
2 (5n+2)2+a* (Gn+3)2+a?

a€eR

(10)
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Resumen

En esta nota hacemos algunas observaciones sobre una férmula
para la constante Pi:

= 45: —OD" _ 3.141592
mT = Ozn n 1 = D.
n=

Introduccidn

Recordamos una formula para la constante Pi , que aparece en la
referencia (5):

- 1 372
1 =12 2n+1 _
W = ZOC” n+1 2n+3
n=

donde los numeros ¢, , se obtienen de la recurrencia:

(2) =Gt 2u— G, =1c=-1c=3
y el nimero r = 0.293138...., satisface la ecuacion:
B3 rP*-r+2-v3=0

En esta nota mostramos algunas representaciones para el namero r.

Formulas

313
4) r:Z—\/§+(2—\/§+(2_\/§+...))

an

(5) r = lim

n= A tq

16



donde
An+t6 = 4an+5 —Aptsq — 4an+3 + 2an+2 —a,

a0—1a1—4‘a2—15a3 52(14—179(15—612

b
(6) r = lim —

= by

donde
bniz = (2+V3)(bpy2 — by)

b0=1,b1=2+\/§,b2=7+4‘\/§

@) r=%(s—«4—352)

donde
3 3 3
s= |23+ [2-V3+ 23+
(8) r=u—v/3
donde

t =32

2\/_\/_+\/_\/_\/_
()

1 1 [1+16V3
2=5+0|3 -

1
u+vi=tF<—§,1;1;—Z)

i=v-1
F(a, b; c; x) , es la funcion hypergeometrica de Gauss.

9 r = lim y,

n—0o

donde



18

5yx — 6y, +8y; +yr—1 3
6y° —8y3 + 12y2 + 2y, — 47"~ 10

Vn+1 =

(10) r= 7}i_r}glo(an — bn\/g)

donde
a,+1 = a> +9a,b? + 2
b,41 = 3a2b, +3b3 + 1
a1=2,b1=1
11) r= ! (43{/?—3—1
2c
donde

c= 1+(2—\/§)<1+(2—\/5)(1+(2—x/§)...)%>2

(12) 7= lim(x, - ¥.V3)

donde

a,c, —3b,d,
X = -—
n+1 C% _ 3d721

_ Gydy — bycy
Vn+1 = C721 _ 3d,21

a, = 2x3 + 18x,y%2 — 2
b, = 6x2y, + 6y —1
¢, =3x2+9y2 —1
dp = 6X,Yn
Xg=2,y0=1
Formulas alternativas para Pi son:

r2n+1
13 =12 z
a3 = n+ 1
n=0




19

donde

Cn43 = —Cpyz2 T 2041 — G G0 = 1,00 = —4,c, = 6
(14) =

2n+1
&) 3
2n—2k+1 1
— _1\n ,.2n+1
122( rr Z < k >2n—2k+1
n=0 k=0
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