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Sinopsis. El caracter no lineal de la Relatividad General permite que de sus ecuaciones de campo se pueda
deducir la ecuacion de movimiento de una particula. El método fue desarrollado en el afio 1938 por Einstein,
Infeld y Hoffmann. En este articulo presentamos esta teoria aclarando todos los célculos y demostrando los
teoremas implicados

Abstract. The General Relativity is a nonlinear theory, this allows the equation of motion of a particle can be
deduced from the field equations. The method was developed in 1938 by Einstein, Infeld and Hoffmann. We
present this theory clarifying all calculations and demonstrating the theorems involved.
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Introduccion

En la concepcion newtoniana de la Naturaleza hay una nitida separacion entre materia, fuerza, espacio y
tiempo. Por tanto existe una ley para determinar la fuerza (por ejemplo, la ley de gravitacion universal) y por
separado una ley para determinar el movimiento de una particula material (la segunda ley de la dinamica
newtoniana).

El desarrollo de la teoria electromagnética durante la segunda mitad del siglo XIX va a cambiar (con poco
éxito) la representacion newtoniana. Surge el concepto de campo que se va a elevar al concepto primario de la
Fisica, hasta el extremo de pretender expresar todas las demas fuerzas e incluso la materia en funcion de
magnitudes de campo electromagnético.

Sin embargo la teoria electromagnética maxwelliana alcanzo un é€xito parcial, en particular tuvo que mantener
la ecuacion de movimiento (la ley Lorentz) como complemento a las ecuaciones de campo.

La teoria de la Relatividad en su intento de interpretar la Naturaleza desde un punto geométrico, va a tener
éxito en formar una teoria de campo gravitatorio, que interpreta la fuerza de la gravedad como fruto de la
alteracion de la geometria del espacio-tiempo.

Un importante rasgo diferenciador existe entre la teoria electromagnética y la teoria general de la Relatividad,
mientras que la primera es una teoria lineal la segunda no lo es. Este circunstancia va a determinar que se pueda
deducir de la Relatividad General la ecuacion de movimiento de una particula.

En el afio 1938 Einstein, Infeld y Hoffmann presentaron una larga y engorrosa investigacion por la que
determinan a partir de las ecuaciones de campo la ecuacion de movimiento de una particula material, entendida
como una singularidad puntual. El método se basa en aproximaciones, consiguiendo obtener la ecuacion de
movimiento en primera aproximacion (la newtoniana) y en segunda aproximacion. En un posterior trabajo,
Einstein e Infeld, simplificaron la teoria. Advertidos los autores de que la técnica desarrollada solo es de aplicacion
hasta el segundo orden, vuelven una vez mas a exponer la teoria que ya es de aplicacion a cualquier aproximacion.

Eltrabajo que presentamos no es mas que la exposicion del método de Einstein-Infeld-Hoffmann de obtencion
de las ecuaciones de movimiento de una particula singular a partir de las ecuaciones de campo gravitatorio en el
vacio, lo especial de la exposicion que sigue es que al contrario del trabajo original, hemos expuesto todos los
desarrollos explicitamente, aclarando los calculos y teoremas implicitos en la demostracion

1. El tensor y;,
Adoptamos la convencion de que los indices griegos van de 1 a3 y los latinos de 0 a 3, correspondiendo el 0
a la coordenada temporal. Las comas en los subindices representan derivacion respecto a las coordenadas
espacio-temporales.
El tensor métrico siempre se puede descomponer segiin
ik =M +hy
donde 7, es el tensor métrico de Minkowski, es decir el tensor métrico en ausencia de campo gravitatorio. Por
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tanto /1;, representa la parte correspondiente a la gravedad, si no existiera gravedad £, seria nulo. Las cantidades
h; no tienen que ser pequefias.

En asuencia de campo gravitatorio el espacio es impropiamente euclidiano de traza -2 y por tanto es posible
elegir un sistema de coordenadas tal que el tensor métrico de Minkowski tome los valores

Moo =1 Mg =05 Npp =0y (h

a estas coordenadas la llamamos cartesianas (o si se prefiere pseudo cartesianas). Naturalmente, respecto a

otro sistema de coordenadas, por ejemplo coordenadas esféricas, las componentes de 7,, seran diferentes de

las antes dadas. Como en los calculos subsiguientes supondremos (1) quiere decir que las coordenadas que
vamos a utilizar son las cartesianas mientras no se diga lo contrario.
Se define el tensor 2™ en funcion de 4, a partir de la relacion

£ir8 s z'k
es decir, que los indices no se suben (o bajan) con el tensor de Minkowski, sino con el tensor métrico g, , dado
que no estamos considerando pequefias las componentes del tensor /4, . Indicar que tanto g, como /, son
smétricos.
Los calculos resultan mas simples si se introduce el tensor

1,
ik = hi _Emkﬂ “hy 2)
donde 1’ se define por la relacién
nan kr — 5l_r

por tanto 7 * tiene también las componentes dadas en (1) siempre y cuando se usen coordenadas cartesianas.
Notemos que 7"h,, no es la contraccion del tensor %, . De (2) encontramos que

1 1 1

Yoo = hOO _E(hOO _haa)ZEhOO +5haa
mientras que no se diga lo contrario se suma respecto a los indices repetidos. Las restantes ecuaciones son
Voa = hOa

1

1
Yap =hap +55aﬂh00 5 Saphy, -

Como caso especial tenemos

3 1
Vaa = E hOO haa
donde se entiende que hay suma respecto a a.
Multiplicando ambos miembros de (2) por 77 ik
"y u ="y

entonces podemos invertir (2)

L,
hyg =7 i —Eﬂikﬂ SVrs-

Separando el subindice temporal de los espaciales tenemos

h —l +l
00 2?’oo 27yy

hOa =7 0a (3)

1 1
hop =7 ap +E§aﬁ7/00 _Eéaﬁyyy'

2. Teoremas integrales
Consideremos una funcién F,,; dependiente al menos de dos subindices o'y By que no tiene que tener
caracter tensorial. Suponemos que tiene la propiedad antisimétrica

Faﬂ = _Fﬁa .
Consideremos la operacion
OF 5

ﬁxﬂ
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donde no distinguimos entre componentes covariantes y contravariantes, de tal forma que x ; representan las
coordenadas cartesianas de un punto del espacio tridimensional y suponemos suma respcto a 3. Desarrollando
la expresion anterior para o =1 encontramos
OF,, +8F13 :6F12 _6F31’ (4)
Ox, Ox3 Ox, Ox,
por la propiedad antisimétrica F}; =0, Fp, =0y F3;=0.Paraa=1y a=2
OF,, N OF 53 _ OF,; 0OF),
Ox; Ox; Ox3 0x,
ors, +5F32 :6F31 _5F23.
Ox, Ox, Ox; 0Ox,
Vemos que la funcion F,; tiene solamente tres componentes independientes Fi,, F;;, F); . Si hacemos la
asignacion

&)

Ay =Fy3; Ay:F31; A.=F),
entonces (4) y (5) se pueden poner como
04. 04, 04, o04. 04, o4

_ X _ _ X

dy 0z oz ox ox Oy
que son las componentes del vector V A A .
Segun el teorema de Stokes

B

[[Vra-as=fa-a

> r
donde X es una superficie, I" es la linea que la contornea, dS es el vector elemento de superficie y dl es el
vector elemental tangente a la curva I'. En el caso de que la superficie X sea cerrada, entonces la linea perimetral
I" es nula, lo mismo que la integral de linea, por tanto el teorema de Stokes queda

fpvara-as=o.
>
Expresando este resultado en funcion de las componentes queda
# Faﬁ,ﬁ dSO{ = O
p

que es el primero de los teoremas integrales que utilizaremos mas adelante.
Por el teorema integral de Gauss tenemos

q‘g‘)BdS:J;J;J.VBdV

donde ahora la superficie X es cerrada y contiene un volumen V. En general, si tenemos dos superficies

distintas £, y X,
c_g)B-dS;tcﬁSB-dS
Zl Z2

es decir la integral dependera de la superficie elegida para hacer la integracion. Sea V' un volumen que se
encuentra tanto en el interior de V; como de V,, los cuales son los volimenes encerrados en las superficies X,
y X, . Supongamos que VB es cero en todo punto interior a V/; y ¥, excepcionde V', entonces

#B-dS:HjVBdV:HjVBdh m VBdV:jHVBdV
T, v, Vv v,V g
y lo mismo para la integral alrededor de X,
@B-dS:J’HVBdV:J’J’jVBdV+ m VBdV:HjVBdV
z, v, v V,—V' v
entonces

cﬁSB-dszcﬁJﬁB.ds
T s,

por tanto bajo las condiciones consideradas, la integral no depende de la superficie de integracion.
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Si hacemos la identificacion
By =Fopp
por la propiedad de antisimetria de F,; se tiene la propiedad
Ba,a:Faﬂ,ﬂaZO = VBZO

por tanto a la funcion F,, ; seria de aplicacion el segundo de los teoremas integrales, es decir
§pFop s,
>

es independiente de la superficie de integracion.

3. La parte lineal del tensor de Ricci

Las ecuaciones de campo gravitatorio que vamos a considerar son las del caso exterior, es decir que no
aparece en las ecuaciones el tensor de energia-momento de las fuentes externas del campo, o sea

Ry =0
donde el tensor de Ricci viene definido por
k k
[/ ox Jj ox k ik~ jr g~ okr o

que puede dividirse en parte lineal respecto al tensor métrico y en parte no lineal. Los términos lineales se
deducen de los dos primeros sumandos y en ellos centraremos el siguiente calculo.

Para calcular la parte lineal del tensor de Ricci necesitamos calcular la parte lineal de los simbolos de
Christoffel. Comencemos con I .* (donde la raya sobre los indices significa que no se suman), partimos de su
definicion

_ l _
Coa =§gas(g&s,0 T80s.a _goa,s)

como sOlo vamos a considerar los términos lineales en el tensor métrico tenemos

- - 1 =
a _ as
Log = 577 (has,o +hys g _hoa,s)
donde la barra en 1_"0;’ significa que s6lo contemplamos los términos lineales; nétese que hemos elegido
coordenadas cartesianas y entonces las componentes del tensor métrico de Minkowski son constantes y sus
derivadas nulas. Simplificando

= a | z& 1
a _ - oo _ —
Loz = 5 n (haa,o +hoga —hoga ) =75 haa o
donde volvemos a indicar que no estamos suponiendo sumas sobre indices repetidos si estos indices tienen una
barra sobre ellos.
El procedimiento seguido anteriormente es el mismo que hay que utilizar para calcular las restantes partes

lineales de las componentes de los simbolos de Christoffel, obteniéndose los siguientes resultados

G 1
0G = ) hzzo

=

_ 1
T ==hyy, "‘Ehoo,a
— 1
1"000:5}100,0
_ o 1
FOa :E};O0,0{ 1 1 (6)
rOaﬁz_Ehaﬂ,O_EhOﬁ,a_Ehoaﬁ (@=F o a#p)
- 3 1
g_ 1, _
raﬁ a 2hﬁﬂ,a (@=F o a#p)
| 1 1
raﬁ :5h0ﬂ7a+5h0a7ﬂ—5haﬂ70 ((Z:ﬂ (0] 0{?5,3)
_ 1 1 1
Fof = hpra =S harn 5 hapy (B0,
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Con los anteriores valores se puede calcular la parte lineal del tensor de Ricci R
0,0

i » asi para la componente

R, - T, o g _ Ty N Ty Ty oy Ty, ofy
a? ot ax? ax?  ax* ax’ o ox“
utilizando (6) encontramos

— 1 1
Ry, = _Ehaa,OO + 19400 _EhOO,aa . ()

Para la componente 0, tenemos

»— or Okk or Oak - or Oﬁﬁ I or 00O or Oaﬂ or an

T e axk ax  x xf ox°
utilizando (6) se encuentra
= 1 1 1 1
R, :_Ehﬂﬂ,Oa +Ehaﬂ,0ﬂ +Eh0ﬂ,aﬂ _EhOa,ﬂﬂ > )
finalmente para las componentes ¢, 3 obtenemos

— 1 1 1 1 1 1 1 1
R, :EhOO,aﬁ _Ehyy,aﬁ +Ehay,ﬁy _EhOﬁ,Oa _EhOa,Oﬂ +Ehaﬁ,00 +Ehﬂy,ay _Ehaﬂ,yy . ©)

De (9) deducimos

— 1 1
Raa :EhOO,aa - haa,yy + hay,ay - hOa,Oa +§haa,00 (10)

donde suponemos que tanto en el primero como el segundo miembro se suma respecto a .
Si las partes no lineales del tensor de Ricci las representamos por

,OO > ’Oa, A,aﬂ
entonces las componentes del tensor de Ricci (7), (8) y (9) son

| 1 ,
Ry = _Ehaa,OO +hog 00 _EhOO,aa + Ay

1 1 1 1 ,
Ry, :_Ehﬁﬂ,Oa +Ehaﬂ,0ﬂ +Eh0ﬂ,aﬁ _EhOa,ﬂﬁ + Aoy (1)

1 1 1 1 1 1

1 1 ,
Rop =5hoo,aﬂ _Ehyy,aﬁ +§hay,ﬁy _Ehw,o(x _EhOa,Oﬂ +5haﬂ,00 +§hﬂy,ay _Ehaﬂ,}/y +Nop-

4. Las ecuaciones de campo
Teniendo en cuenta que sé6lo son distintas de cero las componentes diagonales del tensor métrico de Minkowski
por utilizar coordenadas cartesianas, tenemos

00
n rers =n ROO +n aaRaa = ROO _Raa
donde entendemos que se suma respecto a todos los posibles valores de a. De (11) encontramos que

n rers = _haa,OO + 2h0a,0a - hOO,aa + haa,}/}/ - ha}/,ay +( ’OO _A’aa )’ (12)
en los primeros términos hemos agrupado la parte lineal y entreparéntesis se encuentra la parte no lineal respecto
ahy.

La ecuacién de campo gravitatorio en el vacio es

Ry=0 = n"Ry=0 = Rik_%niknrerszo' (13)

Vamos a calcular las componentes del ultimo de los tensores anteriores. Empezamos por la componente 0,0 para
lo cual usamos la primera ecuacién (11) y la (12) encontrandose después de la simplificacion
1 rs 1 1 ! 1 rs ! 1 1 14
ROO _5770077 Rrs = _Ehaa,yy + Ehay,ay +A 00 _57700 n A rs _Ehaa,yy + Ehay,ay + AOO
donde todos los términos no lineales han sido agrupados en A, . Usando (3) expresamos la anterior ecuacion
en funcion del tensor y,
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1 "
2 (ROO _5770077 rersj = _7/00,}/7/ + 70:;/,05}/ + 2AOO =0. (14)
Para las componentes 0, se encuentra de (11)
1 v 1 1 1 1 ”
ROa _57700(77 SRrs :ROa :_Eh}/}/,oa +§h0{7,07 +5h07>0‘7 _EhOOt,}’}’ +2A0a9
que puesto en funcion de y,, resulta

1 I n

2(R0a _57700(77 SRrsj =Yooy TV0rar TVayoy ~V000a T 2A 0 — 0, (15)

Finalmente para las componentes «, (3

1 1 1

1 1 1 1 1
Ryp _E”aﬁn "R, ZEhOO,aﬁ _Ehyy,aﬂ +5hay,ﬂy _EhOﬂ,Oa _EhOa,Oﬂ +5haﬂ,00 +Ehﬂy,ay -
1

1 1

1 1 "
_Ehaﬁ,}/}/ —55,157”,00 + 0 4pM0, 0y —55(15 hoo. 4y +55aﬂhyy,55 _550{,8}25}/,5}/ +2A7%4=0,

y en funcién de y,,

L,
2(Raﬁ _577(1/377 SRrsj = yay,ﬂy _7/0/3,00{ _7/00{,0/3 _50437/00,00 + (16)
+7ap00 ¥ 7 pray = Vapyy + 20apY 0,0y ~Oap? 5.5y + 2005 =0,

Las ecuaciones (14), (15) y (16) estan divididas en una parte que es lineal respecto a y;, y otraque no loes,
pero es mas conveniente hacer otra separacion por razones que veremos mas adelante, entonces

Doy +2A50=0
Dy, +2A, =0 an
Dp+2A,5=0

0 sea

1
Dy +2Ay = Z(Rik _Eﬂikn rersj =0,
donde hacemos las definiciones

Doy =-7 00,7y

q)Oa = _7/00:,}/}/ + 7/0;/,0:}/

Cop =~Tapyy Y Varpy TV pray ~Oap? sr.5r

2M00 =7 ayar + 2A", (18)
2A 0a = 7ay,0y _700,0(1 + 2A,(r)a

2M 05 ==Y 0p.0a 7 0a.08 ~Cap? 0000 t ¥ ap.00 T 2045V 0y0y + 2A’:zﬂ

5. El fundamento del método de Einstein-Infeld-Hofmann

Los dos elementos que fundamenta el método de Einstein-Infeld-Hofmann para obtener las ecuaciones de
movimiento a partir las ecuaciones de campo son las ecuaciones (17) y los dos teoremas integrales expuestos en
el epigrafe 2.

Partimos de que la materia estd formada por singularidades puntuales en donde no es de aplicacion las
ecuaciones de campo de la Relatividad General. Fuera de estas singularidades sdlo existe espacio vacio donde
es valida la ecuacion R, =0.

Vamos a considerar las funciones @, 5 definidas en (18); notamos que la componente 0,5 se puede poner
como

Cop=Fopp+7opsr=(Yop, +7 ow),y =Fopy.s
la funciéon Fp, tiene la propiedad de antisimetria respecto a los indice Sy y

Fopy ==Fops-
Teniendo en cuenta que

Y gray =V psas = 5ay7 £S5y
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las componentes @ , 5 de la tercera ecuacion (18) se expresa

P s =Y apyy TV aypy Y Our? pssy ~Oup? a0y :(_7aﬁ,y +Vars tOay¥ pss — 50‘/37/57’5),7 = Fopry

notamos que la funcion F,

. es antisimétrica respecto a los indices S y y. Reuniendo los dos resultados
anteriores encontramos que

(D[ﬂ +2Alﬁ:O = Fl-ﬂ},’},+2Alﬂ=0 (19)
siendo )5, una funcion antisimétrica respecto a los indices Sy 7.

Suponemos que existen N singularidades cuyas coordenadas espaciales &7 dependen de la coordenada
0
temporal x

gr=£8(x") (20)
donde el indice s indica que se trata de las coordenadas de la particula s y el indice « distingue entre las tres
coordenadas espaciales. Nuestro objetivo es obtener las N ecuaciones (20) que son las ecuaciones de movimiento
de la singularidad s.

Consideremos una superficie cerrada X sobre la que no hay ninguna singularidad y que engloba a la

singularidad s y sélo a ella. En el interior de esa superfice es de aplicacion las ecuaciones de campo (19),
excepcion hecha de la misma singularidad. Hacemos la integral

§P(Fip, +20.5)dS g =qp Fip, , dS g+ §h2A ,dS ;=0 @1
T, I, z,

que es nula por la ecuacion de campo (19). Teniendo presente que la funcion F,,, es antisimétrica respecto a
los indice S y yse cumplen los requisitos del primer teorema integral deducido en 2 y por tanto

§fF,,,ds,=0
X,
entonces de (21) concluimos que
A pds,=o,
z

ahora bien de la ecuacion de campo (19) y dada la antisimetria de F,;, tenemos

F[ﬁ]/,}/ﬂ +2Alﬂ,ﬂ=0 = A,ﬂ,ﬁ=0
entonces se cumpliran las condiciones del segundo de los teoremas integrales del epigrafe 2 y por tanto se

cumple que la integral
fhapds, =0 (22)
z

debe ser independiente de la forma de la superficie X ;| que engloba a la singularidad s, con tal que por la
superficie no pase por ninguna singularidad.

Si la integral (22) no depende de la forma de la superficie tampoco puede depender de los potenciales de
campo porque estos dependen de las coordenadas de la superficie, que como hemos dicho es arbitraria; por
tanto (22) solo puede depender de las coordenadas de la singularidad s y de sus derivadas temporales. O dicho
de otra forma, (22) son las ecuaciones de movimiento de la particula s.

6. Desarrollo en serie de y,,
Para aplicar la integral (22) y obtener las ecuaciones de movimiento de las singularidades es necesario
previamente resolver las ecuaciones de campo. Esto lo haremos mediante el método de aproximaciones sucesivas.
Vamos a suponer que los potenciales de campo gravitatorio varian lentamente con respecto al tiempo, una
situacién que llamaremos cuasi-estacionaria. Si go(x“,xo) es una funcién de las coordenadas, entonces la
derivada
op 10¢
8x0 c Ot
es de orden 1 respecto a la inversa de ¢, que va a ser la magnitud respecto a la cual haremos los posteriores
desarrollos en serie. Entonces para que quede mas evidente esta dependencia respecto a ¢, vamos a introducir
una nueva variable temporal

1
xr():_x(); xra:xa (23)
c
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por tanto

dp 9 '’ 1
a0 PO T g0 Tl

Para resolver las ecuaciones de campo vamos a utilizar el método de aproximacion desarrollando las
componentes de tensor métrico. Por otra parte sabemos que las ecuaciones de campo no determinan
completamente al tensor métrico, en efecto si g, esuna solucion de campo, el tensor métrico g, que resulta
de una transformacion de coordenadas también debe ser solucion de las ecuaciones de campo. Como hay
cuatro ecuaciones de transformacion de coordenadas, debe de haber cuatro condiciones que se pueden imponer
a las ecuaciones de campo. Es decir, podemos establecer cuatro condiciones arbitrarias a las transformaciones
de coordenadas (condiciones que no pueden ser covariantes) y asi obtenemos una definida solucion del tensor
métrico. Las cuatro condiciones coordenadas arbitrarias que vamos a establecer, elegidas para simplificar los
calculos, son

%_%:0 o 16700_570(1:0

ox o cox'’  ox? @)
07 up o

ox? '

Vamos a desarrollar y,, en serie de potencias inversas de c. Pero la constante de la que dependen los
potenciales gravitatorios es la inversa del cuadrado de ¢, es decir que realmente el desarrollo en serie es respecto
a ¢?. Por esta razon el orden de los términos del desarrollo en serie se diferenciaran entre ellos de dos en dos
ordenes; por ejemplo, si suponemos que el primer término en el desarrollo de y, es/tenemos

(1)  (1+2) (1+4)
700 =700t Y00t 700t
donde el numero entre paréntesis sobre cada término del desarrollo significa el exponente negativo al que esta
elevada la ¢ que forma parte de la expresion de dicho término y que define su orden de pequefiez.

Las condiciones (24) establecen ciertas limitaciones sobre el desarrollo en serie de y,, . Supongamos que el
primer término en el desarrollo de y,, sea de orden /, entonces de la primera ecuacion (24) se deduce que 7,
debe tener como primer término de su desarrollo en serie el de orden [ +1, en efecto

(7 (1+1)
1070 _9 7 0a
c ox'° xe
De la segunda ecuacion (24) se deduce que si el primer término del desarrollo en serie de y . es de orden /
entonces igual serd para 7,5 donde a # f3.

Para hallar las caracteristicas del desarrollo en serie nos puede servir de guia el elemento de linea en la

aproximacion lineal de la Relatividad General

ds> :(1+§—ch2dz2 +2g oy cdtdx® —(1—3—?}(@&2 vdy®+d:?)

donde ¢ es el potencial gravitatorio newtoniano. Entonces

2 9
hoy = hyy 2_(5
() ‘
haa =haa :%
c
(2)
haﬁ = haﬂ = 0
de donde deducimos que
@ @ 4 PG NG TG @)y @ (@ @ (2)
700 =h00—57700’7 By Zhoo—z hoo—zhyy =hoo==| hoo=3ho |=2hg
7
3 0
Yoo = hOa

@ @ @ @ @

Y aa Zh&a—gﬂm PRy =hgg—hy =0
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)
Y af (a * ﬂ) =0
recordamos, una ve mas, que la barra sobre el indice significa que no se suma respecto a ese indice aunque se
encuentre repetido. Hemos tenido en cuenta que el desarrollo en serie de 7, esun orden mayor que elde y, .
Por tanto el desarrollo en serie de y,, es
@ @ (5
Yoo =7 00t 7 00t Y o0t
©) () (7)
Yoa =7 0at 7 0at 7 0T
®  ©  ® (25)
Yaa =7V aatVaat?Vaat
G NG
Y ap (a=pB)=y gtV apt Y apt e

7. Método de resolucion de las ecuaciones de campo por aproximaciones sucesivas
Vamos a exponer el mecanismo para resolver las ecuaciones de campo (17) por el método de aproximaciones
sucesivas. En las ecuaciones de campo
D, +2A, =0

estan reunidas en @ ;;, los términos que hay que determinar, mientras que en A ;, se encuentran los términos
que necesitamos conocer para resolver la ecuacion. Los primeros términos del desarrollo en serie (25) que hay
que calcular son

@ 6

Yoos> Voar 7eps
por la primera ecuacién de campo encontramos

(2) (2)

(2) Doo+2A00=0
entonces para calcular y , es necesario conocer por (18)
@ @ (2)
(2) ) 2A0=7 gyat2A 0

pero y ., escero por(25)y A" oo también es nulo puesto que aqui estan reunidos los términos no lineales en
7 ik » por (25) el primer término de su desarrollo en serie es el 4 (o sea, el producto de los dos primeros términos
del desarrollo de y ), por tanto de la primera ecuacion (25) queda
L)
V=0 (26)

ecuacion diferencial que podemos resolver.

De la segunda ecuacion de campo podemos calcular el primer término en el desarrollo en serie de ¥, . Para
ello sera necesario conocer por (18)

() 1) 1(2) (3)
2M00 == 7 oy~ 7 odoat 2A" 0a @7N
C C

en la anterior expresioén hemos pasado de derivar con x a hacer la derivacién respecto a x'° lo que significa
que al hacer esta ltima derivacion aumenta en uno el orden del desarrollo de la cantidad derivada. El primer
sumando del segundo miembro de (27) es nulo porque el desarrollo de 7, comienza con el orden 4. El segundo
sumando es conocido porque ha sido determinado en el paso anterior y finalmente el Gltimo sumando es cero
porque, como ya indicamos, el primer término de su desarrollo es el 4. Entonces de la segunda ecuacion de
campo (17) encontramos
©) ) 1) (3)
7V 0ayyt Y oyar =27 00j0a — 2 A" 0a

que se puede resolver y determinar el tercer término del desarrollo de y,,, .

De la tercera ecuacion de campo (17) se calcula el primer término del desarrollo de 7,z . Para lo cual es
necesario conocer

(4) 1) 10 1 () 1 (2 1 () (4)
2Aap = A Oa\op’_c_25aﬂ 7 oojoo+ oz Y aploot ;250:,8 Y opjoy T 2N ap
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todos los sumandos del segundo miembro o son nulos o son conocidos por haberse calculado con anterioridad,
por tanto la tercera ecuacioén de campo queda
(4) (4) (4) (4) (4)
YV apyt Y arpy TV pray=%ap ¥ syoy =2 N ap
de donde obtenemos el término de cuarto orden de 7,4, que es el primero distinto de cero de su desarrollo.
Resumiendo, podemos decir que en la ecuacion de campo
() ()
Di+2Aik =0
que nos sirve para determinar las funciones del desarrollo en serie de los potenciales, las funciones a determinar
se encuentran en el primer sumando y en el segundo sumando se encuentran funciones que ya han sido
determinadas en pasos anteriores.
El anterior razonamiento se puede extender para los restantes términos del desarrollo en serie con lo cual
podemos formular el siguiente teorema. Si son conocidos los términos
(21) (2141)  (2142)
Vo> Yoas Vap
donde / es un numero entero, empezando por /=1, entonces por las ecuaciones de campo (17) se pueden
encontrar los términos
(2142)  (2143)  (20+4)
Yoo s Yoas Yap-

8. Calculo del primer término del desarrollo en serie de 7,

En (26) hemos encontrado la ecuacion diferencial para obtener el primer término en el desarrollo de ¥,
conocida esta funcion se van calculando todos los demas términos de los tres desarrollos en serie de las ecuaciones
de campo (17). Por tanto, el primer paso en la resolucion de las ecuaciones de campo debe ser la resolucion de
(26) y de ella dependera todo el calculo posterior. Como suponemos que las particulas son singularidades puntuales,
la solucion de (26) para una singularidad dada debe ser el potencial gravitatorio newtoniano

@ 4 4G m
7oo=c_2 = (28)

donde r es definido por

r=1[> (x “_ge ) ’
a
siendo x“ las coordenadas espaciales cartesianas de un punto del campo y £% las coordendas espaciales,
también cartesianas, del punto donde se encuentra la singularidad. Si consideramos que hay un conjunto de N

singularidades, entonces tendremos

2 Xy N 4G m
700=Z—2¢S=Z— —
s=1C€ s=1

2
¢t g
donde el subindice s nos identifica cada una de las particulas del sistema y

ry = Z(xa—gﬁf‘)z ‘

Pero (28) no es la tinica solucion de (26), matematicamente existen las soluciones que llamaremos dipolares,
que son del estilo
X, V.
RS
pues como se comprueba directamente
X z
v2i=0; V224 =0; V2 =0
r r r

Entonces una solucion general de (26) para una determinada particula es dada en sus primeros términos por
() 1 X z
yop=a—+tbsteXtd .. (29)
roor r r

donde a, b, ¢ y d son nimeros que tienen la estructura
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a=a;+a,(1); b=b+b,y(1); c=c,+c,(t); d=d,+d,(1)
siendo a,,b,,c,y d, constantes numéricas y ¢ es el tiempo. Indicar que ademads de las soluciones dipolares de
(26) existe también las multipolares de orden superior.
Pero fisicamente sdlo tiene sentido la solucion polar, es decir el primer sumando de (29) puesto que la
experiencia nos muestra que una particula puntual no da soluciones de tipo multipolar, ademas las soluciones
dipolares estan ausentes en la teoria gravitatoria.

9. La masa m debe ser independiente del tiempo
Como hemos encontrado en (29) la soluciones de tipo polar tienen, en general, el coeficiente m que aparece
en (28) dependiente del tiempo. Vamos a comprobar a continuacion que esta posibilidad no existe para un caso
fisicamente real.
De las ecuaciones de campo (17) se encuentra que para el segundo grupo de ecuaciones de campo a orden
3 tenemos
©) ®3) )

-7 Oa,;/y+ 4 Oy.ay — e 000 (30)
el primer sumando es antisimétrico respecto a los indices & y y por lo tanto tiene una integral de superficie nula
segun se deduce del primer teorema integral, entonces la integral de superficie del segundo miembro de (30)
debe ser nulo

(2)
P 7 00j0adS . =0. 31)
Vamos a calcular el integrando de (31)
” _d(m) _AGh S0, (1) 400 4G _dGh 461 O
oo =7 57 | S ¢ 0 PERPERE RN S r o rtoge

el punto significa derivacion respecto a la coordenada temporal x'°. Derivando ahora respecto a x

. __ﬁ(ﬂ'j +£§'a(ij "
7 000 ), e 2 )a. (32)

Vamos a comprobar que las unicas integrales de superficie que son distintas de cero son aquellas cuyo
integrando depende de la inversa del cuadrado de 7. Como la forma de la superficie de integracion no afecta a
su resultado (como se muestra en nuestro segundo teorema integral), vamos a considerar una esfera de radio
arbitrario 7 y centrada en la singularidad cuyo potencial gravitatorio estamos calculando. Entonces la integral de
superficie vendra dada en general por

b1 (r) 2. (0.0)ds, =§ps(r)g. (0, go)—r sin@dOde (33)

o bien sumas de integrales como la anterior, donde utilizamos coordenadas esféricas que se relacionan con las
coordenadas cartesianas mediante las expresiones
x=rsindcosp
y=rsinfsing (34)
z=rcos@
y hemos tenido en cuenta que el elemento de superficie de componentes dS , se dirige en la direccion normal a
la superficie esférica, entonces sus componentes son

a

dS, =dScosy, =>—ds
r

donde y, son los tres cosenos directores del vector r (que va del centro de la esfera al punto de la superficie)
y también, en nuestro caso de la superficie esférica, son los cosenos directores del vector elemento de superficie
dS que tiene de mddulo ds .

Volviendo a la integral (33) y teniendo presente (34) llegamos a

§pr(r)2.(0.0)dS, =r’f(r)§pg(6.0)d0dp=Kr*f(r)
K es un factor numérico resultado de la integracion de las variables angulares. Pero como la integral no puede
depender de la forma (y por tanto tampoco del tamafio) de la superficie de integracion debe ocurrir que
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cte
r2f(r)=cte = f(r)=—2
r

y si esto no se cumple K tiene que ser cero. Por tanto demostramos que las tinicas integrales de superficie que
no son nulas son aquellas en cuyo argumento aparece 1/ rt.

Retomamos nuestra argumentacién volviendo a la integral (31). Por el teorema que acabamos de demostrar
la integral de superficie del segundo sumando del segundo miembro es nulo pues el integrando depende de 1/ P,
mientras que la integral de superficie del primer sumando depdende de 1/ % y por tanto no tiene que ser nula.
No obstante, esta integral debe ser cero como antes hemos dicho, y esto solo puede ocurrir si

m=0 = m=cte

tal como queriamos demostrar.

10. Las ecuaciones de campo bajo la condicion coordenada
Al imponer la condicion coordenada (24) las ecuaciones de campo (17) quedan

7/00(\7y = 2A'E)a (34)
! 1 1 1 "
Yaplyy = _Zyoﬁ\Oa _;70a\0ﬁ +C_25aﬂ700‘00 +c_27/aﬁ‘00 +2A B = 2Aaﬂ-

Para poder aplicar nuestro teorema integral vamos a hacer una transformacion que conduzca a que en el primer
miembro de las dos tltimas ecuaciones haya una expresion antisimétrica, de tal forma que su integral de superficie
se anule. Si en la segunda ecuacion restamos a los dos miembros y, Py entonces

" " 1
7/00"7’7/ _707‘017 :2A0a _707‘0(7 =2 O _27/00‘005

habiendo aplicado en el segundo miembro la primera ecuacion de la condicion coordenada (24) y encontramos
que el primer miembro es antisimétrico respecto a los indices oy 7.
En la tercera ecuacion (34) restamos en ambos miembros y arlpy
Yaply = arpy = 2N ap =V aylpy = 2N ap
donde hemos utilizado la segunda de las condiciones coordenadas (24).
Entonces las dos ecuaciones de campo que nos interesan para hallar las ecuaciones de movimiento son

” 1
Yoalyy =7 0play = 2A%, _2700‘0(1 (35)

Yaply =Y arlpy =2 ap
que tienen la propiedad de que la integral de superficie del primer miembro es idénticamente nula y por tanto las
ecuaciones de movimiento son

.1
3{}5(2/\0& —Zyoo()adea =0

(36)
fh2A pds , =0.

11. Solucién de las ecuaciones de campo en primera aproximacion
Al mas bajo orden de aproximacion las ecuaciones de campo (34) son

(2)

e 00‘}/}/ =0
()
e Oa\yy =0
(4) (4)
v aplyy = 2A g,
si suponemos que el sistema esta formado por N singularidades la solucion de la primera ecuacion es
@) X 4G m,
Yoo=2.""2
s=1 € T

donde r; es la «distancia» de la singularidad s a un punto genérico del espacioy m  es la masa gravitatoria de
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la singularidad s.
De la primera de las condiciones coordenadas (24) se deduce

6(3) 18(2) N 4G 1
Yoa _ 107 0 _~N_530 R
Z C3 ms( jag ,

a 10
ax C ax s=1 rS

integrando entre , y ooy teniendo en cuenta que en el infinito se anulan las y,, se encuentra

) Xagm, .,

Y oa = 3 95 >

s=1C~ T

que son las dos componentes de y,, que nos interesan para calcular las ecuaciones de movimiento en primera
aproximacion.

(4)
12. Ecuaciones de movimiento en primera aproximacion: calculo de A o3
Para obtener las ecuaciones de movimiento en primera aproximacion (la correspondiente a la ecuacion
newtoniana) hay que calcular la segunda integral de (36) a cuarto orden (el mas bajo), es decir

(4)
§p2 A apds,, =0,

por la tltima de las ecuaciones (18) encontramos

(4) 10) 10) 1 (2) 1 (3) (4)
2A s :_Z v Oﬁ\Oa_; Y Oa\()ﬂ_c_25aﬁ v 00\00+225aﬂ v 0y\0y+2/\ ap s

ahora al aplicar la primera de las condiciones coordenadas (24) queda

(4) 1) 10) 1 (2) (42,
2N ap =—27 Oﬁ\Oa—Z?/ Oa\0ﬂ+c_25aﬂ e oo\oo“‘2A af (37)

resta, por tanto, determinar los términos no lineales a orden (4). Para ello necesitamos calcular los correspondientes
simbolos de Christoffell. Como estos simbolos se calculan en funcién de %, debemos establecer la relacion
entre los términos del desarrollo en serie de /,, y de y,, . Los primeros términos de /,, deducidos de (3) son

(2) 1)
h 00 ZE 7 00
3) (3)

h Oa =Y Oa
2 12)
haa =570

(4 (4)
ahora podemos calcular los primeros términos del desarrollo de 72 que es definido por la relacion

gikgkr =5£ = (U[k +hik)(77kr +hkr):5if
desarrollando encontramos

n*h, +1,h" +h*n, =0, (38)
si suponemos i =0 y k=0 entonces
(2) (2) 1@
1" hi+nh " =0 = K% =—ho =757 0 =‘C—2¢,
donde el tltimo sumando de (38) no lo tenemos en cuenta porque no genera términos de segundo orden. Si ahora
suponemos i =« y k =0 en la ecuacion (38)
2 (2 (2)
1 2
% ho +1h™ =0 = B =h o =5 700 =9,
c
tampoco en el (ltimo sumando de (38) hay términos de tercer orden y por tanto tampoco lo consideramos. Si
suponemos i =7 = en (38)
_ _ 2 (2)
Uakhka +77kahaﬁ =0 = h"=-haz=-7y 2=_2¢/02:
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donde suponemos que no hay suma respecto a .. Finalmente si suponemos i =« y » = [ pero  # 3 entonces
(4) (4)
N hig +mh™ =0 = h* =—hap,

y tampoco hemos considerado el ultimo sumando de (38) porque es de orden superior a cuatro.
El ultimo sumando de (37) es

@ (W@
2Aaﬁ=2 Aaﬂ_zﬂaﬂ” Ars (38)

para calcular las componentes del tensor de Ricci a cuarto orden necesitamos calcular los términos de cuarto
orden de las componentes no lineales de los simbolos de Christoffel.

La parte no lineal de la componente T",.* ", que representamos por I oaa es

R
a
Loz = Ehas (h0s,a +hgo— hoa,s)
el término de menor orden no lineal que podemos hallar es el quinto
A ) 1 (3)
roaa =—h%| h 0s,a +— h aslo— h 0a,s
2 c

donde no hay suma respecto a « ; este término al ser de quinto orden no nos interesa en nuestro calculo ya que
para calcular (38) s6lo necesitamos los de cuarto orden.

Haciendo un calculo similar al anterior encontramos que las tinicas componentes de los simbolos de Christoffel
que hay de cuarto orden no lineales son

B @ 1@ @

T @ hea haa h 12 Y :
(0()) = E 00, —E aa N 00,a —§7 00 7 00, _C_4¢¢’a
4
@ e e >
FOaO :_E h 00 h 00, =__4¢¢,a
(4) ; >
-z 1 __2 -
Yop =3t e == 500a @=F 0 a2 h)
(4)
Pl -

2
aw =5 Npplaap :C_4¢¢,ﬂ (a# )
donde entendemos que no hay sumas respecto a « ni respecto a f3, ya que estos indices son valores definidos.
En el tensor de Ricci

) :ﬁ_ar,/‘ +T,/T KT fr,”
ij ox Jj ox k ik~ jr ij kr >
encontramos términos no lineales de cuarto orden tanto en los primeros dos sumandos como en los dos ultimos,
pero para obtener los términos de cuarto orden de estos dos ultimos sumandos sdlo necesitamos las componentes
lineales de los simbolos de Chirstoffel a segundo orden tal como fueron calculadas en (6). Pero de estas

componentes s6lo podran generar términos de cuarto orden no lineales las que sean de segundo orden, es decir

_(2)}/ 1 (@) 1

00 = Z_h 00.y = c 2 .
@@ |
_(2)a_ 1 (@) 1 (40)
rya_:_z_h"‘__ay:_czqﬁ,y
_® 1 (@) 1

_a_}/ = —h aa.,y = > ¢ y

2

donde & es un numero definido y hemos aplicado los resultados de (25).

Calculamos a continuacion las distintas componentes del tensor de Ricci a cuarto orden, empezando por la
componente 0,0
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ar b ar,f

o - oxk
considerando solamente los términos no nulos segin son dados por (39) y (40) se encuentra

_ r k k r
Ry = +0 Doy —=Tgg Ty,

4
@) af( ) @@ 20 @0 @ @
Aoo=- oyo +T T+ T oy Toh—T o T,0-T i T3,

O

notemos que hay otros términos de cuarto orden pero son lineales y por tanto no lo consideramos. Desarrollando
el ultimo sumando

o0 (0 @) ;
i T :Z rogzr}/ﬁ Z_TZ¢J¢,7 ==—9,9,
y s ¢y ¢
finalmente con los resultados de (39) y (40) encontramos
(4) 2 2 2 2
Aoo = Z_4¢,7¢,Jf _2_4¢¢,77 =0, 59 (4D
S S ¢ ¢

Vamos seguidamente a calcular las componentes de orden cuatro de las componentes o, del tensor de
Ricci.
k k
L or ak _ T za
T x® ok
considerando exclusivamente las componentes de los simbolos de Christoffel que no son nulos tenemos

@ @ @
@ of 0 of or.r @ O (2) (2) CRNCIC)

k k r
TS A LS 3

0 ST yy S
ANag=—"2L +—Z LT ol g0t T Th-T T 0-T T
o a a0+ al ac? o o
ox“ ox“ ox” g
si desarrollamos los sumandos que no han sido calculados con anterioridad

6
(yy = __4¢,a¢,a _c_4¢¢,aa

ox ox c
0 0
Mgs _~O0laz _ 2 A s 2 A s
ox’ _; ox’ c4 ;¢,7¢,7 c4 ¢,a¢,a + C4 ;¢¢yy c4 ¢¢,aa
2 4 2 4
=7 ¢,y¢,y C_4¢,07¢,§ +_4¢¢,yy __4¢¢,aa
oo _eh .
T T =2Tala=""7320,0,+ 4¢a¢a =——90.,9,+—F9a0a
7.0 c c c
CRC RSO , | )
]‘—‘7(7}/1—‘}/0 :erﬁ}/l—‘yo = 4 Z¢ ;/¢]/ __4¢,(7¢,& :_4¢,y¢,]/ __4¢,(7¢,(7
y y C C C
ICRCRCNC)
Ff(iyryé :ergry - a¢a_ 4Z¢ ¢y C a¢a ¢, ¢,y

entonces en funcidn del potencial newtoniano la componente a,a de la parte no lineal del tensor de Ricci a
cuarto orden queda

(4) 2 2

Nag =- ¢ ¢ ¢¢,aa _c_4¢,y¢,y _c_4¢¢,yy . (42)
A continuacién calculamos las componentes . ,B (a # ) no lineales de cuarto orden del tensor de Ricci
or olllcc ar 063

ox? oxk
tomando exclusivamente los términos de orden cuatro no lineales se obtiene

k
Rop = Fakr _Faﬂrkrr’
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(4) (4) (4) .
() ol ) of ] ar‘g af@g 2 2 @ 2 (@

AN g - s
/ ox? ox? ox? Ox

N R N R N N G
O Fﬁg—l“aﬂl“oo -T 1“077 —Fagl“ 0 —Fagl“
tras eleminar los términos que son nulos queda

(4) (4) (4) (4)

= 0 i P/ P e (22 (2 @ @ @ @ @
PP SNCLY A ML 0 ) S S 0 O S e
ap o’ o’ éxB ox a0t poTL oyt psTL apt yo ap L ys s
calculando por separado los tres tltimos sumandos obtenemos

RO ORI
Fay Fﬂ(}')‘/ :%Fa}/ Fﬂg :_4¢,a¢,ﬂ

7,
(2 _(2)0 (2 _(2)0 () _(2)0 _(2)ﬁ _(2)0 2
Faﬁyryozzragryo:Fagra0+raﬁrﬁ0: 4¢a¢ﬂ

¥
(2 —(2)5 (@) _(2)5 (2) —(2)5 () _(2)5 (2 —(2)5 6
Fa,grﬁ = Fa,grﬁ zz Fal};zryb‘ :Faaraé"_raﬁgrﬁ(’)‘: 4¢a¢/}>

7.6 /4 B

donde la primera ecuacion ha sido obtenida desarrollando completamente el sumatorio. Con estos resultados se

encuentra

@), 4 8
2A aff = _c_4¢,a¢,ﬂ _c_4¢¢,aﬂ (0( # IB)

De (41) y (42) se obtiene

A S () 8
n Ars=Noo—A 74 =C_4¢,y¢,y +c_4¢¢,yy

por tanto
@ (4) 4 6 8 4
2|:A (?5_577 aaﬂ A ”5:| = _c_4¢,(7¢ﬁ +C_4¢,y¢,y _c_4¢¢,(7(7 +c_4¢¢,yy
pero por definicion de ¢
@y = Z¢W =0,
y
por tanto (44) queda
(4) [ )] 4 6 3
2|:A'aa —577 AN rs:| = __4¢,a¢,a + _4¢,y¢,y __4¢¢,aa
c c c
finalmente reuniendo (43) y (45)

), ©) 1w ) 1 6 8
2N"ep =2/ A aﬁ—aﬂ no ANy |= _c_4¢,a¢,ﬁ +C_45aﬂ¢,y¢,y _c_4¢¢,aﬁ :
Y finalmente por (37) se encuentra
(4) 1) 10) 1 () 4 6 8
2Aap = o oaop= Y Oﬂ\0a+c_25aﬂ Y oo\oo—c_4¢,a¢,ﬁ +c_4§aﬂ¢,y¢,7 _c_4¢¢,aﬁ'

13. Ecuaciones de movimiento en primera aproximacion: las integrales de superficie

(43)

(44

(45)

(46)

El siguiente paso para obtener las ecuaciones de movimiento es calcular las integrales de superficie que se

derivan de la segunda ecuacion (36), es decir

(4)
fh2 A apds =0,

(47
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para lo cual hay que hacer las seis integrales de superficie de los sumandos del segundo término de (46).

Para simplificar estas integraciones vamos a suponer que hay sélo dos singularidades, de masas m, y m,
También vamos a suponer que la particula 1 se encuentra en el momento considerado en el origen del sistema de
coordenadas y la particula 2 se encuentra en un punto del eje z, de tal forma que sus coordenadas seran

1 - (0,0,0)=n% 2 - (0,0,&)=£7.

notemos que 77 y 77 son diferentes de cero, o sea la particula 1 se esta moviendo pero la consideramos en el
origen de coordenadas momentaneamente.

X

Sea X, una superficie esférica de centro en el origen de coordenadas y que por tanto encierra a la particula 1
donde ry r' son

x“ son las coordenadas espaciales de un punto genérico de la esfera P. El angulo @es el formado por el vector
rque vade m; a Py el eje zy por tanto es una de las coordenadas esféricas del punto P.

Como la integral (47) no depende de la forma de la superficie de integracion, vamos a elegir una esfera de un
radio infinitamente pequefio en comparacion con d (distancia entre m, y m, ). Utilizando el teorema de coseno

r= d\/1+(r/a')2 —2r/dcosf
cuya inversa podemos desarrollar en series de potencias
1.1 +Lcos9+...=l +-Z 1 +Z—§ =l+ x'e?
¥od d* d d* d & d &
hemos tenido en cuenta que & =d . El ultimo sumando engloba a términos infinitesimales dependientes de 7.
Advertimos que estamos utilizando la geometria espacial euclidea, puesto que estamos interesados en reproducir
la ecuacion de Newton la cual es de aplicacion sélo en campos gravitatorios débiles.

Como final de este preambulo al calculo de las integrales de superficie, recordar el teorema demostrado en
el epigrafe 8.2, por el cual sélo son distintas de cero las integrales de superficie cuyo integrando tenga la
dependencia 1/r2 .

Como suponemos que existen solo dos particulas, el potencial gravitatorio en cada punto es la suma de los
potenciales producido por cada una de las particulas

$=01+9¢,
donde ¢, y ¢, son los potenciales gravitatorios newtonianos de las particulas 1 y 2 respectivamente y cuyos
valores en el punto P son

+...

my n,

§ =G gy =G
r r

nétese que de nuevo hemos tenido en cuenta que el campo gravitatorio es débil, por esa razon hemos supuesto
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que el potencial es aditivo.

* Cdlculo de I,
Para calcular la integral de superficie del primer sumando de (46) partimos de la expresion derivada en el
epigrafe 11

G 4Gm, ., 4Gm, . 4 . 4,
Voa =35 _177a+__,2§a=—_3 ¢177a——3 $,&”
C r C C

antes hemos supuesto que momentaneamente 77 =(0,0,0) pero 1 varfa con el tiempo, lo que significa que
la particula 1 se estda moviendo. Al derivar respecto al tiempo quea

(3) 4 ., 4 iy
70040: ¢177 + ¢1y77 n _c_3¢2§ +C—3¢2,y§y§

y al hacer la derivacion espacial
©) .
Y 0alop =~ ¢1 /377 + ¢1 Sl "1 ——¢2 ﬂf +— o3 ¢2,yﬁ§ 4
La unica integral de superﬁ(:le de los sumandos anterlores distinta de cero es la primera, ya que da un

integrando que depende de 1/ r?

10) x# 167 .
I, =——70a\05 @ ¢1ﬁ77 dSﬂ— Gm177 <ﬁ>—x —r sm@d@dgo— a —Gmi*

l

* Cdlculo de 1,
Para el calculo de la integral de superficie del segundo sumando de (46) previamente hacemos el calculo de
Y 0p0a Aue resulta ser idéntico a ;/0 0p salvo el orden de los indices

(3)

Y 0B|0a = ¢1a77 + ¢1 ya77 "1 __¢2 agﬁ PE ¢2,ya£y§ﬂa
aigual que antes sélo el primer sumando da 1ntegrales de superﬁc1e no nulas
1) 4 4 . peel oxP 167
I,=—y 0p0a = #—4415130(77 p ds g =—;Gmyjij ﬂ(jﬁﬁ—3x“ = r?sin0dOdg ——Gmm
¢ S c o r 3ct

la integral anterior es distinta de cero siempre y cuando o = f3.

* Cdlculo de I,
Como

@) 4G m, 4G m,

Vo0~ 5
2 2y

hallando su primera derivada respecto a la coordenada temporal queda

(2) 4G m 4G m :
_ (7 0?57 (7 r\EY
Y oofo = xt=nt )t - xt=gm)gn,
00jo = 2 ,,3( ) 2 r3( )
y la segunda derivada temporal es
(2) 4G —7p7 +x7ii7 12G 3xx75Rp”
Y o000 =73 M 3 T2 M 5
¢ r c r
e _65}’5}’_()6}’_4:}’)57 12G 3()65—55)()67—5”/)95557/
__2m2 13 ) m; 5 ?
¢ r c r

donde hemos puesto 7 “ = de acuerdo con nuestra suposicion de que en el instante considerado la particula 1
se encuentra en el origen del sistema de coordenadas. Al hacer la integracion el unico término cuya integral de
superficie es distinta de cero es

1 (2) 4G x i 4G

.. x” x% 2 .
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para que la integral anterior sea distinta de cero es necesario que o =y dando el mismo resultado con
independencia del valor de ¢, resultando
4G g x® x” . l6rx
13 = —c—4m177acﬁ>r—37r2 Sln9d9d¢_ —3—Gm177

* Cdlculo de 1, .
Hallando las derivadas espaciales del potencial tenemos

1 1 m m
Po=PatPra :_Gml(_j —sz(—,j =G—31x“+G'—§(x"‘—§“),
r o r a r

r

entonces
R e | Gt e
A G s G (g8 2Mxﬁ(x“—§“)+G2m—22(x“—§“)(xﬁ—§ﬂ)
¢t r6 P33 i3 6 '

La integral 7, la descomponemos a su vez en otras cuatro integrales de superficie correspondientes cada una
de ellas a los cuatro sumandos de la expres10n anterior. La primera de estas integrales es nula, puesto que el
integrando no depende de 1/ r~ sinode 1/ r" ,portanto /,, =0.Lasegunda integral es la suma de dos integrales,
la primera de ellas es nula por la misma razon anterlor pero la segunda de estas integrales admite un desarrollo
en el que su primer término depende de » seglin 1/ r <y por tanto es distinta de cero, veamoslo

4G* mym 4G* mym
I42=<j;5—c4 31'32 cf/’dSﬂ_ 611 25@ rr ?sin0dOdg =
El

rr

4G mlng(ﬂ) rcosé’ »2 sin0d0do

C

donde hemos tenido en cuenta que la particula 2 se encuentra en el eje z. En el desarrollo en serie de ' sdlo
hemos tenido en cuenta el primer término puesto que los demas términos del desarrollo dan integrales nulas pues
sus integrandos no tienen la dependencia 1/ r* . Laanterior integral es nula para los casosenque o =1y o =2
porque entonces aparece sing@ o cos¢ y ambas generan integrales nulas puesto que

2z 2z
J.sin(/)a’(p:O jcosq;a’q;zO,
0 0

por tanto a sélo puede valer 3 y la anterior integral queda

4G? mm 4G?* mm 167 G* mm
[42_# o 3l § fﬁdSﬁ— ;zicﬁ')cos Hsm@d@dgo_—Tc_ 1 2§_

T, rr' s

167 G* mm 167G loexG -

:_TC4 ;—32(0 é:):_ 34 1[ FE (0 5)} ?m1¢23 “49)

donde ¢~2 significa que el potencial de la particula 2 es calculado en el punto donde se encuentra la particula 1.

La tercera de las integrales de (48) también esta compuesta a su vez de dos integrales, siendo una de ellas
distinta de cero, en efecto

4G?* mm 4G mm x? xP
T =fp—— 12 Beags 22 efb =212 5in0dOdp =
43 4304 p33 g B~ E 5? 3, P
4G?* mm _ 167G > mym 167G -
=7 ;ffﬁsm@d@dgo:— 7 1 25———m1¢2,3.
C C

El
Finalmente el cuarto sumando de (48) da una integral nula porque no cumple con la adecuada dependencia
respecto a r. Entonces nos queda

64r ~
Ty=1p+14 2_30_4Gm1¢2,3-

* Calculo de I
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6 6 ’
_4§aﬂ¢,y¢,y=_4§aﬁz¢,7¢,7 o aﬁZ{ Thxl + G2 (xy_gy)} -

6 m 12 mm 6 m,>
:—45aﬂG2 m’ wa +—5aﬂG2 3 Zx (x7 - )+—5aﬂG2 oy (x7 =&7)(x7=¢7)
Y
so6lo el segundo sumando es el tnico que da 1ntegral de superficie no nula porque de él surge un integrando que
depende de 1/ r~, en efecto

r=gp-12 12 5,,G2 2 Zx7§7dsﬁ - Lgammy gcgs—z—r sin 0d0d p =
Y, ct Pl c d SR r

= 12G2m1m2§#005 sin0dOdy = 4318_7er1{ PE —(0- 5)} 487er1¢23

hemos tenido en cuenta que la Gnica componente distinta de cero de £7 es y =3 y que sdlo cuando a =1 la
integral es distinta de cero. Al igual que en casos anteriores los restantes términos del desarrollo de »' dan
integrales de superficie nulas.

* Cdlculo de I
Calculamos previamente ¢1,aﬁ
P P S .12 —3x%%"
¢1a: - = :Gﬂxa = ¢1a/3 Gm_ Gml L 5
Toox® r 3 ox? o
y una expresion equivalente para @, .z

S '2_3 a _ ra B _eB
by =G ap” (" r’f )(" g )

Al desarrollar el sexto sumando de (46) queda

P9 o5 _(¢1 +¢2)(¢laﬂ +¢2aﬂ)_¢ Prap T P2Prap + 18205 + P292.0p

el Ginico sumando que tiene integral de superﬁc1e no nula por tener tener la dependencia 1/ r~ esel segundo.
Para comprobar esta variaciéon como 1/ r~ desarrollamos ¢, es serie de potencias para un punto cercano a
donde se encuentra la particula 1

¢2(xa)=¢2(xa =0)+¢2’a(xa ZO)xa +...=¢2 +¢27axa +...
donde hemos tenido en cuenta nuestra suposicion de que la particula 1 se encuentra en el origen de coordenadas.
Tomando solamente el segundo término del desarrollo anterior por ser el inico que interesa

8 5aﬁr2—3xaxﬁ - 8 @By

8 - Oapx” 24 -
—— 920105 = —0—4Gm1 5 $y,x" = —0—4Gm1¢z,yr—3+c—4Gm1¢z s

r
al calcular la integral de superficie sdlo tomamos y =3y a =3 puesto que para los otros valores la integral es
nula

x?
=——G 0dod + G —_— 0dOdyo =
’”1¢23ﬁ> 3, ~—r?sin 4 m1¢23<ﬁ> B r?sin »=
8 64r
=——Gm1¢23<ﬁ>cos Hsm9d0dq)+ Gm1¢23<ﬁscos 6’s1n0d6?d(0=3—Gm1¢23
2z, Z

Ya estamos en condiciones de evaluar la integral

(4)
fp2Aapds,=0
Zl
que nos da la ecuacion de movimiento. Utilizando (46), los resultados de las integraciones anteriores tenemos
para cuando o =3

167 167 ~ .. »
#2AaﬁdSﬂ=_Gml77- c_46m1¢2,2=0 = 77::_¢2,:9
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y para las demas componentes

My=0, 7,=0.
Estas ecuaciones son vélidas en el sistema de coordenadas que hemos elegido en el cual la particula 2569
encuentra momentaneamente en el eje z, o bien reuniendo los dos tltimos resultados

.o a _ 7
n= _¢2,a >
puesto que como se comprueba directamente

¢2,1 = ¢2,2 :
Como la ecuacion (50) es una expresion vectorial sera la misma con independencia del sistema de coordenadas
elegido. Por tanto concluimos que (50) es la ecuacion de movimiento de la singularidad 1 en el campo de la
singularidad 2, y no es mas que la ley newtoniana.
Para obtener la ecuacion de movimiento de la particula 2 hacemos la integral

(4)
fp2Aapds, =0
z 2
donde X, es la superficie que engloba a la particula 2. Utilizando los mismos resultados intermedios que antes
y obtenemos la misma ecuacion que (50)

4 *= _¢l,a >
de nuevo reencontrado la ley newtoniana de movimiento de una particula en un campo gravitatorio.

Una observacion final tenemos que hacer. (46) contiene tres términos lineales (los tres primeros) de cuya
integraciones se derivan expresion que contienen la derivada temporal de las coordenadas de la singularidad.
Los restantes tres términos de (46) son lineales y el resultado de su integracion queda en funcion de la intensidad
de campo gravitatorio V¢ . Si lateoria gravitatoria fuera lineal, es decir no existieran los tres Giltimos sumandos
de (46) entonces no se obtendria la ecuacion de movimiento (50). O sea, se exige el caracter no lineal de la
teoria de campo para poder deducir de sus ecuaciones la ecuacion de movimiento de una singularidad.

14. Resumen

Lateoria que hemos desarrollado para obtener las ecuaciones de movimiento de una particula a partir de las
ecuaciones de campo gravitatorio se pueden esquematizar en los siguientes apartados:
1.- Se considera que las particulas materiales son singularidades puntuales, en el sentido que en las particulas no
son de aplicacion las ecuaciones de la gravitacion. En el resto del espacio son validas las ecuaciones exteriores
de la gravitacion, es decir, las ecuaciones para el vacio.
2.- Se utilizan dos teoremas integrales. Uno de ellos no es mas que la aplicacion del teorema de Stokes para el
caso de una superficie cerrada, o sea

@VAA-dszo,
z

y el otro nos dice que la integral

@A-ds
z

donde la superifice cerrada X encierra a la singularidad material, entonces la anterior integral no depende de la
superficie de integracion, siempre y cuando VA = 0. Si el vector A tiene de componentes

A =(Fp.F3.F))

donde las componentes £, ; son antisimétricas, entonces ese vector A cumple los requisitos de los dos teoremas
anteriores. Es decir

@Faﬁ, S,
2z

es nula e independiente de la superficie de integracion.
3.- Las ecuaciones de campo

Ry=0 = Ry _%UikﬁikRik =0

se pueden poner de la forma
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Oy +2A, =0 (50)
donde @, sdlo contiene términos linealesy A ;, contiene los términos no lineales mas algunos términos lineales.
Las funciones @, se definen de tal forma que

Cip=Fipy,

donde £}z, esantisimétrico respecto a los indice By ; es decir, se cumple el requisito para que
§pF,s,,dS,=0
z
por el primero de los anteriores teoremas integrales, entonces por (50)
fpApds, =0
>

pero por la antisimétria de F,;, se cumple A,; ;=0 que es el requisito para que la anterior integral no
dependa de la superficie de integracion. Entonces si esta integral no depende de la forma de la superficie de
integracion, no puede depender de los potenciales de campo, porque estos dependen de las coordenadas de la
superficie, que es arbitraria. Por tanto la anterior integral s6lo puede depender de las coordenadas de la singularidad
y de sus derivadas temporales.

4.- Al hacer el desarrollo en serie de potencias se encuentra que el primer término no nulo del desarrollo de A 44
es el cuarto, por tanto de

(4)
fpAasds, =0 (51)
z

se deben de obtener las ecuaciones de movimiento de la particula en primera aproximacion; o sea, las ecuaciones
de movimiento newtoniana de una particula en un campo gravitatorio.
5.- El pentltimo paso consiste en determinar el integrando de (51). Primeramente se resuelve (50) por
aproximaciones sucesivas, calculando con ello las primeras componentes del tensor métrico. La componente 0,0
se necesita calcularla a segundo orden, la componente 0, se calcula a tercer orden y la o, a segundo orden.
Luego se calculan las componentes de los simbolos de Christoffel para después determinar las componentes
del tensor de Ricci a cuarto orden, lo que permite la inmediata determinacion de las componentes de A 5 a
cuarto orden. Para simplificar este calculo se usa una condicion coordenada, elegida con el tinico propdsito de
hacer mas simples los calculos.
6.- El 0ltimo paso es el calculo de las distintas integrales que aparecen en el desarrollo de (51), y con ello
tenemos la ecuacion de movimiento de una particula puntual en un campo gravitatorio en primera aproximacion.
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