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abstract 

 In this note we show some formulas related with the constant Pi 
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Resumen-Abstract 

En esta nota mostramos una colección de fórmulas que involucran a la constante Pi: 

𝜋𝜋 = 4 �
(−1)𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1

∞

𝑛𝑛=0

= 3.14159265 … 

 

Introducción 

En esta nota mostramos una colección de fórmulas, que corresponden a casos particulares de las siguientes 
fórmulas generales: 

𝐴𝐴 = �(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛  𝑟𝑟𝑛𝑛 cos(𝑛𝑛 𝛼𝛼) 

𝐵𝐵 = �(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛  𝑟𝑟𝑛𝑛 sin(𝑛𝑛 𝛼𝛼) 

donde  

𝐴𝐴 = 𝑢𝑢 𝜋𝜋 + 𝑣𝑣  , 𝐵𝐵 = 𝑥𝑥 𝜋𝜋 + 𝑦𝑦  , 𝐻𝐻𝑛𝑛 = �
1
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ 

Los números  𝑣𝑣,𝑦𝑦 , involucran logaritmos.  
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𝛼𝛼 𝑟𝑟 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
7𝜋𝜋
12

 �2
3

 
�3 − √3�

8
𝜋𝜋 +

�3 − √3�
8

ln�
7 + 4√3

9
� 

�3 − √3�
8

𝜋𝜋 +
�3 − √3�

4
ln�6 − 3√3� 

2𝜋𝜋
3

 √3 − 1 �3 + √3�
24

𝜋𝜋 +
�3 + √3�

24
ln�63 − 36√3� 

�3 + √3�
24

𝜋𝜋 +
�3 + √3�

24
ln�

7 + 4√3
9

� 

3𝜋𝜋
4

 
1
√2

 
𝜋𝜋
4
−

1
2

ln 2 
𝜋𝜋
4

+
1
2

ln 2 

5𝜋𝜋
6

 √3 − 1 �1 + √3�
8

𝜋𝜋 +
�1 + √3�

8
ln�7 − 4√3� 

�1 + √3�
8

𝜋𝜋 −
�1 + √3�

8
ln�7 − 4√3� 

11𝜋𝜋
12

 �2
3

 
�3 + √3�

8
𝜋𝜋 +

�3 + √3�
8

ln�
7 − 4√3

9
� 

�3 + √3�
8

𝜋𝜋 +
�3 + √3�

8
ln�63 + 36√3� 

 

 

 

𝛼𝛼 𝑟𝑟 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
5𝜋𝜋
12

 
1
√2

 �√3 − 1�
12

𝜋𝜋 −
�3 − √3�

4
ln�4 − 2√3� 

�3 − √3�
12

𝜋𝜋 + 

1
4
�√3 ln�4 − 2√3� + ln�

2 + √3
2

�� 

𝜋𝜋
2

 1
√3

 √3
24

𝜋𝜋 +
3
8

ln �
4
3
� 

𝜋𝜋
8
−
√3
8

ln �
4
3
� 

7𝜋𝜋
12

 √2
1 + √3

 
𝜋𝜋

12
 

𝜋𝜋
4√3

 

2𝜋𝜋
3

 
1
2

 √3
18

𝜋𝜋 −
1
2

ln �
4
3
� 

𝜋𝜋
6

+
√3
6

ln �
4
3
� 

3𝜋𝜋
4

 √2
1 + √3

 
�1 + √3� 𝜋𝜋

24
+
�3 + √3�  ln�4 − 2√3�

8
 
�3 + √3� 𝜋𝜋

24
−
�1 + √3�  ln�4 − 2√3�

8
 

5𝜋𝜋
6

 
1
√3

 √3
12

𝜋𝜋 −
3
4

ln 3 
𝜋𝜋
4

+
√3
4

ln 3 
11𝜋𝜋
12

 
1
√2

 �1 + √3�
12

𝜋𝜋 +
�3 + √3�

4
ln�1 −

√3
2
� 

�3 + √3�
12

𝜋𝜋 +
�1 + √3�

4
ln�4 + 2√3� 
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𝛼𝛼 𝑟𝑟 𝐴𝐴 
𝜋𝜋
3

 �√2 − 1� �1 + �2 − √3� 
𝜋𝜋�3√2 − 2√3 + √6�

96
+ 

�6 + 3√2 − √6�
24

ln�
3
2
�8 − 5√2 − 4√3 + 3√6�� 

5𝜋𝜋
12

 
2

1 + √2 + √3
 𝜋𝜋�√3 + √2 − 1�

16�2 + √2�
+
�2 − √2 + √6�

8
ln�2 −�3

2
+

1
√2
� 

𝜋𝜋
2

 √2 − 1 𝜋𝜋
16√2

+
�2 + √2�

8
ln�4 − 2√2� 

7𝜋𝜋
12

 
2

1 + √3 + √6
 𝜋𝜋  �4 − √2 − 2√3 + √6�

32
+ 

�1 + �6 − 3√3�
4

ln�14 + 8√3 −�362 + 209√3� 

2𝜋𝜋
3

 
2

1 + √3 + √6
 𝜋𝜋  �√2 − 1� �3 + �3�2 + √3��

48
+ 

�3 + �3�2 + √3��

12
ln�

3
2
�8 − 5√2 + 4√3 − 3√6�� 

3𝜋𝜋
4

 √2 − 1 𝜋𝜋
16

+
�1 + √2�

4
ln�2 − √2� 

5𝜋𝜋
6

 
2

1 + √2 + √3
 𝜋𝜋�√2 + 2√3 − √6�

32
+
�2 + √2 + √6�

8
ln�4 − 3�

3
2

+
5
√2

− 2√3� 

11𝜋𝜋
12

 �√2 − 1� �1 + �2 − √3� 𝜋𝜋 �2 + √3 − �2 + √3�
16

+ 

�1 + �3�2 + √3��

4
ln�14 − 8√3 + �362 − 209√3� 
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𝛼𝛼 𝑟𝑟 𝐵𝐵 
𝜋𝜋
3

 �√2 − 1� �1 + �2 − √3� 𝜋𝜋 �3 + �6 − 3√3�
48

− 

�3√2 − 2√3 + √6�
24

ln�
3
2
�8 − 5√2 − 4√3 + 3√6�� 

5𝜋𝜋
12

 
2

1 + √2 + √3
 𝜋𝜋�2 − √2 + √6�

32
−
�√3 + √2 − 1�

4�2 + √2�
ln�2 −�3

2
+

1
√2
� 

𝜋𝜋
2

 √2 − 1 𝜋𝜋�2 + √2�
32

−
1

4√2
ln�4 − 2√2� 

7𝜋𝜋
12

 
2

1 + √3 + √6
 𝜋𝜋 �1 + �6 − 3√3�

16
− 

 �4 − √2 − 2√3 + √6�
8

ln�14 + 8√3 + �362 + 209√3� 

2𝜋𝜋
3

 
2

1 + √3 + √6
 𝜋𝜋 √2 �3 + √3 − √6� �2 + �2 + √3�

96
− 

√3 �√2 − 1� �−1 + �2 + √3�
12

ln�
3
2
�8 − 5√2 + 4√3 − 3√6�� 

3𝜋𝜋
4

 √2 − 1 𝜋𝜋 �1 + √2�
16

−
1
4

ln�2 − √2� 
5𝜋𝜋
6

 
2

1 + √2 + √3
 𝜋𝜋�2 + √2 + √6�

32
− 

�√2 + 2√3 − √6�
8

ln�4 − 3�
3
2

+
5
√2

− 2√3� 

11𝜋𝜋
12

 �√2 − 1� �1 + �2 − √3� 𝜋𝜋 �1 + �3�2 + √3��

16
− 

�2 + √3 − �2 + √3�
4

ln�14 − 8√3 + �362 − 209√3� 
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𝛼𝛼 𝑟𝑟 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
𝜋𝜋
4

 �2 − √3 
𝜋𝜋�√3 − 1� 

48
+
�1 + √3�

8
ln(2) 

𝜋𝜋�1 + √3� 
48

−
�√3 − 1�

8
ln(2) 

𝜋𝜋
3

 √3 − 1
2

 
𝜋𝜋�3 − √3�

72
+
�3 + √3�

12
ln �

3
2
� 

𝜋𝜋�3 + √3�
72

−
�3 − √3�

12
ln �

3
2
� 

5𝜋𝜋
12

 �
2
3
−

1
√3

 
𝜋𝜋 �2√3 − 3�

24
+

 √3
4

ln �
2
3

+
1
√3
� 

𝜋𝜋 
8√3

−
�2√3 − 3�

4
ln �

2
3

+
1
√3
� 

𝜋𝜋
2

 2 − √3 𝜋𝜋 
48

+
�2 + √3�

8
ln�8 − 4√3� 

𝜋𝜋 �2 + √3�
48

−
1
8

ln�8 − 4√3� 
7𝜋𝜋
12

 �2 − √3
2

 
𝜋𝜋�2 − √3� 

12
−

 1
2

ln�8 − 4√3� 
𝜋𝜋 
12

−
�2 − √3�

2
ln�

2 + √3
4

� 

2𝜋𝜋
3

 2 − √3 𝜋𝜋 
24√3

+
�3 + 2√3� 

12
ln�6 − 3√3� 

𝜋𝜋�2√3 + 3� 
72

−
√3  
12

ln�6 − 3√3� 

3𝜋𝜋
4

 �
2
3
−

1
√3

 
𝜋𝜋 �3 − √3�

48
−
�3 + √3�

8
ln �

3
2
� 

𝜋𝜋 �3 + √3�
48

+
�3 − √3�

8
ln �

3
2
� 

5𝜋𝜋
6

 √3 − 1
2

 
𝜋𝜋�√3 − 1�

24
−
�1 + √3�

4
ln(2) 

𝜋𝜋�1 + √3�
24

+
�√3 − 1�

4
ln(2) 

11𝜋𝜋
12

 �2 − √3 
𝜋𝜋 
24

+
�2 + √3�

4
ln�2 − √3� 

𝜋𝜋�2 + √3� 
24

−
1
4

ln�2 − √3� 
 

 

 

 

 

Otros Ejemplos 

 

𝜋𝜋 = 2�(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛 �
1
√2
�
𝑛𝑛

�cos �
3𝜋𝜋𝑛𝑛

4 � + sin �
3𝜋𝜋𝑛𝑛

4 �� 

𝜋𝜋 = 2�(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛�√3 − 1�
𝑛𝑛+1

�cos �
5𝜋𝜋𝑛𝑛

6 � + sin �
5𝜋𝜋𝑛𝑛

6 �� 
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𝜋𝜋 = 4√2�(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛 ��2 − √2�
𝑛𝑛

cos �
5𝜋𝜋𝑛𝑛

8 � 

𝜋𝜋 = 4√2�(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛 ��2 − √2�
𝑛𝑛

sin �
5𝜋𝜋𝑛𝑛

8 � 

7
24

𝜋𝜋 +
7

12
ln �

49
18�

= �(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛 �
5
7�

𝑛𝑛

sin�𝑛𝑛 �
𝜋𝜋
2

+ sin−1 �
4
5��

� = �𝐻𝐻𝑛𝑛 �
5
7�

𝑛𝑛

sin �𝑛𝑛 cos−1 �
4
5��

∞

𝑛𝑛=1

= �𝐻𝐻𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

�
1
7�

𝑛𝑛

�
(4 + 3𝑖𝑖)𝑛𝑛 − (4 − 3𝑖𝑖)𝑛𝑛

2𝑖𝑖
� =

3
5
�𝐻𝐻𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

�
1
7�

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛  

donde 

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 = 8𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 25𝑐𝑐𝑛𝑛   , 𝑐𝑐1 = 5, 𝑐𝑐2 = 8 

 

7
24

𝜋𝜋 −
7

12
ln �

49
18�

= �(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

𝐻𝐻𝑛𝑛 �
5
7�

𝑛𝑛

cos�𝑛𝑛 �
𝜋𝜋
2

+ sin−1 �
4
5��

� = −�𝐻𝐻𝑛𝑛 �
5
7�

𝑛𝑛

cos �𝑛𝑛 cos−1 �
4
5��

∞

𝑛𝑛=1

= −�𝐻𝐻𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

�
1
7�

𝑛𝑛

�
(4 − 3𝑖𝑖)𝑛𝑛 + (4 + 3𝑖𝑖)𝑛𝑛

2
� = −�𝐻𝐻𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

�
1
7�

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛  

donde 

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 = 8𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 25𝑐𝑐𝑛𝑛   , 𝑐𝑐1 = 4, 𝑐𝑐2 = 7 

 

𝜋𝜋 =
12
7

 �𝐻𝐻𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

�
1
7�

𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛  

donde 

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 = 8𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − 25𝑐𝑐𝑛𝑛   , 𝑐𝑐1 = −1, 𝑐𝑐2 = 17 

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �
−1 + 𝑖𝑖

2 � ((4 − 3𝑖𝑖)𝑛𝑛 + 𝑖𝑖(4 + 3𝑖𝑖)𝑛𝑛) ,𝑛𝑛 ∈ ℕ 
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