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Depuis plus d’un siécle, les équations de la Relativité Générale ont évoluées au gré des observations de I’Univers.
Ces changements se sont exprimés a travers la constante cosmologique (/) qui fut d’abord ajoutée cété espace-
temps pour rendre I’Univers stationnaire puis retirée lorsqu’on observa I’évolution de celui-ci. Plus récemment,
elle est réapparue du coté énergie-impulsion pour traduire I'expansion accélérée de I’Univers.

Nous allons voir maintenant comment la contraction des équations de la Relativité Générale permet d’exprimer
formellement sa valeur : A = —(R + k T) /4 et aussi, d’en déduire une reformulation équivalente de la Relativité
Générale : (R,W — 9uwR /4) = K(Tw, — gw,T/4). Tout ceci sans faire appel @ aucun concept physique : Energie
sombre, Quintessence...

HISTORIQUE DES EQUATIONS DE LA RELATIVITE GENERALE

Initialement (Einstein, 1915), la premiere version des équations de la Relativité Générale (qui mettaient en
relation la métrique d’espace-temps (g, ), le tenseur de Ricci (R,,,), la courbure scalaire (R), le tenseur énergie-
impulsion (T,,,)) s’énongait sans constante cosmologique :

Ry () = 5 9y (%) RG) = ke T () (RGY)

Un peu plus tard (Einstein, 1917), elle est apparue comme facteur de la métrique du coté espace-temps, pour
rendre I’Univers stationnaire :

1
R/,Lv(x) - Eg/,n/(x) R(x) — Asmguv(x) =K Tuv(x) (RGia)
Ensuite (Hubble, 1929), aprés avoir observé I’expansion de I’'Univers, elle en fut révoquée :
1
Ruv(x) - Eguv(x) R(x) =k T,uv(x) (RGy)

Et plus récemment (Riess, 1998) (Perlmutter, 1999), on observa |'accélération de cette expansion et elle fut
réintroduite du c6té énergie-impulsion :

Ry () = 5 9y (%) R() = ke T () + A9 g1, () (RGua)

Et depuis, cette constante d’accélération d’expansion (A%¢), actuellement évaluée & 10> m™, est un parameétre
libre de la théorie qui fait I'objet de multiples interprétations (Peebles, 2003) : Energie sombre, Quintessence...

Mais, ce parametre est-il vraiment libre, ou bien peut-on le déterminer mathématiquement ? C’est ce que nous
allons voir par la suite.
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REFORMULATION DES EQUATIONS DE LA RELATIVITE GENERALE

Voyons tout d’abord ce qui se passe lorsque I'on contracte les équations (RGxa) avec la métrique inverse (g"").
On obtient :

R(x) —2R(x) = k T(x) + A%¢¢4

ce qui permet de fixer I'expression de la constante cosmologique :

A% = —=(R(x) + K T(x)) (RGR»)

qui dépend donc uniquement de la courbure scalaire (R) et du scalaire d’énergie impulsion (T).

Et maintenant, on peut I'injecter dans les équations (RGga) :

Ry () = 5 guv(¥) R(X) = K Ty () — 5 (R + K T(x)) gy ()

pour donner, aprés simplifications, les équations de la Relativité Générale Reformulée :

(Ruv(9) = 3 91 (0) RG)) = 1 (T (09) = £ g (0 T))

Ainsi formulées, les équations expriment simplement la proportionnalité entre les tenseurs a trace nulle :

Ry (x) = k Ty (x) (RGRy)

et tout ceci, sans faire appel a de nouveau concept physique tel que I’énergie du vide ou I'énergie sombre.

EQUIVALENCE ENTRE LES DEUX FORMULATIONS

Réciproquement, en ajoutant I'équation (RGR,) et I'équation (RGRA) multipliée par g, (x) :

1 1 1
<R/w(x) - Zng(x) R(x)> - Z (R(x) + K T(x)) guv(x) =K <T/u/(x) - Zguv(x) T(x)> + Aaccguv(x)
on obtient les équations de la Relativité Générale Actuelle (RG,) :

Ryy () = 5 9y (%) R(x) = ke Ty () + A9 g, ()

Ce qui permet d’établir I’équivalence entre la formulation actuelle et la nouvelle formulation :

Ryy () = 2 91y () R(x) = 1 Ty () + A9 g1, ()

=4

(Ruv©0) = 3 9uv0) RGO = 1 (T (0) = £ g1 (1) 7))
A% = —2(R(x) + K T(x))
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COMPARAISON ENTRE LES DEUX FORMULATIONS

Voyons maintenant, a travers divers exemples, comment la nouvelle formulation conduit aux mémes solutions
que la formulation actuelle, bien souvent obtenues de fagon plus directe.

DIVERGENCE COVARIANTE

Comme premier exemple, nous allons calculer la divergence covariante (D#) des équations. Pour ce faire, on va
se baser sur les trois tenseurs qui ont une divergence nulle :

D# (Ryy () = 2 910 (1) R ) = 05 D# (T () = 0 D (g 0)) = 0
Formulation actuelle

Ainsi, on peut facilement calculer la divergence covariante des équations (RGa) :

DH (Rw<x> - %g,w(x) R(x)) = 1 D# (T, () + D¥ (49 g, ()

=3
0=0+0
qui donne un résultat trivial comme voulu par Einstein.

Nouvelle formulation

Bien évidement, la divergence covariante deA%“doit étre nulle :
DHA%C =0
ce qui se traduit par:
1
-3 DH(R(x) +kT(x)) =0

Calculons maintenant la divergence covariante des équations (RGR,) :

1 1

DH (Ruy () = £ gy (0) RG)) = 1€ DH (T () = £ gy () TG0))
=3
1
DH (2 9, () RGO) = 1 D# (=2 g, () TG0))

qui se simplifieen :

0=~ gu(x) D*(R(X) + K T(x))

- 2 Iuv

Et I'on obtient, en utilisant le résultat précédent, la méme trivialité :

0=0
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LIMITE NEWTONIENNE

A la limite Newtonienne, c. a d. lorsque le champ de gravitation et les vitesses sont faibles, on doit obtenir
I’équation de Poisson :
AV(x) =4m G p(x)

On part donc d’'une métrique qui dévie faiblement de celle de Minkowski :
guv(x) = Nuv + huv(x)
pour obtenir, comme composantes du tenseur de Ricci et comme courbure scalaire :

av AV AV
Roo (x) = # s Ri(x) = — ) iR(x) = —2#

C2
tandis que le tenseur d’impulsion-énergie s’exprime, pour de petites vitesses :
Too(x) = p(x)c?;T(x) = p(x)c?

Formulation actuelle

Avec la composante () des équations (RGy) :

Roo(x) — %goo(x) R(x) = Kk Too(x) + A% ggo(x)

on déduit :
AV (x) 1. AV (x) ~ 2 acc
= 3 ( Z—C2 =kp(x)cc+ A
soit encore :
A 4 2
Z—Z(Zx) =k p(x)c? + N%¢¢ = AV(x) = %p(x) + %Aa“
. a1 . . G
gue I'on identifie a I’équation de Poisson en prenant : k = 87;4 et A%€ =0
Nouvelle formulation
Les composantes des tenseurs a trace nulle sont :
~ _ 3AV(x%) =~ _3
Roo(x) = > ez et Too(x) = Zp(x)cz

Ainsi, de la composante (pg) des équations (RGRy) :

Roo(x) =K 7~"00(9C)
on déduit :

V) & 0302 o et
P = k@ e AV =)

Cela permet d’évaluer la constante d’accélération d’expansion :

AV (x)
C2

A%€ = —2 (R(x) + K T(x)) =1 (—2 + Kp(x)cz) =0
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SOLUTIONS DE SCHWARZSCHILD

Voyons maintenant quelles sont les solutions pour un systéme statique a symétrie sphérique dans le vide. La
métrique peut s’écrire de facon générale comme suit :

ds? = gy c?dt? + gpr dr® + ggg dO? + gg, d? avec
g = —€"D); g = et gog =125 g, =17 5in2 6

Cela donne, comme composantes non nulles du tenseur de Ricci et comme courbure scalaire :

144

LoV =v) v =V et -1
Ry = —e M[7_T+7 JieiRog = e7H + Joee

2r r?
B V” V’(#’ _ v’) #’ B #I _ v’ el[ _ 1
Ry = —e ”[?—7—7] grriRpp =€ ”[ o T2 | 9ee

R 2o V__V’(MI—V’ _M’—V,_e#—l
2 4 T T2

Le tenseur d’impulsion-énergie, quand a lui, est nul dans le vide :

Tw(x) =0

Formulation actuelle

Les composantes non nulles des équations (RGga) sont :

u et —1
1 e |+ > = /acc
Ret =5 9ee R = A% gy r r
% —u v et —1 = facc
Ryr — EgTT R = Aaccgrr ¢ B 7 * r? B
3 1 =2 o v,('u/_vr) ‘u, oy
Rgg — = R = Aace M| —— — = Aacc
06 fgere 9oe e [ > 2 o ]
(Rop — 29900 R =A%gey o H V_” _ Vi =) _ w—v _ jacc
2 4 2r

La premiére équation permet d’obtenir e ™# :

I — pacc (e —-1) e*-1 — pacc
—eTHl=+——|=4 =) + 5 = N &
r r r r
[e™*=D'r+(e*-1)]=r%4% o [(e*-1D71] =1r?°A*° &

3
(e -Dr=a+—-A1% &

acc

3

e_ﬂ

1+-—+ r?
T

clatourre@ccapcable.com Mars 2016



Relativité Générale Reformulée

En soustrayant la 1° équation avec la 2°™, on obtient :

e et -1 et —1 I 17

—etl=—t——|-eHt|l-——F—|=0e —eH|=+—|=0
r r r r ror
qui est réalisée pour :
V, — _#I
Et ainsi :
AaCC

12

ev=eH*F=1+—+
T 3

Ce qui donne, comme solution la métrique de (Schwarzschild, 1916) :

acc

3

acc

3

1
a a
ds? :—<1+ ;+ r2>czdt2+(1+ ;+ r2> dr? + r2d0? + r? sin? 8 d?

Nouvelle formulation

On obtient, pour les composantes du tenseur de Ricci a trace nulle :

- 1 P v =v) et—-1] 1 _ [u+V
e = T5€ “[7— 2 + z | T3¢ # gee = [-A@) = B()] gee
- 1 P V@ -v) et—1] 1 _ [u+V
Ry = —Ee H [7 - 2 + 2 5 K - 9rr = [-A@) + B(M] grr
7 1 u v v’(,u’—v’)+e“—1 4
o0 =5e 7|5 2 7| 900 = (r) oo
- 1 L vV —-v) et -1
Rop =55~ 4 7| oo = A(M) Goe

" I_ u_ !
avec A(r) = %e"“ [v? — —w(“4 ") 4 —erz 1] et B(r) = %e‘” [—” :w]

qui seront nulles pour A(r) = 0et B(r) = 0.
La deuxiéme relation est réalisée pour : v/ = —u’ que I'on reporte dans la premiére :

eh—1)" e#—1_

_t— =0
+ 2 T2

2 2 2

2
n ! e#_l
e‘“[ a a ]=0(:>

qui admet comme solution :
- a
eTh=1+ ~+ pr?  avec a, B des constantes.

On peut maintenant en déduire la valeur de la constante d’accélération d’expansion :

1 " 12 e | e hF—1) e H-1
[ [T u : ]:[( )+ _ 3
r

1
NC = ——_R = — —M__+__2__
4 T3¢ 2 "2 r 7 72

. e s A . — [04 Aace
Ce qui aboutit a laméme solution: eV = e ™# =1+ —t+ = r?

clatourre@ccapcable.com Mars 2016



Relativité Générale Reformulée

SOLUTIONS DE FRIEDMANN

En cosmologie, les équations de la Relativité Générale sont basées sur la métrique de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker qui dépend du facteur d’échelle (a(t)) et d’'une constante (k) qui refléte le type de courbure
de I’'Univers (-1 : ouverte ; 0 : nulle ; 1 : fermée). :

ds? = goo c?dt? + g1, dr? + g, d6? + g35 d? avec

¢ .
Joo =1; 911 = —% ; gaz = —a(t)r?; gzz = —a(t)r?sin?6

Avec cette métrique, on obtient, pour les composantes non nulles du tenseur de Ricci et la courbure scalaire :

2kc? +2a% + ad kc? +a?+ ad
- gi;R=—-6——75—5——

a
Roo = _3% Joo; Rii =

c%a? c%a?

Le tenseur impulsion-énergie est celui d’un fluide parfait :

_ (pc? + P),Y,

uv c2 Juv

qui s’écrit, dans les coordonnées co-mobiles :
Too = pc?Goo s Tii = —Pgii; T = pc? — 3P

Formulation actuelle

En appliquant les équations (RGka), cela conduit aux équations de (Friedmann, 1922) :

1 acc k62 + dz 2 acc
Roo_zgooR=KToo+/1 Yoo T2gz Kpe +4
1 kc? +a%?+2ad
Rii —59i R =Kk Ty + A%“g; \ = —K P + A%
2 c2q?
Nouvelle formulation
On a, comme composantes des tenseurs a trace nulle :
- kc? + a? — ad _ kc? + a? — ad - pct+P - pct+ P
00 = T 22z Joo; Ry = IV Giis Too = 3T900iTii = _Tgii

Ainsi, les équations (RGRy) conduisent a une seule et méme équation :
Rog =kToo © Ry =k Ty

=4

kc? +a?— ad  pc?+P
=K
c?a? 2

et la valeur de la constante d’accélération d’expansion :

kc? +a? + ad pc? —3P
-k

acc — _1 —
A = 4(R +kT)=3 el g2 7
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peut prendre différentes formes en la combinant avec I’équation précédente :

kc? + a?
c%a?
_kcz+d2+2aéi

A%cC =3 — Kk pc?

i

c%a?

pc? + 3P

+ kP

=3—+
c%a * 2

Et I'on reconnait dans les deux premiéres expressions de A%¢¢, |les équations de Friedmann.

Voila, on pourrait multiplier les exemples, pour arriver au méme résultat : La nouvelle formulation conduit aux
mémes solutions et donc aux mémes prédictions. Désormais, c’est au rasoir d’Ockham de faire son choix.

Et I’énergie noire dans tout ca ?

Sire, je n’ai pas eu besoin de cette hypothese...
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