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Resumen-Abstract 

En este Preprint se muestran algunas fórmulas integrales para la constante Pi:

π = 4 

n=0

∞ (-1)n

2 n + 1
= 3.14159265358979323846264338 ...

Palabras clave: Número Pi , Integrales , Series

Introducción

◼ Master Fórmula

Recordamos una fórmula integral para la constante Pi:

Teorema 1.

π = 2n sn
0

∞ 2

2 Cosh[x] + cn
ⅆ x , n = 1, 2, 3, ... (1)

donde sn y cn se definen como sigue:

s1 = 2 , s2 = 2 - 2 , s3 = 2 - 2 + 2 , .. etc
(2)

En general se tiene:

sn = 2 - 2 + 2 + ... + 2 = 2 Sin
π

2n+1
 , n - radicales , n = 1, 2, 3, ...

(3)

c1 = 2 , c2 = 2 + 2 , c3 = 2 + 2 + 2 , ... etc.
(4)

En general se tiene:

cn = 2 + 2 + 2 + ... + 2 = 2 Cos
π

2n+1
 , n - radicales , n = 1, 2, 3, ...

(5)

■

La demostración del Teorema 1, se sigue de la evaluación de la integral:


0

∞ 1

Cosh[x] + a
ⅆ x =

2

1 - a2

ArcTan
1 - a

1 + a
 , -1 < a < 1 (6)

los detalles quedan como ejercicio.

La fórmula (1), tiene varias representaciones equivalentes. A continuación mostramos algunas.             
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Algunas Representaciones Equivalentes a la fórmula (1)

Teorema 2.

Para n = 1, 2, 3, ..., se tiene :

π = 2n sn
0

∞ 2 e-x

1 + cn e
-x + e-2 x

ⅆ x (7)

π = 2n sn
0

1 2

1 + cn x + x
2
ⅆ x (8)

π = 2n sn
-∞

∞ 2 ex-e
x

1 + cn e
-ex + e-2 ex

ⅆ x (9)

π = 2n sn
1

∞ 2

1 + cn x + x
2
ⅆ x (10)

π = 2n sn
0

1

2+cn 2 ArcCosh
1

2 x
-
cn

2
 ⅆ x (11)

π = 2n sn
1

∞ 2

(2 x + cn) x2 - 1

ⅆ x (12)

π = 2n sn
2+cn

∞ 2

x (x - cn - 2) (x - cn + 2)
ⅆ x (13)

π = 2n sn
0

2

2+cn ArcCosh
1

x
-
cn

2
 ⅆ x (14)

π = 2n sn
-1

1 4

5 + cn + (2 + cn) x + x
2
ⅆ x (15)

π = 2n sn 1 +
0

1 1 - cn x + x
2

1 + cn x + x
2
ⅆ x (16)

π = 2n sn 1 -
1

∞ 1 + cn x - x
2

(1 + cn x + x
2) x2

ⅆ x (17)

π = 2n sn 1 +
0

∞ 1 - cn e
-x - e-2 x

1 + cn e
-x + e-2 x

e-x ⅆ x (18)

π = 2n sn 1 - cn +
1

2
 2

2+cn

2 8

x
+ cn

2 - 4 ⅆ x (19)

π = 2n sn
0

1 2

(2 + cn x) 1 - x2

ⅆ x (20)

π = 2n sn
0

cn 2

(2 + x) cn
2 - x2

ⅆ x (21)

π = 2n sn
cn

2+cn 4

x2 + 4 - cn
2
ⅆ x (22)
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π = 2n sn 1 + cn

2

1+
cn

2
4 + cn

2 - 4 x2

4 - cn
2 + 4 x2

ⅆ x (23)

π = 2n sn
0

1



k=0

∞ 2

2 Cosh[x + k] + cn
ⅆ x (24)

π = 2n sn
0

1



k=1

∞ 2

1 + cn k + k
2 + (2 k + cn) x + x2

ⅆ x (25)

π = 2n sn
2+cn

∞ 4

x2 + 4 - cn
2
ⅆ x (26)

π = 2n sn
cn

∞ 2

x2 + 4 - cn
2
ⅆ x (27)

π = 2n sn
1

∞ 2 cn

4 + cn
2 (x2 - 1)

ⅆ x (28)

π = 2n sn
0

∞ 2 cn Sinh[x]

4 + cn
2 (Sinh[x])2

ⅆ x (29)

π = 2n sn
0

∞ 2 x

(4 + x2) cn
2 + x2

ⅆ x (30)

■

Demostración. Fórmula (1) y Algebra de Integrales.

Series Relacionadas 

Teorema 3. 

Para n = 1, 2, 3, ..., se tiene :

π = 2n sn 
4

3 + cn


k=0

∞



m=0

k



r=0

m (-1)m

m + r + 1

k

m
 
m

r


1 + cn

3 + cn

k-m 2 cn

3 + cn

m 1

cn

r

 (31)

π = 2n sn 2 

k=0

∞ (-1)k (1 + cn)
-k-1

2 k + 1
F k + 1, 1, 2 k + 2,

cn

1 + cn
 (32)

π = 2n sn 2 

k=0

∞ (-1)k (1 + cn)
-2 k-1

2 k + 1
F 2 k + 1, k + 1, 2 k + 2,

cn

1 + cn
 (33)

π = 2n sn 
2 Log[1 + cn]

cn
+ 2 

k=1

∞


2 k
k

 Log[1 + cn] + 

m=0,m≠k

2 k (-1)k+m (1 + cn)
m-k - 1

m - k


2 k
m

  (34)

π = 2n sn 2 

k=0

∞ ak

k + 1
 (35)

π = 2n sn 2 

k=0

∞ ak y
k+1

k + 1
+

y

1 2

1 + cn x + x
2
ⅆ x , 0 < y < 1 (36)

En las fórmulas (32) y (33) , F(a, b, c, z) es la función hypergeometrica de Gauss , en las fórmulas  
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(35) y (36) , los números ak  se definen por la recurrencia:

ak+2 = -cn ak+1 - ak , a0 = 1, a1 = -cn, k = 0, 1, 2, 3, ... (37)

π = 2n sn 
2

cn


k=0

∞ (-1)k

2 k + 1

4

cn
2
- 1

k

 (38)

■

Serie de Arcotangentes

Teorema 4.

Para n = 1, 2, 3, ..., se tiene :

π = 2n+1


k=1

∞

ArcTan
tn

k(k + 1) + tn
2
 (39)

donde

tn =
sn

cn
= Tan

π

2n+1
 (40)

■

Otras Fórmulas

π =
0

∞ 6

2 Cosh[x] + 3
ⅆ x (41)

π =
0

∞ 4 2

2 Cosh[x] + 2
ⅆ x (42)

π =
0

∞ 3 3

2 Cosh[x] + 1
ⅆ x (43)

π = 6 

k=0

∞ (-1)k 1 + 3 
-k-1

2 k + 1
F k + 1, 1, 2 k + 2,

3

1 + 3

(44)

π = 6 

k=0

∞ (-1)k 1 + 3 
-2 k-1

2 k + 1
F 2 k + 1, k + 1, 2 k + 2,

3

1 + 3

(45)

π = 4 2 

k=0

∞ (-1)k 1 + 2 
-k-1

2 k + 1
F k + 1, 1, 2 k + 2,

2

1 + 2

(46)

π = 4 2 

k=0

∞ (-1)k 1 + 2 
-2 k-1

2 k + 1
F 2 k + 1, k + 1, 2 k + 2,

2

1 + 2

(47)
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π = 3 3 

k=0

∞ (-1)k 2-k-1

2 k + 1
F k + 1, 1, 2 k + 2,

1

2
(48)

π = 3 3 

k=0

∞ (-1)k 2-2 k-1

2 k + 1
F 2 k + 1, k + 1, 2 k + 2,

1

2
(49)

π = 3 3 
0

y 1

2 Cosh[x] + 1
ⅆ x +

k=0

∞ e-(3 k+1) y

3 k + 1
-
e-(3 k+2) y

3 k + 2
 , y ≥ 0 (50)

Nota. Las fórmulas se han tomado de la referencia E. 

Referencias

Abramowitz, M., and Stegun, I.A.: Handbook of Mathematical Functions, Nueva York: Dover , 1965.A.

Boros, G., and Moll, V.: Irresistible Integrals. Cambridge University Press , 2004.B.

Gradshteyn, I.S., and Ryzhik, I.M.: Table of Integrals , Series and Products. 5-th ed., ed. Alan Jeffrey. Academic Press , 1994.C.

Spiegel, M.R.: Mathematical Handbook , McGraw-Hill Book Company , New York, 1968.D.

Valdebenito, E.: Pi Handbook , manuscript, unpublished, 1989, (20000 formulas).E.

Pi-Math-Handbook.nb   5

5


	int-pi-pdf
	Pi-integrales



