Some Integral Representations for the
Constant Pi

Edgar Valdebenito

abstract

In this note we show some integrals to the constant Pi
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Resumen-Abstract

En este Preprint se muestran algunas formulas integrales para la constante Pi:
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=3.14159265358979323846264338 ...
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Introduccion

» Master Formula

Recordamos una formula integral para la constante Pi:

Teorema 1.

0 2
7r=2"s,,f —dx, n=1,2,3, ..
0 2 Cosh[x] + ¢,

donde s, y ¢, se definen como sigue:

S1=\/?, Sy = VZ—\/?, S3=V2—V2+\/? , ..etc

En general se tiene:

5, = 2—\/2+\/2+...+\/7 =2Sin[ ],n—radicales,n:1,2,3,...

T
2n+1

012\/7, 02=V2+\/?,C3: 2+V2+\/7 , ...etc.

En general se tiene:

Cp = 2+\/2+\/2+...+\/? =2Cos[ ],n—radicales,n=1,2,3,

T
2n+1
]

La demostracion del Teorema 1, se sigue de la evaluacion de la integral:

f ——dx=——"— ArcTan[
0 Cosh[x] +a

los detalles quedan como ejercicio.

La formula (1), tiene varias representaciones equivalentes. A continuacion mostramos algunas.
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Algunas Representaciones Equivalentes a la féormula (1)

Teorema 2.
Paran=1, 2, 3, ..., setiene :
00 2e™
7T:2"S,,f —dx (@)
0 l+ce¥+e 2"
1 2
n:2"s,1f —dx ®)
0 1+c,x+x?
. zex—eX
7r:2”sf —dx (©)]
"J l+c,e € +e 2
= 2
ﬂ:Z"snf —dx 10)
1 1+4c¢,x+x?
1
e 1 Cy
71:2"3,,f ”2ArcCosh[— - —] dx (11
0 2x 2
0 2
n=2"s, — dx
(12)
(2x+c,,)\/x2—l
00 2
71:2"s,,f dx 13)
Haxy(x—c, —2)(x—cp +2)
2, 1 ¢
a=2" Snfz“"ArcCosh[—— —n]dx (14)
0 x 2
1 4
7r:2"s,,f dx (15)
154 ¢y + (24 c,)x + x
11— ¢, x+x2
n=2"s, 1+f —dx (16)
0 1+c,x+x?
o 1+cyx—x2
x=2"s, 1_f T g (17
1 (I+c,x+x3)x°
wl—c,e —e2¥
n=2"s, 1+f — e Ydx (18)
0 l+c,e™+e2x
1
7=2"s,|1-¢c,+ — 19)
1 2
n=2"s, —  dx (20)
0 Q+cx)\1 —x?
Cn 2
n=2"s, —dx
0 — 21)
2+x)\c, —x
2+¢y 4
ﬂ:Z”snf —dx (22)
o X+d-c2
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1424 4+ 2 —4x°
n=2"s, 1+f —dx (23)
T 4-2+4x°
1> 2
r=2" Snf Z dx (24)
0 {;Z 2 Cosh[x + k] + ¢,
1 > 2
n=2"s, f dx (25)
"Jo [;1 +onk + K2 +(2k+c,,)x+x2]
o 4
7T=2"S,,f —dx (26)
24, X2 + 4 — 2
) 2
n=2"s f —dx 27)
"Jo 2 va- c?
o 26,1
n=2"s, (28)
1 4+c -1
o 2¢, Sinh[x]
f —dx 29)
4+c, (Smh[x])2
" Sn , (30)
4+ xz) \/ N
|
Demostracion. Formula (1) y Algebra de Integrales.
Series Relacionadas
Teorema 3.
Paran=1, 2, 3, ..., setiene:
4 &k e m (e 20, YLy
r=2"5, 2227( )( )[ ] ( ] (—]} G1)
3+cyigmoormomrr+1 M " J\3 +¢, 3+¢, Cn
- (_l)k (1 + cn)_k_] Cn
n=2”s,,{2Z—F[k+1, 1,2k +2, ]} (32)
=0 2k+1 l+¢,
& (_1)k (1 + Cn)_zk_1 Cy
n=2”s,1{ZZ—F(2k+1,k+1,2k+2, - ]} 33)
=0 2k+1 1+¢,
2 Log[l + c,,] = 2k (DA™ =) g
re2rs, (e Z( SIRTIEVAREDY )b (34)
Cn k=1 m=0,m+k m—k
m=2"5,42 35
{ ,;‘k+ 1} G
&, ay ! ! 2
=2"S,,{ZZ +f dx},0<y<1 (36)
=0 k+1 vy 1+ec,x+x°

En las formulas (32) y (33) , F(a, b, c, z) es la funcion hypergeometrica de Gauss , en las formulas
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(35) y (36) , los niimeros a;, se definen por la recurrencia:

Apyp = —CpnQyy1 — A, Ao =1,a1=—cy, k=0,1,2,3, ... (37
2 = (=1F (4 k
n=2"s,{— — -1 38
{cn,§2k+l(cﬁ )} (38)
|
Serie de Arcotangentes
Teorema 4.
Paran=1, 2, 3, .., setienc:
(o] l»"
7=2""Y ArcTan| —————
,; [k(k +1)+ zﬁ] 39
donde
=~ Tan| ]
t, = — =Tan 40
Cn 2n+1 ( )
|
Otras Formulas
w 6
7(=f —dx 41)
0 2 Cosh[x] + V3
©  4V2
:r:f — dx (42)
0 2 Cosh[x] + V2
w  3v3
7'(:[ ——dx (43)
0 2Cosh[x] + 1
- (—1)k(1 +\/?)’H 3
n=6) ———————F|k+1,1,2k+2, (44)
k=0 2k+1 1+V3
w (—1)k(1 +\/?)_2k_' NES
7r=6Z Flok+1,k+1,2k+2, (45)
k=0 2k+1 1+vV3
—k-1
w (=DF(1+vV2 NS
n=4ﬁz¥F[k+1, 1,2k+2, ] (46)
pan 2k +1 1+v2
—2k-1
o (-DF(1+V2 NeY
n=4v2 ) ( ) F[2k+l,k+l,2k+2, ] 47)
=0 2k+1 1+vV2
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o (_])k k-1 1
n:3\/?Z—F(k+1, 1,2k +2, —} (48)
= o2k+1 2
00 (_1 k2—2k—l 1
n=3\/3_27F(2k+1,k+1,2k+2, —) (49)
o 2k+1 2
5 1 0 e—(} k+1)y e—(3 k+2)y
n=3ﬁ{f e+ - . =0 (50)
0 2 Cosh[x] + 1 N 3k+1 3k+2

Nota. Las formulas se han tomado de la referencia E.
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