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LES TRANSFORMATIONS POLYNOMIALES

Lors de I’étude de passage d’un systéme de coordonnées, noté S1{(Xui,Y1i)i=1....n}, @ Un Systeme de
coordonnées noté Sy{(X2i,Y2j)i=1....m }, ON est amené a trouver une formule de passage du systéme S;
au systeme S, et vice-versa. Parmi les modeles de passage on cite les transformations polynomiales.

| - Les Transformations Polynomiales Conformes :

Posons : Z=X1+iy1 et Z=Xt1y>
Une transformation polynomiale conforme est du type :

Z=agtayz+az’+.. . +agz" (1)

i=k

ouencore: Z = Zai z' ou les a; sont des nombres complexes non tous nuls.
i=0

Dans la suite, nous allons déterminer ces polyndmes.

|.1 - Polynomes d’ordre 1 :
C’est la transformation du type :

Z=ay+az (2)
Ce qui donne en posant : ap=oapt+ifo et a=outiPs (3)
Xo+iys = oot iBo + (ot iB1) (X + iy1) 4)
Xo+ iy2 = 0o+ ifo+ ouXs -Bayr + i(ary1+PiXa) :
Xp+ Y2 = 0o+ auXy-Bryr + i(Bo+ anyitPixs) ©
= X2 = 0+ ouX1 -B1y1
et (6)

Y2 = Bo +P1Xe+ ouyr

Ce qui s’écrit matriciellement sous la forme :

X a a, - X

y2) \fo) by o) N
C’est un systéme a 4 inconnues : o, Po, o et B1. Le modele (7) est connu sous le nom de « la
transformation de Helmert ».

Posons : o1 = S.cosd
B1=s.5in@ (8)
= tg 0 = b

a1



0= Arctg(&j (9)

1

s=va, + 47 (10)
X2 Qo cosfd —sinf\ xa
- +s | (11)
y2 Po sind  cosé \ y:
la résolution de (7) nécessite la connaissance d’au moins 3 points communs dans les deux systémes.

|.2 - Polynéme d’ordre 2 :
C’est la transformation du type :

Z=agt &z +az (12)
Enposant a;= ay+ i, ,onobtient:

Z = ap+ a1z + (ot iB2)(xy + iy1)?
= ap+ a1z + (0t iB2)(Xe% - ya +2ix1y1)
. Fatazt oa(Xa’ - y1°) - 2Baxays + i[200X1y1 + Ba(Xi? - Y1°)] (13)
soit :
X2 = oo+ ouXy -Pryrt Otz(Xl2 - Y12) - 2B1Xay1
et (14)
Y2 = Bo+BuXat ouys + 200X1y1 + Ba(X” - yi°)

Oou encore .
X2 = 0+ oaXe -Bryrt oaxa? - 2B1Xay - o2y
et
Yo = Bo+Pxat aays+ Boxa®+ 20X1ys - Paya’ (15)

C’est un systéme a 6 inconnues : o, Bo, o1, B1, a2 €t B2, dont la résolution nécessite la connaissance
d’au moins 4 points communs dans les 2 systémes.

|.3 - Polynome d’ordre 3 :
C’est la transformation du type :
Z=ag+aiz +az’+asz’ (16)

Enposant: as = s+ iBs, onobtient :

Z=ap+ a1z + agzz + (OL3+ iBg)(Xl + iy1)3
—agtaiz + agzz + (OL3+ iBg)(X13 — 3X1y12 + 3iX12y1 —iy13)
=—aptaiZz + agzz + OL3(X13 — 3X1y12) + Bg(y13 - 3X12y1)
+ i(3OL3X12y1 - Ot3y13 + BgXls -3[33 X1y12) (17)

d’ou :
_ 2 2 3 2 2 3
X2 = 0o+ ouXi— P1y1t oaX1” - 2B1X1Y1— oy1” + asXsT — 3PaX17Y1 — 3aaXiy1” + PBayi
_ 2 2 3 2 2 3
Y2 = Bo+PiXet+ oy + BaXi® + 200X1Y1— Bayi” + BaXa” + 30isX1Y1r — 3PaXiyr” — osyr

Ce systeme est & 8 inconnues : awo, Po, o4, 1, a2, B2, as et Bs; et sa résolution nécessite la
connaissance de 5 points communs dans les 2 systemes.



Il - Détermination des Coefficients :

1.1 -CasZ=ag+ayz:
Ecrivons (6) pour deux points 1 et 2 dont les coordonnées dans les deux systémes sont
respectivement (X1,y1)s , (Xl’,yl,)s’ et (X2,¥2)s, (Xz’,}lz,)s’ .

oo+ X1 - Biy1 = X2

Bo+ BiXit ouyr = Y2

(19)
oo+ ouXi- Biyr = X2
Bo+ Prxit cuyr = Y2
ce qui peut étre traduit matriciellement sous la forme :
AX=B (20)
soit :
10 x -y X X2
0 1 yl Xl IBO — y2 (21)
1 0 X, -y.l|la X',
0 1 vy, xy)\p Y
Calculons le déterminant du systéme (21), on obtient :
1 0 X —
' Vi 1y, X 0 x, -V
D - 01 vy X | 0 ¥ .
= , o= X, -y, + Loy X, (22)
e 1y, X 1 ' X'
01 vy, X, Yi 1 Y 1
— D — X’]_22+ y,lzz _yl}éal _ )§1X’1— (X]_X,]_ + y’]_y]_) + X]_Z + y12
=X1TH YT EXT A 2xax7 2y = (X X)) (v -Yn)? (23)

#0
car xag#= X1’ et y1# yr’
donc le systéme est inversible, ce qui permettra de calculer les valeurs approchées de o, Bo, o €t B1

2 L9 - n — n
qu’on notera ultérieurement «,, S, a;, f;.

Pour déterminer les valeurs définitives «,, f,,a;, f,, on utilise la méthode des moindres carres.
On pose :

a, = a, +dag a, = a +dog (24)

B, +dp1 (25)

ﬂ=o By +dBo

A
I

et on les remplace dans (6), on aura pour un point :

X2= ay +dao+ ( o +don)xai—( B, +dBu)ys
B (26)
y2=( B, +dBo)+ ( B, +dBu)xa+( @, +dary:



dog + x1doy — yldB1 =X - OTO - 071X1+ E Vi

dBot yadau+ x10B1 =yo - ,Fo - Exl - 071)/1

Soit :

de,

(1 0 X _Y1j dﬂo :[Xz'OTo_szl‘*‘ﬁ_)ﬂﬁJ

01wy X )| dey Yo = Bo = B~y
dg,
En utilisant les n points communs aux systemes 1 et 2, on obtient :
da,
dg, | _
A. = B,+v1 ouencore AL X=B1+v;
de,
dp,
ou v est le vecteur résidu dans la méthode des moindres carrés.
Ao X=By+ vy
Az X =Bs+ v;3
A X =B+ vy

Soit  Ai.X=Bj+vi ou A, Bjetv; désignent respectivement les matrices :

(1 0 Xy _ylj [Xz '070_071)(1‘*‘?1)’1}
01wy Xy Y, = Bo — BiXi —any,
et vecteur résidu pour le point d’ordre i.

La résolution par les moindres carrés donne :

X=(ATA)'A'B

et v=AA'A)'ATB-B=(A(ATA)*AT-1).B

I1.2-Cas Z=ap+a;z + az>:

Ecrivons (15) pour 3 points communs M(x,y), M’(x’,y’) et M’(x’’,y’") , ce qui donne :

oo+ X1 -Pryr + oa(Xi>- yi?) - 2P1X1y1 = Xo
et pour M,

Bo +P1xit ouyr + 200X1y1+ Pa(Xa® - yi2) = ¥e

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35-1)



oo+ ouXe’ -Bayi’ + aa(X % Y1) - 2Baxa’yr’ = X2’

et pour M’,

Bo +P1xy’+ auyr’ + 200X1 "y + Pa(Xa’% - yi'2) =y

(XO+ (xle,, _Blyl,, + (xz(X]_,,z- y1772) - 2B1X1??y1?? e X297

et pour M’ :

Bo+PiXa”"+ oy’ + 202X1 7 y1”+ Ba(Xa

ce qui donne matriciellement :

1 0 x
0 1 vy
1 0 X
0 1 vy,
1 0 x4
0 1y

X =Y

592 _

2)=

- 2X1y1
X =Y
- 2X'1 y‘1
X.lz_y.lz

- 2X”1 y”1

lI2_ n 2

Y

(35-2)

(35-3)

(36)



