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Avant-Propos

J’ai le grand plaisir de remettre le tome II de papiers sélectionnés parmi les documents et notes
techniques que j’ai rédigés au cours de mes années de travail a I’OTC dont certains sont rela-
tifs aux cours suivis lors de mes années d’études d’ingénieurs a I’Ecole Nationale des Sciences
Géographiques de France.

Ces papiers touchent différents themes a savoir :

- la théorie des erreurs,

- la géométrie différentielle de I’ellipsoide de révolution,

- la géodésie et en particulier les systémes et les réseaux géodésiques,
- les représentations planes,

- la géophysique,

- la géostatistique.

Leurs parutions dans ce document ne suivent pas 1’ordre chronologique de leurs rédactions.
Tunis, Abdelmajid
Octobre 2013 Ben Hadj Salem, Dipl.-Ing.

Ingénieur Général Géographe
abenhadjsalem @ gmail.com
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CHAPITRE 35

NOTE SUR LES COODONNEES SYMETRIQUES EN GEODESIE

35.1 DEFINITIONS

Soit une surface (X) de R? paramétrée par M(u,v) € 2 C R?, alors la premiére forme fonda-

mentale s’écrit :

ds* = gr = E.du® +2F.du.dv+ G.dv*

avec

BM BM H

_OM oM
T ou dv

2
G 8M 8M H

Les parametres (u,v) sont dits symétriques si :
F=0 e E=F

Alors (35.1)) devient :
ds* = g = E.(du® +dv?)

Si on note :
ge(u,v) = du* 4+ dv?

la métrique euclidienne de R2, nous avons donc :

(35.1)

(35.2)

(35.3)

(35.4)

(35.5)

(35.6)

(35.7)



81 = E.gE(u,v)

Comme E > 0, on pose :
E=E(u,v) = e®Pv)

Par suite :
g1 =g1(u,v) = e?"“) gp(u,v)

Les parametres (u,v) sont dits orthogonales si :
F=0
Dans ce cas, la métrique gy s’écrit :

ds* = Edu* + Gdv*

On peut aussi arriver a I’écriture (35.8) si la métrique gx s’écrit sous la forme :

ds® = gz = E(u).du® + G(u).dv* = G(u) <€EZ; du? —|—dv2)

On fait un changement de variables comme suit :

dU = (gg;) du=U~Up= [§ E%ar = H(u)

V=v

Alors :

d’ol :

ds* = gz (u,v) = E(u).du* 4+ G(u).dv* = G(u) (E(M) du? +dv2> =

G(u)

G(U)(dU? +av?*) = G(U)ge(U,V)

35.2 EXEMPLES

Nous présentons dans cette section quelques exemples.

(35.8)

(35.9)

(35.10)

(35.11)

(35.12)

(35.13)

(35.14)

(35.15)
(35.16)

(35.17)



35.2.1 Le Plan (X,Y) défini par les coordonnées cartésiennes

Ona:
ds? = gp(X,Y) = dX* 4+ dy? (35.18)

35.2.2 Le Plan (p, 0) défini par les coordonnées polaires

Ona:
2 2, 2302 2 dp? 2
ds"=dp“+p°do°=p ?—&-de (35.19)
En posant :
AR = Cz) (35.20)

L’équation précédente devient :

ds* = ¢ (dF* +d6?) (35.21)

35.2.3 La Sphére

On considere (X) la sphere de rayon R. Elle est paramétrée par :

X = Rcos@cosA

M(@,A) =< Y = Rcos@sin (35.22)
Z = Rsing
Par suite :
ds® = R?d@* + R*cos” pd \? (35.23)
Soit :
2 2.2 do? 2
ds” = R°cos” ¢ 5 +dA (35.24)
cos* @
En posant :
? da T @
Ly = = Logt (f f) 35.25
M /0 coso, 08l8 4 + 2 ( )
la latitude croissante ou de Mercator, on a alors :
ds® = R*cos*¢(dL3, +dA?) (35.26)
ou encore :
ds? = VA (412 4+ dA?) (35.27)



avec :
Yy =2LogR+2Log(cos@)

35.2.4 L’Ellipsoide de révolution

Elle est paramétrée par :
X = Ncos@cosh
M(p,A) =< Y = Ncos@sinl
Z =N(1—é*)sing
avec : 5 s
1-— —b
Ne_ ¢ o, al=e) o, a

P , €
1 — e2sin2¢ (1— ezsinz(p)% a?

a le demi-grand axe et b le demi petit-axe de I’ellipsoide de révolution, d’ou :

ds* = p?d* + N*cos* pd*
Qu’on écrit sous la forme :

2702
2 2.2 p-de 2
ds® = N-cos (p<Nzcos2(p+d)L )

On pose :

¢ p(a)da T e 1 +esing
% :/ PREE t(— —>77L _enm®
(9) 0o N(a)cosa o883+ 7 278 \1 — esing
la latitude isométrique, on a alors :
ds?* = N*cos*(d L% +dA?)

ou €ncore :

ds* = VM) (d. L% +d)?)

avec |

Y(Z) =2LogN(¢(L)) +2Log(cosp(Z))

35.2.5 Le Cylindre

(X) est paramétrée par :

X = Rcosu
M=< y=Rsinu R>0
z

|
<

(35.28)

(35.29)

(35.30)

(35.31)

(35.32)

(35.33)

(35.34)

(35.35)

(35.36)



Alors,on a:
ds* = R*du* +dv?

En posant :

on obtient :
ds* = dU* +dV? = g (U,V)

35.2.6 Le Caténoide

Cette variété est paramétrée par :

x = chv.cosu
M =< y=chv.sinu
=V

Le calcul donne :
ds* = ch®v(du® + dv*) = e®V g (u,v)

avee

o(v) =2Log(chv)

35.2.7 La Surface d’Enneper

Cette variété [[1] est paramétrée par :

3
x=u—"%+w?

3
M=qy=v—2%+w’

1=u—1?

Le calcul donne :
ds* = (1+ 1>+ (d® + dv?) = e® ) gp(u,v)

avec :
@(u,v) =2Log(1+u* +v?)

(35.37)

(35.38)

(35.39)

(35.40)

(35.41)

(35.42)



35.2.8 La Pseudo-sphére de Beltrami

Cette variété est paramétrée par :

x = thu.cosv
M= ) y=rthusinv

1
z=—+Log(th3) >0
chu 2

h
ou :
shu et —e M et +e M
thu = — hu = hu =
u " avec shu 5 , chu 5
et que :
ch*u—sh*u=1
sh'u = chu
ch'u = shu
th !
U= ——
ch?u
Le calcul donne :
cosv
ch?u
oM | sinv oM ;lthu.sinv
du | chlu v H-cosy
0
1
shu.ch?u
D’ou 5
1 shu
E= ; F=0, G=th’u=
sh2u.ch®u h2u
Par suite :
1 sh*u sh?u [ du?
d 2 d 2 d 2 _ d 2 =
s sh?u.ch?u " ch?u Y ch?u \ sh*u v
du?
2 2
th“u (sh“u +dv )
Faisons le changement de variables :
du U dt chu —1
dU = — — U = —=——+k=—+k
sh?u a sh?t shu + thu +

d’ou :

ds* = (dU?+dV?) = e*Wgp(U,V)

(k=U)?

(35.43)

(35.44)

(35.45)
(35.46)
(35.47)

(35.48)

(35.49)

(35.50)

(35.51)

(35.52)



avec .
¢(U) = —Log(k—U)?

35.3 LE THEOREME DE KORN-LICHTENSTEIN

Quand peut-on écrire 1’équation (35.1)) sous la forme ? Avant de donner une réponse, on
donne la définition suivante :

35.3.1 La Condition de Holder d’ordre A

Une fonction f(x,y) d’un domaine 9 du plan (x,y) vérifie la condition de Holder d’ordre A,
0 < A <1 sil’inégalité :

|f(x,y) — F(& )] < Crt (35.53)
pour tout couple de points (x,y),(x',y') de 9D, oi C est une constante et r est la distance
euclidienne entre ces deux points.

35.3.2 Le Théoréme de Korn-Lichtenstein

Soit :
ds* = Edu?* + 2F dudv + Gdv*

Théoréme [2] : Supposons que dans un domaine & du plan (x,y), les fonctions E,F et G
vérifient la condition de Holder d’ordre A,avec 0 < A < 1, alors tout point de 9 a un voisinage
on ds* s’écrit :

ds* = p(w,t)(dw? +dt?) (35.54)

Les coordonnées (w,t) sont appelées coordonnées isothermales.

35.4 L’EQUATION DE BELTRAMI

De point de vue pratique, la détermination des coordonnées isothermales de I’équation (35.54)
peut étre faite a I’aide de I’équation de Beltrami qui sera donnée ci-apres. En effet, on cherche
les nouvelles coordonnées (w, ) en fonction de u,v de fagon que :



w=w(u,v), t=1t(u,v)
ds® = u(w,t)(dw* +dr*)

Comme ds” donnée par (35.1)) :
ds* = Edu* + 2F dudv + Gdv*

peut s’écrire sous la forme de :

B F—Hf —ivVH
ds* = (\/Edu 5 ) (fdu 7E

aveci=+/—1let:
H=E.G—F>>0

et que :
dw? 4 dt* = (dw + idt) (dw — idr)

dv)

(35.55)
(35.56)

(35.57)

(35.58)

(35.59)

alors pour arriver a I’équation (35.56), il suffit de trouver une fonction a valeurs complexes

& =& (u,v) telle I'identité suivante soit vérifiée :

E. <\/Edu + '”gﬁdv> = dw + idt

et en prenant le conjugée de cette derniere équation, on a aussi 1’identité :

E. <fd + f\ﬁ )zdw—idt

Et en multipliant les deux équations (35.60) et (35.61), on obtient :

F—|—1\F l\/ﬁ
EE. (\fd +— JE > (\qu-&- JE

\E|*(E.du® + 2Fdu.dv+ G.dv?) = (dw + idt) (dw —

Soit :
E|%.ds* = aw® +dr*

De cette derniere équation, on peut écrire :

1
ds* = —— .(dw’ +dr?)
&l
11 suffit de choisir la fonction p(w,t) égale a
1 1
Hons) = o = o
&7 &8

>_

idt)

(35.60)

(35.61)

(35.62)

(35.63)

(35.64)



En développant (35.60), on a

:. <mu+md

VE F)

v) =dw+idt = (adu+ —dv

ow ot

du+ &dv>

)+ (G

dv

En égalisant les termes en du et dv des deux membres de 1’équation (35.65)), on obtient :

EVE = 3—W+ % (35.65)
F+ivH _dw .ot
De I’équation (35.65)), on obtient :
1 ow .ot
€ = ﬁ (au +lau) (35.67)
L’équation (35.66) devient :
1 (ow dt\ (F+ivVH\ ow .0t
VE\u ou) \TVE | v o
ow . dt dw 0t
ou (8u+ " ) (F+iVH) = <8v+ 8v> (35.68)

En égalisant les parties réelle et imaginaire des deux membres de la derniere équation, on arrive

N

a:
aw ot adw
Fo-— ‘/ﬁﬂ E—~ (35.69)
ot ow ot
Fo-+ \/ﬁa—u =E.— (35.70)
De (35.70), on obtient :
ow_E o F o (35.71)
u \/> dv  H du '
Et en remplagant g—w dans (35.69) et utilisant H = E.G — F2, on obtient par simple calcul :
u
dw —G ot F ot
Efﬁ$+ﬁ$ (35.72)
donc :
dw E dt F 0t
8w -G 8t F 8t



9? 9?

m = m, on déduit :

Comme

d d
2 [équation (T3] = - [équation (573
v u
Qu’on écrit sous la forme :

S B PR

0 d
ou| VEG—F2 | 0ov| VEG—F2

ou encore

SRR S
9T v | 9 | T v _y (35.76)

Ju | VEG—F? v | VEG-F?

35.4.1 L’Opérateur de Beltrami

On appelle opérateur de Beltrami [3]] I’opérateur différentiel défini par :

I PR B R
L) (uy)=— | —Qu__dv|_ 2 | _oJu v (35.77)
’ ou| VEG—F? v | VEG-F?

Par suite, les fonctions cherchées w = w(u,v) et t = #(u,v) sont solutions de 1’équation de
Beltrami définie par :
L(f)(u,v) =0 (35.78)

Littérature

1. Catherine Doss-Bachelet, Jean-Pierre Francoise, Claude Piquet. 2000. Géométrie différentielle. Col-
lection Mathématiques 2e Cycle, cours et exercices corrigés, dirigée par Charles-Michel Marle et Philippe
Pilibossian. Editions Ellipses, 200p.

2. Shiing-Shen Chern. 1955. An Elementary Proof of the Existence of Isothermal Parameters on a Surface.
Proceedings of the American Mathematical Society, n°6, pp 771-782.

3. B. Doubrovine, S. Novikov, A. Fomenko. 1982. Géométrie Comptemporaine, Méthodes et Applications.
Premiére Partie. Editions Mir, Moscou, 424p.
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CHAPITRE 30

NOTE SUR LA CORRECTION DES DISTANCES DUES A
LUALTITUDE

Cette note concerne la correction due a I’altitude a tenir compte lors de la réduction des dis-
tances terrain au plan de la représentation UTM.

36.1 APPLICATION DE LA CORRECTION DES DISTANCES DUES A
L’ALTITUDE

Lors de la réduction de la distance observée sur le terrain a une altitude moyenne H,, a I’ellip-
soide de référence, on apporte la correction suivante C,;; qui est proportionnelle a 1’altitude de
la région dans laquelle on opere ; elle est égale a :

* -1 cm par km pour une altitude moyenne de 100m,
* -3 cm par km pour une altitude moyenne de 200m,
* -5 cm par km pour une altitude moyenne de 300m,
* -7 cm par km pour une altitude moyenne de 400m,
* -8 cm par km pour une altitude moyenne de 500m,
* -10 cm par km pour une altitude moyenne de 600m,

* -12 cm par km pour une altitude moyenne de 700m,



* -13 cm par km pour une altitude moyenne de 800m,
* -15 cm par km pour une altitude moyenne de 900m,

* -17 cm par km pour une altitude moyenne de 1000m.

Donc :
D, = Dhm +Cair (36.1)

ou D, est la distance réduite a I’ellipsoide, et Dy, la distance horizontale a I’altitude moyenne
de la zone de travail. Par suite, la distance réduite au plan de la représentation D, est :

Dpian = De(1+€) (36.2)
avec € I’altération linéaire dans la zone ou on opere, soit :
Dpian = Do(1+€) = (Dp,, +Cu;)(1 4+ €) = Dy, + €.Dp,, +Cu
en négligeant le terme €.Cyy;.

Finalement, on a :

Dplan = Dhm + E-ngnnkm) +Cair (36.3)

ou:
* Dy,, : 1a distance terrain réduite a I’horizon a I’altitude moyenne H,,,.
* Cyye + la correction due a I’altitude avec son signe,

* g : I’altération linéaire de la représentation UTM exprimée en cm /km.

Si I’altitude ou on opere est supérieure a 1000 m, on applique la relation rigoureuse liant la
distance suivant la pente D, et la distance D, (on assimile D, avec la distance corde D.) a

savoir :
AR\ ?
(3,)
D,

D,=D 36.4
SN (et (1 e
R R
ou on a noté :
ha, hg sont respectivement les altitudes des points A et B telque AB = D,
Ah = hp — hy la différence d’altitudes entres les points A et B,
R le rayon moyen de la Terre soit 6378 km.
Par suite :
Dpian = D, +£.D"™™ (36.5)
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avec € Ialtération linéaire de la représentation UTM exprimée en cm/km.

36.1.1 Exemple

Supposons qu’on opeére dans une zone d’altitude moyenne H,,, = 800 m, et soit D, = 532.47
m la distance observée sur le terrain réduite a ’horizontale, et € = —32.2cm/km. La distance
D, estégale a:

D, =532.47Tm—32.2x0.532cm — 13 x 0.532cm = 532.47 —0.171 — 0.069
soit D, =532.23m  (36.6)

Littérature

1. A. Ben Hadj Salem. 2010. Le Nouveau Systeme Géodésique Terrestre Tunisien ou La Nouvelle Triangula-
tion Tunisienne - NTT - pour les Techniciens. v3. Février 2010, 27p.
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CHAPITRE 37

A CONTRIBUTION ON THE MATHEMATICAL FOUNDATION OF
PHYSICAL GEODESY

Ce chapitre représente une traduction de I’article ° A Contribution on the Mathematical
Foundation of Physical Geodesy’ de Torben KRARUP, publié par I’'Institut de Géodésie du
Denmark sous la publication n° 44, 1969.

Vu I'importance de cette note, et quarante ans apres sa premiere publication, j’ai jugé sa tra-
duction en francais.

37.1 REMERCIEMENTS

Une nuit en 1965, dans le hall d’un petit hotél a Uppsala, Dr. Erik Tengstrom m’a ouvert les
yeux sur quelques difficultés concernant les fondements mathématiques de la géodésie phy-
sique et m’encouragait d’essayer d’attaquer quelques uns de ces problemes.( A cette période
j’ai surestimé le lot de littérature mathématique que je dois connaitre avant d’entamer réel-
lemment les problémes sinon je n’avais pas accepté le risque ). Durant 1’année derniere dans
ses lettres circulaires aux membres du groupe spécial d’études des méthodes mathématiques
en géodésie, le professeur Helmut Moritz a donné une analyse tranchante sur des problemes
relatifs. Sans inspiration de ces deux sommetés de notre science et les discussions personnelles
que j’ai eues avec le professeur Moritz a Berlin, le printemps dernier, cette publication n’aurait
jamais vu la lumiére du jour.



Je suis content pour avoir I’opportunité d’exprimer ma gratitude a mes collegues a I'Institut
Danois de Géodésie pour leur bonne patience en m’écoutant lorsque je n’ai pu exprimer mes
idées.

Finalement, j’adresse mes remerciements au directeur de I’Institut le professeur Einar Ander-
sen, D.Sc., pour les conditions favorables dans lesquelles j’ai pu travailler et étudier et pour la
confiance qui m’a démontré en publiant mon papier.

Janvier, 1969

37.2 EXPOSITION DES IDEES

Traditionellement, les géodésiens voyent le probleme de la détermination du potentiel de
la terre comme un probleme des valeurs a la frontiere ; en principe, nous pouvons mesurer
quelques propriétés locales du potentiel - 1a pesanteur - a la surface de la terre et seulement a la
surface que récemment. Actuellement, les satellites artificiels ont aussi rendu possible la me-
sure des effets du potentiel dans 1’espace extérieur et que d’un autre c6té, nous n’allons jamais
étre capables de faire les mesures de la pesanteur plus en un nombre fini de points, il serait peut
étre plus normal de voir le probléme principal de la géodésie physique comme un probleme
d’interpolation. Le présent papier était principalement censé étre une tentative pour résoudre
quelques uns des problemes théoriques et de calculs reliés a ce changement de point de vue,
mais graduellement, aussi mes idées prenaient leurs formes et que je devenais conscient des
difficultés, mon impression que les fondements mathématiques de la géodésie physique avaient
atteint une situation de crise qui s’agrandissait fortement de plus en plus.

Je pense que la cause de cette crise est, en réalité, une crise de communication ; ce n’est pas
la communication entre les géodésiens mais entre la géodésie et les mathématiques et que la
géodésie physique partage cette difficulté avec d’autres sciences qui sont intéressées par les
mathématiques appliquées.

Regardant autour des méthodes mathématiques utilisées, comme par exemple, en géodésie
physique, vous trouverez des idées qui semblent nous avoir atteint accidentellement du village
fermé des mathématiques plutdt des méthodes naturellement convenables pour nos problemes.

Je vais donner quelques exemples que, j’ espere, vont éclaircir ce que je pense.

Les méthodes utilisées pour déterminer le potentiel a partir des mesures des satellites et des
mesures de gravité sur la terre, sont completement différentes, et cependant, elles devraient
étre capables de compléter I’'une I’autre - les données de satellites sont plus convenables pour
donner une plus grande information globale et celles de la pesanteur de fournir une meilleure
information locale - 1l est sans doute difficile de combiner ces deux groupes d’information.
Il est curieux que les géodésiens qui sont habitués d’utiliser et peut €tre d’employer des mé-
thodes de compensation en géodésie géométrique, ne peuvent pas étre capables de trouver une
méthode de compensation qui peut combiner ces deux types de données.
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Quelques géodésiens ont soupgconné que le probleme des valeurs a la frontiere de Molodensky a
quelques formes d’instabilité. Serait-il naturel alors d’essayer de formuler le probleme comme
un probleme de compensation, c’est-a-dire d’essayer d’obtenir une amélioration des valeurs a
la frontiere tel que le probleme des valeurs a la frontiere soit uniquement résolu et que 1’amé-
lioration dans un certain sens des moindres carrés serait la plus petite possible ? Nous sommes,
cependant, collés pour la formulation traditionnelle des problemes des valeurs a la frontiere,
utilisée et peut étre en rapport avec d’autres parties des mathématiques physiques, mais au
moins & mon avis, n’est pas en rapport ici.

Cette crise de communication est bien compréhensible. Les fondations mathématiques de la
géodésie physique ont été la théorie classique du potentiel, comme on disait dans les années
trente, une théorie bien décrite dans peu de livres bien connus. Apres cette époque 13, les ma-
thématiques se sont développées rapidement et étaient devenues dans 1’opinion de beaucoup
de gens, une science ésotérique. Si vous voulez savoir quelques choses sur la théorie moderne
du potentiel, vous apprendrez premierement que rien n’est écrit aujourd’hui sur la théorie du
potentiel, mais que ce sujet est généralisé a la théorie des équations aux dérivées partielles
linéaires elliptiques et qu’il est préférable aussi de lire quelques choses sur les équations aux
dérivées partielles linéaires en général. Mais, lorsque vous voyez les livres, vous réalisez pour y
comprendre quelques choses, vous devez premierement lire un ou deux livres en analyse fonc-
tionnelle (et pour les comprendre, vous devez lire quelque chose sur la topologie). Alors, apres
quelques années d’études, vous pouvez commencer a soupgonner qu’une théorie moderne du
potentiel a de nouvelles choses d’importance pour la géodésie physique. Mais un livre de la
théorie moderne du potentiel pour les géodésiens pouvait - s’il existe - étre lu en quelques
semaines, seulement un tel manuel n’existe pas. Je comprends, pourquoi les livres modernes
en mathématiques sont écrits tels qu’ils sont, mais comme un utilisateur des mathématiques je
dois le déplorer.

Un genre de probléme qui devrait étre traité dans un livre moderne sur la théorie moderne du
potentiel, je peux mentionner les problémes concernant 1’approximation des potentiels et dans
cette direction les problemes de stabilité.

Je vais donner ici quelques exemples :

Nous avons appris dans la théorie classique du potentiel que deux potentiels identiques dans
un ensemble ouvert sont identiques sur I’ensemble de leur domaine de régularité. La nouvelle
théorie du potentiel donne un complément valable a ce théoreme :

Considérons des potentiels réguliers dans un certain domaine 2, et soit un autre domaine
Qo C Q. Pour deux potentiels @ et ¢, réguliers dans €2, on assume que

|91 (P) — @2(P)| < & pour P € £ (37.1)

ol € est un certain nombre positif.

Nous devons distinguer deux différents cas :

1) La frontiere de Q est une partie de la frontiere de €. Alors il existe une constante § > 0
telle que :
|91 (P) — ¢2(P)| < & pour P € Q (37.2)

17



2) La limite de £ n’est pas une partie de la frontiere de 2. Alors, il n’existe pas une constante

0 telque (37.2) est satisfait.

De ce théoréeme important, plusieurs conclusions peuvent étre tirées, la majorité d’elles est plus
ou moins connue par les géodésiens, exemples :

La continuation ascendante du potentiel (ou de la pesanteur) terrestre est stable et la continua-
tion descendante est instable.

En passant a la limite dans (37.1)), nous voyons que le probleme de Dirichlet est stable mais le
probléme de Cauchy est instable.

Le potentiel a la surface de la terre (ou la figure de la terre) ne peut pas étre déterminé seulement
a partir des mesures dynamiques satellitaires.

Ces conclusions sont justes exprimées comme des slogans ; le sens exact peut étre trouvé seule-
ment sur les bases du théoreme. Ainsi les mots stables et instables ont donné un contenu exact

par (37.1) et (372).

En parenthese, je voudrais dire quelques mots de plus sur le probleme de la stabilité dans une
autre connexion. Nous connaissons de la théorie classique du potentiel que les problemes de
Dirichlet et de Neumann ont tous les deux une et une seule solution et que c’est aussi le cas en
considérant le troisieme probléme des valeurs a la frontiere, ol :

a—(p +ho (37.3)

an
est donné a la frontiere, si & < 0. Mais pour certaines fonctions 4 pour lesquelles 2 < 0 n’a
pas lieu, les valeurs de a la frontiere ne peuvent pas étre arbitrairement prescrites, mais
elles doivent satisfaire certaines conditions linéaires pourque le probleme ait une solution qui
maintenant n’est pas unique (I’alternative de Fredholm). Si / n’est pas donné exactement, mais
par exemple trouvé par des mesures, on peut trouver qu’ il n’y a pas de sens de dire que & est
ou n’est pas un des coefficients exceptionnels de la fonction. Si c’est le cas, le probleme des
valeurs a la frontiere sera instable.

Maintenant, revenons aux problémes d’approximation.

A perte de vue, le point de vue le plus important introduit en géodésie physique depuis 1’ap-
paraition des articles célebres de Molodensky, est I'idée de Bjerhammer de calculer une ap-
proximation du potentiel par la collocation, aux points ou les anomalies de la gravité ont été
mesurées, des potentiels qui sont réguliers sous une certaine sphere située a I’intérieur de la
surface terrestre.

D’apres la théorie classique, cette idée semble tres risquée parce que nous connaissons que
le potentiel actuel de la terre n’est pas régulier sous la sphere de Bjerhammer. Ni 1’évidence,
que Bjerhammer produit dans le support de son idée, ne semble pas me convaincre. Comme
nous allons le voir plus tard d’apres le point de vue de la nouvelle théorie du potentiel, il y a
beaucoup de choses qu’on peut dire en faveur de la détermination du potentiel par les méthodes
de I’interpolation et de 1’utilisation de potentiels qui sont réguliers a I’extérieur de la sphere de
Bjerhammer.
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Il est curieux que, des le début, ces deux choses (c’est-a-dire I’interpolation et la sphere de
Bjerhammer) sont apparues toutes les deux ensembles, exactement comme j’ai été obligé d’ac-
cepter la sphere de Bjerhammer aussitdt que je tirais les conclusions de la formule de 1’inter-
polation de Moritz pour les anomalies de gravité.

La formule de I’interpolation de Moritz repose sur 1’idée d’une fonction d’auto-corrélation
pour les anomalies de gravité et qui est invariante par le groupe des rotations autour du centre
de la terre.

Dans la troisieéme section, je vais prouver que d’apres 1’existence d’une fonction d’auto- cor-
rélation sur une sphere, s’ensuit I’existence d’une fonction d’auto-corrélation pour le potentiel
dans tout I’espace a I’extérieur de la surface de la sphere et que cette fonction d’auto-corrélation
est invariante par le groupe de rotations. Il parait d’apres quelques articles de Kaula qu’il était
aussi conscient bien de ca.

Maintenant, c’est une idée évidente de généraliser la formule de I’interpolation de Moritz
comme de trouver le potentiel directement par la collocation (ou généraliser 1’interpolation)
d’apres les anomalies de gravité et de laisser tomber la procédure compliquée de I’intégration
en utilisant la formule de Stoke ou la formule rattachée. Il est moins évident que cette méthode
n’est pas restreinte pour utiliser les données de I’anomalie de gravité mais par exemple les don-
nées reliées aux satellites ou aux déviations de la verticale qui peuvent étre incluses. En effet,
j’ai démontré une telle formule dans la troisieme section, et plus que ¢a, j’ai aussi généralisé
cette formule pour la rendre possible, non pas par collocation exacte mais a 1’aide d’une ma-
trice de variance-covariance donnée pour les mesures, de trouver un potentiel qui correspond
aux mesures améliorées et qui va mieux en accord avec 1I’hypothese d’auto-corrélation. C’est
ce-ci que j’appelle une procédure lisse.

Comme I’a montré Moritz dans son article [[11] qui est aussi amusant qu’intéressant. Il y a
une relation étroite entre sa forme d’interpolation et la compensation classique des moindres
carrés. Par conséquent, je peux déduire les résultats décrits dans la troisieme section du point
de vue de compensation décrits dans la quatriéme section. La réciprocité classique entre la
variance-covariance et les poids correspond ici a la réciprocité entre 1’auto-corrélation et les
normes métriques. Ce-ci rappelle la belle méthode géométrique de déduction de la formule
pour la compensation classique ou le poids définit la norme euclidienne dans I’espace vectoriel
des mesures.

La difficulté technique ici est que I’espace vectoriel dans lequel la compensation sera faite n’est
pas de dimension finie, mais, lorsque la métrique a été définie, un espace d’Hilbert.

L’espace d’Hilbert devrait étre avec la sphere naturelle d’un intérét pour les géodésiens, depuis
qu’il est le substratum le plus général pour la compensation par les moindres carrés et aussi un
outil indispensable de la théorie moderne du potentiel.

Mais I’espace d’Hilbert n’est pas suffisant. Nous devrons utiliser un concept qu’il existe dans
les espaces d’Hilbert consistant de fonctions bien suffisamment régulieres et de potentiels ré-
guliers qui sont bien définies dans le plus respect. C’est le concept du noyau reproduisant.

Il n’est pas possible dans ce papier de donner une introduction aux espaces d’Hilbert avec
un noyau reproduisant mais des bons livres existent a ce sujet. Le manuel le plus pertinent
pour 1'usage que j’ai fait avec les espaces d’Hilbert avec noyau reproduisant est [9] qui existe

19



seulement en langue allemande. Mais le beau livre [1] qui contient un peu mais suffisant sur
le sujet et qui contient plusieurs idées intéressantes non toutes relatives a nos problemes, est
aussi utile. D’un autre c6té, j’estime que la majorité des géodésiens physiques seront capables
de lire ce papier la premiere fois avec quelques profits sans jamais voir ensemble les mots "
espaces d’Hilbert " et "noyau reproduisant”.

L’avantage que nous trouvons par I’introduction de 1’aspect de compensation, n’est pas seule-
ment que nous atteignons une connexion étroite aux méthodes classiques de compensation, qui
est un bénéfice officiel, mais aussi et c’est plus essentiel, que nous obtenons une meilleure pé-
nétration dans I’ensemble des potentiels parmi lesquels la solution se trouve. Cet ensemble est
exactement celui des potentiels pour lesquels la norme (définissant les métriques) est définie
et finie, et ici encore, tous ces potentiels sont réguliers a I’extérieur d’une certaine sphére a
I’intérieur de la terre : La sphere de Bjerhammer. Encore le couplage entre I’interpolation et la
sphere de Bjerhammer.

Et maintenant, nous pouvons revenir a la formule de Moritz (je veux dire ici, comme aupara-
vant, la formule de Moritz sans correction d’altitude). On présuppose I’invariance par rotation
de la fonction d’auto-corrélation, a partir de laquelle la fonction d’auto-corrélation pour le po-
tentiel et encore du domaine de définition du potentiel s’ensuit I’invariance par rotation de la
fonction, indépendamment de la maniére de calcul du potentiel : de la formule de Moritz et
la formule de Stoke ou directement de la formule généralisée de Moritz. Encore une fois :la
sphere de Bjerhammer.

Il y a une liaison fermée entre le probleme de la sphere de Bjerhammer et le probleme de la
convergence des séries des harmoniques sphériques ou mieux encore la question d’approxi-
mation de potentiels par des séries en harmoniques sphériques, et ici je crois que nous avons
atteint le vrai cceur du fondement de la géodésie physique.

La conséquence doit étre non seulement les troisieme et quatriéme sections de ce papier mais
aussi beaucoup de travail fait par les géodésiens physiques dans le monde entier, reste un
formalisme oisif jusqu’a la résolution de ce probléme d’approximation.

C’est ce que j’ai essayé de faire dans la cinquieme section. La, il parait encore que la théorie
des espaces d’Hilbert avec noyau reproduisant est un outil valable et que le théoréeme central -le
théoréme de Runge - est le cas spécial du théoréme, qui est connu comme un type du théoréme
de Runge et qui est bien connu dans la théorie des équations aux dérivées partielles linéaires
et qui concerne 1’approximation des solutions d’une équation aux dérivées dans un certain
domaine par les solutions de la méme équation dans un autre domaine contenant le premier.
La démonstration du théoreme de Runge donnée en annexe est une réduction et spécialisation
du théoreme 3.4.3 dans [5]].

A perte de vue, tous les problemes d’approximation des potentiels relevant a la géodésie phy-
sique sont résolus ou peuvent étre résolus par les méthodes utilisées dans la cinquieme section
et I’annexe. Et il est curieux que 13, les recherches semblent montrer que la méthode de com-
pensation décrite dans la quatrieme section (ou équivalent a la méthode de I’interpolation de
la premiere section) est la méthode normale de trouver 1’approximation, mais la cause de cette
méthode est que je ne connais pas aucune autre méthode pour obtenir une approximation du
potentiel terrestre qui est peut étre prouvé en liaison.
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La derniere section est dédicacée pour les applications de la méthode de I’ approximation traitée
dans les premieres sections. J’ai peur que la majorité des lecteurs sentiront dégus par la lecture
de la derniére section comme j’en étais moi-méme décu pendant son écriture. A la lumiere
des plusieurs pensées et sentiments, j’ai eu comme pour les possibilités de 1’application de
la méthode qu’elle semble trés pauvre pour moi. Mais dans moins de 18 mois écoulés de
la premiere idée de la méthode originale jusqu’au I’envoi du papier a I’'impression, j’ai dit me
concentrer beaucoup a la fondation et les études de la littérature mathématique référentes qu’on
peut jeter vaguement un coup d’ceil aux aspects géodésiques ou physiques.

Cependant, je sens maintenant que le temps est prét pour une discussion sur ce sujet et que
spécialement la question reliée aux applications géodésiques est favorisée par la discussion et
la collaboration, donc j’espere que peu d’indices dans la sixieme section [[37.6] seront suffisants
pour commencer une telle discussion.

Forse altri cantera con miglior plettro !
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37.3 COVARIANCE ET COLLOCATION

I. Comme point de départ je vais prendre la formule de prédiction des moindres carrés de
Helmut Moritz [4],(7-63, p.268) et j’assume que le lecteur est familiarisé avec le raisonnemnt
statistique arrivant a cette formule. Pour assurer une meilleure compréhension de ce qui suit, je
vais faire quelques commentaires sur le raisonnement mathématique en utilisant les notations
de Helmut Moritz.

La formule de prédiction de Helmut Moritz est[ﬂ :

. Agi
Ci1 Ci2 ... Cyy Ago
~ Cr1 Cy ... C
Agp = (Cp,,Cpy,...,Cp,). S n
CiCpn...Cu .
Agn

Le probleme est de trouver des coefficiens ap, dans la formule linéaire de prédiction :
- n
Agp =Y apAg; (37.3a)
i=1

de maniere que I’erreur moyenne quadratique mp de 1’anomalie préditée au point P atteint un
minimum. Nous avons :

ms _cpp—zzTaPcP +Z‘1kzl ap, 0p,Cix (37.4)
= l

et les ap, seront déterminées de fagon que (37.4) atteint un minimum.

Avec :
op = PBp+ 7, (37.5)

devient :

=

n

n
mp = Cpp—2Y BpCp + Z Z Br.Be.Cix

i=1

+ZZ?’P Y BrCi—Cr)

k=

=

—_

Y vevp.Cix (37.6)
1i=1

™=

+

Nous devons choisir ici les Bp comme on veut, et nous devons les choisir de fagon que :

1. Expression rappelée par le traducteur.
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Z Bp,Ci = Cp, (37.7)
=1

ce qui possible si (Cy) est non singuliere. Alors la deuxieme ligne dans la formule (37.6) est
nulle et la premicre ligne a une valeur fixe indépendante de ¥p,.

Si maintenant (Cy) est une matrice définie positive, alors la troisieme ligne de (37.6) est > 0
et =0si yp =0, soit atteint son minimum pour op, satisfaisant les équations normales :

n
Y oapCi=Cp (37.8)
k=1

Si de I’autre c6té, (Cy) est non définie, alors la troisieme ligne peut atteindre toute valeur po-

sitive ou négative, et m,% ne peut atteindre aucun minimum.

Ainsi, nous voyons que pourque la méthode des moindres carrés aura un sens la fonction
covariance C(P, Q)Eboit étre de type positive a savoir :

;Z,

pour tous les ensembles de n points P; et n nombres correspondants X; # 0, pour i=1,2,...n, pour
tout entier naturel n. C’est évident, que dans ce cas seulement C(P, Q) définit une fonction de
covariance.

C(P;, P)XiX; > 0 (37.9)

HM:

Les ap, ayant été déterminés par (37.8), les valeurs préditées peuvent étre déterminées soit par
(37.3a) ou par :

HM:

n
Z L CpAgy (37.10)

Si des valeurs préditées de plusieurs points sont a calculer, il est plus économique de résoudre
premierement 1’ensemble des "équations normales"

) &iCu = Agk (37.11)
i=1

ol les &; sont indépendants de P. Alors I’ensemble des solutions de (37.11) peuvent étre utili-
sées pour trouver les valeurs préditées de tous les points par :

n
Agp: ZéiCPI (3712)
i=1

2. Je considere la fonction covariance C(P,Q) comme une fonction symétrique de deux points P et Q et non
pas une fonction de la distance PQ. Ce-ci sera d’importance dans la suite de cette note. On noterait préablement
que Cy veut dire C(P;, P;) et Cp, veut dire C(P, F;).
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Il est évident que (37.10) est déduite aussi de (37.11) et (37.12)), mais (37.T1) et (37.12) for-

mulent un probléme d’interpolation et ses solutions :

(37.12) : Trouver Agp dans toute la région comme une combinaison linéaire des fonctions
C(P,P;) de P pour i=1,2,...,n de facon que :

(37.11) : A~gp = ANgk pour k=1,2,....n.
En supposant que C(P, Q) soit définie positive, ce probléme a toujours une et une seule solution.
Ayant vu la méthode de point vue différente, on a le courage d’essayer de la généraliser.

Passons au nouveau probleme :

Premierement, en utilisant la formule de prédiction de Moritz avec comme donnée la fonction
covariance C(P,Q) nous pouvons trouver Agp pour tous les points d’une certaine surface. La
solution du probleme des valeurs a la frontiere correspondant nous donnera donc le potentiel
perturbateur 7. Mais peut-on, en utilisant une autre fonction de covariance K (P, Q) définie dans
un domaine incluant I’espace extérieur de la terre et décrivant la covariance entre les valeurs
de T aux points P et Q, trouver le potentiel T directement a partir des valeurs mesurées de Ag; ?

Ou poser la question d’une autre maniere : peut-on trouver le potentiel perturbateur 7 par col-
location ( c’est-a-dire que les anomalies de gravité atteignent un ensemble de valeurs en des
points donnés) de fagon que T correspond aux anomalies interpolées qu’on peut trouver par la
formule de Moritz ?

Je vais prouver non que ce-ci est non seulement possible mais c’est aussi relativement simple.

Evidemment, on ne peut pas trouver directement la fonction covariance, pour le faire, on doit
avoir une population de terres similaires a la notre et avoir 1’opportunité de mesurer 7' pour
toutes ces terres en tous les points. Mais considérons pour un moment, que par un miracle, on
nous a donné une telle fonction : comme va-t-on I'utiliser et que dirons nous a priori de ses
propriétés ?

Premierement, nous verrons que toute la théorie autour de la formule de prédiction de Moritz
peut étre utilisée sans changement. Ayant donné les valeurs du potentiel 7 en n points P, T
peut étre prédit pour tous les points P dans un domaine 2 ou K est valide. La forme de (37.12)
sera ici :

To= Y EK(PP) (37.13)
i=1

ol &; est trouvé a partir des équations normales :
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Y KPP =Tp (37.14)
k=1

Utilisant I’opérateur de Laplace A pour les deux membres de (37.13)), pour n = 1, nous trouvons
que :

a) pour tous les P, K (P, P;) satisfait I’équation de Laplace :
ApK(P,P) =0

en tout point P € £2 et c’est un potentiel régulier a I’infini comme fonction de P.

La derniere remarque est déduite que T a la propriété correspondance (Par régularité a 1’infini
pour un potentiel ¢ je veux dire dans cette communication que :

lime=0et:
2) lim r.@ existe. Il est évident que 7 a au moins ces deux propriétés).

De la définition de K (P, Q) comme fonction de covariance suit :

b) K(P,Q) = K(Q,P).

Apres, il est évident que pour tout P; K(P;, P) comme fonction de P est un potentiel régulier
dans Q.

¢) K(P,Q) est une fonction de type positive.

Ceci est déduit comme dans la théorie expliquant la formule de Moritz.

Comme fonction harmonique K (P, Q) doit étre différentiable par rapport aux coordonnées de
P et Q dans le domaine £2. Maintenant, voyons qu’est ce qu’on peut en déduire a partir de la
donnée de K(P,Q) concernant la covariance entre les dérivées de 7.

A partir de la définition de la fonction covariance K(P, Q), nous avons :
M{Tp,To} = K(P,Q) (37.15)

{ M désigne I’opérateur espérance ou moyenne }.
Pour P, Q, R points de 2 on déduit :

MA{Tp,Tr —Tp} = K(P,R) — K(P,Q) (37.16)
Soit [ = PQ la distance PQ, telle que pour un vecteur unitaire e :
R=0-+le (37.17)

Alors donne :

25



(37.18)

M{Tp, TQ—He—TQ} _K(PQO+le)—K(PQ)

l l

T 9
M T() }:(K(P,Q)) (37.19)
{P ), ol 0
of

ol (W) 0 désigne la dérivée de f suivant la direction de e prise au point Q.

Etquand/ — 0

Evidemment (37.19) peut étre généralisée a tout ordre et dans toute direction arbitraire et pour
toutes les combinaisons d’opérateurs différentiels linéaires. Spécialement, on obtient :

0=M{Tp, ATy} = ApK(P,Q) (37.20)

soit encore le résultat que K (P, Q) est harmonique en tant qu’une fonction de Q.

Le potentiel normal U étant connu, Ag peut étre déterminé a partir de 7 par un opérateur
différentiel, appelons le ., on a alors :

M{AgP,AgQ} :gngK(P,Q) (3721)
ce qui veut dire connaissant la fonction covariance C(P, Q) sur la surface @ frontiere de © des
anomalies de gravité, alors on doit avoir :

d) L ZoK(P.Q) = C(P.Q) pour P,Q € ®

et maintenant il s’ensuit de a), b) et d) que K(P,Q) peut étre déterminé a partir de C(P, Q) sous
certaines conditions.

II. Jespere que le lecteur cherche maintenant la possibilité de trouver K (P, Q) avec beaucoup
d’optimisme qu’il est intéressé a comprendre comment utiliser la fonction covariance.

J essayerai de le montrer, utilisant la méme argumentation, que celle utilisée dans [4]] (p.266 ).

Nous assumons que nous avons trouvé les anomalies de gravité Ag; en n points :
P=0;i=12,...,n

et que nous utilisons une prédiction linéaire pour le potentiel 7 au point P.

n
Tp=) opAg; (37.22)
i=1
Si la valeur correcte de T au point P est Tp, I’erreur de prédiction €p est :
_ n
ep=Tp—Tp=Tp— ) apAg; (37.23)

i=1

Alors, on peut trouver la covariance de 1’erreur :
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Opg =M {epep}

n n
Opg = M{ (Tp - Z (Xpl.Agl) (TQ — Z (XQkAgk> }
i=1 k=1

ZM{TPTQ —Z(XPI.TQAg,' _ZanTPAgk+ZZaI’ianAgiAgk}
i k ik

(37.24)

=K(P.Q)~ Y o ZpK(Q.P)~ ) g, Lo K(P.Q)

i=1 k=1

+ Y Y apag, Lp Lo K(P,Q) (37.25)
i=1k=1

Pour P = Q, on obtient :

e =K(P,Q)—2 Z op Lo, K(Q,P)+
i=1

M:

Z apop Lp Lo K(P,Q) (37.26)

i=lk

Si & doit atteindre un minimum, dans ce cas ap, doit satisfaire les équations normales

Y ap L5 Lo K(P,Q) = Lo,K(P,Q)

(37.27)
k=1

Si les points P; € , alors les coefficients des équations normales sont C(P;, P;), et la matrice
est définie positive de facon a trouver la matrice inverse Ny, définie par

Y NijLp, Lo K(P,Q) = 8 (37.28)
=1

AT’ aide des Ny, le potentiel peut &tre prédit pour n’importe quel point P dans €2 par la formule

Tp=Y Y NuZoK(P,Q)Agk (37.29)
i=1k=1

La covariance de I’erreur pour les points P et Q est exprimée par :

oro = K(P,Q) — Z Z NuZLpK (P, Qi) %K (0,Pr) (37.30)
i=1k=1

Ainsi ici, on peut tourner la question autrement comme ¢’était le cas pour la formule
On veut représenter Tp comme suit :

Tp =) &%oK(P.0:) (37.31)
i=1

pour tous les points dans Q tels que pour i = 1,2,...,n (& sont constantes) :
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gkap = Agk (3732)

Ce-ci est précisemment ce qu’on veut dire par collocation.

Maintenant, on obtient les équations normales :

Y &% Lo K(P.Q) = Ag (37.33)
i=1

et une fois résolues, Tp peut &tre trouvé par (37.31). Substituant les &; de (37.33) dans (37.31)
donne encore une fois (37.29).

11 s’ensuit de et a) que Tp est un potentiel et de (37.32)) et (37.33) ils donnent les valeurs

voulues des anomalies de gravité aux points F;. Ainsi, nous avons, en effet, éliminé le raison-
nement statistique. La formule (37.30), de I’autre c6té est déduite seulement de 1’hypothese
statistique.

ITI. Mon traitement de I’aspect statistique est longtemps perdu. Je dois maintenant essayer de
lui donner une meilleure fondation.

Laissons nous ici, ainsi que pour I’ensemble de cette note, considérer 2 comme un domaine
a I’extérieur d’une sphere avec son centre O au centre de gravité de la terre et le potentiel
T, régulier dans 2, comme un processus stochastique dans €2 et invariant par rapport aux
rotations autour du centre O. Toutes les fonctions de deux points P, Q € 2 qui sont invariantes
par rapport a telles rotations sont des fonctions des distances rp et rg des points P et Q au point
O et de I’angle w entre OP et OQ. A partir de cela, K(P,Q) est une fonction non pas de six
mais seulement de trois parametres indépendants et elle peut étre trouvée a partir de 7 comme
moyenne de :

Tp Ty (37.34)

pour tout couple de points P’ et Q' vérifiant :

OP =o0pP
00 =00
/POQ' = /POQ (37.35)

{4 désigne angle }.

De cette maniere, les moyennes peuvent étre interprétées comme simple interpolation (c’est-a-
dire lorsqu’on ne fait pas intervenir les opérateurs .Z’), et ce-ci est analogue a 1’interprétation
des moyennes par Moritz. Mais dans le cas d’opérateurs non invariants avec les rotations, ¢a
ne marche pas. Ici, un ensemble de potentiels X doit étre donné de maniere que la moyenne
peut étre prise sur X point par point, et que I’ensemble X doit avoir la propriété d’ergodicité de
maniere qu’en tout point, la moyenne de ¢ € X est égale a la moyenne d’un ¢ individuel sur
la sphere (ayant pour centre O) passant par le point en question.
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Soit @(P) un potentiel régulier dans Q. Si R est une rotation (on considére seulement que
les rotations de centre O) alors @(R(P)) c’est aussi un potentiel régulier dans Q. Alors, nous
définissons X, pour un potentiel donné ¢ comme I’ensemble des potentiels @(R(P)) pour
toutes les rotations R et interprétons la moyenne en un point comme la moyenne sur X, utili-
sant comme mesure (I la mesure invariante pour le groupe des rotations G normalisé tel que
1 (G) = 1. Quand nous utilisons cette interprétation de M {.}, le raisonnement menant a la for-
mule (37.29) marche sans difficulté.

Maintenant, quelqu’un peut se demander s’il est raisonnable de représenter le potentiel pertur-
bateur pour une planéte non sphérique comme un processus stochastique invariant par rotation.
Ma réponse est que ce-ci peut donner un résultat raisonnable s’il est fait d’une maniere raison-
nable : I'interpolation, c’est-a-dire la procédure mathématique qui donne un potentiel T satis-
faisant un ensemble fini de conditions (a partir des observations), a une infinité de solutions.
Ce-ci doit étre théoriquement exact, soit il devrait donner une de ces solutions, mais pour des
raisons économiques, on veut utiliser une méthode statistique qui peut nous donner une so-
lution qui nous semble a utiliser les observations aussi bien que possible. Donc, plutdt une
approximation rigoureuse en hypothese statistique n’est pas désastreuse, mais seulement c’est
une question d’économie. La situation est analogue a celle lors de la compensation des réseaux
géodésiques, ou il est essentiel que nous utilisons les constantes physiques (ou géométriques)
de haute précision, mais moins important 1’'usage des coefficients de poids (ou covariance)
"exacts".

Mais I’acceptance d’un potentiel perturbateur avec des propriétés d’invariance par rotations
nous conforte avec un probleme sévere :le potentiel 7 qu’on calcule doit étre défini et harmo-
nique non seulement a 1’espace extérieur de la surface de la terre mais aussi au dessous de la
sphere de Bjerhammer et nous connaissons que 1’existance physique de 7 sur la terre ne peut
pas étre étendue a un potentiel avec cette propriété.

Revenons maintenant a la formule.

Un invariant par rotation K(P,Q) restreint a une surface sphérique dans € avec le centre en
O et un rayon R fonction seulement de w et peut étre développé en séries de polyndmes de
Legendre :

=

K(P,Q) = ZAH(Zn +1)P,(cosw) pour rp =rp =R (37.36)
n=0

Comme K(P,Q) est un potentiel comme fonction de P et comme fonction de Q, peut étre
développé comme suit :

oo R2n+2A
K(P,Q) = Z (2n+1) ﬁPn(cosw) pour tout P,Q € Q (37.37)
n=0 p 1o

On voit que K(P,Q) est une fonction seulement de rp,rg et w et qu’il est symétrique et har-
monique dans Q et régulier a I’infini. On doit trouver justement les conditions pourqu’il soit
défini positif ; on doit alors étudier I’expression :
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M=
M=

K(P:, Or)xixy = ZZK )XiX (37.38)

i=1k=1

oo

LY Kb =Y @HUAMMZZ7§%%%&
I

n=0
an(ez , )V -xl nm(eka }Lk)

A R2n+2 Z ZZ rn+1 rn+1

S‘nm(eta;L xl nm(elw}'k) Xk

+Y ZZ eI 1

I
IIMS

m=1 i Tk
_ 2

d 4 Ry (6; l‘)x' (61, A)x;

_ 2n+2 nm\ Vi, Vi JAi nm\Yi, i
=Y ARTECY Y|+ Z Zi,;m (37.39)

n=0 m=0 [ i T i
Si A, > 0 pour tout n, (37.39) montre que :
Y Y K(i k)xixe >0 (37.40)
ik

mais si A, < 0 pour un certain n, alors pour un ensemble de points P; et des poids x; :
ZZK(i, k)xixk <0
ik

Nous devons conclure qu’une condition nécessaire et suffisante pourque K(P, Q) soit de type
non négatif est que tous les coefficients A,, dans (37.37)) soient :

A, >0

IV. Je pense que les lecteurs sont d’accord avec moi que la notation utilisée jusqu’a maintenant
est plutot maigre. Cependant, j’ai choisi ici a introduire une autre notation qui sera justifiée plus
tard, mais qui est plus maniable.

Aussi longtemps que nous sommes intéressés seulement a la simple interpolation, la nouvelle
notation n’est rien que la notation matricielle classique et qui ne demande aucune justification.

Nous supposons qu’on s’intéresse juste seulement aux valeurs interpolées a un ensemble fini
de points, nous avons besoin de connaitre K (P, Q) en un nombre fini de points, disons m points,
soit représenter K(P,Q) par une matrice carrée : La matrice carrée n x n K(P;, Q) est repré-
sentée comme une matrice n X n : Ky, est obtenue de K (P, Q) utilisant une matrice projecteur
L. Elle est de dimensions n X m et consiste avec seulement des O et des 1 avec précisemment
un seul 1 dans chaque colonne.
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m —

m
EK(P,0Q): J/ K
n
¥
K
m —
n
V
L: L
Ainsi, on peut écrire :
(Ki) = LKL"
K | = L K

LT

(ap,) ala méme forme que LT soit A = (Au,)
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(Tp) est représenté par un vecteur "long’ soit r = (¢,1)
et Ag; par un vecteur ’court’ soit x = (x,).

J appelle x le vecteur représentant Ag; parcequ’il doit représenter non seulement les mesures
des anomalies de gravité mais aussi les composantes de la déviation de la verticale, les pertur-
bations des satellites, et d’autres...

Quand nous utilisons la méthode non pour un probleme d’interpolation simple mais pour un
probleme de collocation, la dimension m est infinie, et L doit &tre interprétée comme un opé-
rateur linéaire ou mieux comme un ensemble de n opérateurs linéaires opérant en différents
points. Cependant, je ne pense pas que I'interprétation causera des difficultés quelconques,
mais il sera pratique pour le lecteur de comparer en continu I’exemple suivant avec les for-

mules (7.22)-(7.33).

Le probléme a résoudre utilisant la nouvelle notation est ce-ci :

Si une interpolation ou une collocation est utilisée en plusieurs mesures, les nécessités pourque
le résultat soit exactement compatible avec tous les résultats des mesures doit avoir 1’effet que
le résultat devient tres oscillant; dans ce cas, il est souvent mieux d’utiliser le lissage plutdt
qu’une interpolation exacte.

Supposons de plus a ce qu’il a été donné dans le probleme traité dans la section II de ce
paragraphe, qu’on donne R une matrice covariance n X n pour les n observations, soit :
X=y—v (37.41)

ol x est le vecteur des observations, y est la vraie valeur et v le vecteur des corrections.

Nous posons comme précédemment cf.(37.22),
f=Ax (37.42)
L’erreur de prédiction sera maintenant :
(ep) =t—F=t—Ay+Av (37.43)
Et ’erreur de covariance :

(opg) = M{(Sp)(EQ)T} =M{(t —Ay+Av) (1T —yTAT 4 vTAT)}

=M{t"} —M{tyTAT} — M {Ayt" } + M {0V AT

+M {Avt"} + M {Ayy" AT} — M {AWT AT} — M {AvyT AT} + M {AWTAT)
=K—KLTAT —ALK +0+0+ALKLTAT —0—0+ARAT (37.44)
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(opg) =K —KL'A" —ALK+A[R+LKL"] AT (37.45)

La condition que €p doit atteindre un minimum donne les équations normales :
A[R+LKL"| =KL" (37.46)

Ou:
[R+LKL"|AT = LK (37.47)

ici, la matrice R est définie positive et LKL est toujours définie non négative, alors la matrice
des équations normales :
R+LKL"

est toujours définie positive. Si on définit N par :
N[R+LKL"] =1 (37.48)
ou / est la matrice unité n X n, nous obtenons :
A=KL'N , AT =NLK (37.49)

Et :
F=KL"Nx (37.50)

Pour la covariance des erreurs opg (37.45) et (37.49) donnent :
(0pg) = K —KL'NLK (37.51)

De méme ici, il est plus simple de point de vue calculs de résoudre premierement les équations
normales :
[R+LKL"] & =x (37.52)

et puis trouver 7 par :
f=KL"¢ (37.53)

La matrice variance-covariance a posteriori pour les observations doit étre aussi calculée :

L(opo)L" = LKL" — LKL"NLKL" = LKL" [I - N(R+LKL" —R)]
= LKL"NR = (R+LKL" —R)NR = R—RNR (37.54)

V. Revenons au probléme de collocation (non pas le probleme de lissage). Alors R = 0 et

(37.54) donne :
L(opg)L" =0 (37.55)

Ce qui n’est pas une surprise.

J’ai appelé opg la covariance des erreurs, parcequ’elle a ét€ appelée comme ca par d’autres
jusqu’a maintenant, bien que j’aurai préféré 1’appeler la covariance a posteriori, et j’essayerai
de I’expliquer pourquoi.
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Imaginons la situation out nous avons effectué une collocation comme dans le paragraphe II de
cette section et qu’apres nous avons effectué des observations en a un autre ensemble de points
et maintenant on veut faire I’interpolation utilisant les deux jeux d’observations. Je réclame
qu’on peut le faire de la fagon suivante :

Appelons la valeur trouvée 7 de la premiére collocation 7 et celle trouvée de la deuxieme
collocation 7 et posons :
f=1+5s (37.56)

Appelons y I’ensemble des observations du deuxieéme groupe, et M jouant le role de L pour ce
groupe. Alors § peut étre trouvé utilisant la méthode ordinaire, si pour K on utilise :

K'=K—KL'NLK (37.57)

pour L on utilise N, et pour x nous utilisons :

y—ht
Soit :
§=(K—KL'NLKYM"N'(y —fy) (37.58)
ou: X
N' = [M(K—KL"NLK)M"] "~ (37.59)

Ce-ci doit étre vérifié directement avec la manipulation bien connue de la partition des ma-
trices, mais il ne sera pas fait ici car je pense que le résultat ne sera d’aucune importance,
cependant, je le trouve tres intéressant spécialement quand il est formulé comme suit :

Si quelqu’un a utilisé la méthode de prédiction sur le résultat de certaines observations et apres
avoir fait d’autres observations (sur d’autres points), alors les deux procédures suivantes vont
donner les mémes résultats :

1. Utilisation de la méthode de prédiction sur toutes les observations avec la matrice cova-
riance origine.

2. Utilisation de la méthode de prédiction sur les améliorations(les nouvelles mesures- les
valeurs préditées pour les mémes points) avec la fonction covariance a posteriori.

37.4 LA METHODE DES MOINDRES CARRES DANS LES ESPACES DE
HILBERT

I. Dans la troisieéme section, j’ai apporté la généralisation de la formule de prédiction de Moritz
a un point ou plutdt au voisinage d’un point, avec quelques difficultés, a savoir en respectant
une simple et consistante notation, semble indiquer le besoin d’un bagage mathématique puis-
sant.
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J’ai plusieurs fois pensé que la méthode de prédiction doit étre vue sous deux aspects : 1’aspect
de la méthode originale ou on cherche la valeur préditée en un point et de I’autre coté, 1’aspect
de la collocation ol on cherche une fonction d’interpolation comme une entitée. Peut étre dit-
on que le premier aspect est discret ou fini, alors que le deuxiéme est continu ou infini, par
conséquent, ce n’est pas tellement une surprise qu’on doit utiliser des méthodes de I’analyse
fonctionnelle pour plus utiliser le deuxieme aspect.

La forme des équations normales du deuxi¢me aspect semble indiquer que la fonction
d’interpolation est un résultat d’un probléme de compensation. Quand nous avons introduit la
nouvelle notation, nous avons vu dans le cas d’interpolation ordinaire que la notation était celle
des matrices, montrant que nous devons chercher la valeur de la fonction d’interpolation a un
ensemble fini de points. Premierement, laissons nous étudier ce cas spécial pour trouver quelle
quantité a ét€ minimisée.

Essayons de trouver un vecteur ¢ de m composantes de fagon que les n premiéres composantes
soient égales aux n composantes du vecteur x et que :

tTGt = Min (37.60)

ou G est une m x m matrice définie positive. La premiere condition peut s’écrire comme suit :

Lt =x (37.61)

ou L la matrice m x n peut étre partitionnée comme :
{I,|0} (37.62)

ol 7, est la matrice unité n x n, et 0 est la matrice nulle n x (m —n). Maintenant, le probleme est
un probléme classique de compensation par les moindres carrés avec les équations de condition
et de matrice de G. Sa solution est :

=G 'LT(LG'LT) x (37.63)
Si:
G=K"' (37.64)

Alors nous avons [37.50), c’est-a-dire x est la solution du probleme de prédiction avec
K = G~'. Nous pouvons expliquer ce qu’on a ici en disant que la fonction de corrélation
définit la métrique de 1’espace vectoriel dont ¢ est un élément, et que la matrice définissant
cette métrique est la matrice de poids correspondante a la corrélation donnée.

Quand nous avons trouvé que ¢t minimise :
"K't (37.65)
nous pouvons aussi trouver la valeur du minimum :

Min tTK 't = xT(LKLT) '\ LKK 'KLT (LKLT)"'x
=xT(LKLT)'"LKLT (LKLT) " 'x = xT (LKLT) " 'x (37.66)
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Ce résultat est tres intéressant parcequ’il est indépendant de 1’ensemble des m — n points ou
on veut trouver la prédiction, et parceque le résultat n’est pas limité & la simple interpolation
mais peut étre généralisé au cas ol la matrice unité 7, dans est remplacée par une autre
matrice non singuliere n X m.

Si on interpréte K~ comme la matrice définissant la métrique de I’espace vectoriel des ¢, alors
la norme de ¢ est définie par :

1
el = [Tk "e]? (37.67)

et utilisant (37.66) on peut définir la norme de la fonction d’interpolation ¢ pour le probleme
donné par L,K et t :

lt|| = [xT(LKLT)_lx]% (37.68)

Maintenant, on doit trouver une expression plus explicite de la norme. Supposons que K(P, Q)
peut étre exprimé comme suit :

an(p,, ) pour P,Q € Q (37.69)

ol k, sont des constantes positives, @,(P) est un ensemble de fonctions harmoniques dans
et n est fini ou infini. Comme on est intéressé ici a la simple interpolation, on cherche une telle
fonction ¢(P) telle que :

t(P)=x;i=1,2,...,N. (37.70)

Comme dans (sec.(37.3)[37.11)), nous posons :
N
P)=Y &K(P,0Q)) Zk @u(P Zé,(p,, 01) =Y 1t20u(P) (37.71)
i=1 n

N
Iy = kn Z éz(Pn(Qz) (3772)
i=1

sont les coefficients dans le développement de 7(P) en séries de @,(P).

Les conditions donne les équations normales ([37.3],137.52) pour R =0) :
LKLTE =x (37.73)

Soit :

Ielf* = ETLKLT (LKL") ' LKL"§ = §"LKL"E = ZZ&@K PP
i=1k=

- Zzélékzkn(/’n )@ (Pr)
:anzgézékq)n i (2 n)

Zﬁ (37.74)
n k”l .

2
:an [Zéﬂpn(ﬂ) =
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Si pour tout f telle que :

=Y fu0u(P) (37.75)
n
converge en tout point de 2 et pour lequels :
2
I 37.75}a)
n k’l

converge aussi, nous définissons :
2713
I1f1l = {Z ] (37.76)
n k’l

Alors notre définition est consistante avec (37.68). Nous devons adopter cette définition, et
appelons Hk ’ensemble de tels f.

Hg est un espace vectoriel linéaire ¢’est-a-dire pour tout f, g, € Hg et pour a tout réel, f +g €
Hgeta.f € Hg.

Définissons pour f, g, € Hgk le produit scalaire, < f,g > par :

2. < f.g>=|f+glP—IfI> =gl (37.77)

Il est évident que < f,g >=< g, f >, ainsi le produit scalaire est bilinéaire, et que :

IfIIP=<f.f> (37.78)

Si < f,g >=0, on dit que f et g sont orthogonaux.

Pour :
f=Ont Onm
nous trouvons par (37.77) :
AP = 19+ @ull® = 1@al> + | @ull* +2- < @, 9 > (37.79)
et utilisant :
1+1 14—14—2< > pourm % (37.80)
J— _— = — _— . m n .
k  ky ko ko Pns Pm > P
et:
4 2
—=—42.<@,,¢, > pourm=n (37.81)
kn kg
L’ équation (37.80) donne
< Qp, @y >=0pourm #n (37.82)
et I’équation (37.8T)) donne :
1
lonll* =< n, 00 >= = (37.83)

Ce qui montre que @y, ¢, .... est un systeme de fonctions orthogonales.
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Comme une fonction de ¢, la fonction de covariance K (P, Q) est un élément de ’espace H et
pour tout f un élément de Hg, on peut calculer :

<K(P,Q),f(Q) >=< ;knwn(P)<pn(Q>,Zﬁn<pm(Q> >

= szmfmq)n(P) < (Pn<Q)7(pm(Q) >= anfn(Pn(P)kfln = an(Pn(P) = f(P) (37.84)

n m

Spécialement pour f(Q) = K(Q,R) nous obtenons :
<K(P,0),K(Q,R) >=K(P,R) (37.85)

Ce nous avons trouvé plus loin doit étre résumé comme suit : la fonction covariance donnée par

définit un espace de Hilbert Hx consistant des fonctions f satisfaisant (37.73)-(37.76),

et K(P,Q) est la fonction noyau de Hg. De la théorie des espaces de Hilbert avec des fonctions
noyaux, on déduit qu’il n’est pas nécessaire de demander la convergence de (37.73)), c’est dé-

duit de ¥, £ (37.75}a).

Comme pour le cas de I'invariance par rotation, nous avons trouvé la forme de la fonction

covariance (sec. [37.3]1[37.37) :

K(PQ)=Y (2n+1)A,

n=0

oo Rz n+1
{ } P, (cosw)
rprg

n

o n+1
=Y 4, {} Y Eun(8p.Ap)Eun(60.A0) (37.86)

m=—n

ol A, >0, etj’ai défini :
Eyn(60,1) = Ry (6,1) pour m >0

Epm(0,1) = 8,n(0,4) pourm <0 (37.87)

Hy consiste ici de toutes les fonctions de la forme :

/ n R n+1
fP)y==Y Y fm (P> Eun(6,1) (37.88)

n=0m=—n r

pour lesquelles :
!

n fZ
=y y = (37.89)

n m=-—n 1N

converge. Y!, designe ici et ci-dessous que la somme est prise pour n pour lesquels A, > 0.

Les équations (37.82) et (37.83) donnent ici :

R\ i1 R\ Kt Aiipouri:ketj:e

0 dans tous les autres cas
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II. Dans cette section, les deux problémes classiques de compensation par les moindres carrés
seront généralisés aux espaces de Hilbert.

Dans les deux cas, nous avons deux espaces de Hilbert H; et Hy, et chacun d’eux est indépen-
dant de I’ autre, peut étre de dimension finie ou infinie. Les produits scalaires et les normes dans
les deux différents espaces seront distingués par les indices inférieurs, ainsi || ||» est la norme
dans H;. Les deux espaces peuvent €tre identiques.

Premierement, j’attire 1’attention du lecteur sur quelques définitions des opérateurs linéaires
dans les espaces de Hilbert.

Un opérateur linéaire A : H| — H; est une fonction de H; vers H, de facon que si A est défini
pour deux éléments x| et y; € H; telque :

Ax1 =X2
Ay =y (37.91)

ol xp et yp € Hp, alors A est aussi défini pour x| +yp et :
A(xi+y1) =x2+y2 (37.92)
et pour axp, ou a est un réel quelconque, et :
A(ax)) = aAx; (37.93)

Un opérateur linéaire A : Hy — H, est dit borné s’il est défini pour tout x € H| et il existe un
réel positif b telque pour tout x € Hj :

|A.x]|2 < b.||x||1 (37.94)

(En effet, la vérification de la deuxieme condition est déduite de la premiere).

Si H| = H,, les opérateurs linéaires bornés A : H| — H, sont analogues aux matrices carrées,
Si H| # H,, ils sont analogues aux matrices rectangulaires. Il y a aussi 1’analogie suivante pour
la transposée :

Si A : Hl — H, est un opérateur borné, alors il existe un et un seul opérateur borné A7 :
H, — Hj telque pour tout x; € Hy etxy; € Hy :

< Ax1,x0 >r=<x1,ATxy > (37.95)
Quand j’utilise le mot opérateur, ¢a signifie généralement un opérateur linéaire borné.

Le premier probleme :

Etant donné un opérateur linéaire borné A : H — H, et un élément a € H,, trouver un tel
élément x € H, telque ||z]|, ou :
z7=Ax—a (37.96)

est assez petite que possible.
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{yly=Ax}

||z||2 atteint un minimum si et seuleument si z est orthogonal a Ay pour tout y € H :

{ <TAy>2=0 i tout y € Hy (37.97)

< ATz,y >1=0
Ce-ciest :
0=ATz=A"TAx—A"a
ATAx=A"a (37.98)
Si ’opérateur AT A est inversible, la solution unique est :
x=(ATA) 1ATq (37.99)
et:

Izl =< A(ATA)'ATa — a,A(ATA)'ATa — a >,=< A(ATA)'ATa,A(ATA)'ATa >,
—2<AATA)'ATa,a >5 + < a,a >=< ATA(ATA)'ATa, (ATA)'ATa >,
—2<AATA)'ATa,a >5 + < a,a >y=< ATa,(ATA)'ATa > —2 < (ATA) AT ATa >,
+ < a,a>y=<a,a>; — <a,A(ATA)'ATa >,
=<a,a>; — <AATA)'ATa,A(ATA)'ATa >,

= |lal3 — [lA(ATA4) AT a]}3 (37.100)

parceque :
[A(ATA)’IAT]Z =AATA)TTATAATA)TIAT = A(ATA) AT (37.101)
L’ opérateur des équations normales (37.98) est définie non négative :
< x,ATAx >,> 0 pour tout x € H, (37.102)

parceque
<x,ATAx >y=< Ax,Ax > = ||Ax||? >0 (37.103)

L’opérateur A7 A est symétrique :
(ATA)T =ATA (37.104)
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Le second probleme :

Etant donné un opérateur borné B : Hy — H| et un élément b € H|, trouver un tel élément
X € H, telque :
Bx=1b (37.105)

etque :
[1x[12 (37.106)

soit assez petite que possible.

{x| Bx=b}

Tout élément x € H; peut s’écrire sous la forme :
x=BTE+y (37.107)
avec un certain & € H, et y € H, de fagon que y est orthogonal 2 B s pour tous les s € Hy, soit :

0=< Bls,y >,=<s,By > pour touts € H (37.108)

ou :
By=0 (37.109)

Maintenant (37.107) et (37.109) donnent :

Bx=BBTE + By=BBT¢ (37.110)

La condition de x écrite sous la forme (37.107), satisfaisant (37.105) est que & est déterminé
par :

BBTE =b (37.111)
Si BBT, qui est symétrique et définie non négative, est inversible, nous obtenons :

&E=(BB")"'p (37.112)

Dans (37.107), x est déterminé comme somme de deux éléments orthogonaux dont le premier
est donné, la norme de x cependant atteint son minimum pour y = 0 et nous avons la solution :
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x=B"(BB") b (37.113)
Pour la valeur minimum ||x||,, nous avons :
lx||l3 =< BT (BB")~'b,B" (BB")'b >,=< BBT (BBT)~'b, (BB ) "'b>; =<b,(BBT) " 'b>,

Comme dans le cas de dimension finie, on peut ici aussi définir et résoudre les problemes les
plus sophistiqués des moyennes quadratiques.

Il y’a une méthode d’inclure dans les deux problemes traités ici les problemes qui semblent
plus généraux en utilisant la somme directe d’espaces de Hilbert.

Pour deux espaces (de dimension finie ou infinie) de Hilbert H; et H, on peut définir un troi-
sieme espace de Hilbert H :
H =H &oH, (37.114)

appelé la somme directe des espaces Hj et H;. Il consiste a tous les couples ordonnés :
(x1,x2) (37.115)
d’éléments x| € H; et xp € Hy, le produit scalaire dans H est défini par :
< (x1,3%2), (01,32) >4=<x1,y1 >1 + <x2,32 >2 (37.116)

Si on un quatrieme espace de Hilbert H; et un opérateur A : H;, — Hj, il est souvent plus
pratique de partitionner A :
A= (A1|A2) (37.117)

ouA|:H — HzetAy:H, — Hj.

Si, de la méme maniere, B : H3; — H., alors :

_ (B
B= <32> (37.118)

ou By : H; — Hj et B, : H3 — H». L’analogie a la notation matricielle est frappante.

IIL. Pour se permettre I’ utilisation de la formule de compensation, on doit connaitre comment
obtenir les formes explicites des opérateurs A et B; et ici la fonction covariance ou le noyau
K(P,Q) va trés bien nous aider.

La formule (37.84) montre que K(P, Q) peut opérer sur une fonction f(P). Nous devons écrire
(37.84) comme suit

Kf=f (37.119)
Nous voyons qu’en réalité cet opérateur est I’opérateur unité dans 1’espace de Hilbert Hy.
Si Py, P, ...., Py est tout ensemble ordonné de points dans €2, alors 1’opérateur L défini par :
Li=<K(P,0),f(Q) >= f(P) (37.120)
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est un opérateur linéaire borné L : Hx — Ey ou Ey est ’espace euclidien de dimension N, qui
aun élément de Hk associe le vecteur donnant sa valeur au point ;. Ce-ci peut étre généralisé,
définissant L par :

L=< ZpK(P.Q),f(Q) >= Lf(P) (37.121)

ou .Z; sont N fonctionnelles linéaires, soit des opérateurs différentiels opérant a des points
discréts.

Si (V;) est un vecteur de Ey, alors LT est défini par :

< Lo K(P,Q),V >y=Y Zo.K(P,Q)Vi (37.122)

On en déduit que :
LL'V =Y % %5 K(P,Q)Vi (37.123)
k

Soit LLT est le méme opérateur (matrice) que LKLT dans par exemple (37.46). Ce-ci n’est pas
une surprise, comme nous avons vu que 1’opérateur K est équivalent & 1’opérateur unité dans
Hg.

Maintenant, nous pouvons résoudre le probleme qui a été résolu précédemment en raisonnant
sur les covariances comme un exemple du second probléme de compensation.

H, est maintenant 1’espace de Hilbert de dimension infinie Hg, et H est I’espace de dimension
N des observations Ey, ot N est le nombre des observations scalaires en question.

B:H, — H; devientici L : Hx — Ey ; et b est le N-vecteur des résultats des observations.
Les équations normales sont :
LLTE =b (37.124)

et maintenant elles sont réellement des équations normales. La solution est donnée par (37.113)
ou par :
x=LT(LL") b (37.125)

Nous notons que nous pouvons déterminer la solution au probléme sans utiliser explicitement
la norme de I’espace du potentiel, mais seulement la fonction covariance K. Comme nous le
voyons de , la norme ||x|| du résultat peut étre aussi calculée sans notre connaissance
de I’expression explicite de la norme de I’espace des potentiels.

Un exemple instructeur de la technique de compensation est le probléme de lissage de la troi-
sieme section.

Ici, nous avons encore les équations d’observations :
(LHi=%f(P)=b; i=1,2,...,n (37.126)

mais maintenant nous ne demandons pas qu’elles soient exactement satisfaites. Nous cher-
chons un tel potentiel f telque :
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Lf—v=b (37.127)
et
I.£11> +v" Pv = minimum (37.128)
ol P est une matrice n X n définie positive.
Ce probleme doit étre traité comme un probleme de compensation du second type.

Nos quantités inconnues consistent du potentiel f et le vecteur v ; et nous devons les considérer
comme une seule quantité :

x=f&dv (37.129)
ou
e <{> (37.130)
Si nous avons un autre élément y du méme type :
y= <g> (37.131)
u
nous pouvons définir le produit scalaire :
<x,y>y=<f,g>+vI Pu (37.132)
et la norme : 1
Ixll2 =<x,x>3 (37.133)

Maintenant nous avons défini I’espace H;.

H, est1’espace des observations soit I’espace euclidien de dimension n, et I’opérateur B; H, —

H est défini par (37.127) ou par :
Bx= (L —I,,).<{) =Lf—v (37.134)

ou 7, est la matrice unité de H;.

Le probléme est maintenant : Trouver un tel élément x € H, telque :

Bx=b (37.105)

et que :
[lx]| (37.106])

est aussi petite que possible.

Nous devons premierement trouver les équations normales (37.111)) :
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BB"& =b (37.111)

Mais que signifie BT ?

A partir de la définition de 1’opérateur transposé, on déduit que B’ : H; — H, est donné par
I’équation :
< Bxa,x; >1=<x2,BTx| >, (37.135)

pour tout x; € Hy et xo € Hy, ou si on écrit :

X = (f2> (37.136)
V2
et:
BTx; = (i) yEH, zeH (37.137)
et on utilise (37.132)) et (37.134)
< Lfy —vy,x1 >1=< fz,y>+ngZ (37.138)
Ou:
< o, LTx1 > — <va,x1 >1=< fo,y >+ <v2,Pz > (37.139)

L’équation sera vérifée pour tout x,, soit pour tout f et v, si :

y=L"x (37.140)
et:
z=—P 'x (37.141)
C’est-a-dire : . .
L' x L
B'x = (_ P'1x1> = (_ P,>x1 (37.142)
Alors :
LT ]
BB" = (L -1,). <_P_1> =LL" + P~ (37.143)

ot P! est la matrice R de variance-covariance des observations. Si cette matrice est diagonale,
comme c’est habituellement en usage, elle aura une influence d’amélioration sur le nombre de
conditions des équations normales :

(R+LLT)E=b (37.144)
La solution du probléme est maintenant donnée par :
x=BlE (37.145)

ou plus explicitement :
f=L"§, v=—R¢ (37.146)
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L’équation (37.1T4) donne ici :
i3 = [1f12 +v" Py =b"& = b (R+LLT)"'b (37.147)

Le lecteur devrait comparer avec attention cette solution du probleme de lissage avec celle

donnée dans la troisieéme section [37.3l, (37.41)-(37.54).

Le méme probleme peut étre aussi résolu comme un probleme du premier type.

37.5 LES ESPACES DE HILBERT AVEC LES FONCTIONS NOYAUX ET
LES HARMONIQUES SPHERIQUES

1. Comme en premiére approximation la terre est sphérique, on est tenté de considérer son po-
tentiel de gravitation parmi les potentiels qui sont réguliers a I’extérieur d’une certaine sphere.
Il y eu certaines discussions de ce-la entre les géodésiens aussi acceptables, mais avant de
répondre a cette importante question nous devons premierement étudier de tels ensembles de
potentiels et leurs connexions avec les harmoniques sphériques.

Soit X la partie de I’espace extérieur a une sphere de rayon R et de surface o, n’étant pas inclue
dans X. Nous nous intéressons a plusieurs ensembles de potentiels ¢ qui sont réguliers dans X
y compris I’infini de fagon que :

lim @(P) =0 (37.148)

P—oo

Le premier ensemble S de ces potentiels consiste a ceux qui sont continus dans X + o, c’est-
a-dire ceux qui ont des valeurs continues sur la frontiere ¢ de la sphere considérée. Pour tels
potentiels, on peut définir un produit scalaire :

< QY >= %/ o(P)y(P)do pour ¢,y €S (37.149)
o

Ce-ci est la valeur moyenne du produit des valeurs a la frontiere de deux potentiels sur la
surface de la sphere. La norme correspondante est :

1 s 1/2
ol =< @, >'/?= (4;:/ <p(P)2d6) (37.150)
JO

Si pour un potentiel ¢ € S, ||@|| =0, alors ¢ doit &tre égal & zéro sur ¢ parceque @ est continue
et:

/ @(P)*do =0 (37.151)

Mais un potentiel qui est régulier dans X et continu dans X + ¢ est nul en tout point de X s’il
est nul sur o. Ainsi ||| = 0 si et seulement si ¢ = 0. (37.150) définit réellement une norme et
I’ensemble S est un espace pré-Hilbertien.
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Il est connu [4] (p.34-35) que si les valeurs a la frontiere d’un potentiel ¢ € S sur ¢ sont
connues, alors @ peut étre déterminé sur X par 1’intégrale de Poisson :

R(r3 —R?
o(p) = R0 )/ 99 6. Pex. 0co (37.152)
4w o 13 '
ou :
| = \/r%_,—l—R2 — 2Rrpcosy (37.153)
et ce "noyau de Poisson" peut €tre exprimé en harmoniques sphériques comme suit :
R3—RY) & R\"
% = X‘b(zn+ 1) (rp) Py(cosy) (37.154)
n—

Le noyau de Poisson est une fonction de deux points P et Q dont I’un est sur ¢ et I’autre dans
X. On peut définir un noyau symétrique K (P, Q) en posant :

2.2 4
k(po)= "2 K (37.155)
’ RL3
ol
2 i
L= 7 2rprocosy +R (37.156)

Comme K (P, Q) est le résultat de la substitution de :
R par R?

et
rp par rprQ

dans la formule du noyau de Poisson, la méme substitution dans donnera I’expansion
de K(P,Q) en harmoniques sphériques :

o R2 n+1
K(RQ)—Z(2n+1)< ) P, (cosy) (37.157)

=0 rprQ

K(P,Q) est défini pour Pet Q € X etaussipour PEcetQ € X (ouP € X et Q € 0), mais
pour P et Q les deux € o K(P,Q) est nul pour P # Q et il n’est défini pour P = Q.

De on déduit, au moins formellement, que pour P ou Q fixé K(P, Q) est un potentiel
régulier comme fonction de I’autre variable. Une différentiation directe vérifera cela. Cepen-
dant, nous avons pour un point fixé P € X, K(P,Q) comme fonction de Q est un membre de
I’ensemble S.

Maintenant, nous devons calculer le produit scalaire de K(P, Q) et un potentiel ¢(Q) € S. Ici,
nous devons seulement utiliser les valeurs de K (P, Q) pour Q € o, dans ce cas rg =R et K(P, Q)
a les mémes valeurs comme le noyau de Poisson.

Cependant, le produit scalaire est exactement le membre a droite de (37.152)), et nous avons :
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<K(P,Q),9(Q) >= ¢@(P) pour P € £ (37.158)

soit K(P, Q) est le noyau reproduit de I’ensemble S des potentiels.

Avec la métrique défine dans (37.150), S n’est pas un espace de Hilbert, mais seulement un
espace pré-hilbertien, c’est-a-dire non pour toute suite :

{v,} v, €Spourn=0,1,2,...

pour laquelle
lim °<’”‘/’n — Yl =0

n,m—>

a une limite ¥ € S. Cependant, nous devons compléter S en un espace de Hilbert H qui peut
&tre prouvé constitué de potentiels réguliers dans X et ayant des valeurs a la frontiere de carrés
intégrables sur ¢. pour cet espace de Hilbert K(P, Q) est le noyau reproduisant. Maintenant,
les valeurs des intégrales dans (37.149) et (37.150), etc... doivent étre comprises comme les
limites pour r > R,r — R des intégrales correspondantes sur des spheéres avec rayon r.

Si nous définissons les fonctions avec deux indices :

m m=-n,—n+1,....n—1,n
P}y _0.10, ..

par :
n+1 _
(5) Run(Qp, Ap) pour m > 0;

P

(E)H] Sum(Qp, Ap) pour m < 0

rp

Q" (P) = (37.159)

ot R, et S,,, sont les harmoniques entiéres normalisées [4,p.31], ainsi nous pouvons écrire
(37.1577) comme suit :

Z Z o (P ( (37.160)

n=0m=—n

qui montre que les harmoniques sphériques { ¢/} forment un systéme orthogonal complet pour
I’espace de Hilbert H. Ce-ci signifie que chaque ¢ € H peut étre représenté par le développe-

ment en séries :
oo n

=Y Y a'¢/(P)pour PEX (37.161)
n=0m=—n
ay, =< @, ¢, > (37.162)

Cependant, ce-ci doit étre compris dans le sens de la convergence avec la métrique de 1’espace
de Hibert :

lim [lo(P Z Z arer(P)| =0 (37.163)

n=0m=—n

et nous voulons un théoreme qui sécurise la convergence uniforme de la série.

Heureusement, la théorie des noyaux va nous aider ici. Pour tout ¥ € H nous pouvons écrire :
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lp(P)| =< y(Q).K(P,Q) > <|lo|.IK(P.Q)llo

= |lo|l. < K(P.0),K(P,Q) >{*= ||p|.K(P.P)"/? (37.164)

ici, nous avons utilisé le fait que K(P, Q) est un produit de noyau, I’inégalité de Schartz, I’ex-
pression de la norme par un produit scalaire (I’indice Q signifie que la norme et le produit
scalaire doivent étre compris avec respect a Q) et encore une fois le fait que K(P,Q) est un
noyau.

Utilisons (37.164) :

b n

- n o n 1/2
le(P =Y ¥ aer®@l=1 Y X aZ"(P,T(P)|<< Y X (aW) (37.165)

n=0m=—n n=N+1m=—n n=N+1m=—n

pour avoir :

o) -Y Y dlor(P)

n=0m=—n

o n 1/2
3( Y ) (#)2) K(PP)'? (37.166)

n=N+1m=—n

Un simple calcul donne :

R
0<K(PP)/>< P\ (37.167)
r3 —R?

et ainsi montre que la série converge uniformément pour tout P de fagcon
que :

rp>rg>R (37.168)

Maintenant on doit revenir aux équations (37.161) et (37.162).
De la théorie générale des espaces de Hilbert, nous déduisons de [37.161) et (37.162) que :

m=0m=—n

1/2
=3 n
ol = (Z Y (a:’:>2> (37.169)
et que pour toute suite {@'} pour laquelle :

Y Y (a)?
converge telqu’il existe un élément ¢ € H et que (37.161), (37.162) et (37.169) sont vérifiées.

Si nous avons un élément ¢ donné par (37.161), il serait intéressant de connaitre si la série
converge pour les points telque rp < R.

Posons :

. 1/2
A, = < Y (a;")2> (37.170)

alors, nous avons a partir de (37.169) :
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(=]
2 __ 2
Y Ar=lol
n=0
et par conséquent nous devons avoir :

lim A,p" =0

n—roo

(37.171)

(37.172)

pour 0 < p < 1. Soit py la borne supérieure de p pour laquelle (37.172)) est valide. ( po peut

étre o).

Alors (37.172)) est valide pour chaque p telque 0 < p < po.

Si pg > 1, alors prenons deux valeurs p; et py avec :

0<p1<p2<po

Alors nous avons :

=

Z A,,pf' < oo
n=0

des que :
fim Aupf =0

il existera un nombre entier N telque :
‘Anpzz‘ <1 pour n>N

Nous devons €écrire alors :

oo

N oo
Y 4l =Y (i) + ¥ (B2 =

=0 n=0 n=N4+1 P2
N+1
v (5"
A n\2 p2
Z( nP1)” + o7
n=0 1-=%
P;

et nous devons confirmer que :
) n
2
Y Y (@)
n=0m=—n
convergera pour chaque p; telque ou:
0<p1<po

soit vérifié .

(37.173)

(37.174)

(37.175)

(37.176)

(37.177)

(37.178)

Utilisons maintenant les fonctions {y;"" } définies comme { ]} par (3.12) seulement avec R/p;

substitué par R ; alors nous avons le résultat :

0 n

R
vP) =Y Y (™' a)¢f(P) pour rp > -

n=0m=—n
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Si nous appelons la sphere limite la sphere de centre le centre de ¢ et de rayon pﬁ nous

. h . 0’
pouvons exprimer notre résultat comme suit :

Le développement en séries d’un potentiel en harmoniques sphériques avec O comme origine
convergera uniformément sur la surface et dans I’espace extérieur de toute sphere ayant O
comme centre et telle que toutes les singularités du potentiel sont a ’intérieur de la sphere. 1l
existera un tel rayon R’ telque pour R > R’ les séries convergeront uniformément sur la surface
et a I’extérieur de toute sphere avec un rayon R et centre O. Cependant ce-ci n’est pas vrai pour
R<R.

La derniere (la négation) partie du théoréme sera prouvée quelques pages plus tard.

II. Les géodésiens sont intéressés par les champs de potentiel a 1’extérieur ; par conséquent
j’ai seulement traité ici de tels champs. Mais a 1’aide de I’inversion par rapport a une sphere
nous obtenons les résultats correspondants aux régions sphériques intérieures qui rappeleront
les théoremes bien connus de la convergence des séries dans le plan complexe. La nous avons
un cercle limite et la convergence uniforme a I’intérieur du cercle et divergence en tout point
a I’extérieur du cercle. J’ai I'impression que plusieurs géodésiens croient que ce-ci serait vrai
que les séries des harmoniques sphériques divergent en tout point a 1’intérieur de la sphere
limite, mais ils ne pouvent pas en donner aucune démonstration.

je ne vais pas donner la démonstration - bien au contraire, je donnerai un exemple qui montre
que la conjecture est fausse.

Considérons le potentiel suivant :

1—x
=— - 37.180
A ( )
dans un espace a trois dimensions. Il correspond a une distribution de masse uniforme sur la
droite :
x=1
{ y=0 (37.181)

et c’est une fonction seulement de x et de y. C’est élémentaire de démontrer qu’il peut étre
développable en séries :

0= i a,r'cosnBcosnl = i (x? +y2)"2cosnA (37.182)
n=0 n=0
ou
Q= i b P} (sin®)cosnA (37.183)
P! (sinf) = (—l)n":1?3.5...(2n+ 1)cosn® (37.184)

Ni le potentiel @ ni les coefficients dans (37.182) ou (37.183)) dépendent de la coordonnée z;
par suite la série sera convergente dans le cylindre avec x = 0,y = 0 comme axes et
de rayon 1. Si nous faisons une inversion par rapport a la sphere :
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Py 42 =1 (37.185)

alors :

1 rx vy z r(r* —x)
® —cp(5, 2, )= L0 7.1
('x7y7z) r(p(r23r27r2) (rz_x)2+y2 (3 86)

est aussi un potentiel et il est régulier a I’'infini. Le développement en séries de & correspondant
a devient :

v | '
b= ;anmPg’(sme)cosnl (37.187)

qui par conséquent convergera en tout point de 1’espace extérieur du tore transformé du cy-
lindre. Le tore est décrit par le cercle :

quand son plan tourne autour de 1’axe z. En utilisant I’idée de cet exemple, il n’est pas difficile
de construire d’autres expansions en harmoniques sphériques qui convergent dans des régions
qui ne sont pas sphériques. Je n’ai pas senti que normalement la sphere limite délimite la région
de convergence, mais cette question nécessite une étude poussée.

Le critere donné ici pour la sphere limite est seulement théorique, comme le rayon limite peut
étre trouvé seulement quand tous les coefficients du développement sont connus. Ainsi, nous
devons avoir un critere qui donne plus d’information pratique.

A partir de dessus, il s’ensuit qu’a I’extérieur de la sphere limite les séries représentent un
potentiel régulier, sachant que le rayon de la sphere limite est plus petit que le rayon de la petite
sphere contenant les points auxquels le potentiel original donné était non défini ou irrégulier.
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En d’autres termes, les séries donnent une continuation analytique du potentiel. C’est un fait
bien connu que le potentiel d’une spheére homogene peut étre analytiquement continu dans
I’espace entier a I’exception du centre et que le potentiel normal d’un ellipsoide de révolution
peut étre aussi continu a I’ensemble de I’espace a 1’exception du "disque focal". Naturellement
la continuation du potentiel extérieur a I’intérieur du corps gravitant n’a rien a voir avec le
potentiel irrégulier qui existe physiquement dans le corps.

Deux potentiels qui sont réguliers dans un certain domaine et sont identiques dans un certain
ensemble ouvert de points dans ce domaine sont connus d’étre identiques dans le domaine en-
tier de définition. Alors, nous devons définir un potentiel maximal comme un potentiel régulier
défini dans une région connectée de facon qu’il n’existe pas aucune région large connectée
dans laquelle le potentiel pourrait étre défini et €tre régulier, et nous confirmons qu’a chaque
potentiel il correspond un et un seul potentiel maximum continu du potentiel donné. Au voisi-
nage de chaque point de la frontiere de la région de définition du potentiel maximal, il y a des
points ou le potentiel est singulier. Par conséquent, nous devons affirmer :

A chaque potentiel régulier au voisinage de I’infini et a chaque sphére X contenant tous les
points singuliers du potentiel maximal correspondant il existe des développements en séries de
la forme qui convergent uniformément sur et a I’extérieur de toute sphere concentrique
avec X telle que aucun point sur sa surface ne soit au voisinage d’aucun point singulier. Si nous
appellons Ry le rayon minimum de telles spheres, alors les séries doivent étre divergentes en
quelques points de chaque sphere avec un rayon plus petit que Ry et concentrique avec X.

La partie importante de la confirmation marchera comme suit :

1) Pour 6 et A fixés une série comme est une série en puissances de } cependant
si elle diverge pour une certaine valeur de |, disons a, elle divergera pour chaque valeur de r
telque } > a avec les mémes 6 et A ; en d’autres mots, si elle diverge en un point, elle divergera
en tout point du segment de droite liant le point et 1’origine.

2) De la définition de la sphere limite, il s’ensuit qu’il y’a des singularités en chaque voisi-
nage de quelques de ses points : cependant, étant donné tout € > 0 on peut trouver une sphere
concentrique avec X avec un rayon r > Ry — €, telqu’il existe des points singuliers sur sa sur-
face, et ainsi les séries ne peuvent pas étre uniformément convergentes sur une telle sphere (Si
elles convergent, elles représentent une continuation du potentiel qui est supposé étre maxi-
mal). La surface d’une sphere est un ensemble fermé de points ; par conséquent la convergence
en tous les points serait simplement une convergence uniforme.

3) De 2) il s’ensuit qu’il y’a des spheres avec un rayon arbitrairement voisin de Ry oll les séries
divergent(au moins en quelques points), et de 1) il s’ensuit que toutes les spheres de rayon
inférieur a Ry auront aussi des points sur ses spheres ou il y’a divergence.

Le potentiel qui intéresse les géodésiens est le potentiel perturbateur 7 ; par conséquent, il
serait plus intéressant de connaitre s’il est raisonnable d’espérer que la sphere limite pour le
potentiel maximal sera située en dessous de la surface de la terre. Utilisant une idée de [[10]
je montrerai que la base d’un tel souhait est faible. Plus précisemment, je montrerai que pour
un corps en gravitation pour lequel le potentiel maximal correspondant est défini au dessous
de la surface, on ajoute localement une certaine distribution de masse par exemple un grain de
sable sur la surface, en une place ol le potentiel maximal original est défini en dessous de la
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surface, alors le potentiel maximal résultant aura une singularité a I’intérieur de la distribution
de masse ajoutée.

La démonstration est presque triviale. Le potentiel résultant est la somme du potentiel original
@ et le potentiel ¢ de la distribution de masse ajoutée et il est au moins régulier ou les deux
potentiels sont définis. Enfermons la distribution de la masse ajoutée dans une surface fermée o
laissant les singularités de & a I’extérieur (ce-ci est possible en concordance avec ce que nous
avons supposé). ¢ est régulier a ’extérieur de ¢ et doit par conséquent avoir une singularité a
I’intérieur de o (des que chaque potentiel régulier défini dans tout 1’espace s’annulle).

De l'autre coté, @ est régulier a I’intérieur de o, et par conséquent ¢ + o doit avoir une
singularité a ’'intérieur de o, et comme nous pouvons choisir approximativement &, nous
avons alors le théoreme.

Ici, j’appelle I’attention du lecteur s’il n’a pas noté I’importance du mot localement, alors il n’a
pas réellement compris la démonstration (la distribution de masse ajoutée ne doit pas couvrir
toute la surface du corps original, ainsi nous serons pas capable de trouver o).

Si comme un exemple de la distribution de masse ajoutée, j’ai mentionné le grain de sable et
non pas comme 1’a fait Moritz une montagne, c’était dans I’ordre de pousser la divergence
sur les séries des fonctions harmoniques au voisinage des masses gravitantes. Une méthode
populaire d’exprimer le théoréme serait : méme si les séries convergent sur la surface de la
terre, un déplacement d’un grain de sable effacera la convergence.

La conséquence de ce-ci sera la convergence des séries des harmoniques sphériques au voisi-
nage de la surface de la terre est une propriété instable telle qu’elle n’a aucune signification
physique du tout.

Je sais qu’ici plusieurs géodésiens diront que nous utilisons des séries sans savoir rien de leur
convergence. Je dois me confesser que je ne comprends pas ce qu’ils signifient par le mot ”
utilisons .

Prenons un exemple, regardons le noyau de Poisson de (37.154). Il a une singularité au pole
nord : rp = R,y = 90°, il est régulier en tous les autres points de 1’espace. Pour le point singu-
lier, la série donne :

oo

Y (2n+1) (37.188)
n=0

La somme des N premiers nombres est N2, et ce-ci est juste ; pour les autres points de la sphere,
rp = R, le noyau est nul. Mais pour le "pdle sud" y = —90° la série donne :

oo

Y (=1)"(2n+1) (37.189)
n=0

et la somme des N premiers termes est (—1)VFIN.
Pour un point ayant rp = g et y=—90° (p > 1) la série donne :

Y (=1)"(2n+1)p" (37.190)
n=0
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et la somme des N premiers termes est :

1—p+(=1)NpN2N+1+4 (2N —1)p?)
(1+p)?

Comment pourriez-vous utiliser un tel résultat ?

(37.191)

Je vois tres bien si nous multiplions le noyau par une petite constante et ajoutons un potentiel
normal dominant, alors c’est une simple tache dans les séries résultantes de filtrer la partie
perturbatrice avec des coefficients croissants de la partie avec des coefficients décroissants.
Mais si nous intéressons par le potentiel perturbateur, comment "utilisons" alors les séries ?

J’aime trés bien cet exemple, ainsi je demande au lecteur d’avoir assez de patience de suivre
avec une autre expérience.

La série peut étre écrite comme suit :

oo R n
Fy=Y (2n+1) (r) P, (cosy) (37.192)
n=0 P
On définit une autre série :
o n+1 R n+1
F) = Z{)m (FP) P,(cosy) A >0 (37.193)

Il est évident que pour A = 0 F; = Fy, et il semble que pour des petites valeurs de A F; doit
approximer Fp ; en effet nous avons :

oo 1 R n+1
|Fo—Fp| < ’1;0(2”+ 1) [1 - 1—#2’”%] (m) |Pa(cosy)| <

o 2n+ll R n+1
2 1)——( — 37.194
Yont gy () 09

Pour chaque rp > R fixé, la série en deuxieéme ligne est uniformément convergente pour A > 0,
et par conséquent, elle représente une fonction continue. Comme cette fonction est nulle pour
A =0, nous avons :
lim F), = Fy pour rp > R (37.195)
A—0

La chose intéressante est que pour A > 0 les séries de F), (37.195) convergent a 1’extérieur
d’une sphere de rayon % et non par R comme dans le cas des séries Fp.

Il n’est pas difficile de voir que la méthode utilisée dans cet exemple peut étre généralisée pour
résoudre le probléme suivant :

Etant donné un potentiel ¢ défini a I’extérieur d’une sphere ¢. Trouver une suite de potentiels
{@,} réguliers a I’extérieur d’une sphere géocentrique avec o et ayant la moitié de son rayon
telle que pour tous les points a I’extérieur de 6, on a :
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lim ¢, = ¢ (37.196)
n—roo
Si des développements en séries des potentiels {¢,} nous considérons les termes a partir du
degré n @), alors nous avons aussi :

lim ¢, = ¢ (37.197)

et nous avons ici une approximation de ¢ par des ’polyndomes’ des harmoniques sphériques
(c’est-a-dire des séries avec un nombre limité de termes).

Nous avons vu un nouvel aspect trés important de 1’instabilité de convergence des séries des
harmoniques sphériques. Nous avons vu avant (le théoréme de Moritz) que dans le voisinage
de chaque potentiel qui peut étre exprimé par une série convergente a la surface de la terre, il
y’a un autre potentiel régulier a I’extérieur de la terre mais pour lequel la série diverge sur la
surface. Maintenant, nous voyons que peut étre qu’il existe aussi un autre théoreme (théoreme
de Runge) exprimant qu’au voisinage de tout potentiel ¢ régulier dans ’espace extérieur a
la terre il y’a un potentiel pour lequel la série des harmoniques sphériques converge sous la
surface d’une certaine sphere a I’intérieur de la terre ; c’est dire : ¢ peut étre approchée par des
polyndmes de harmoniques sphériques.

En effet, il existe un théoreme de Runge pour la géodésie physique (comme le nom dont j’ai
donné,voir [1]]( p.275-278), mais comme sa démonstration est plutdt technique, je 1’ai donnée
en annexe et je veux en donner seulement ici le résultat :

Le Théoréme de Runge : Etant donné un potentiel régulier a ’extérieur de la terre et toute
sphére a intérieur de la terre. Pour toute surface fermée refermant la terre (dont la surface
peut étre aussi proche de la surface de la terre), alors il existe une suite de potentiels régu-
liers a l’extérieur de la sphere donnée et uniformément convergente au potentiel donné sur et
a Uextérieur de la surface donnée.

Ce théoréme est extrémement important. En effet, il permet un traitement mathématique de la
géodésie physique en donnant une bonne compensation de la possibilité d’utilisation des séries
des fonctions harmoniques convergentes en dessous de la surface de la terre.

III. Le théoreme de Runge établit seulement I’existence d’une suite avec les propriétés deman-
dées. J’irai, maintenant, du moins théoriquement, montrer comment de telles séries peuvent
étre trouvées a I’aide de la méthode de compensation du paragraphe (37.5)).

Soit le potentiel donné @ et € le domaine ou il est défini. La partie de 1’espace extérieur
a la sphere o est appelée X, et nous avons 2 C X. Définissons alors une metrique <,>y
pour les potentiels réguliers dans X, et appelons 1’espace de Hilbert correspondant Hx. Nous
supposons que Hy a un noyau K. Nous connaissons qu’il en a un si la métrique dans Hy est
celle définie dans la premiére partie de ce paragraphe(37.5). Soit @ une surface lisse fermée
dans € entourant et arbitrairement au voisinage de la frontiere de €2. Alors, nous pouvons
définir la norme :
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1
1 2
lolla = <4ﬂ/wq>2dw> (37.198)

pour les potentiels réguliers dans Q. Avec cette norme et le produit scalaire correspondant,
nous avons défini un espace d’Hilbert Hg constitué des potentiels réguliers dans 2.

Alors le probleme est :
Trouver ¢ € Hy telle que :
[wl3 +Ally — |3 = minimum (37.199)

ol A n’est pas encore spécifiée constante. Ecrivons (37.199) comme :

1
—y 0|3 +|lw — ¢||% = minimum (37.200)
I 77 ¥ Ol +lv—olla
Alors le probleme c¢’est un probléme de compensation du premier type traité dans le paragraphe

(37.3)(formules (37.96)-(37.104)), en posant :

Hy=Hs,H, =Hy ®Hqg

A= (3)

L’opérateur A : H| — H, est défini comme suit :

A] . HE — HZ
1
Al =—=
=
Ar :Hy — Hgp
Ay =y ol ¢ estlarestriction de ya Q (37.201)
0
a= 37.202
(o) 7200
Les équations normales :
ATAy =ATa (37.203)
deviennent ici :
A 0
AT AY 1> ={ATA] ( > 37.204
{12}<A2‘I/{12}(p ( )
ou:
{ATA|+ATA by =Al @ (37.205)

Ici, A est un opérateur scalaire c’est-a-dire un opérateur indiquant une multiplication par un
scalaire, et ce-ci est identique a sa transposée telle que :

ATA y = %w (37.206)
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Pour la restriction Y’ de w & £, nous avons :
Vv (Q) =< K(Q,P),y(P) >y pour Q€ Q, P X (37.207)
et ce-ci s’ensuit d’apres le fait trivial que :
¥'(Q) = y(Q), pour 0 € 2 (37.208)

et d’apres la définition méme du noyeau K(P, Q).

Pour trouver la transposée Ag nous rappelons la définition de I’opérateur transposé (37.95) et
écrivons pour & € Hg :

<ATE(0),y(Q) >=< &(0),A(v0Q) >
:/wé(Q)<K(Q,P), v(P) >z day </§ K(Q,P)dwg, w(P) >x (37.209)

de facon qu’on obtient :
/ £(Q)K(Q. P)degy pour Q€ Q,P € X (37.210)
Maintenant, on peut écrire :
/1"’ +/1// K(Q,P)dwg = /(p K(Q,P)dwy Q€ Q,PcX (37.211)
Définissons & € Hq, par :

§(Q)=0(Q) - v(Q) (37.212)
Alors, pour P,Q € Q devient :

+/1/§ K(Q,P)dwy = ¢(P) (37.213)

L’équation qui est analogue aux équations normales, est une équation intégrale.
Comme nous allons voir, &(P) peut étre trouvé a partir de (37.213)), et alors y(Q) peut étre
trouvée par :

v(Q) =9(Q)-&(0) (37.214)
pour Q € Q ; pour P € X y(P) peut étre trouvée a partir de (37.211) :

/1/ E(Q)K(Q,P)dwypour Q€ Q,P€ % (37.215)

L’équation intégrale est I’équation intégrale de Fredholm du second type avec un
noyeau borné symétrique continu défini positif. Normalement une telle équation intégrale est
écrite avec un signe moins devant A et non pas le signe plus, et alors un des plusieurs théo-
rémes élégants sur ces équations montre que toutes les valeurs propres sont positives ou nulles,
cependant I’équation peut ne pas avoir des solutions propres pour des A positifs. Ainsi
pour un ¢ donné, il y’aura une solution unique & pour tout A positif, et alors par %
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sera aussi uniquement déterminée, et le probleme des moindres carrés (37.199) a été résolu.

Mais que signifie tout cela ?

Commengons par un "petit" A > 0 et laissons le croitre. Alors, nous devons attendre de trouver
des potentiels y € Hy qui dans Hq, approximait ¢ mieux en mieux de facon dans la partie de
X al’extérieur de £ y croit et si nous avons la chance :

v —olla — 0 pour A — oo (37.216)

Je démontrai que ce résultat est ainsi, et pour la démonstration j’utiliserai la théorie des équa-
tions intégrales et le théoreme de Runge.
Soit I’équation intégrale homogene :

®(P)— 1 / K(Q,P)®(Q)dwy =0; PO € Q (37.217)

ayant des valeurs propres A, et les fonctions propres correspondantes @, ; nous devons supposer
que :
O<M<AHhL<A<. .. (37.218)

et que les fonctions propres sont normalisées et orthogonales telles que :

1 =
<onem >a={ o P " (37.219)

Les fonctions propres {¢,} sont seulement définies dans 2, mais peuvent étre définies dans X
et sur o par :

0:(P) =2, [ K(Q.P)pu(Qday, PEX+0,0€ 0 (37.220)

parceque K (P, Q) est régulier pour Q, P € ¢ 4+ X sachant que les deux points P et Q n’appar-
tiennent simultanément a 6. D’apres le théoréme de Mercer, il s’ensuit que :

K(P,Q) =Z% (37.221)

pour P,Q € Q et a partir de méthode de la démonstration du théoréme de Mercer peut
étre prouvée pour P,Q € X.

Maintenant K (P, Q) est le noyau produit pour Hy et par conséquent :

Pu(P) =< Z%,%(@ >p=)" (p’jl(P) < Q) Pu(Q) >x (37.222)

Comme { @, } sont orthogonales dans Hg, elles doivent étre linéairement indépendantes et ainsi
implique :

1 __(lpourm=n
™ < @y, O) >x= <() pour 1 2 n) (37.223)

ou :
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_ (Aypourm=n
< Qn, Pm) >x= (0 pour m £ n (37.224)

o
Vo

c’est-a-dire les fonctions { } forment un systeme de fonctions orthogonales dans Hy.

Si nous écrivons :

g, =2 (37.225)

alors (37.221) devient :
=L (R0 (37.226)

Un théoréme bien connu de la théorie des espaces de Hilbert avec les noyaux établit que, si un
noyau peut étre exprimé par ¢’est-a-dire par un ensemble de fonctions orthogonales,
alors cet ensemble est complet. Par conséquent, I’ensemble des fonctions {¢,} est complet
dans Hy.

Le systeme {¢, } sera aussi complet dans Hg. S’il n’était pas, il existerait un tel élément ) €
Hg, telque :
Inlla =1et <n,@, >q=0 pour tout @, (37.227)

A partir du théoréme de Runge, il s’ensuit que pour tout € > 0 donné, il existe un tel élément
U € Hy telque :

In(Q) —u(Q)| < epourQ € w (37.228)
Etant un élément de Hx u(Q) s’écrira comme :
0) =Y a,¢, (37.229)

ol la somme converge uniformément sur . Par conséquent :

In(Q Zan(pn Mo =1+Yar>1 (37.230)

(a partir de (37.227) ). D’autre part :
In(@ Zanfl’n g = / M(Q) - Y ax9(Q))*dw < €*.A (37.231)

ol A est I'aire de la surface ®. Si nous choisissons £ < A~/ 2 nous avons une contradiction,

et, par conséquent, { @, } sera aussi compléte dans Hg.

Maintenant, nous pouvons revenir a I’équation intégrale (37.213). Ici nous pouvons exprimer
@ et & par I’ensemble complet { @, } :

E=Y %0, @=) 0 (37.232)
n n
de fagon, utilisant (37.221), nous avons :

Yoty 500 = L fu (37.233)
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ou :

_ A
E=Y, pR ALY (37.235)
& est défini par telque :
Y
19(Q) —v(Q)lle = (Z (A +/1) f,f) (37.236)

(Nous devons se rappeler que y(Q) est une fonction de 7).

Les séries du membre a droite de (37.236) sont uniformément convergentes en A pour A > 0
des que :

Y fr = ol (37.237)
et: A
n
<1 A>0 37.238
P (37.238)
Cependant, chaque terme des séries converge vers 0 quand A — oo, et alors :
lim [¢(Q)—y(Q)[la =0 (37.239)
A—r+oo

A partir de laquelle la convergence uniforme s’ensuit de la maniére usuelle (37.164).

Si nous posons :

v=Y P, (37.240)
Nous trouvons a partir de (37.213) :
p—- f (37.241)
n — ln‘i‘l n .
ou : )L
Y(P) =Y 77 fuu(P) (37.242)
et:
2 A g 2
Wiz =X\ 757 ) & (37.243)

seulement si la série Y, ,12 est convergente, c’est-a-dire si la définition de ¢ peut étre étendue a
X, la série de (37.243)) converge quand A + oo. Seulement dans ce cas que :

lim y=¢ (37.244)
A—+o0
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est vérifié dans Hx. y(P) ne converge pas en général quand A — +oo (pour P € X mais n’ap-
partient pas a £2), comme on peut le voir & partir de I’exemple (37.193).

Maintenant nous avons, du moins théoriquement résolu le probleéme d’approximation des po-
tentiels au dessous de la surface terrestre par des potentiels réguliers en dessous de la sphere de
Bjerhammer et donne un son de fondation mathématique de la méthode décrite dans les deux
sections précédentes.

Cependant, aussi loin que je peux voir, seulement cette méthode présente un chemin dans
lequel on peut trouver de telles approximations a partir de mesures physiques des effets du
potentiel.

La démonstration donnée ici de la convergence de la fonction ¥ quand A — oo pourrait étre
utilisée comme modele des démonstrations de la convergence des résultats de 1’application de
la méthode de compensation sur des problemes concréts en géodésie physique, pourvu que le
nombre et la qualité des mesures augmentent jusqu’a ce que nous obtenons suffisamment de
mesures exactes. Cependant, je ne vais pas donner une démonstration pour aucun cas pratique,
parce que je n’y vois pas vraiment la valeur. Je pense que des informations suffisantes sur la
fiabilité des résultats peuvent étre trouvées par le moyen des méthodes statistiques mentionnées
dans la troisieéme section. L’information importante que le théoreme de Runge nous a donnée
dans cette connexion est la méthode de 1’approximation qui n’introduit jamais d’erreur systé-
matique dans le résultat sous aucune forme.

IV) Avant de quitter la question concernant la convergence des séries des harmoniques sphé-
riques, je voudrais présenter quelques considérations naives.

Il est souvent dit que, généralement, la convergence des séries des harmoniques sphériques est
lente (j’ai souvent posé des questions si ceux qui disent cela, ont-ils jamais essayé de calculer
e~ 19 en utilisant directement la série puissance bien connue de e* qui est convergente pour
tout x).

La cause de la convergence lente des harmoniques sphériques utilisées ici, est plutot que les
fonctions que nous voulons représenter sont treés compliquées (c’est-a-dire elles contiennent
une large quantité d’information) que les harmoniques sphériques ne sont pas convenables
pour I’ensemble des fonctions auxquelles nous sommes intéressés.

Si nous essayons de décrire une certaine fonction définie sur une sphere par des séries en
harmoniques sphériques jusqu’a 1’ordre 36, alors nous devrons avoir 36> = 1296 paramétres,
mais nous ne pouvons pas s’attendre que les détails d’amplitude plus petite de 180° /36 = 5°
peuvent étre cartographiés. Si nous voulons une cartographie plus détaillée, le prix a payer sera
plus de parametres et ce-ci est relativement indépendant du type de fonctions utilisées pour la
cartographie. Par I’interpolation locale, il est bien-sur possible de cartographier beaucoup de
petits détails par un choix convenable des 1296 premiers coefficients de la série, mais alors
nous attendons a un comportement " sauvage " pour les séries a 1’extérieur du domaine local
dans lesquel il a été forcé de suivre les détails.
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Apres cet avertissement, je vais dire quelques choses sur le critere de choix des noyaux et les
métriques correspondantes.

Il existe un nombre infini de métriques symétriques invariantes par rotation pour des ensembles
de potentiels réguliers a I’extérieur d’une sphere de Bjerhammer donnée et ayant des noyaux
reproduisants correspondants. L’une d’elles a été traitée dans les premieres pages de cette sec-
tion. I1 y a une autre métrique qui est mentionnée parfois dans la littérature. Elle est définie par
le produit scalaire :

1
< QY >= —/ grad@.gradydX (37.245)
4r Jx

ou le domaine de I’intégration est tout 1’espace extérieur. En utilisant le théoreme de Green et
Ay = 0, nous trouvons cependant :

1 dy
<oy >— —H/U(p.ﬁdc (37.246)

Cette propriété de la métrique spéciale I’a rendue convenable pour I’étude des problemes clas-
siques des valeurs a la frontiere relatifs a I’équation de Laplace. Mais pour notre but, elle n’est
pas d’un grand intérét, comme elle a I’inconvénient, que 1’expression du noyau reproduisant
est plutdt compliquée en contenant un logarithme.

Une métrique qui a un produit scalaire légerement plus compliqué, mais a une expression
beaucoup plus simple du noyau reproduisant est définie par le produit scalaire suivant :

1 1
< QY >p= E/Z ;gmd(p.gmdwdE (37.247)

Et le noyau reproduisant est :

ol L est donné par :

2.2
Ry ML S R (37.156
— ? — }"p}"QCOSl[/+ .

Si P est un point dans X, alors :

, Xp Xp Xp
P = {ﬁ, = ﬁ} (37.248)

est le point a I'intérieur de sphere auquel P est image par inversion par rapport a la sphere. On
a:

L= %’ ry — 2rgrpcosy +ry, (37.249)

. 1 . 1 1 )
C’est-a-dire pour P fixé, I est proportionnel a P et par conséquent, i3 est un potentiel

régulier dans X comme une fonction de I’un des points P, Q, I’autre étant fixé, et :
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2R 2R* 1 _R21i° rp
L rp QP 2rp p = \ro
R2

rp I"Q

n+l
) P, (cosy)

n+1
> P, (cosy) (37.250)

oo
=2 Z <
n=0
. 2R . . N
Je vais prouver que T est le noyau reproduisant qui correspond a <, >;. Comme :

R i+1
of = <> EF pourk = —i,—i+1,...ieti=0,1,2,...... (37.251)
p

ol Elk sont les 2i + 1 harmoniques sphériques complétes normalisées pour i = 0,1,2,3,... ,
est un systeme orthogonal complet, un produit scalaire est défini deés que son effet sur (pl-k est
connu. Nous trouvons :

1 1
Kol>p=— | = k !
<@, 0 >L= 475/2 rgmd(pl .grad®;dx
1 1(d ;0 , . ;
- E/x - {ar‘l’i E(pj"’_gradﬂpi gradr @ o dX (37.252)

(ol grad, est le gradient bi-dimensionnel sur la sphere)

1 1(d /R i+1 d /R i+1 o R i+1 R Jj+1 . ;
—___ [ Z2)=2 (2 ~ (= EfEL — — dyE; .gradbE 3 dX (37.252
47t/2r{dr<r> dr<r> ! J+<r> (r) Erads - SrahE,

(Maintenant, nous allons utiliser le théoréme de Green pour la surface de sphere)

Lo (G (ie) 7R\ 2 N
i {Ww<> E{‘E}-() E\EF § rsin0d0di. (37252

T Am s r2 r r

(ol A, est I’opérateur Laplace-Beltrami sur la sphere)

L1 (R\H2
:M/Zr{r> ((i+1)(j+1) +i(i+ 1)) EXELsin0d0dA.

(+D)G+j+1) [ . oo RIHI2 gy
1 2t pouri= j k=1

2i+2

= (i—|— 1)(i—|—j+ I)Bijakl
0 dans tous les autres cas

On peut écrire maintenant :
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R2

rprQ

i+1
) Pi(cosy), ) >1=

7(P]>L < Z(

~+o0

1
2Y 5 % (P)0(0). 9)(0) >1= 9)(P) (37.253)

- . 2R . .
Et ainsi, nous avons prouvé que T est le noyau reproduisant dans I’espace d’Hilbert Hy, avec
le produit scalaire <, >p.

Cette section sera conclu par une courte discussion sur le probléme important : comment choi-
sir la métrique (ou le noyau) pour les calculs pratiques.

L’idée la plus évidente est peut étre 1’utilisation comme noyau, les séries finies des har-
moniques sphériques qui correspondent a 1’expansion de Kaula des fonctions de corrélation
C(P,Q).[[7]. (Dans la publication de Kaula, un de ces coefficients dans cette expansion est né-
gatif, mais il ne peut pas I’étre. S’agit-il d’une erreur répétée de I’'impression ?).

Mais, si une personne utilise un noyau avec seulement un nombre fini de membres, on a limité
la solution a un espace de dimension finie, consisté de potentiels exprimés par les harmoniques
sphériques avec le méme degré comme ceux rencontrés dans le noyau. Pour avoir des résultats
locaux, on doit utiliser un trés grand nombre de membres.

Une autre possibilité est I’utilisation d’un noyau avec une expression simple fermée : exemple

2R 2R
T (ou A multiplié par un constante convenable). Si le rayon R de sphere de Bjerhammer est
choisi plutdt que le rayon principal de la terre, une bonne approximation locale de fonction de

corrélation est achevée.

Je peux voir une bonne chose a faire est d’utiliser une combinaison de ces deux idées. C’est-a-

. 2R . . . . . .
dire A multiplié par une certaine constante 4 une correction qui consiste a une somme finie

des harmoniques sphériques telle que la fonction de corrélation correspondante est suffisam-
ment similaire a la fonction de corrélation de Kaula.

Le produit scalaire sera un multiple constant de <,>; 4 une correction qui est simple a cal-
culer mais comme le produit scalaire n’est pas explicitement utilisé dans le calcul, je ne vais
pas donner le résultat ici. D’apres un point de vue théorique, la chose importante, des que cette
correction est finie, I’espace d’Hilbert qui correspond au noyau corrigé consiste des mémes
éléments que ceux de Hy.

37.6 APPLICATION DE LA METHODE

Aujourd’hui, le probleme de Molodensky est déja vu comme le probleme classique de la géo-
désie physique; il est donc raisonnable de commencer la discussion sur 1’application de la
méthode de noyau avec ce probleme.
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Comme je ne trouve pas que les aspects mathématiques du probleme de Molodensky sont
clairement formulés dans la littérature, je vais d’abord proposer une autre formulation du pro-
bleme.

Le probleme de Molodensky est le probleme de trouver une meilleure approximation du po-
tentiel de la Terre -le potentiel normal- a partir d’une approximation donnée par les mesures
géodésiques.

Supposons que nous avons mesuré les données suivantes en des points sur la surface physique
de la Terre :

1) Les coordonnées géographiques astronomiques, ¢’est-a-dire la direction de la verticale phy-
sique,

2) Le potentiel de gravité de la Terre W, et

3) La gravité g.

Supposons aussi que nous avons donné un potentiel normal U ; nous pouvons trouver donc
pour chaque point P sur la surface de la Terre, un point Q telque :

a) Le potentiel normal en Q est égal au potentiel au point P :
Ug =Wp (37.254)

et que :

b) Les coordonnées géodésiques normales de Q sont égales aux coordonnées astronomiques
de P, qui peuvent étre exprimées par 1’équation vecteur :

1 1

— (gradU), = — (gradw) (37.255)
Yo 27 gp P

Les deux membres de cette équation représentent les vecteurs unités définissant les directions

en question. La localisation des points Q est le telluroid.

Nous voulons trouver le vecteur QP et T =W —U. Ici T est le potentiel perturbateur, c’est un
potentiel régulier, étant donné que le potentiel de la force centrifuge est le méme dans W et U.

Comme T =W —U, peut étre écrite :

Tp+Up—Up =0 (37.256)
Et (37.255) peut étre écrire :
(gradT)p+ (gradU) , — f/—” (gradU), =0 (37.257)
0
mais :
(gradT)p+ (gradU)p — (gradU), = sr—To (gradU),, (37.258)

Yo
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Maintenant :
gr— Yo =A4g (37.259)

est I’anomalie de gravité au point en question, telle que devient :
Ag
(gradT)p+ (gradU)p — (gradU), = ¥ (gradU),, (37.260)

Si on introduit un systéme cartésien de coordonnées (x,x,,x3) et appelons les composantes de
vecteur QP p1, p2, et p3 on peut écrire (37.256) et (37.260) dans une approximation linéaire :

Sl
T+) pim—=0 (37.261)
i=1 !

Et:
oT & 0d*U  AgdU
St P = 5
dx; =" dxidx; vy dx;

Ces quatre équations doivent étre satisfaites par tous les points du telluroid ou tous les variables
sauf 7', % et p;j sont connues.
Xj

=123 (37.262)

SiT et gTTJ sont connues en un point Q du telluroid, alors (137.261I) et (l37.262|) seraient quatre

équations linéaires des trois variables p; qui pourraient étre déterminées si et seulement si

(37.261) et (37.262) étaient compatibles ; ¢’est-a-dire :

T %\ /1 0\

l _Ag i =1,2,3(colonnes) 37.263)
9T 22U |\ p, vy \ou ) J=12,3(lignes) :
dxj 0x;jdx; ! ox;

En d’autres termes, (37.263)) doit étre satisfaite par tous les points du telluroid.

L’équation est la forme correcte des conditions des valeurs a la frontiere pour T dans
le probleéme de Molodensky.

Le probleme des valeurs a la frontiere pour 7 n’est pas un des problemes classiques des valeurs
a la frontiere des potentiels, c’est-a-dire les problemes ou le potentiel, la dérivée normale du
potentiel, ou une combinaison linéaire est donnée a la fronticre. Notre probleme est appelé
probléme a dérivée oblique ol une combinaison linéaire du potentiel et de sa dérivée dans une
certaine direction est donnée a la frontiere. Il peut étre prouvé que la direction en question est
la ligne normale passant par le point Q, la ligne normale est la courbe constituant des points
ayant les mémes coordonnées normales que Q; les lignes normales sont approximativement
verticales. Si cette direction ne coincide pas en aucun point de la frontiere avec une tangente
a celle-ci au méme point et si pour toute la frontiere, la direction est du méme c6té de la
surface frontiere, alors nous avons le probléme a dérivée oblique régulier, pourvu que la surface
frontiere et les coefficients de 1’équation satisfassent quelques conditions tres faibles
de régularité.

Le probleme a dérivée oblique est en général un probleme tres compliqué, mais s’il est régulier,
il a été prouvé ([15] (p.265), 2] (p-82)) que le théoreme appelé I’alternative de Fredholm s’ap-
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plique. Comme nous avons une certaine liberté dans le choix des modeles mathématiques pour
la surface de la terre, nous pouvons et nous assumerons travailler avec le probleme a dérivée
oblique régulier.

L’alternative de fredholm se présente comme suit ;

Soit :

a. Il n’y a pas un potentiel régulier T différent de zéro et qui vérife I’équation homogene des
valeurs a la frontiére correspondante a (c’est-a-dire avec le membre 2 droite
égal a z&éro) ; si ainsi, a une solution unique 7 pour tout membre a droite, et qu’elle
est un potentiel régulier (a I’extérieur de la surface de la frontiere)

ou

b. Le probléme homogene a un nombre fini n de solutions linéairement indépendantes ; si ainsi,
le probléme non homogene est résolvable seulement si le membre a droite satisfait n conditions
linéaires homogenes linéairement indépendantes, et alors, le probleéme a n solutions linéaire-
ment indépendantes de facon que la différence entre deux solutions arbitraires est une solution
du probleme homogene correspondant.

En mathématiques pures, il est bien de travailler avec des alternatives claires, en mathématiques
appliquées et numériques, les faits sont plus flous. La, nous avons souvent une situation ou il
est pratiquement impossible de dire si nous sommes dans le cas a. ou dans le cas b. ; nous avons
la méme situation lorsque nous avons a résoudre un systeme linéaire d’équations algébriques
telles que la matrice des coefficients a une "petite" valeur propre : le systéme est instable - un
"petit" changement dans les valeurs de I’entrée peut faire un changement dans le résultat qui
n’est pas "petit".

Pour trouver quel cas a appliquer pour le probleme de Molodensky, nous devons premierement
considérer la situation simplifiée ol nous avons une planéte qui ne tourne pas.

Ici, le potentiel normal U est régulier ainsi qu’a I’infini avec toutes ses dérivées par rapport aux

coordonnées cartésiennes, alors :
U U JU

dx1 dxy’ dx3

sont des potentiels réguliers.

U
Si dans le membre a gauche de (37.263)), nous substituons —, pour 7', alors la premiere et

8xh

la h+ 1 colonnes sont identiques et le déterminant de la matrice s’annule, c’est-a-dire o
Xn
est une solution pour le probleme homogene correspondant au probleme de Molodensky pour

h=1,2,3; c’est-a-dire nous sommes dans le cas b. avec n égal au moins a trois.

Supposons premieérement que n=3.

Alors, si le probleme des valeurs a la frontiere a une solution 7 et ainsi il en a, si les anomalies
de gravité satisfont trois équations linéaires, alors :
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U U U
T=T+as—+bs—+cs— (37.264)
8x 1 8x2 aX3
est une solution pour toutes les valeurs de a, b et ¢, et nous devons choisir les constantes, telles
que le centre de gravité de T coincide avec le centre de gravité de U, c’est-a-dire que les trois
premiers membres du développement de T en fonctions sphériques s’annulent a I’infini.

Pour n > 3 les anomalies doivent satisfaire plus que trois conditions, mais s’il y a des solutions,
il en aura telles que leurs centres de gravité coincident avec celui de la terre. Néanmoins, les
solutions auront n — 3 fois indéterminées.

Maintenant, nous allons discuter le cas intéressant ou la terre est en rotation. Fixons le systéme
des coordonnées telque son origine est au centre de masse de la terre et que 1’axe x3 coincide

avec 1’axe de rotation. Alors :
U

ox3

reste encore une solution du probleme homogene, alors que :

w v
8x1 ¢ a)Q

sont seulement des solutions formelles. Elles ne s’annulent pas a I’infini ; de plus elles ne sont
pas bornées. Cependant, nous pouvons seulement dire que n est égal au moins a un, et si le
probléme a une solution 7y, nous ne pouvons pas généralement obtenir la coincidence entre les
centres de gravité de T et de la terre. Donc, nous avons encore la situation afin d’obtenir une
solution utilisable, nous devons avoir une série de Ag qui satisfait (au moins) trois conditions.
Et plus encore, Il est connu que les deux membres du premier ordre du développement doivent
étre nuls [4]] (p 62), donc, en réalité, nous avons (au moins) cinq conditions qui devraient &tre
satisfaites.

Le résultat de cette recherche serait que le probleme de Molodensky est mal posé dans la termi-
nologie de J. Hadamard [8]. Pour qu’un probleéme soit bien posé, il doit avoir selon Hadamard
une et seulement une solution pour toute donnée arbitraire, et des petites variations des données
causeraient raisonnablement des petites variations de la solution.

La formulation correcte du probleme de Molodensky serait de chercher un potentiel 7' régu-
lier a I’extérieur du telluroid qui satisfait cinq conditions a I’infini (les premiers membres du
premier ordre et les deux membres du deuxieme ordre du développement en harmoniques sphé-
riques s’annulent) et satisfait aussi 1’équation ol dans les membres a droite Ag+V
est substitué pour Ag, ol :

/(DP(Q)VZ(Q)d(D = minimum

L’intégrale doit étre prise sur le telluroid et p est une fonction de poids positive donnée. Cette
formulation du probleme des valeurs a la frontiere peut €tre appelée le probleme des valeurs a
la frontieére des moindres carrés.

Je ne vais pas poursuivre ici cette idée, depuis que nous ne possédons pas un champ continu
des données a la frontiere, mais j’ai essayé de montrer que les méthodes de compensation,
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méme de point de vue théorie abstraite, sont plus réalistes que celles de 1’approche classique.

Dans le calcul pour la détermination du potentiel, il serait pratique d’inclure d’une part des
résultats concernant la déviation de la verticale et de rendre possible la détermination de la
déviation de la verticale d’autre part. Par conséquent, nous devons trouver les opérateurs dif-
férentiels qui donnent ces quantités a partir de la représentation du potentiel perturbateur, et je
vais ici en tirer les correspondants au méme modele qui a conduit a la formule(37.263) pour
I’operateur différentiel donnant Ag.

Au point P, la direction de la verticale physique est —gradW et la direction de verticale normale
est —gradU . Nous sommes intéressés a la projection sur un plan horizontal passant par P de la
différence entre les vecteurs unitaires des deux verticales. Cette différence est :

1 1 1 1
——gradW + ;/gradU = ——gradW + P (gradW — gradT)
8 8

1 1 1
= < - ) gradW — —gradT (37.265)
Y & Y

Utilisons un systéme de coordonnées ayant 1’axe z la direction de la verticale physique, 1’axe
x la direction ouest- est et I’axe y la direction sud-nord. Le plan horizontal passant par P a
pour équation z = constante, c’est-a-dire la projection sur ce plan de gradW est zéro et les
composantes ouest-est et sud-nord de la déviation de la verticale sont :

ézla—T etn:—la—T (37.266)
Y dx Y dy

Si la méthode de I’interpolation est utilisée pour I’interpolation des déviations des verticales
utilisant les anomalies de gravité, nous avons au moins deux avantages par rapport a la méthode
classique : 1) I’avantage théorique est que toutes les mesures entrent dans le calcul par la
méme méthode, 2) ’avantage pratique est qu’il n’y a pas une intégration dans le processus ;
les anomalies aux stations de mesures entrent directement dans les calculs qui, par conséquent,
peuvent étre automatisées.

Je la trouve une idée tres attractive que le probleme de 1’interpolation locale des déviations
des verticales peut étre résolu par la méthode lisse de sorte que les mesures des déviations des
verticales et les anomalies de gravité entrent dans les calculs par la méme méthode. En effet,
ce probleme est le premier auquel nous avons planifié d’utiliser la présente théorie a 1’Institut
Géodésique Danois.

Mais reste plus attractif est 1’utilisation de cette méthode pour la compensation intégrée des
mesures des satellites dynamiques et les mesures se rapportant au potentiel a la surface de la
terre.

Je ne peux encore écrire une formule pratique pour étre utilisée dans de tels calculs; je pense
qu’un travail de recherche spécial pour ce probleme est nécessaire et je peux seulement offrir
quelques commentaires théoriques sur la question.
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Il est important de se rappeler que les potentiels perturbateurs 7 et R utilisés respectivement
pour les mesures relatifs a la surface de la terre et des satellites ne sont pas les mémes, mais
comme la différence entre eux est connue, ce fait ne provoque pas de difficultés sérieuses. Le
cas le plus simplement compliqué ot la différence n’est pas completement connue mais elle
dépend d’un ou de plusieurs parametres inconnus doit étre traitée en laissant ces parametres
entrer dans la compensation comme inconnus. Ce probléme est peut étre non réaliste.

Comme point de départ pour la discussion de la forme explicite des équations normales, je
considere les formules de [6] :

da 2 JR

dr ~ naoM

de 1—¢* R (1—e?)? IR

dt  na’e oM nale 0w

do cosi JdR (1 —ez)% JdR

dr na?(1 —62)%siniE+ nale  de

di cosi JdR 1 JdR

dr nat(1—e2)2sini 90 na(1— e2)2sini 9L

aQ 1 IR

dr na*(1—e2)zsini 91

dM 1-e*dR 2 JR
I:nfmgf%% (37.267)

Ici, comme dans les problémes précédents, les opérations sur les membres & droite des équa-
tions ne sont pas directement exécutées sur le potentiel perturbateur R mais sur le
noyau reproduisant par rapport au premier point P ou le second point Q. Si le noyau est donné

explicitement, exemple comme ¢¢.—, il n’est pas difficile de I’exprimer par les éléments cor-

respondants aux deux points P et Q et d’appliquer les différentiations. Si le noyau contient des
termes de correction sous la forme de harmoniques sphériques, les coefficients différentiels
par rapport aux éléments peuvent étre tirés par la méthode traditionnelle ou par 1’utilisation
des harmoniques sphériques généralisées [12], [3].

Maintenant, si nous pourrions mesurer directement les taux de variation des éléments pen-
dant de courts intervalles de temps, alors le probleme pourrait étre résolu, mais nous pou-
vons trouver seulement les perturbations résultantes durant des intervalles longs de temps, et
par conséquent, nous devons utiliser les intégrations ou les valeurs moyennes. Cette situation,
néanmoins, n’est pas particuliere a notre probleéme, alors il pourrait étre possible de surmonter
aussi cette difficulté.

Le plus sévere reculement de la méthode, est qu’elle présente des systemes tres larges d’équa-
tions normales -une équation pour chaque mesure - et que ces équations ne sont pas clairsemées
comme elles sont pour I’instant les équations normales utilisées pour la compensation des ré-
seaux géodésiques. C’est une consolation que la matrice des équations normales est définie
positive de sorte que les équations peuvent étre résolues sans 1’utilisation de pivots et que la
procédure de compensation -comme les procédures de compensation en général- est relative-
ment simple de I’informatiser.
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Je crois qu’il est nécessaire de trouver quelques astuces qui peuvent réduire le nombre des
équations normales ou au moins le nombre des coefficients différents de zéro. J’ai quelques
idées a ce sujet mais je pense qu’il est tres tot d’aller dans les détails des calculs.

La technique de compensation introduite ici, est une méthode de traitement des données ty-
piques donnant un résultat officiellement correct qui est absolument indépendant du sens
donné(ou non donné) aux informations d’entrée. Il est a mon avis un recul dangereux de cette
méthode, comme tous les méthodes de compensation qui donnent une réponse méme a une
question la plus idiote si elle est seulement posée officiellement d’une maniere correcte.

Par conséquent, j’espere que le temps gagné par ce-ci et par d’autres formes d’informatisa-
tion de calculs longs, ne sera pas utilisé exclusivement pour la production des figures en plus
mais pour une meilleure formulation du probleme, de facon que les questions que nous po-
sons doivent étre plus réalistes, de point de vue de physique et aussi numérique. Je pense que
quelques unes des idées exprimées dans ce papier, peuvent étre utiles a cet égard.

37.7 ANNEXE :DEMONSTRATION DU THEOREME DE RUNGE

Je veux prouver que tout potentiel régulier dans un ouvert borné 2 peut étre approché par des
potentiels réguliers sur une sphere ouverte X contenant dans son intérieur 2. La région Q est
supposée limitée par une surface ® qui est suffisamment réguliere ; ¢’est-a-dire ayant partout
une courbure finie. Cette condition pourrait étre tres faible, mais je ne pense pas qu’elle pour-
rait &tre d’un grand intérét dans cette connexion. Il est pourtant trés important que X — £ soit
connexe.

Le théoréme sera prouvé d’apres des séries de lemmes.
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Lemme 1. Pour chaque fonction f continue dans £ + @ et 0 sur @, nous avons d’apres :

/ FydQ =0 (37.268)
Q

pour tous les potentiels y réguliers dans X s’ensuit :

/Q fydQ2 =0 (37.269)

pour tous les potentiels ¢ réguliers dans €.

Il est évident que si nous pouvons prouver le lemme pour certains potentiels Y réguliers dans
X, alors le lemme sera juste tel qu’il est posé. L’ensemble de y que je vais utiliser, est celui
représenté par des distributions continues en couches simples sur la surface o de X c’est-a-dire
pour les potentiels représentés par :

|
Yp = / —x(Q)doyp (37.270)
Jo rpQ

PeX Qe€o

et rpp est la distance entre les points P et Q. y est la densité de la distribution en couche simple
sur o.

Pour que soit satisfaite par tous les y représentés par (37.270), il est nécessaire et

suffisant que :

F(Q)= / f(P)Lx(Q)de =0 pour toutQ € ¢ (37.271)
Q rpQ

F est ici un potentiel régulier dans 1’espace extérieur de @. Dans Q, F est une solution de
I’équation de Poisson AF = f.

Maintenant, (??) implique que F est nulle sur la surface de la sphere et qu’elle a une masse
finie :
M= / £dQ (37.272)
Q

C’est-a-dire F est nulle a I’infini ; par conséquent, elle s’annulera dans I’espace extérieur de la
sphere, mais alors elle doit étre nulle dans tout I’espace extérieur de ® et sur @.

Pour chaque potentiel ¢ régulier dans €2, nous pouvons par conséquent écrire :

/ FodQ — / AF.0dQ — / FAQAQ =0 (37.273)
Q0 Q0 Q0

(ici nous avons utilisé la formule de Green) et le lemme est démontré.

Considérons, maintenant I’espace d’Hilbert H constitué des fonctions, non nécessairement des
potentiels, f définies dans (2 telles que 1’intégrale :

£ = /Q 240 (37.274)
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est finie. Le produit scalaire dans H est :

< fu,fa>= /Q S1.f2dQ (37.275)

Comme les fonctions du type f du lemme 1 sont denses dans H, nous avons :

Lemme 2. : Dans ’espace d’Hilbert H, tout élément orthogonal a tout potentiel ¢ régulier

dans X et restreint a £ est orthogonal a chaque élément ¢ de H est un potentiel régulier dans
Q.

Maintenant, selon la théorie élémentaire des espaces d’Hilbert, le lemme 2 implique :

Théoréme 1. : Tout élément ¢ de H qui est un potentiel régulier dans  peut étre approché
dans la topologie forte dans H par la restriction a Q2 des potentiels y réguliers dans X.

Mais ce que nous voulions, ce n’était pas un théoréme sur 1’approximation par la topologie
forte dans H mais en topologie uniforme sur tous les sous-ensembles fermés de (2.

Si pour un moment, nous supposons que les éléments ¢ de H qui sont des potentiels réguliers
dans © forment un espace d’Hilbert, disons Hy, avec le noyau reproduisant K (P, Q), alors nous
pouvons en déduire le théoréme suivant en utilisant une technique déja utilisée dans la section

B73].

Théoreme 2. : Tout élément ¢ de Hy (c’est-a-dire pour tout ¢ de H qui est un potentiel ré-
gulier dans Q) peut étre approché uniformément sur tout sous-ensemble fermé de 2 par la
restriction a 2 des potentiels y réguliers dans X de sorte que toute dérivée de @ par rapport
aux coordonnées dans € est uniformément approchée par les dérivées correspondantes de Y
sur les mémes sous-ensembles fermés de 2.

Corollaire : Par ['utilisation de 'inversion par rapport a la sphere X, ce théoréme donne une
forme renforcée du théoréme de Runge au moins pour ¢ € H.

Démonstration du théoréme 2. : pour une fonction f(P) qui est un élément d’un espace d’Hil-

bert avec le noyau reproduisant K (P, Q), nous avons (sec. || ,(37.164)) :

[F(P)|=<f(Q),KP,0)>[<[fIIKPFO) =l <K(P,0),K(Q,P) >é= I11-K(P,P)?

et
IfFN | _ 9K(Q.P) 9K(Q,P)
(56),| =< 02552 | <unn [ %522
= ||f|| < 3K&(P7 Q), aK(R Q) >é (37.276)
Xp

8xp
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aussi bien que des formules similaires pour les dérivées d’ordre supérieur. Des propriétés de
noyau reproduisant et de la limite de €2, il s’ensuit que :

<K(P.0).K(Q.P) >}

est finie. Des mémes prémisses et du fait que K(P,Q), une fonction de P ou de Q, est un
potentiel régulier dans €, il s’ensuit que la méme chose est appliquée a :

. 9K(P.Q) IK(P.Q)

1

> 2
axP ’ (9XP Q
et aussi pour les dérivées d’ordre supérieur du noyau.

Maintenant du théoréme 1., il s’ensuit que, étant donné ¢ € Hp, nous pouvons trouver une suite
{y,} de potentiels y, réguliers dans X de sorte que pour chaque € > 0 il existe un entier N
telque :

¢ — .|| < & pourn >N (37.277)

En posant f = ¢ — v, le théoréme 2 est déduit de (37.276), (37.276) etc.

Afin de débarrasser de la restriction que ¢ doit avoir une norme-H finie ; nous devons uti-
liser les espaces H), a la place de H. Pour tout couple de fonctions différentiables positives
continiment définies sur £2 H), est donné par le produit scalaire :

< fig>p= /Q p(P).f(P).g(P)dQ (37.278)
Et la norme correspondante : 1
1£1lp = (/Q p~f2d!2) : (37.279)
Etant donné un potentiel quelconque ¢ régulier dans €2, nous pouvons trouver un p telque :
pcH,

(Prendre p = (1+ ¢2)%1).

Le lecteur est invité a prouver que le lemma 1., le lemme 2. et le théoréme 1. pour H), au lieu
de H, qui est tout a fait simple. Alors la restriction est levée et le théoreme de Runge est prouvé
aussitot que nous avons prouvé :

Lemma 3. : Le sous ensemble de H,, consistant des potentiels réguliers dans £ est un espace
d’Hilbert avec noyau reproduisant.

Mais nous devons premierement prouver :

Lemma 4. : Tout espace d’Hilbert consistant exclusivement de potentiels réguliers dans Q2 a
un noyau reproduisant.

Si @ est un élément de ’espace d’Hilbert en question et P un point fixe dans €, alors ¢(P)
est finie. L’ operateur linéaire Ap de 1’espace d’Hilbert vers les nombres réels qui a ¢ affecte
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la valeur @(P) de ¢ en P, est par conséquent défini pour tout ¢ de ’espace d’Hilbert. D aprés
un théoréme bien connu de 1’analyse fonctionnelle (le Théoreme d’Hellinger et Teeplitz ou le
Théoréme du Graphe Fermé) il ’ensuit que Ap est un operateur borné ou dans notre cas ol
I’image est les nombres réels, est une fonctionnelle linéaire bornée, et d’apres ce-ci il s’ensuit
encore d’apres un des théoremes fondamentaux des espaces d’Hilbert avec noyau reproduisant
que I’espace d’Hilbert en question a un noyau reproduisant.

Comme pour la démonstration du lemme 3., il reste seulement de montrer que le sous ensemble
de Hp constituant des potentiels réguliers dans 2 forme un espace d’Hilbert, c’est-a-dire un
sous ensemble linéaire fermée de Hp. Il est un sous espace linéaire c’est évident; la seule
difficulté est de prouver que le sous espace est fermé.

Utilisons M pour appeler I’ensemble des fonctions continuellement différentielles deux fois
définies sur 2 et nulles a I’extérieur d’un certain sous ensemble fermé de 2. Il est évident que
M € Hp et que toute une fonction de H), qui est orthogonale a toute fonction f € M est équi-
valente a z€ro, de sorte qu’une condition nécessaire et suffisante que ¢ € H), soit un potentiel
régulier dans Q2 est que :

/ p-fA@dQ =0 pour toute f € M (37.280)
Q

D’apres (37.280) il s’ensuit :

/ A(p.f)@dQ =0 pour toute f € M (37.281)
Q

ou la formule de Green est utilisée.

Si ¢ est deux fois différentiables, (37.280) s’ensuit de (37.281)), et comme les ¢ € H, pour
lesquels est vérifié, forme un sous ensemble linéaire fermé de H,, le lemme 3. est

déduit du célebre lemme de Weyl, qui montre que les @ pour lesquels est vérifié ne
sont pas seulement deux fois mais arbitrairement plus différentiable.

Finalement, je vais signaler une courte démonstration du lemme de Weyl.

Soit S 1a sphere unité et supposons que P (P) est une fonction n fois continiiment différentiable
qui vaut zéro a I’extérieur de S et qui dépend seulement de la distance de P de I’origine.
Supposons aussi que :

/<I>dQ =1 (37.282)
s
Pour toute fonction u(P) € H,, et pour tout € > 0 nous pouvons définir maintenant :

P—
e (P) = / ®(Q)u(P—£Q)dQy = £ / @ (EQ) 1(0)dy (37.283)
s
ol la derniere intégrale est prise sur le domaine ou I’intégrant est différent de zéro.
11 est facile de montrer que u, est n fois continiment différentiable et que :

lim ue (P) = u(P) (37.284)

=0
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presque partout.

Nous allons prouver maintenant que, étant donné deux nombres positifs €| et &, il s’ensuit de

que :
@, (P) = ¢, (P) (37.285)

pour tout point P € € telque la distance de P a la fronticre de Q est plus grande que les deux
& et &.

Définissons la fonction F par

_ 3 (P2 B3 (P-2)1 1
F(P) _/{81 @ (81) —& (@) } 154% (37.286)

Pour F nous avons immédiatement :

AF(P)=¢°® (P> —&°® (P) (37.287)
€1 &
et:
F(P)=0 (37.288)

pour P al’extérieur des spheres avec les centres a 1’origine et de rayons &; et &.

Par conséquent, pour Q € Q donné et pour € et & suffisamment petits AF (P — Q) est une
fonction de P dans I’ensemble M, et donc implique :

/ F(P—Q)p(Q)dwg =0 (37.289)

qui est dans un tour équivalente a (37.285).

Les équations (37.284) et (37.285) donnent maintenant :

9:(P) = ¢(P) (37.290)

presque partout pour € suffisamment petit (dépendant de P).

Mais une conséquence de (37.290) est que ¢ est équivalente a une fonction qui est n fois
continiiment différentiable. Pour n = 2 ce-ci signifie que nous pouvons déduire (37.280) de

(37.281)), et nous avons le lemme de Weyl.

Littérature

1. Davis, P.J. 1963. Interpolation and Approximation.-New York.

2. Fichera, G. 1965. Linear Elliptic Differential Systems and Eigenvalue Problems. Berlin.

77



10.

11.

12.

. Gelfand, J.M. and Z. Sapiro. Representation of the Group of Rotations of 3-dimensional Space.-

American Mathematical Society Translations, Series 2,Vol. 2. p.207-316.

. Heiskanen, W.A. and H. Moritz. 1967. Physical Geodesy. Freeman, San Francisco. Reprint,1979.

Institute of Theoretical Geodesy, Technical University, Graz, Austria.

. Hormander, L. 1964. Linear Partial Differential Operators. Springer. Berlin.
. Kaula, W.M. 1965. Theory of Satellite Geodesy. San Francisco.

. Kaula, W.M. 1959. Statistical and Harmonic Analysis of Gravity. Journal of Geophysical Research, Vol.

64.

. Lavrientiev, M.M. 1967. Some Improperly Posed Problems of Mathematical Physics. Springer. Berlin.

. Meschkowski, H. 1962. Hillbertsche Rdume mit Kernfunkion. Berlin.

Moritz, H. Uber die Konvergens fiir das Aussenraumpotential an der Erdoberfliche.- Qusterreichische
Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 49. Jahrgang, Nr. 1.

Moritz, H. 1965. Schwerevorhersage und Ausgleichungsrechnung. Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 90.
Jahrgang.

Stiefel, E. 1965. Expansion of spherical Harmonics on a Satellite Orbit Based on Spinor Algebra.
Mathematische Methoden der Himmelsmechanik und Astronautik. Mannheim. p341-350.

78



CHAPITRE 38

NOTE SUR LE CALCUL DES LIGNES GEODESIQUES DE
LELLIPSOIDE DE REVOLUTION

" A coté de la difficulté principale, de celle qui tient au fond méme des choses, il y a une foule de diffi-
cultés secondaires qui viennent compliquer encore la tiche du chercheur. Il y aurait donc intérét a étudier
d’abord un probleme ot I’on rencontrerait cette difficulté principale, mais ot ’on serait affranchis de
toutes les difficultés secondaires. Ce probléeme est tout trouvé, c’est celui des lignes géodésiques d’une
surface ; c’est encore un probleme de dynamique, de sorte que la difficulté principale subsiste ; mais
c’est le plus simple de tous les problemes de dynamique "

H. Poincaré, 1905

Apres avoir défini les lignes géodésiques d’une surface, on établit les équations des géodé-
siques pour une surface donnée. Comme application, nous détaillons celles de 1’ellipsoide de
révolution. On fera I’intégration de ces équations.

38.1 INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit (§) une surface définie par les paramétres (u,v) avec (u,v) € D un domaine C R?. Un
point M € (S) vérifie :
OM = OM (u,v) (38.1)

On introduit les notations usuelles :
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8M 8M H

_OM oM

T ou’ (9v
_OM oM
e

Des équations (38.2]{38.3}{38.4)), on obtient les équations :

JE oM 0*M

u " ou o
G _,oM
dv " du dudv

OF J*M oM oM 9’M
w0 oy T ou udv
OF 0°M oM oM 9°M
o2 9u | ov dudv

oG oM 9*°M

Ju " 9v dudv
26 _yom o
dv v o2

Soit n le vecteur unitaire normal en M (u,v) a la surface (S), n est donné par :

oM  IM
_ o Now
n— 9u' du
H
avec :
H= N —
H Ju Jdu
D’ou:

ds* = E.du* +2.F.du.dv+ G.dv*

L’équation (38.13) représente le carré infinitésimal de la longueur de I’arc.

(38.2)

(38.3)

(38.4)

(38.5)

(38.6)

(38.7)

(38.8)

(38.9)

(38.10)

(38.11)

(38.12)

(38.13)

Soit une courbe (I") tracée sur (S) et N est le vecteur unitaire de la normale principale le long

de (I).

Définition : Une courbe (I') est dite ligne géodésique de la surface (S) si et seulement si les

vecteurs n et N sont colinéaires.
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38.2 LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES LIGNES GEODESIQUES

Calculons I’expression de N, on a :

dT
N=R— (38.14)
ds
or: M oMdu oMd
u v
T _ 272" 7T 38.15
ds du ds + dv ds ( )
D’ou:
AT 9*M (du\® _*M dudv oMd*u OMd*u 9°M [dv\’
— =53\ ——t 53tz 53 | = (38.16)
ds  Jdu* \ds dudvdsds Jdu ds dv ds v \ds
La condition n // N peut étre écrite :
NAn=0 (38.17)
soit : M
dT S NG
R—AN| 2L | =0 38.18
ds ( H ) ( )
Utilisant la formule du produit vectoriel :
AN(BAC)=(A.C)B—(A.B)C (38.19)
On obtient: dT oM\ oM dT oM\ oM
— | == =—= 2
<ds 8v> du (ds 814) v 0 (38.20)
oM oM
Or M et 5 forment une base du plan tangent en M, d’ou les deux conditions :
u v
dT oM dT oM
—_— == t —.—=——=0 38.21
ds dv ¢ s ou ( )
Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre :
OPM M (du\® du M OMdudv M OM (dv\* odv o
du? " dv \ ds ds>?  “oudv dv dsds dv: dv \ds dst '
et:
M M [dv\*® _d*v O*M M dudv 9°M OM (du\* _d*u
— .| = — 2=+t == | = — =0 (38.23)
ov?’ du \ds ds? " oudv du dsds  Ju? Jdu \ds ds?

Posons :
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" 9E , JE _, OF

=22 p=2" p=2

“ du Voodv “ Qu

oF G oG

’ . 90, r_ oY
F = 3y G, = PR V=3 (38.24)

Utilisons les équations (38.5)a (38.10), (38.22) et [38.23), ces 2 derniéres équations peuvent

étre écrites :

E' [du\? d*u dudv G, [dv\> d*v
proLey (du) pdu g dudv G AV cd 38.25
(% 2)<ds> + d52+ “ds ds+ 2 <ds) + ds? ( )
G, [dv\? d*v dvdu E' [du\® d*u
!/ !
<Fv‘z“>(ds) +Fdsz+Evdsds+2u<ds> TEe =0 G820

38.3 DETERMINATION DES LIGNES GEODESIQUES DE L’ELLIPSOIDE
DE REVOLUTION

Considérons maintenant comme surface 1’ellipsoide de révolution qu’on parametre comme
suit :
X = N.cos@cosA
Y = Ncos@sini (38.27)
Z=N(1-é*)sing
_ a _w—1/2
N=———r——==aW (38.28)
1 —eZsin @

est le rayon de courbure de la grande normale avec :
W =1—¢%sin*g (38.29)

Appelons :
r=Ncosp (38.30)

le rayon du parallele de latitude ¢ et p le rayon de courbure de la méridienne donné par :

)
p= al=¢’) —a(1— W3/ (38.31)

(1—e2sin2@)+/1 —e%sin2¢

Alors la premiere forme fondamentale s’écrit :

ds* = p*d@* + rPd\? (38.32)

En prenant comme variables u = ¢ et v = A, nous obtenons :
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E=E(p)=p> F=0 ;G=r> (3833)
Eép:2pp/ ;E}L:O ;F(:,:Fizo ;Gép:2rr/:—2rpsin(p; Gi:O (38.34)

Alors les équations (38.23)) et (38.26) deviennent :

. dedr  ,d*A
dAN? | (de\? | ,d%¢
] — — —=0 38.36
rPSl”(P(ds> +pp <ds> +p ds2 ( )
La premiere équation s’écrit :
d ( ,dA
dont I’intégration donne :
dA
== = C = constante (38.38)
ds
Nous retrouvons la relation de Clairaut :
r.sinAz = constante = C (38.39)

ol Az est I’azimut de la géodésique au point M. L’équation (38.36) s"écrit :
da\*  [(do\* d%*¢
; dd t 4 — T l=0 38.40
e (2 e () 2 s

- p =0 le point M est sur I’équateur : ¢ = 0 et r = a le demi-grand axe de I’ellipsoide et
I’équation (38:33)) devient :

Ce qui donne :

d’*A
— =0 3841
) ( )
dont I’intégration donne :
A= =1(s—s0) (38.42)

Le point M décrit I’équateur et la géodésique est le grand cercle de rayon a.

- p # 0, le point M n’est pas sur I’équateur, 1’équation (38.36)) s’ écrit comme suit :

2o, (do\* da\?
£e e ng (=) = 4
P 752 +p s + rsing 15 0 (38.43)
Pour intégrer (38:43), utilisons une nouvelle fonction, soit :

,_ d2

= % (38.44)

De (38:38), on obtient :
do_doar _cCidp_ C

ds dids rdA  rZ
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Soit
d£ _ C

= 38.45
ds r*Z ( )
Exprimons maintenant la dérivée seconde d”¢/ds” :
o d (d d (do\de 1d (do\*
lzi aQ -2 a9 ﬁz,i aQ (38.46)
ds?  ds \ ds do\ds) ds 2de\ds
L’équation (38:43) s’écrit en utilisant (38:38) et (38.46) :
2 2 2
pd |(de [ de . (C
L Y (e -z —]1=0 38.47
2de [(ds) ]ﬂ’ (ds e (38.47)
Posons : 5
U (‘Z‘P> (38.48)
ds
L’ équation devient :
p dU , C%sing
Ll —_— 4
2dp P 3 (38.49)

L’équation (38.49) est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre. Sa résolution sans second membre donne :

U= > (38.50)

En utilisant le second membre de (38.49), on considere que k est une fonction de ¢, on a alors :

1 C?\  kor*—C?

avec ko la constante d’intégration. U étant une fonction positive, on doit avoir :
kor* —C* >0 (38.52)

Revenant a I’équation (38:48)), on obtient :

do\?*  kor* —C2
=|—) =——— 38.53
v (ds) prr (3853
Utilisons les équations (38.43)) et (38.53)), on obtient :
2 2 2 2 2 2 2
dp\" _kr"=C7_(C\_ C_C (do (38.54)
ds p2r? r’Z Az \d)
ce qui donne :
da\* p?
— ) = — 38.55
(d(p) r2 kor? —C? ( )



. . dA e .
Déterminons la valeur de kg. Pour cela, nous exprimons — en utilisant les équations (38.38
s
et (38.55). Calculons ds?, on obtient :

r2(k0r2 —Cz)

ds* = p*d@? +r7dA? = —— ——dA’ +r’dA?
Soit : \ ) )
i ="K (ds> -5 (38.56)

or d’apres (38.38) :

ay_e

ds )
d’ou alors : kg = 1 et par suite :

da\* p? ?

Pour pouvoir intégrer 1’équation précédente, exprimons > — C2, d’ot1 :

12 —C? = N%cos*p —C* = M —C?=
1 — e2sin ¢

(@) (1- 25 sin’g) s
W (38.58)

Posons : ) .

, a —C’e
k* = ot (38.59)

D’ou :

2 —C* = (a* —C®)(1 — K2sin @) /W (38.60)

Remarquons que le coefficient k est supérieur a 1, donc la latitude géodésique @ reste inférieure
a la latitude ¢; définie par sing; = 1 /k.

Alors I’équation (38.57) s’écrit :

2 222
dANT _ (I1—e)C _ (38.61)
do (a2 — C%)cos? (1 — e2sin2@) (1 — k2sin? )

D’oti en remplacant C par a.sin(Aze) et comme 1g(Aze) est de méme signe que (dA/d@) , on
peut écrire alors :

di (1—e*)tg(Aze)

Ao cospy/(1 —e2sin@) (1 — k2sin2g)

soit en intégrant entre O et @ :

(38.62)

¢ (1—e*)1g(Aze)
A= |
Jo costr/(1 —e2sin?t)(1 — k2sin?t)
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(1—e*)tg(Aze) / ’ a

0 cost\/(1—e2sin2t)(1 — kZsin’t)

ou encore :
¢ dt
A=A =(1—e*)tg(Aze / (38.63)
e=( Jig(Aze) 0 costr/(1— e2sin2t)(1 — k2sin’t)

En prenant comme variable w = sint, I'intégrale (38.63) devient :

sing dw
A=A =(1—e*)tg(Aze / (38.64)

e = Jig(Aze) 0 /(1T=w?)(1—en?)(1 —k*w?)

Cherchons a exprimer 1’ abscisse curviligne s en fonction de . Or I’expression de ds> est égale

a:
C2
ds* = p*d@® + r*dA? = p*de® + 72ds2
soit :
rp2de? B a*(1—e*)?cos® pd 9>

ds® = =
g r2—C?*  cos*(Aze)(1 — e2sin*@)3 (1 — k2sin @)

(38.65)

D’ou : 5
1— d
ds = a(l—e")cospd@ (38.66)
cos(Aze)(1 — e2sin2@) /(1 — K2sin2 @) (1 — e2sin? )
En prenant ¢ = sing comme nouvelle variable, I’intégrale de (38.66) donne en prenant comme
origine de I’abscisse curviligne s un point de I’équateur :

a(l—é?) /siw dt
cosAze Jo  (1—e22)\/(1—k22)(1—e2)

S =

(38.67)

Les intégrales (38.64) et (38.67) sont des intégrales elliptiques de troisieme espece.

38.4 APPLICATIONS AUX PROBLEMES DIRECTE ET INVERSE DU
CALCUL DES LIGNES GEODESIQUES

Dans cette deuxieme partie, on va traiter numériquement 1’application des formules précé-
dentes dans la résolution des problemes dits direct et inverse du calcul des lignes géodésiques.

38.4.1 Le Probleme Direct

On donne :

- (@1,A1) d’un point M,
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- la longueur s de la géodésique de M a M5,

- ’azimut géodésique Az; de la ligne géodésique de M| a M,.

On demande de calculer :
- les coordonnées géodésiques (@2, A,) de My,

- ’azimut géodésique Azy en M.

Solution :
1. Calcul de la constante C, C = N(@;).cos@; .sinAz; = a.sin(Aze) d’ol Aze et k,

2. Détermination de ¢, a partir de :

a(l—e?) /“”‘PZ dt
cosAze Jsing, (1 —e2t2) /(1 —Kk22)(1 — e2t2)

3. Ayant @, on calcule A, par :

Moo = (1— )t (Aze)/mwz dw
2o B Jingr ST w2 (1= 2n2)(1 - ew?)

4. Le calcul de Az, se fait par sin(Aza) = C/r(@2).

38.4.2 Le Probleme Inverse

On donne les coordonnées (¢, ;) et (¢2,A,) de deux points M| et M,. On demande de calcu-
ler:

- la longueur s de la ligne géodésique de M, a M»,
- ’azimut Az; en M|,

- ’azimut géodésique Az en M.

Solution :
1. On doit calculer la constante C. A partir de I’équation (38.57), on peut écrire que :
(A/1>2_ pe) C (22 =)

A¢) ~ Ple) (PN —-C)  (gr— )

ce qui donne C :
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S}
>
>

r
C=——L2%
2
r2 (AL
L5 (35)
En considérant I’azimut compris entre 0 et 7, donc Az est positif, C est positif. En le calculant
pour @ et ¢, on obtient C par la valeur moyenne :

sl
<

_ Ci(¢1) +Co(2)
2

2. Par suite, on obtient la valeur de k par (38.59) :

C

2 22
-C
as—C
3. Ayant C, on a par (38.39), Az; et Az :
C C
sinAz) = ——etsinAzp =
(1) r(92)
4. Par suite, on a aussi Az, :
C
SinAz, = —
a

5. Enfin, I’équation (38.67) détermine s.

On iteére le processus.

38.4.3 Calcul de I’Expression (38.67

Dans ce paragraphe, on calcule en détail :

a(l—é?) /Simp dt
cosAze Jo  (1—e212)\/(1—k212)(1 — e212)

Pour |x| < 1, on a les développements limités suivants :

1 3 15, 355 315,
—— =14+ —=—x" - = — 38.68
(1+x)2 R R TR T (38.68)
1 x 3 508 35!
=l4+-4+—+—+—2 38.69
=% 2778 "6 s (55.6)
En prenant x = —e’t” et x = k%>, on obtient :
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(1_;2)3/2 =1+ %ezﬂ + %641‘4 + %ézﬁ + %egﬁ + ... (38.70)
2.2 4.4 6.6 8.8
7ljk2t2 :1+k7t+3k8t +5];6t +351’;8t + .. (38.71)
Par suite :
1 _ 1+k2+3e2t2+3k4+6e2k2+15e4[4+
(1—e22)\/(1—k22)(1 — 212) 2 8

S5KkO + 9kt e? +1 é 5k%e* +35¢8 o 35k8 + 60k%e? + 90/;4;; + 140k%e5 +315¢€8 81 .(38.72)

ou encore a 1’ordre 4 :

1

=1+m®+nt+ ..
(1—e212)\/(1 —k212) (1 — e212)

k2 4 3e2 3k* + 6€2k2 + 1564
meTy T 8

38.4.4 Calcul de Uexpression

Ona:
dw

(1—e2w?)(1 —k*w?)

Ao = (1-)ig(Aze) ./:W VT—w?)

soit dans notre cas :

Mo— 21 = (1— )ig(Aze) / e d
2T 8 Jingr =) (1 =) (1 —k22)

Or d’apres (38.69) :

1 1 3 5 35
=1+ et = b

Nl 2 8 16 128

84 .

et:
Ly ke N 3kt N 5k N 35k%
V-2 2 8 16 128
et 2 4 6 8
1 - 3t" 5t 35t
=+ =+ =+"=+.. 38.73
Vi-ri? H R BTN T ( .
D’ou
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1 . 1+k2+e2t2+3+2k2+2e2+3k4+2e2k2+3e4t4+

V(1T=12)(1—e22) (1 — k%2) 2 8
54 3k2 + 3e2 + 3k* + 2€2k% + 3e* + 5kO + 3k*e® + 3k2e* + 5e°
1038.74)
16
Qu’on écrit sous la forme :
1
=14 +pt* +y+ ... (38.75)
V(1T=12)(1—e212)(1 — K212) Pty
avec :
1 k2 2
a= Tt 2” (38.76)
34 2k2 + 262 + 3k* + 262k + 3¢*
B— + +e+8 +2e“k” + 3e (38.77)
54 3k2 4 32 + 3k* + 2e2k2 + 3e* + 5kO + 3k*e? + 3kZe* + 5¢°
y= (38.78)

16

38.5 Traitement d’Un Exemple

38.5.1 Le Probleme Direct

Soit le point M| avec :

- ¢ = 10.45498299 gr,

- A1 =9.59542429 gr,

-Az; =249.310168 gr,

- 5 =16255.206m.

Solution :

-C=N(@1).cos@,.sinAz; = —3:594478.080m,
- Az, =238.1131471 gr,

k=) EC8 = 1.209227584

-Pour calculer ¢,, on pose AQ = ¢, — @1, et s = As on a alors I’équation :

5.cOsAZe AQcos@;

a(l=e?) (1 —e2sin2ey)\/(1 — K2sin2 @y ) (1 — e2sin? @y )
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CHAPITRE 39

ETUDE DES ERREURS SYSTEMATIQUES DANS LA
COMBINAISON DES DONNEES DOPPLER ET DES
OBSERVATIONS TERRESTRES

Ce chapitre est extrait du mémoire de fin d’études intitulé " La Combinaison des Données
Doppler et les Observations Terrestres Classiques dans la Compensation des Réseaux Géodé-
siques " présenté en octobre 1986 pour I’obtention du diplome d’Ingénieur Géographe Civil de
I’Ecole Nationale des Sciences Géographiques (ENSG/IGN France).

39.1 INTRODUCTION

L’un des problemes fondamentaux rencontrés dans la compensation des réseaux géodésiques
est I’accumulation des erreurs systématiques. Pour les réseaux Doppler, le probleme est de
moins en moins présent avec 1’amélioration des modeles de calcul et I’augmentation de la pré-
cision des résultats.

Les données Doppler sont nécessaires a la détection des erreurs systématiques d’orientation,
de mise a I’échelle et de position des réseaux géodésiques terrestres (D. B. Thomson, 1976).
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39.2 ORIGINES DES ERREURS SYSTEMATIQUES

Les sources des erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques sont nombreuses (V. Ash-
kenazi, 1981 ; D.B. Thomson, 1976 ; T. Vincenty, 1985), nous citons les plus importantes :

- la non modélisation des erreurs systématiques des observations de directions, de distances et
des distances zénithales,

- la réfraction atmosphérique,
- les erreurs inconnues des observations astronomiques,

- les erreurs sur les altitudes orthométriques et I’imprécision des hauteurs du géoide et des
composantes des déviations des verticales,

- la propagation des erreurs lors de la réduction des observations,

- la calibration des appareils de mesures.

39.3 DEFINITIONS

Dans ce paragraphe, nous rappellons quelques définitions sur les erreurs.
Soit .Z la valeur nominale d’une grandeur que nous cherchons a estimer (coordonnées, angles,
distances, ...) et .Z un estimateur de .Z.

L’erreur sur .Z est : o
ey =%L-% (39.1)

Lerreur e & est la somme de 2 termes (P. Hottier,1978) :

ey =es+by (39.2)

N

ou:
e, : erreur dite d’observation ou accidentelle,

b o : un biais di au fait que la grandeur . est mal définie, aux caractéristiques du processus
de mesure et a ses imperfections.

Lerreur accidentelle représente les fluctuations de 1’estimateur ou de 1’observable par rapport
a la valeur moyenne de la grandeur, soit :

ea=%—E(ZL) (39.3)
avec E(.) I’opérateur moyenne. De (39.3) on a :

E(eq) =0 (39.4)
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e4 : est appelée aussi le bruit de 1’estimation ou erreur résiduelle de 1’observation (P. Hottier,
1978).

Les erreurs accidentelles sont des erreurs centrées et qu’on suppose indépendantes. Par suite,
le biais b ¢ s’écrit :

by =E(Z)- 2 (39.5)

Dans (39.5), on ne considere que les effets résiduels des erreurs systématiques, la partie prin-
cipale de ces erreurs est supposée éliminée.

Le biais b & est considéré plutdt comme une constante dépendante du systeme de mesure c’est-
a-dire ’ensemble incluant la grandeur . et I’instrument (1’observateur et la procédure et les
conditions expérimentales).

39.4 ANALYSE DES ERREURS SYSTEMATIQUES DANS LES RESEAUX
GEODESIQUES TERRESTRES

Avant d’étudier les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques terrestres suite a la
compensation des données Doppler avec les observations terrestres, on analyse les erreurs sys-
tématiques dans les réseaux géodésiques sans les données Doppler.

En gardant les mémes notations, on a I’équation des observations terrestres :

Ay x;+Aryxp =L+V; poids P (39.6)

avec la matrice de variance :
P =og.p! (39.7)

et of le facteur de variance unitaire. Les équations (39.6) et (39.7) constituent les modeles
fonctionnel et stochastique.

En général, les parametres définissent 1’échelle du réseau terrestre ou la calibration des appa-
reils de mesure des distances sont introduits comme des inconnus dans 1’équation (39.6).

Malgré cela, il reste des effets résiduels qui sont diis a I’insuffisance du modele stochastique
ou encore a I’imprécision de la modélisation des erreurs entrant en jeu dans la compensation.
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39.4.1 Sur L’Orientation du Réseau Géodésique Terrestre

39.4.1.1 Le choix de (¢, A,H) au point fondamental

Au point fondamental d’un réseau géodésique, on a déterminé par des observations astrono-
miques la latitude et la longitude (¢,,A,) astronomiques et I’azimut Az, astronomique d’une
direction donnée. En ce point, le choix des coordonnées géodésiques @, A et de I’azimut géo-

désique Az, correspondant a Az, est varié.

Choix de @, A et Az, :

a - On peut choisir les valeurs de ¢, A proches de ¢,, A, et en déduire I’azimut géodésique Az,

en utilisant 1I’équation de Laplace généralisée soit :

Azg =Azs+ (A — Ag)sin@ + (A — Aa)cos@sinAzq + (¢ — @q)sinAz,)cotgz
2=Z+4 (A — Ag)cos@sinAzg — (¢ — @) cosAz,

Z et z sont des distances zénithales astronomique et géodésique.

b - On peut prendre :

Azg Az,
A=A,

et on obtient ¢ a partir de (39.10) soit :

sinQ, cosQ, Azg —Azq
=@,— (A -2,
¢ =¢.—( a) ( SinAzqcotgZ — 18Azq ) sinAzgcotgZ

pour sinAz,cotgZ # 0
¢ - On peut choisir :
Aze Az,

P~ Qa

(@u — @)sinAz cotgZ + Az — Az
SinQ + cosQcosAzqcotgZ
avec sin® + cos@cosAzgcotgZ # 0

A=At
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d - Les composantes de la déviation de la verticale au point fondamental sont :

E=0.—0 (39.20)
N = (A —A)cose (39.21)

et la désorientation dans le plan horizontal local est :
§=(Ag—A)sing =nigep (39.22)
Si on choisit ¢, A et Az, telles que :
(00— ©)* + (Aa — 1)+ (Azy — Azg)*  minimum (39.23)

avec I’équation de Laplace (39.10), on obtient :

¢®=Qq
A=A (39.24)
Aze = Az,

En pratique, ce sont les cas a et d qui sont choisis si on adopte un point fondamental.

Si on observait plusieurs points de Laplace dans le réseau géodésique, on obtient les azimuts
géodésiques observés Azg, en utilisant @, par le calcul, on a les azimuts géodésiques
calculés Azg.. En I’absence d’erreurs dans les observations et le calcul, on obtient pour chaque
point de Laplace :

Azge = AZgo (39.25)

Malheureusement, il ya des erreurs, 1’équation ([39.25) devient une équation d’observation et
non plus une équation de condition dans la compensation du réseau géodésique, comme suit :

dAzg = Azge — Azgo +v (39.26)

ou v est le résidu.

Au lieu de ([39.20), il serait mieux d’écrire :
dAzg — dAzgy = Azge — Azgo +V (39.27)

oll dAzg, est une inconnue due aux erreurs inconnues dans les observations astronomiques de
a4, Aq et Az, qui se propagent par 1’équation (39.10).

Les effets de choix de (¢, A,H) au point initial :

Soit P le point initial ou fondamental d’un réseau géodésique ayant un ellipsoide de référence
E(a,e) ol a et e sont respectivement le demi-grand axe et la premiére excentricité. Les coor-
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données cartésiennes 3D s’expriment par :

X = (N+H)cospcosi
Y = (N +H)cos@sinAd
X = (N(1—¢é*) +H)sing
H = altitude ellipsoidique

On consideére en ce point 2 choix des valeurs des coordonnées géodésiques :

choix a : (¢,A) AL Azg
H : altitude ellipsoidique(39.28/—39.30) = (X,Y,Z) H=h+N

choix b : (¢’,1") Az;,
H' : altitude ellipsoidique(39.28|—{39.30) = (X,Y,Z) H' =hW +N'

On considere que les altitudes orthométriques sont égales :
h=n

On a les composantes de la déviation de la verticale :

5 =0s— 0
n=(Aa—A)coso
§'=0.—¢

n' = (A —2')cosq’
et les désorientations dans les plans horizontaux locaux de P :

¢ =(Ay—A)sing,
"= (A —A)sing,

Posons :
dAzg = Az, — Az,
dp=¢ —¢
dr =1 -1
alors :

dAzg = sin@,dA + (cos@cosAzadA + sinAzad@)cotgZ

est la variation de I’équation de Laplace.
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Posons :

dE=¢&-¢&

dn=n-17' (39.38)
d’ou :
dé =—do
dn = —cos@,dA (39.39)
alors :
d? + cosQ,d )2 (39.40)

ou O est I’angle des 2 normales au point P. On a aussi :
dl ={'"—{ = —dAzy = —sin@,dA (39.41)

si on néglige le terme en corgZ dans (39.37).

A partir des équations (39.31)),(39.32),(39.34),(39.35) et (39.37) on peut énoncer que le choix

des coordonnées géodésiques @,A et H au point fondamental du réseau affecte les valeurs
numériques :

- du hauteur du géoide : équations (39.31) et (39.32).

- des composantes de la déviation de la verticale : équations (39.32) et (39.33).
- de I’équation de Laplace (39.37).

De plus, soit O” I’origine du repere géocentrique, O et O’ sont respectivement les positions de
I’ellipsoide E dans les choix a et b.

On a la relation vectorielle :

X' —X dTy
00=|Y-v|=|ary (39.42)
7 -7 dTy

en supposant que tous les reperes ont les axes respectifs paralleles et qu’on néglige les échelles.

L’équation (39.42) montre une variation du vecteur translation du repére tridimensionnel géo-
désique au repere géocentrique.

Une question qui se pose : est ce que I’orientation du réseau est touchée ? Pour répondre a
cette question, on transforme le probleme du tridimensionnel en bidimensionnel par le biais
des représentations planes conformes.
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Fig. 39.1 Les effets de choix de (¢,A,H) au point initial

On considere ici une représentation plane conforme de 1’ellipsoide sur le plan :
K:a (pA)—X=X(p,1),Y=Y(9,1) (39.43)

ou X,Y sont les fonctions définissant la représentation K. Aux azimuts géodésiques, on fait
correspondre les gisements G. Soit P le point fondamental du réseau :

P(ep,A)— p(X,Y) € Kimage de E
Azg— G le gisement

P(@ A" — p'(X',Y’) € K' image de E
Azy — G'  le gisement

On suppose qu’on a mesuré une distance PS dans la direction de I’azimut géodésique (Azg,Az;,).

Soit d cette distance réduite a la représentation. Les valeurs de (@;A) et (¢’,A') étant trés
proches, d a la méme valeur.

Les coordonnées des images du point S sont :

(39.44)

Xg =X +dsinG , , [ Xg = X'+ dsinG'
SGK{YS:Y—&—dcosG’ Sek Yy =Y'+dcosG

de plus :
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G=Az;+g+dV
G =Ag+¢ +av’
olu:
- g,¢’ : les gisements des images du méridiens passant par P.

- dV,dV' : les corrections angulaires arc-corde.

d’ou en négligeant dV et dV' :

G/—G:Az;—Azg+g/—g:dAzg+g’—g

Dans la plan OXY (Fig[39.1), on a les composantes des vecteurs ps et p’s’ :

< dsinG\ $ — dsinG'
PS=\dcosG)> P = \dcosG
Soit s un point de OXY telque p’s” est parallele a ps, on a alors :
' — dsinG
PS5 =\ deosG

Entre p’s” et p’s’ on a la relation :
p’s” =R(t).p’s’

ol R(¢) est la matrice de rotation suivante :
cost —sint
R(t)=| .
sint  cost

t=G -G

et:

On a donc :
ps’ =pp’ +R(G—G').ps

(39.45)

(39.46)

(39.47)

(39.48)

(39.49)

(39.50)

(39.51)

I’équation (39.51) montre que le réseau obtenu 2 partir du point p’ est semblable a une rotation

et une translation pres a celui obtenu par p :

réseau origine p | — ’ translation de vecteur pp’ ‘ — ’ rotation d’angle G — G’

— ’ réseau origine p’ ‘

Le vecteur translation et la rotation ne dépendent que de d¢ et de dA ( dAz, est fonction de d¢@
et dA). Par suite, on ne peut déceler une erreur d’orientation du réseau (T. Vincenty, 1985).
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Variations des coordonnées géodésiques dues a une rotation autour de la normale d’un point :

Soit Py le point de coordonnées géodésique (¢p, Ao, Hy = 0) et de coordonnées 3D (Xo, Yy, Zo)g
calculées par (39.28139.30). On considere un point P(¢,A,H = 0) sur I'ellipsoide de référence
et (X,Y,Z), ses coordonnées 3D. Au point Ry, soit le repere 3D local (P, x,y,z). On note par

(x,v,2)T les composantes de PyP.

Py

7\0 Lo

Xg

Fig. 39.2 Rotation autour de la normale

)Yg

Si on effectue au point Fy une rotation d’angle ¢ autour de la normale a savoir 1’axe Pyz, les

composantes (x,y,z)” de PyP deviennent (Fig{39.2) :

x cost —sint 0 x
y | = | sint cost 0].]y
4 0 0 1 z
¢ étant petit en général, on a :
/

X =x—ty

Y =y+ix

7=z

Les variations des composantes de PyP sont :

dx=—ty; dy=tx; dz=0
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Entre (dx,dy,dz) et (dX,dY,dZ), on ala relation :

ax dx dx
dY | =Rp.|dy| =Ro. | dy (39.55)
dz ¢ dz 0

avec Ry la matrice donnée par :
—sind —cosA.sin® cosA.cos®
Ro= | cosA —sind.sing sinid.cos® (39.56)
0 cosQ sin@

appliquée au point Py. Mais on peut aussi écrire :

17).¢ NcospdA
dY | =R. pdo (39.57)
az dH
g P
On obtient donc :
NcospdA dx -y
pdo =RTRy. |dy| =tRT.Ry. | x (39.58)
dH P 0 0
Calculons (x,y). Posons :
AX X —-Xp
AY | = Y-Y, (39.59)
AZ Z—27y
g g
on a alors la relation :
X AX
y| =Rl | Ay (39.60)
Z AZ .
ce qui donne :
x = —AXsinAyg + Aycoshy
y = (—AXcosAy — AY sinAy)singy + AZcos@y (39.61)

Finalement en remplagant (39.61)) dans (39.58) et en calculant le produit matriciel R”.Ry, on
obtient les variations des coordonnées géodésiques (d¢,dA,dH) par :

Ncos@dA = t((AXcosA + AY sind)singy — AZcos@ycosl) (39.62)

avec |

103



I=1—X (39.63)
p.de =t(AX(—sin@sinAsingy — cos@sindycosPy)

+AY (sin@cosA .sin@y + cos@cos@ycosiy) + AZsin@cos@ysinl) (39.64)
dH = t(AX (cos@sinAsingy — sin@sindycos@y)
+AY (—cos@cosh .singy + sin@cos@ocosiy) — AZcos@cos@osinl) (39.65)

Ces relations montrent que les variations (d¢,dA,dH) sont a un facteur multiplicatif fonctions
de r angle de rotation de la normale au point P. ¢t peut étre considérée comme une variation
d’azimut t = —dAz (t et dAz sont de signes opposés).

Si on suppose que les points Py et P ne sont pas sur I’ellipsoide de référence (H # 0), il suffit
de remplacer dans les formules précédentes N par N + H, p par p + H et tenir compte des
altitudes ellipsoidiques dans le calcul de (X,Y,Z), et (Xo,Yo,Z0),.

Exprimons maintenant les variations (dX,dY,dZ), des coordonnées 3D (X,Y,Z), du point P.

A T’aide de (39.55) on a:

ax —t.y —y 0-10 X
dy =Ry. t.x =t.Ry. X =tRy|1 O O]).|y (39.66)
dz . 0 0 000 Z
ou encore :
ax 0-10 AX
ay | =tRo|1 0 O|.R][AY (39.67)
dz) , 000 AZ
soit :
dX 0 —sin@y  sindgcos@y AX
dy | =ut. singy 0 —cosAgcos@g | . | AY (39.68)
dz . —sinAgcos@y cosAocosPy 0 AZ
On peut écrire (39.68) sous la forme :
17).¢ 0 —AZ AY —tcos@ocoshy
dy | =| AZ 0 —AX|.| —tcos@ysinky (39.69)
dz . —AY AX O —tsingy

(39.69) exprime les variations des coordonnées dues 2 la rotation de vecteur Q = (rx,ry,rz)?
du repere tridimensionnel translaté au point Py. Le vecteur 2 est donné par :

rx —tcos@ocoshy dAzcospycoshy
Q= |ry | =| —tcospysinkyg | = | dAzcospysiny (39.70)
rz —tsingy dAzsingy

On retrouve les formules de T. Vincenty (1985).
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On considere que Py est un point particulier du réseau géodésique terrestre, par exemple le
point fondamental ot on a défini un azimut géodésique initial a partir de 1’observation d’un
azimut astronomique Az,. On suppose que cet azimut Az, est entaché d’une erreur dAz,. Pour
corriger I’orientation de I’ellipsoide de référence par rapport au repere géocentrique on effectue
autour de la normale en P la rotation d’angle :

t = —dAz

Cette rotation va "basculer” I’ellipsoide initial sur un autre ellipsoide (de mémes dimensions)
dont les axes (X',Y’,Z"), se déduisent des anciens axes par la rotation de vecteur £ donné par
(39.70) et par une translation de 1’origine O des axes donnés par :

dxX -YZ 0 rx
dy =X 0 —Z | ry (39.71)
dz o 0 XY P rz

0

Pour calculer les coordonnées des points dans le nouveau repere il suffit d’ajouter les correc-
tions (d@,dA,dH) exprimées par les formules (39.62)), (39.64) et (39.65).

En général, les parties principales des erreurs sont corrigées mais il reste des effets résiduels
qui font que le parallélisme entre les axes de 1’ellipsoide de référence du réseau géodésique
terrestre et ceux du référentiel géocentrique n’est jamais obtenu parfaitement (P. Vanicek & G.
Carrera, 1985).

39.4.1.2 Sur la variation de I’azimut

Dans ce paragraphe, on va étudier I’effet des rotations des axes de 1’ellipsoide de référence du
réseau géodésique sur I’azimut géodésique.

Soit (0,X,Y,Z) le repére 3D géodésique ot est défini I’ellipsoide de référence. En un point Py
du réseau géodésique, on a un azimut géodésique d’une direction PyP. Dans (0,X,Y,Z) ona:

X..2) - [Eaion G (9.4l
P(X,Y,Z) — [ équation 3-1) | = (@, A,H) (39.72)

Posons :
AX X —Xo
AY | =|Y—-Y (39.73)
AZ Z—7

{ x = —sin@o(AXcosho + AYsindo) + AZcospy (39.74)

y= —AXsinAy+ AY cosy

L’azimut calculé en Py est donné par :
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Y

(39.75)

On suppose que les axes OX,0Y, OZ, sont mal orientés. On fait subir au repere (0,X,Y,Z)
trois rotations infinitésimales de vecteur Q = (rx,ry,rz)” donné. Dans (0,X,Y,Z), on a Az,
par suite on obtient dans (O,X’,Y’,Z") I’azimut Azg +dAz,. Nous allons calculer dAz, en fonc-

tion de rx, ry, rz.

Dans (0,X',Y',Z')ona:

X' X +dX o o+do
P:|Y | =|Y+dY | ; Al = A+dA
!
z/, Z+dZ 0 H' 0 H+dH 0
avec :
ax -Y Z 0 rx X
dy = X 0 —-Z ry | =Uy. | ry
dz 0 0 XY 0 \/Z rz
et:
(N+H)cospdA dX rx
(p+H).do =RI.[dv | =RI.Uy. | ry
dH 0 dz 0 rz
soit :

(No + Ho)cos@od Ay = (cosAorx + sindory)Z — rz(No + Ho)cos@y

(12

(po+Ho)d gy = (—rxsindy + rycos/'lo)(ﬁ +Hp)
0
dHo = (—rxsinlo + rycosg)Noe® sin@ycos gy

Pour le point P, on a dans (0,X",Y',Z') :

X' X +dX o o+do
P:|Y|=|Y+dY |; M= A+dr
VA Z+dZ H H+dH
avec :
ax rx
day | =U. | ry
dz rz

La différentielle de (39.75) donne :

Le calcul de x* +y? donne :
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x2 4y = AX?(1 — cos® Agcos*> @) + AY? (1 — sin® dgcos* o) + AZ*cos* o
—2AXAY sindygcosAygcos@y — 2AY AZsinAysin@ocos@yg
—2AZAX cosAysin@ycos@y (39.83)
Le calcul de xdy — ydx donne :

T

—AZcosy(AX cosho + AY sinky) + singo(AX* + AY?) dAy
xdy —ydx = cos@y((AY? — AX?)sindocosAg +AXAY cos2Ay) | doo
0 dHy
AYsingy — AZsindocos@y \ | [dX —dXo
+ | —AXsingy+ AZcosAgcosqy | . | dY —dYy (39.84)
—ycosQg dZ —dZ,
avec en utilisant (39.77) et (39.81) :
dX —dXy —AY AZ O rx —rxAY +ryAZ
ay—dvy | = ax o —az|.[m]|=[ max—raz (39.85)
dzZ —dzy 0 —AX AY rz —ryAX +rzAY

Due a la rotation de vecteur (rx,ry, rz)T, I’azimut géodésique dans la direction PyP va varier
de dAzg. L'expression de dAzg est de la forme :

dAzg = airx+axry +azrz (39.86)

ol les coefficients aj,a, et az sont fonctions de (¢g,Ay,Hp) et de (¢,A,H). On peut alors
introduire dans chaque équation d’observation d’un azimut astronomique le terme :

—airx —axry —asrz (39.87)

Dans (39.87), rx, ry et rz ne doivent étre confondues avec les parametres du modele de Bursa-
Wolf.

T. Vincenty (1982,1985) proposait I’introduction dans 1’équation d’observation d’un azimut un
terme similaire mais avec des coefficients différents obtenus avec une autre approche.

Z. Zhou (1983) a étudié les systématismes de 1’orientation de I’ellipsoide a partir de 1’expres-
sion de I’azimut géodésique donnée par (39.75) et de (39.82).

Exemple numérique :

Dans le tableau [39.1] ci-dessous, on donne les variations de I’azimut géodésique dues a la rota-
tion (rx, ry, rz) utilisant I’ellipsoide de Clarke Frangais 1880. Ce tableau montre qu’une rotation
rz n’a pas d’effet sur I’azimut. Par contre une variation de rx fait varier I’azimut géodésique
d’une quantité sensiblement égale.
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0 =40gr,A =10gr rx ry rz dAz,
H=100m (dmgr) (dmgr) (dmgr) (dmgr)
Azg = 56.6052 gr

1.00 0.00 0.00 1.32
1.00 1.00 0.00 1.35
1.00 1.00 1.00 1.35
200 1.00 1.00 2.67
2.00 2.00 1.00 270
2.00 2.00 2.00 270
3.00 0.00 0.00 3.96
0.00 3.00 0.00 0.09
0.00 0.00 3.00 0.00
3.00 3.00 0.00 4.05
0.00 5.00 0.00 0.15

Tableau 39.1 Les Variations de I’ Azimut Géodésique

39.4.1.3 Sur I’inconnue d’orientation

Parmi les inconnues qui jouent un réle fondamental dans I’orientation d’un réseau géodésique
terrestre sont celles d’orientation des observations angulaires azimutales.

Par manque d’observations d’azimuts astronomiques en chaque point du réseau géodésique,
les inconnus d’orientation 7H jouent le role d’ ”observations” d’azimuts géodésiques.

En I’absence des erreurs, I’inconnue d’orientation 7H en une station et 1’azimut géodésique
d’une direction Az, sont li€s par une relation lin€aire a savoir :
Azgy=TH+L (39.88)

N

ou:
L : différence de lectures angulaires horizontales réduites au plan horizontal géodésique local.

Azg, : I'azimut géodésique "observé" inconnu.

De (39.88) I’erreur sur ’azimut géodésique est composée de 2 erreurs : 1'une provient de la
détermination de TH par le calcul de la compensation, 1’autre est due aux mesures et a la
réduction des observations angulaires. On peut écrire :

€Az, = €TH +er (39.89)
e, peut-€tre la résultante de 4 erreurs :

ep=er,ter,te, +er, (39.90)
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avec : er, : erreurs dues a la mise en station et a I’appareil de mesures.
ey, : erreurs dues a I’observation.
er, : erreurs dues au point visé (décentrage,excentrement,...).

ey, : erreurs dans la réduction des observations.

En pratique, la partie principale de e, est éliminée par les procédés connues, mais il reste tou-
jours un effet résiduel.

En ce qui concerne I’erreur sur I’inconnue d’orientation 7H on a :
ery =TH—-TH (39.91)

avec :
TH :lavaleur de TH déterminée par la compensation.

TH : 1a valeur nominale de TH.

Généralement, on utilise une valeur moyenne 7 H,, comme valeur approchée de TH. On fixera
un seuil 7 tel que :
si  |THo—TH;| >t lavisée estrejetée

E. Grafarend (1985) a montré que si on fixait dans un réseau géodésique 1’échelle, 1’ orientation
et la position d’un point et si on effectuait sur I’ensemble des points du réseau les observations
angulaires azimutales et verticales, alors les éléments (@,,A,, TH) seraient déterminés en tout
point du réseau.

Ce résultat montre le role que peut jouer les inconnues d’orientation dans le calcul d’un réseau
géodésique.

En négligeant les erreurs systématiques sur les lectures L, on peut écrire :
dTH = dAz, (39.92)

On peut donc inclure dans chaque équation d’observation angulaire horizontale les termes de
systématismes d’orientation donnés par (39.87).

109



39.4.2 Sur la mise a ’échelle d’un réseau géodésique

39.4.2.1 Introduction

Avant de voir la question de la mise a 1’échelle, nous revenons sur les définitions des facteurs
d’échelle que P. Vanicek (1975) présentait dans son rapport sur les datums géocentriques et
géodésiques.

En effet, il y a 2 choix : soit de dire que le facteur d’échelle d’un systeme de coordonnées
est donné indépendamment des mesures de distances ou qu’il soit déterminé & partir d’obser-
vations de distances. En d’autres termes 1’échelle définie a partir de mesures (de distances)
peut-étre considérée comme le résultat d’une distorsion d’échelle du réseau géodésique ( res-
pectivement géocentrique) sans aucune influence du systeme des coordonnées géodésiques
(respectivement géocentriques), ou qu’en moyenne la distorsion d’échelle peut étre interprétée
comme un influengnt I’échelle du systeme de coordonnées.

Par exemple, considérons un systeme de coordonnées géodésiques (0,X,Y,Z), ayant la base
(Ex,Ey,Ez) telle que :

EZTEJ =0 i,j=X,Y,Z; §; :le symbole de Kroneker (39.93)

Dans ce systeme, le facteur d’échelle s vaut 1. On définit dans ce systéme de coordonnées un
réseau géodésique. Pour sa définition on introduit la condition :

distance observée entre 2 points A, B = distance calculée entre les points A,B

soit :

D=

Dops=| Y, (Xa—Xp)? (39.94)
XYz

De (39.94)), le facteur d’échelle en A et B vaut :
s(A,B) =1 (39.95)

La propagation des erreurs dans le réseau fait que le facteur d’échelle du systeme s passe de la
valeur 1 a la valeur :
s=14m (39.96)

donc cette distorsion du facteur d’échelle va jouer sur le facteur d’échelle du systeme de coor-
données qui va se définir par :
ETE;j=(1+m')?5; (39.97)

ou m’ est I’échelle moyenne sur le réseau géodésique.

En utilisant les notations du paragraphe 3 de ce chapitre, considérons la relation entre les
vecteurs X, et X définis respectivement dans les systémes géodésique et géocentrique, on a :
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1 —rx ry
A4+m")X' =T+1+m)|[ = 1 —rz| X, (39.98)
—ry rz 1

avec :
1+m" le facteur d’échelle dans le systéme géocentrique.

1 4 m le facteur d’échelle dans le systeme géodésique.

L’équation ([39.98) décrit le cas ol les réseaux respectifs ont le méme facteur d’échelle que
celui des systemes de coordonnées .

L’ équation (39.98) ne change pas si on écrit ( le terme m”.T est négligable ).
(14+m")(X'=T) = (1 +m)J(rx,ry,rz).X, (39.99)

avec J(rx,ry,rz) la matrice donnée par :

1 —rx ry
J=| m~ 1 —rz|. (39.100)
—ry rz 1

Si on considere le point initial du réseau géodésique de rayon vecteur X, dans le systeme de
coordonnées géodésiques, on peut écrire vectoriellement :

X, = X, + AX, (39.101)
L’équation (39.99) devient :
(1+m")(X' =T) = (1 +m)J Xy, + (1 +m).J.AX, (39.102)

Si on interprete le facteur d’échelle 1 4+ m comme influengant seulement le réseau géodésique,
on pourra écrire (39.102) comme suit :

(14+m")(X'=T) =J.Xgy + (14+m).J.AX, (39.103)

En pratique, on calcule un seul facteur d’échelle :

14+m
par :
X' =T+JXg+(14+n)JAX, ou X' =T+ (14n).JX, (39.105)

On considere que les 2 systeémes de coordonnées géocentriques et géodésiques ont un méme
facteur d’échelle égal a 1 et que n est une distorsion d’échelle dans le réseau géodésique (P.
Vanicek, 1975).
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39.4.2.2 Modélisation du facteur d’échelle dans la compensation du réseau géodésique

Afin de rendre homogene le facteur d’échelle sur I’ensemble du réseau géodésique, on introduit
dans les équations d’observations de distances un facteur d’échelle correspondant a chaque
type d’appareils utilisés comme suit :

dD+ D¢y — (1 —l—m)DObs =V

soiten 3-D : Ax
Z <DU(dXi _de>) +mbD;; :DObs,-j _DCal,-j +vij (39.106)
XYZ ij
avec :
AXij =X, — X

Dans I’équation (39.106)) m n’est pas 1’échelle du réseau géodésique.

Entre 2 points M, M’ du réseau, on peut définir le facteur d’échelle par :

s=1+m= =1+ _—Obs (39.107)

avec

Dcy; : la distance MM’ calculée a partir des coordonnées géodésiques terrestres compensées.
Doy : la distance MM’ observée avec un instrument "parfait".

On désigne par un instrument "parfait" un instrument qui donne la distance Dgps avec une er-
reur non sensible par le réseau géodésique.

Pour les grandes distances, la méthode Doppler est un instrument "parfait". Do, peut-étre cal-
culée a partir des coordonnées Doppler.

Pour les réseaux Doppler, le VLBI constitue un instrument "parfait".

(39.107) donne 1’échelle du réseau par :

Dcar — Dops
m= 0 (39.108)
Dops
en omettent les indices on peut écrire :
dD
m=— (39.109)
D

soit pour le couple (M, M’) :
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(AX(dX' —dX)+ AY(dY' —dY)+ AZ(dZ — dZ)) (39.110)

1
m(M,M/) = E

avec :
AX=X'—-X;AY =Y' -Y;AZ=7"-Z

supposant que le point M est exempt d’erreurs, on a :
dX=dY=dZ=0

I’échelle devient : |
m= E(AXdX’ +AYdY'+AZdZ)

Pour le point M’, on suppose qu’il se trouve a I’intérieur d’un ellipsoide d’erreurs avec dX’,dY’
et dZ' vérifiant I’équation :

J=3 3
Y a;;dX?+2Y aydx'ay’ +c <0 (39.111)
j=1 i<j

ot les coefficients a;;, ¢ sont fonctions des éléments de la matrice variance du point M'.

la condition (39.111)) limite les valeurs de 1’échelle m.

39.4.2.3 Expression de I’échelle en fonction des coordonnées géodésiques (¢, A, H)

Ona:
D* = MM'" MM' = MM" (39.112)

En différenciant (39.112)), on obtient :
D.dD =MM'" .(dM' —dM) = MM'" .aM’ — MM'" .aM (39.113)

On va exprimer les produits scalaires MM'".dM’ et MM'" .dM respectivement dans les reperes
géodésiques locaux de M’ et de M.

Dans le repere géodésique local de M, on a:

(N+H).cospdA AX
dM = (p+H).do . MM =RM)T. [ AY (39.114)
dH AZ
Soit :
(N+H).cospd
MM'" .dM = (AX,AY,AZ)T RM).| (p+H).do (39.115)
dH

De méme on obtient :
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(N'+H').cos@'d\
MM'" .dM' = (AX,AY,AZ)T R(M'). (p'+H").do'
dH’

Lexpression (39.113) devient :
D.dD=dd) +b'do' + ' dH —ad\A — bd — cdH
avec les coefficients a,b et c (resp a’, b’ et ¢/)sont :

a= (N+H)coso(—AXsinA + AY cosA)
b=—(p+H)(sing(AXcosA + AYsind) — AZcos@)
¢ = cos@(AXcosh + AY sind) + AZsing

d’oum :

1
(ddA' +b'de' +c'dH' —ad) —bdp — cdH)

m:ﬁ

(39.116)

(39.117)

(39.118)

(39.119)

Si on fait intervenir la distance zénithale Z de M sur M’, on peut écrire m sous la forme :

m= mHsinZZ + mvcoszZ

avec :
1
my = E(a’dl' +b'de' —ad) — bd o)
h
my = i(c'a?H'fcdH)
D3
et

Dy, =D.sinZ; D, =D.cosZ
Ecrivons le facteur d’échelle s :
s=1+m= sH.sinZZ+sV.cos22

avec :
sg=14+myg;, sy=14+my

sy et sy : sont des pseudo-facteurs d’échelle respectivement horizontal et vertical.

(39.120)

(39.121)

(39.122)

(39.123)

(39.124)

(39.125)

39.5 LES ERREURS SYSTEMATIQUES DANS LA COMBINAISON DES
DONNEES DOPPLER AVEC LES OBSERVATIONS TERRESTRES

CLASSIQUES

Dans la section précédente, on a traité les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques
sans I’introduction des données Doppler. Nous verrons ci-apres les erreurs systématiques dans
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les réseaux géodésiques obtenus par la combinaison des données Doppler avec les observations
géodésiques classiques.

Entre les rayons vecteurs géocentriques Doppler X’ et géodésiques X, d’un point, on a la
relation vectorielle en utilisant le modele de Bursa-Wolf :

X' =T+ (1+m)J(rx,ry,rz).X, (39.126)

avec J la matrice définie par (39.100).

Considérons les 2 cas suivants :

-1) Les points du réseau géodésique terrestre sont positionnés correctement dans le référentiel
géodésique, mais ce dernier présente une désorientation par rapport au référentiel géocentrique.

-ii) Les points du réseau géodésique sont mal positionnés et que I’ orientation interne du réseau
n’est pas soignée dans le référentiel géodésique, lui méme parallele convenablement au réfé-
rentiel géocentrique Doppler.

En pratique, c’est le cas ii qu’on trouve. L’ orientation du réseau est faite a partir d’observations
astronomiques. Malgré I’utilisation de 1’équation de Laplace, I’ orientation reste insuffisante.

Les données Doppler ont le rdle de :
- positionner les points du réseau géodésique terrestre,
- orienter le référentiel géodésique terrestre,

- améliorer la mise a 1’échelle du réseau géodésique terrestre.

39.5.1 Orientation du référentiel géodésique

Dans ce paragraphe nous étudions le cas i. On suppose que les points M d’un réseau géodé-
sique terrestre sont bien positionnés. On détermine les éléments de la transformation (39.126)
et en particulier les angles de rotations (rx, ry, rz). On peut trouver un point My tel qu’en faisant
la rotation autour de la normale en ce point, on va mettre I’ensemble du réseau dans un repere
parallele au repere géocentrique Doppler.

Entre (rx,ry,rz) et (px, py, pH) on a la relation :

px rx
py | =Ri. | ry
pH rz
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avec Ry donnée par ([39.56).

On pose alors :

px=py=0 (39.127)
d’ou :
pH = /1 +ry? + 122 (39.128)
et:
px rx 0
py | =Rl |mv]=[0 (39.129)
pH rz pH
En notant :
p=vr2+nr? (39.130)

et en résolvant (39.129)), on trouve (T. Vincenty, 1985) :

. rz . r rx
singy = —; sindy = —y; coshy = — (39.131)
pH p p

Sans tenir compte de la translation, on obtient les coordonnées des points dans le nouveau
repere géodésique (parallele au repere géocentrique) par :

X = (1+m).J(rx,ry,rz) X, (39.132)

Ayant X, on calculera (E,I,H) par les formules inverses de (39.28)-(39.30).

11 serait intéressant de voir les écarts de I’équation de Laplace appliqués aux points de Laplace
du réseau géodésique.

39.5.2 Orientation du référentiel géodésique et mise en place du réseau
géodésique

Ici, on étudie le cas ii. Les points du réseau géodésique sont mal positionnés. Au lieu d’avoir
X, on a Xy, telque :
(N4 H)cospdA

Xg = Xgy +dXg =Xy +Ro. | (p+H)do (39.133)

dH .

39.5.2.1 Influence de I’altitude ellipsoidique sur les paramétres du modele Bursa-Wolf
Dans ce cas, on a dA = d¢ = 0. La relation (39.133]) devient :
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cosQcosi
Xy =Xg, +dH. | sinA.cos@ (39.134)
sin@ 0
En remplagant X, donnée par (39.134) dans la relation (39.126) on obtient :

cosQcosh
X' =T+ (1+m).J Xgy+dH.(14+m).J. | cos@.sinA (39.135)
sin@ 0

Le terme m.J.(cosAcos@, sindcos@,sin®)l est négligable, I’équation (39.135) devient :

cos@cosA
X' =T+ (14+m).J Xg, +dH. | cos@.sinA (39.136)
sin@ 0
Une correction de 1’altitude ellipsoidique en un point se traduit par une correction du vecteur

translation T de :
cosQcosh

dT =dH. | cos@.sinA (39.137)

sinQ 0

Numériquement, on a le tableau [39.2] qui donne les corrections des composantes du vecteur
translation en fonction de celles de 1’altitude ellipsoidique pour ¢y = 40.00,A9 = 10.00gr et
H() = 100m.

Les résultas ci-dessous montrent que les composantes Tx et Tz sont les plus sensibles aux

dH (m) dTx(m) dTy(m) dTz(m)
0.001 0.001 0.000 0.001
0.010 0.008 0.001 0.006
0.100 0.080 0.013 0.059
0.200 0.160 0.025 0.018
0.500 0.400 0.063 0.294
0.750 0.599 0.095 0.441
1.000 0.799 0.127 0.588
1.500 1.199 0.190 0.882
1.750 1.398 0.221 1.029
2.000 1.598 0.253 1.176
5.000 3.995 0.633 2.939
10.000 7.991 1.266 5.878

Tableau 39.2 Les Variations du vecteur Translation

variations de I’altitude ellipsoidique. D’ou la nécessité d’avoir une mesure sur le géoide.
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39.5.2.2 Influence de la longitude géodésique

On suppose que d@ = dH = 0. L’équation (39.126) devient :

—(N + H)sinAcos@pdA
X' =T+ (1+m)J(rx,ry,rz).Xg, + (1 +m).J. | —(N+H)cosAcos@dA
0 0
En négligeant les termes en rx.dA,ry.dA et rz.dA, on obtient :
I —rx—dA ry
X'=T+(1+m). | rx+dA 1 —rz | Xg, (39.138)

—ry rz 1

Une correction dA de la longitude géodésique se traduit par une correction dA de 1’angle de
rotation rx.

39.5.2.3 Influence de la latitude géodésique

On considére que dA = dH = 0. Détaillons I’expression de dX,, on a :

—cosAsing
dXe = (p+H)de. | —sinAsing (39.139)
cosQ 0
On peut écrire que :
p=N(1—-¢*)+8N (39.140)

SN =Nt(1—e*)(1+t+1240(t?)); t=e>sin*py

Utilisant (39.140), I’équation (39.139) devient :

0 0 —cosAdo —ON.cosAsing
dX, = 0 0 —sindde | Xy +do.| —ON.sindsing (39.141)
cosAdo sinddo 0 0 (6N —Neé?).cosg 0
ou encore : o
dX, = dJ Xy, +dX g, (39.142)
En remplagant (39.142) dans (39.126), on obtient :
X' =T+ (1+m).(J+dJ).Xe, + (1 +m).J.dX, (39.143)

(39.143)) montre qu’une correction de d ¢ fait changer les angles des rotations de :
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rx = rx —sinAd @
rx =>ry+cosAdo (39.144)
rz =1z

et le vecteur translation de dX .

Avec les mémes données, on obtient les valeurs numériques dans le tableau@ci—dessous. De
ces valeurs, on remarque que les composantes de la translation varient seulement de quelques

cm.

do (dmgr) dTx(m) dTy(m) dTz(m) drx (dmgr) dry (dmgr)
0.10 -0.001 0.000 -0.004 -0.016 0.099
0.50 -0.007 -0.001 -0.018 -0.078 0.494
1.00  -0.014 -0.002 -0.036 -0.156 0.988
1.50  -0.020 -0.003 -0.054 -0.235 1.482
2.00  -0.027 -0.004 -0.072 -0.313 1.975
250  -0.034 -0.005 -0.091 -0.391 2.469
3.00 -0.041 -0.006 -0.109 -0.469 2.963
400  -0.055 -0.009 -0.145 -0.626 3.951
5.00 -0.068 -0.011 -0.181 -0.782 4.983
10.00  -0.136 -0.022 -0.362 -1.564 9.877

Tableau 39.3 Influence de la latitude géodésique
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cHAaPITRE 40

MEMOIRE DE GEODESIE PHYSIQUE

Ce mémoire de géodésie physique concerne la présentation de différents aspects du probleme
géodésique des valeurs a la frontiere en géodésie physique avec la traduction de I’article ” The
Geodetic Boundary Value Problem and the Coordinate Choice Problem ” de F. Sanso, publié
dans le journal Bulletin Géodésique, Volume 55, n° 1, 1981.

Dans ce travail, nous avons développé plus les calculs de ’article original, peut faire 1’objet
d’un cours d’introduction a la géodésie mathématique et physique.

Ce mémoire a été ridigé durant la période 1984-1997.

40.1 INTRODUCTION

Assumons que la Terre est un corps rigide B qui tourne uniformément autour d’un axe passant
par le barycentre O. Nous définissons un repére cartésien tridimensionnel (x;,x»,x3) avec x3
coincidant avec I’axe de rotation, 1’origine du repere est le barycentre O, x1,x; les deux axes
tournant uniformément avec la Terre dans le plan équatoriel.

Dans un modele simplifié, nous connaissons sur la surface inconnue de la Terre :

— W =le potentiel du champ de la pesanteur,
— g = ||g|| =le module du champ de la pesanteur,
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— (@, A)=les angles définissant la direction de g dans le repere (x1,x2,x3).

Déterminer la forme de la surface S, frontiere de B et le potentiel du champ de la pesanteur W
a travers I’espace 2, en dehors de S, c’est le probleme géodésique classique des valeurs a la
frontiere (P.G.V.F).

Comme c’est connu, le champ de la pesanteur est composé de deux éléments :
1. le champs gravitationnel ( nous le désignons par g.)

2. I’accélération centrifuge, qui dans le repere (x1,x,,x3) peut s’écrire par la formule :

ac = (1)2 (x1e1 +x2e2)
avec @ = vitesse angulaire.

Pour plus de simplification du P.G.V.F, nous supposons que nous avons comme données sur la
frontiere S les quatre quantités :

u = le potentiel du champ gravitationnel et g = ||g|| = le module du champ
de la pesanteur (40.1)
(P, A) = les angles définissant la direction de g dans le repeére (x1,x2,x3)

Notre probleme devient donc de chercher la surface frontiere S et le champ de potentiel u qui
est harmonique dans €, c’est-a-dire que u vérifie :

%u  J*u 9%

g T O Au=0 dans Q 402
8x% ax% 8x§ " ans ( )

et que u est régulier a I’infini et en tenant compte que I’origine O est placée dans le barycentre
tel que :

+e(|Ix|[7) (40.3)

M
u=—
|x|]

avec ||x|| = \/x} +x3 +x3, € — 0 quand ||x|| — o0, M la masse de B.

40.2 LA FORMULATION DU P.G.V.F EN COORDONNEES GENERALES

Commencons avec 1’équation du champ en coordonnées cartésiennes :
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%u  9%u %
Ap=2H M 0 40.4
“ 8x%+8x%+8x§ 0 “40.4)

(@0.4) est équivalente au systeme du premier ordre :

u

d d
g=Vu=gradu = lel +=—ex+ leg, =g1e1 + g2€x -+ g3€3 (40.5)
Jx| dx 0x3
dg1  dg  Idg
Vg=—"+—"+-—"=0 40.6
g axl + (9)62 a)C3 ( )
ou encore : 3
du \ 8gi
gi= o avec Z 5= 0 (40.7)

Introduisons maintenant un nouveau systéme de coordonnées (&, &,,&3) 1ié a (x,x2,x3) par
les relations :

é,‘ = k,-(x) = k,'(xl ,xz,X3) (40.8)
xi = hi(§) = hi(81,62,83) (40.9)
Les matrices jacobiennes de la transformation (xj,x;,x3) et son inverse sont notées par
((x1,x2,x3) = (&1,82,83)) -
8k,-(x1,x2,x3) - (gk,)
8xj o ax]'
o
déE;

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, les équations du champ gravitationnel deviennent :

K = (kij) = ( (40.10)

H=K"=j)=(5%) (40.11)

~ du du 9§ 3 -
= Jx; Z 1 JE ox; Z aé Z 9, hll (40.12)
ou encore 5 5
u u
i ==z ki = it
g 351 ! aél li
et:

agl 851 SR agi

3 ] 3 3
Lox hhogon hLogh "

Soit encore :
7;1[;1 =0 (40.13)

Introduisons la matrice G = ( agf ). Les équations (40.12) et (40.13) peuvent s’écrire ainsi :
J

H' g=V:u (40.14)
Tr(GH ')=0 (40.15)
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V¢, Iopérateur par rapport a &, HT désigne transposée de H, Tr trace de matrice. (40.14) et
(40.15) sont les équations du champ en coordonnées générales.

Maintenant si une transformation des coordonnées est choisie de facon a fixer les fonctions
ki(x), c’est-a-dire que les & sont des fonctions connues des x;, notre probleme, décrit dans
les nouvelles coordonnées, sera toujours une forme de P.G.V.F et rien ne sera gagné. Mais de
I’autre c6té, on pourra supposer que les k; aussi bien les /; sont des fonctions inconnues et
on essayera de les déterminer en imposant que la surface inconnue S (en coordonnées x;) se
transformera en une surface connue S (en coordonnées &).

La difficulté dans cette approche se tient dans le choix des autres équations a €tre satisfaites
par h = (hy, hy, h3) (sont-elles arbitraires ?) et dans I’écriture des conditions aux limites.

Il y a une infinité de transformations et essayer de les caractériser en vaut la peine pour une
approche générale du P.G.V.F. Cependant, il y a des choix qui sont "naturels" depuis qu’ils
résultent de Iaffectation du vecteur & comme une fonction connue des 3 parmi les quatre
quantités (u,g, P,A). Comme ils sont connues sur la surface S, la frontiére en coordonnées &;
devient fixe : les 4 quantités peuvent €tre prises comme dérivant le champ de facon a obtenir

les équations (0.14) et (#0.15) du champ.

La considération du cas sphérique simple dans lequel u = HMTH’ llgll =g = ﬁ convaincra le
lecteur que pour le champ quasi-sphérique, les seules transformations non singulieres des coor-

données peuvent venir heureusement en prenant &; comme fonction de (g, @,A) ou (u, P, A).

40.3 L’APPROCHE DE L’ESPACE DE PESANTEUR

Posons :
&i = ki(x) = ki(x1,x2,x3) = gi(X) = gi(x1,x2,x3) (40.16)
C’est-a-dire vectoriellement on a :
cosDcosA cosDcosA &
E=|lg| | cosPsinA | =g | cosPsinA | = | & (40.17)
sin®d sind &

Cette transformation envoie la frontiere S a une surface connue S dans 1’espace des vecteurs g
(I’espace de pesanteur).

En effet, en un point de S on connait g, P, A mais non x;,x,,x3, par contre sur S on connait
gi = él ) éZa §3 ql'u vérifient 612 + 622 + 532 = g2'
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Larégion Q (x a I’extérieur de B) est transformée en une région £2 intérieure a S.

Suivant le symbolisme du paragraphe 2, nous obtenons :

Bk,» o 8g,» (9214

K= (ax, = ax,) =U= (m) (40.18)

car g; = 9%
H=K'=vu"! (40.19)
G= (32) = (&) =1 (40.20)

Avec 5,1,- =0sii# j,=1sii=j,Ilamatrice unité 3 x 3. La matrice U est évidemment symé-
trique = U~ ! est symétrique et par suite H est symétrique donc H” = H c’est-a-dire :

oh; o ok b

& ~ 9 T 98 3§

ou A désigne le produit vectoriel. Nous en déduisons que :

0:>V§/\h=0

h=grad:y = Ve y (40.21)

ot la fonction y est appelée le potentiel adjoint du champ. D’apres (#0.20)), on trouve :

oh; 9’y I’y
H=U"'=(ZY) = = =y (40.22)
g, = Geag) = Gae)
Utilisant(@0.19) et (@0.22)dans (#0.14) et (#0.13) nous obtenons les équations du champ :
H'g=Viu=Hg=Veu=¥Yg=Veu (40.23)
Tr(GH ) =0=Tr(I¥¢ ) =0=>Tr¢ ' =0 (40.24)

L’équation (#0.23) peut étre intégrée, en notant que :

> du
?’gzvgué;‘f’ugj:ui:a—é (40.25)
eta&(ﬁ%gj_l}’):xl&fjgj—’_.1%(95_%:2%1gj (40.26)
J= j= = j=

Donc (@0.26)) s’écrit :
du

P 3
GLmov) -5

On integre, d’ol :
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3
Z‘I’jgj—‘l’:u—i—cte
j=1

or:

> v ¥
VYVigi=g=—=>8=— ¥ =u+tcte
= 18J dg dg

J

En définissant ¥ a une constante additive pres, on obtient :

3 d
v
Y —¥ = g5~y =u (40.27)
j=1 §
Ainsi pour tout vecteur :
cosdcosA cosPcosA
g=|lg|| | cosPsinA | =g | cosPsinA
sin® sind
sur S.
Le potentiel u correspondant est donné, (40.27) peut -&tre considérée comme une condition

aux limites pour le potentiel adjoint y, cette condition aux limites devra &tre rattachée aux

équations du champ (40.23}{40.24).

Le probléme :

Try—'=0 (40.28)

d o
ga—‘;’ —y—usur § (40.29)
est la formulation de base du P.G.V.F dans I’espace de pesanteur. Il a été tres étudié par Sanso,
Moritz et Witch.

Ici, nous mentionnons seulement que (40.28}/40.29) n’a pas de solutions en général, sauf si les
données satisferont a trois conditions, de plus quand la solution existe, elle n’est pas unique,
il est évident que si Yy est solution de (40.28440.29) alors il est pour ¥ = Yy + A.g pour tout
vecteur arbitraire A. Cette indétermination est naturellement relatée a ’invariance du P.G.V.F
pour les translations spatiales, elle peut étre éliminée en ajoutant 3 conditions, par exemple en
imposant que le barycentre soit placé a I’origine des coordonnées.

Ces considérations laissent a formuler (#0.2840.29) comme suit : trouver ¥ et un vecteur
constant ¢ tels que :

Try—! =0 dans Q, (40.30)
J o
g—w — Y =u+ec.gsur S, (40.31)
dg
et w=—2M"2g"% + £(g*?) aTorigine (40.32)
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Pour les données d’un modele quasi-sphérique, on peut prendre :
u(@,A) ~M'"2g' 2(d A) sur §

Quelques théorémes d’existance et d’unicité de la solution de (#0.30[40.31140.32) pour un cas
quasi-sphérique (u(®,A) ~ M'/>g!/2(® A) sur §) peuvent étre trouvés dans les références
citées par I’auteur.

40.4 1L’ APPROCHE MARUSSI-CARTESIENNE

Nous appelons les coordonnées Marussi-cartésiennes le triplet (u.cos®.cosA, u.cos®.sinA ,u.sin®).
L’approche Marussi-cartésienne se tient dans le choix de (&1,&2,&3) comme coordonnées

Marussi-cartésiennes :
cos®PcosA

E=u® = u| cossinA (40.33)
8 sin®

avec cette transformation, qui est non singuliere, dés que nous avons mis a part I’élément qui
provient de I’accélération centrifuge, la frontiere inconnue S est envoyée sur la surface connue
S:

&l =u(P,A).cosd.cosA (40.34)
& =u(d,A).cosd.sinA (40.35)
& =u(®d,A).sind (40.36)

ol g(P,A) est aussi donnée.

L’espace Q extérieur a S est ainsi transformé dans © a Iintérieur de S et les points & 1’infini
dans I’espace (x1,x2,x3) sont transformés a ’origine dans 1’espace (&;,&,,&3).

Montrons d’abord 2 relations qui sont conséquences de (@0.34){40.33]/40.36)) et utiles pour la
suite, prenons le module du vecteur £, d’ol :

g

||§|\=5=||u§||=u=>5=u (40.37)

On a alors : 3 PYI

u i
L2 (40.38)

ad& d& &

Utilisant et résolvant (40.341{40.335l{40.36)) par rapport a g, nous obtenons :
Eou® g 8r oS g8 (40.39)
g u 3 3
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Voyons maintenant la premiére équation du champ (40.14), elle devient :

& du &i > g &
higil=-—==2=Y n&s == (40.40)
E{ 1i81 8&,- é ; 1 15 5
3 '5
d’ou Zhlié] =2 (4041)
=1 4

Cette relation montre que & est un vecteur propre de H' avec la valeur propre é

Pour la deuxieme équation (40.15]), nous commengons en notant que :

98k S\ _ (&g 8d& g5 I
¢= <aél) (a¢,< 5))_(€8€i+58€i 529@-)
or g?:&k d’ou : ]
G =(Gn) = (?32 te 8 (u— %f’)) (40.42)

Soit GH™! = (6) = 6y = Z 1 Grihy; ! Exprimons O :

Yt =y (598 8 B,
O = ), Culy ,Zl(éaél £ )”’k

D’apres (40.40), ona & =gHTE = ET = gETH dou ETH ' = géTTI = ETH1E = gETE =

g&?

Revenons a Tr(GH ') :

3
Tr(GH™') = Y 6 = Z?Z 8§ihi7<l +§;Zéikhi7c] _ %;Z&;h;{lék =0

k=1 k i

Zdeh,k =Tr(H )Y Y &hy' & =ETH'E = g&%t (Zh;}i") H‘lg
k i k

En définitive, nous obtenons :
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Tr(GH*‘)zvggH*‘§+§Tr(H éggéz

§ ¢
Soit : 5
-1y 18 -y _ & _
Tr(GH ') =VegH += &1 (H)—==0 (40.43)
S ¢ 4
Divisons (40.42)) par g?/&, nous arrivons 4 1’équation du champ :
VegH '6 1
ggiz& +-Tr(H ") —=1=0
8 g
ou: | |
vg(g)H—ngrgTr(H—l)—l:o (40.44)

Pour réduire le systeme des équations (#0.40) et (40.44) en une seule équation, introduisons le
potentiel auxiliaire :

0=y m&=hé (40.45)
!
Comme nous verrons, la matrice H et la fonction g~! = 1/g peuvent étre exprimées 2 la fois

au moyen de ¢ de fagon que (#0.44) devient notre unique équation de champ avec I’inconnue
. En effet, prenons la dérivée de (0.4 et utilisant (#0.40), nous obtenons :

87(/) o ahl aél ‘gt _ a(P .
28 ~Log st LGy =Eibithi= o= op —h (40.46)
Calculons :
g &2
i*l = i ihi =
ped - o yall-Fan-3l -
£ L de a1 1 .9d¢ J <<p>
5ot g l=—= ()= (L 40.47
Utilisant dans (@0.46)), nous trouvons :
h; = -&— < > (40.48)
9@ &\ ¢
Différentions encore une fois, nous obtenons la relation entre H et @
oh; 2% 0 q)>
a2 _§ , 40.49
5% = ston e (8) ~samae (£ 4049
Nous écrivons (#0.49) sous forme symbolique :
H=D.¢ (40.50)

avec D la matrice des dérivées partielles du 2eéme ordre :
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2

p=0n=dao=eie o (g5~ &) 65 (25 ) 675 (&) =

o S (.09 & 9%¢ élékcﬁp & g &y
9€i85k_f§2(5f9€_(p>_59§k8§+ £ o TErgg, 0E
o dp _2905 & e
9E, ~ EJE  EOE
D’ou
% & e & (.09 5 5%
Piu?=5eag, ~ £ a5 ot & (586 "’)* g4 (585 "’)
_de & e 1 (o &idk
= 9808 E95aE @ (5’k 2 )(585 "’)
Soit :

P& (o 8GN (9
Di=5g0g ~EogaE @ (5* 2t )(%g 1) (40.51)

Enfin utilisant @0.47) et (#0.50) dans {0.44), nous pouvons écrire 1’équation du champ a
I’aide de la seule inconnue ¢ comme :

g (pﬂ B R
— Vel — =+ D +—=—=—=Tr(D —-1=0 (40.52)
{5(&1)& (Do)~ & agg’( ?)
A cette équation, on peut ajouter la relation :
) (p) I 2p &2
X T o= 40.53
9¢ (5 (:35 = #4053

qui peut servir comme une relation aux limites du type probleme avec dérivée oblique.

En résolvant les équations (#0.52) et (#0.53) pour ¢ et utilisant , nous obtenons le
vecteur champ x comme fonction de & traduisant ce-ci pour § nous aurons la surface S qui était

I’une des inconnus du probleme.

[’ autre inconnue u peut étre obtenue en principe en invertissant x = h(§) — & = k(x) et po-
sons alors u = & = |[k(x)|].

Lauteur espérait au début que cette approche Marussi-cartésienne pouvait arriver aux équa-
tions du champ avec une condition simple aux limites. Cependant, il n’a pas pu réduire le
systeme (40.40), (40.44) a une seule équation sans introduire le potentiel auxiliaire ¢ qui in-
évitablement amene a une condition aux limites du probléme avec dérivée oblique et de plus
sans unicité. C’est facilement vérifiable en notant si ¢y est une solution de (#0.52) et (#0.53),
la fonction ¢ = @y +a.£ est aussi solution du méme probleéme pour toute constante vectorielle

5(0)-(3) oo
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La non unicité est encore une fois reliée a ’invariance du P.G.V.F par une translation, en
revenant a (40.48)) et en notant que si :

est le vecteur champ x correspondant a ¢ alors :
d (@+a.
x=h=Vs(a+ad)- £z (D) (40.54)
d
x:v5%+_ga(‘g°)_xo+a (40.55)

en notanta = a& /&.

(40.55) montre pour le moment que la frontiere S correspondante a ¢ est la méme que celle de
¢ translatée par le vecteur constant a en module.

L’unicité peut étre achevée en imposant I’identité entre le barycentre des masses avec 1’origine
des coordonnées (x1,x2,x3). Aprés une simple analyse du comportement asymptotique de ¢ :

¢ =he =h(G).¢ =xug/g
on réalise facilement que la condition cherchée peut étre écrite sous la forme :
®=—-M+0(E%) quand & — 0 (40.56)

car x.u® = —u||x|| = M.

En approximation quasi-sphérique, on a équivalence avec :

(Ve@)e—o=0=(gradg )

En analogie avec 1’approche dans 1’espace gravité, nous modifions la condition aux limites en
ajoutant la constante c :

2
=2 +c 40.57
55 g g ( )

ainsi nous avons équilibré les conditions et les inconnues.

Recapitulons, nous arrivons a la définition suivante du P.G.V.F en coordonnées Marussi-
cartésienne : trouver @ et c tels que :
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- [vé <a‘£>} 09) &+ 2L @ 1r(Dp)" — 1 =0 dans & (40.58)

¢ d¢ &
éa—(p—w——zﬂg—surs“ (40.59)
d& g '
®=—-M+o0(E%) quand & — 0 (40.60)

Pour montrer que ce probléme est significatif, nous devons le linéariser au paragraphe suivant
sous I’hypothese que la différence entre 1’actuel ¢ et la solution sphérique @ est une petite
quantité du premier ordre.

40.5 L’ APPROCHE MARUSSI-CARTESIENNES EN APPROXIMATION
SPHERIQUE

Le potentiel gravitationnel d’une spheére homogene de masse M est :

M
u=— (40.61)
[Ix]]
et le vecteur champ de pesanteur :
M
g=—1-3X (40.62)
1|

Notons que g/g = —x/x. Nous trouvons a partir de la définition (40.34}[40.36)) :

M
E=—us=———x (40.63)
x|l

Notons que la relation connue ||€]| =& = ﬁ‘f—u = u est vérifiée. De et de la définition
(@0.43), nous déduisons que le potentiel auxiliaire @y pour une sphére homogene est donné
par :

0o = x.§ = —M = constante

Vérifions que c’est réellement une solution de (40.58}{40.59{40.60] En effet, nous avons :

- {V,; (;(Pgﬂ Do) ¢ +2 21 (Dg) 1 —1 =0

95 ¢
JORICR
t:
R R RO
et:

Dey = —%(1—2105) avec P: = (%E")
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projection dans la direction de & d’ol [Dgp) ™! = %(1 2P¢). En remplagant dans 1)
nous trouvons :

2 2
(54 §> é(I 2P5)§+(§2 { é([ 2Pg)} l:—é(l 2P§)§ Tr(I—2P;)—

&
Pour I’équation 1i nous notons que vu g = XMz = % % la relation :
o 2

est clairement satisfaite avec ¢ = 0.

Finalement la troisieme relation (#0.60) est triviale a vérifier des que @y = —M. Si nous assu-
mons que I’actuel potentiel u est proche d’un potentiel sphérique et cette hypotheése peut étre

testée en observant si la relation g = §; est approximativement satisfaite par les valeurs de la
frontieére, nous pouvons encore écrire :

Q=@ +60=—-My+5¢ (40.65)

en considérent 6 ¢ une petite quantité du ler ordre, nous pouvons linéariser le probleme (40.58
[0.60). Linéarisons I’équation du champ en rappelant que pour toute matrice non singuliére la
relation :

dA Yy =-A"1daa™!

est vérifiable, nous pouvons écrire :
~|Vegz ()| pai g+ Vg ()| pai 0500w 2 @006

()3 (3o s

En utilisant (#0.64), il n’est pas difficile de prouver que (#0.66140.67) se réduit a 1’équation
simple :
—&2
A6(p 0

A la place de (#0.58140.59}40.60)), nous obtenons pour 1’approximation sphérique linéarisée le
probleme :

ASP=0 (40.68)
2
AL <5 M> ted (40.69)
d¢ 4
8¢ = —(M—My) +o0(E?) (40.70)
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Ceci n’est autre que le bien connu ’le probleme simple de Molodensky” dans la terminologie
de T. Krarup.

Il est facile de prouver que la solution de (40.68}{40.69H40.70) existe et elle est unique, dés que
les données u(P,A) et g(P,A) sont régulieres de facon que les fonctions g € C'+¥ et u € C>
(d > 0,C'*4 désigne I’ensemble des fonctions 1+ d différentiables).

40.6 CONCLUSION

Au paragraphe 2, nous avons défini ce qu’on peut appeler le probleme général de choix du sys-
teéme de coordonnées qui entraine le probleme géodésique des valeurs a la frontiere une forme
de frontiere fixe. L’approche de 1’espace de gravité et celle de Marussi (1égerement modifiée)
sont alors considérées comme des solutions possibles de ce méme probleme général.

Les deux approches aboutissent en deux problémes non-linéaires des valeurs a la frontiere du
type dérivée-oblique, d’une ressemblance frappante, aussi loin que les propriétés de I’unicité
et de la régularité des solutions soient considérées.

Il semble que le probleme de dérivée oblique (avec solutions non uniques) défini par 1’opérateur

de frontiére : 5
LA
est la formulation "naturelle" du P.G.V.F. L’approche Marussi-cartésienne a I’avantage que les

conditions de régularité :
g(®,A) € CTT u(d,A) € 42

requises dans 1’ordre de garantir I’existance de la solution semblent plus raisonables que les
conditions reciproques (1 € C?*1, ¢ € C?*? provenant de 1’approche de gravité. Ce-ci est di
comme conséquence des relations :

Ju  Ox
L AT
du  Jx
gA ~ FoA

Nous exigeons que u soit plus réguliere que g, au moins pour une topographie lisse convenable.
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cHAPITRE 4 1

THEORIE ELEMENTAIRE DE LAPPROXIMATION

Ce papier représente des notes rédigées a partir du cours de 1’Analyse Numérique suivi a
I’Ecole Nationale des Sciences Géographiques pendant les études au Cycle d’Ingénieur Géo-
graphe (1984-1986). Ces notes concernent une introduction a la théorie de I’approximation.

41.1 INTRODUCTION

Le probleme de I’approximation pose les questions suivantes :

- le choix de I’espace dans lequel on se place pour faire une approximation ; exemple 1’en-
semble € ([0,1],R) I’ensemble des fonctions continues de I’intervalle [0,1] vers 1’ensemble
des réels R.

- le choix de la notion de proximité(de distance). Deux fonctions f et g sont proches si :

supxejo.lf(x) —g(x)[ < € (41.1)

pour € > 0 donné,

- le choix des fonctions de bases. Exemple : 1,x,...,x",.. de [0,1] — R. On a comme donnée
f€%([0,1],R). Le probleme posé est considérer les composantes linéaires Y7, a,x” de fagon
que :
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n

supxe[0,1]| Z apx? —fx)|<e

p=0

Application : remplacement dans les calculs la fonction par le réel 3 apx”.

41.2 NOTIONS D’ APPROXIMATION

41.2)

1. Soit f une fonction continue sur [a, b], déterminer un polyndme P tel que supyc(qp) | f(x) —

P(x)| soit le plus petit possible.
2. Méme probleme avec P de degré donné N : P(x) = Y/
3. 7T f(x) — Xk="  are=™|2dx < € donné, trouver les ay.

k=—n

4. Trouver un polyndme P(x) d’interpolation telque :

P(xi) =i
P/(xi) =JYil
P™ (x;) = yin

41.3 MEILLEURE APPROXIMATION DANS UN ESPACE METRIQUE

(41.3)
41.4)
41.5)

Définition : Soit E un espace métrique muni d’une distance d. d est une application de E x

E — Rvérifiant Vx,y,z € E :

d(x7y) = d(y"x)
d(x,2) <d(x,y) +d(y,z)
dlx,y) =0=x=y
Exemples :

-E=R, d(xy)=|lx—yll,
-E= Cg([aab]vR)a d(fag) = SUPxe[a,b) ‘f(x) _g(x)

~E=%(a,b],R), d(f,g)=/J7|f(x)—g(x)]2dx,

)
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- E est I’ensemble des fonctions de carré intégrable, d(f,g) =1/ /. f |f(x) — g(x)|2dx,

-E=%"7([a,b],R) p fois continuement dérivables, d(f,g) = supxe[a’b]suijMf(x)(j) —g(x)].

Probléme Posé : Soit f € E un espace métrique et F C E, F un sous ensemble, déterminer
@* € F telque d(f, P*) =mingerd(f, P).

Soit E un espace vectoriel muni d’une application || || de E — R :

x| =0<x=0
x— [|xl[ 9 [[Ax] = [A]]lx] (41.9)
[+ y[F < el + [l

L application || || est appelée norme et I’espace vectoriel E est dit espace vectoriel normé.

Théoreme 1. : Si F est un sous espace vectoriel de dimension finie dans [’espace normé E,
alors pour toute fonction f € E, il existe ®* € F qui réalise la meilleure approximation de f.

|If — D*|| = minger | f — @|| (41.10)

41.4 APPROXIMATION UNIFORME

Soient E = % ([a,b],R), f € €([a,b],R), { fu},cn un ensemble dénombrable de € ([a,b],R).

Probleme : Chercher les a; € R tels que supc(qp)[f(x) — YN o anfu(x)| plus petit possible ?
Soit F le sous espace vectoriel engendré par les f,, pour n < N. Soit @* € F, alors ®* s’écrit :

n=N

" = Z An fn

n=0
avec linpy— 4coSUPyc [a,b] |f(x) — Zﬁ:o anfn(x)| = 0.
Soit A un sous ensemble de E. On dit que A sépare les points de [a,b] si pour tout (x,y) €
[a,b] x [a,b] 3f €A telle que f(x) # f(y) pour x # y.

Exemple : E = %([a,b],R) et A = I’ensemble des polyndmes définis dans E.

Théoréme 2. : Si [’espace vectoriel A C € ([a,b],R) sépare les points et telque f € A et g €
A= fg € A et contient les constantes, alors toute | € € (|a,b],R) s’approche uniformément
par une suite @, de A avec :
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limp—>+°°supx€[a,b] |f(x) - (pp(x)| =0 (41.11)

Si po, p1, ..., pn les polyndmes et A I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies de
polyndmes, on a :

N
limy— oosupy| f(x) — Z anpn(x)| =0 (41.12)
n=0

41.5 POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

Considérons ¢"® on a alors :

n
¢"® = (cos@ + isin®)" = Z CPcos0" PiPsin? @ = cos(nB) + isin(nb) (41.13)
p=0

On sépare partie réelle et partie imaginaire. Pour la partie réelle, on obtient pour p pair soit 2k :

cosnB = Z (—D*C*(cos0)" (1 — cos?0)* (41.14)
k=0
On pose :
T,(cos0) = cosnO (41.15)
Posons :
—T T
x=cos0; 7§9§%©6:Arccosx; —1<x<+1 (41.16)

T,,(x) est un polynéme dit polyndme de Tchebychev d’ordre et de degré n. Il est défini par :

T,(x) = cos(nArccosx); —1<x<+1 (41.17)

41.6 LES PROPRIETES DE T),(x)

1 =1 < Tp(x) < +1,
-2. Si n est pair alors T,,(x) est pair,

-3. Si n est impair alors T, (x) est impair,
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-4. T,(x) est un polyndme de degré n car Ty (x) = 2"~ 'x" + polyndmes de degré < n— 1. En
effet, le coefficient de x" est £, C2 or (141" ! =Y/~ 1Cl | =2""! =¥, ,C? en utilisant

2%—1 | 2k 2
la formule C2*' + C2%1, = C2.
-5. Relations de récurence entre T,,11,7,,T,—1. Ona:

cos(n+m)6 + cos(n—m)0 = 2cosnBcosmO
pour m = 1, on obtient :
cos(n+1)0 +cos(n—1)0 = 2cosnBcosb

soit :
To1(x) = 2xT,(x) + T—1(x) =0 (41.18)

Ona:Ty(x)=1etT(x)=x.
-6. Les zéros de T, (x) :
T,(x) = 0 & cos(nArccos(x)) = 0 < nArccos(x) = (2k+ l)g,k =0,1,2,..,n—1

& Arccos(x) = (2k+ 1)21 < x = cos((2k+ 1)£
n n

)

-7. Les maximums et minimums de 7;, sont +1 et -1 pour x = 1,cos(x/n),...cos(km/n).

-8. L’ensemble des T, (x) forme un systéme de polyndmes orthogonaux relativement au produit
scalaire :

' f(0)g(r)dt
<f.g>=| ———— 41.19
fa>= [ LA R
On utilise la formule :
1
cosnBcosmO = T,,(cos0)T,,(cos0) = E(cos(n—f—m)@ +cos(n—m)0)
ona:
+
T,(cos0)T,,(cos0)dO =
1 47 n#*m; =0
5/ (cos(n+m)0 +cos(n—m)0d0 = n=m#0;, =mr/2 (41.20)
0 n=m=0; =7

Faisons le changement de variables :
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—dx
V1—x2

x=cos0 = do =

L’équation (#1.20) devient :

i sin#m; =0
/ Mn(xz)dx: sin=m#0;, =m/2 (41.21)
-1 V1—x sin=m=0; =x

Remarque : les vecteurs propres de I’équation de Sturn-Liouville :

bﬂ_ﬁw@ﬁ+vflﬁwm:0 (41.22)

sont les polyndmes T, (x) et les valeurs propres correspondantes sont 1.

Application : soit f une fonction définie et continue de [0,1] — R. On veut I’approcher par
des T, (x). Posons :

1 Ff()Tu(x)dx
ap = 41.23
=l e -2
avec -
+
I = [ e @124
-1 V1—x?

A f on associe (ag,ay,...,dn,...), alors f s’écrit :

oo
f) =Y aT(x) (41.25)
n=0

La limite est au sens de la norme :

+1 £2(5)d
A=y [ L2

1—x

Alors on a une approximation polynomiale de telle que || f(x) — Y'N_ @, T,,(x)|| soit aussi petit.

41.7 MEILLEURE APPROXIMATION UNIFORME

Théoreme 3. Théoréme de Tchebychev : Dans [’ensemble des polynémes de degré n, ayant

pour coefficient de terme de plus haut degré 1, c’est T, = ;—El qui réalise la meilleure approxi-

mation de la fonction nulle sur [0,1].

Soit ¢ : [0, 1] — R avec ||@|| = Supycjo,)|@(x)| et 2, = {¥+a,1x" "+ . +ao}.
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Alors || T || = i1 = Ming,e, | Rall-
Raisonnons par I’absurde, il existe un R, € &,  ||R,|| < ||T;7]|. Or:
Tn* _Rn = Pnfl

dedegrén—1letona:
Pnfl(l) = T*(l) 7Rn<1) - F *Rn(l) > 0

Soient xq, x1, ..., X, les n+ 1 points ou 7,* prend les valeurs 1,-1,..., alorson a :

7, (x1) 1
ot~ Ra() =~

Pn,l(xl): fRn(x1)<0

P,_1 dedegré n—1 an+ 1 points ou il prend des valeurs alternées positives et négatives donc
P,_1 aurait n racines = B,_; = 0= T,” = R, et on a la contradiction car ||R,|| < ||T,7]|.

41.8 APPROXIMATION UNIFORME POLYNOMIALE D’UNE FONCTION
CONTINUE

Soit &, = {ensemble de tous les polyndomes de degré < n}; p; la meilleure approximation
uniforme polyndmiale d’une fonction f € € ([a,b],R), on a alors :

Ilf = pull = Miny,c,|| f — pall (41.26)

On admet I’existance de p;.

Théoreme 4. : Si p, € P, est telque la fonction €,(x) = f(x) — p,(x) atteint des valeurs ab-
solues extrémes alternées M,—M ,M, ... avec M = ||&,|| en n+ 2 points alternés, alors p, est
la meilleure approximation uniforme polynomiale de f sur [a,b].

Démonstration par ’absurde : 3¢, € &, avec

1f = anll <IIf = pull = ll&all = M

Soit r, = g, — pu, il est de degré < n, il change n+ 1 fois de signe dans I’intervalle xg, x1, ..., X;+1
oug,=x+tMet:

7a(x0) = qn(x0) — pn(x0) = qn(x0) — f(x0) + f(x0) — pa(x0)

Or |gn(x0) — f(x0)| < M et f(x0) — pn(x0) = £M donc r,(xp) est < 0 ou > 0, change n+ 1 fois
de signe an+1racines = r, =0.

La reciproque est vraie.
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Unicité de p; : Soit p;, et pr, 2 meilleures approximations polyndmiales.

I1f =Pl = If = Piall = Py

alors :
. Pp1+Pn 1 . " *
o < If =22 < Sl 7= piall 4+ S S piall = P @1.27)
En posons :
Sy = Pui TP (41.28)
2
ona:
o = If = sl (41.29)
Donc f — s, atteint son maximum en n -+ 2 points de facon alternée en appliquant la reciproque
du théoréeme 3. avec s, = W, il existe xq, X, ...,X+1 telsque :
P = 1) = su(xi)| < 51 () = paa () [+ 5 1f (i) = pra (xi) < (41.30)
car:

(i) = sn (i) = [ (xi) = poy (i) = [ (xi) = pa (i)

Les points extrémaux de f —s,, f — pr,, Py, sont les mémes et :
* 1 *
1f i) = Py (xi) | = 1 (xi) = i (i) | = 51 (xi) = Py (i) + f (x) = P (1) (41.31)
et utilisant :
1
|a|=|b\:E|a—|—b|:>a=b (41.32)
Alors :

P (xi) = Pra(xi) = pp1 = Pa (41.33)

41.8.1 Calcul de p;,

On peut toujours ramener [a,b] a [—1,+1]. Soit f € €([—1,+1],R), on suppose que f est un
polyndéme quelconque de degré < n+ 1, soit :

Pii(x)=f(x)= a,,+1x”+1 +apx*+...4+ayg avecay; | #0

Posons :
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an+1 .
pl) = Pt () = 2 (1) degré <

An+1 n+1
&n(x) = f(x) = pu(x) = Pos1 (x) — (Pay1 (x) — ;T n*+l (x)) = ;TTI;LI (x)
or 7,4 atteint en n+ 2 points des valeurs extrémales alternées j:a’é—;‘.

Cas général : f fonction continuement dérivable. f s’écrit :

oo
fx) = ;)arTr(x)

avec

AR
aO_E/4 \/1—x2dx

2 1
L2 [T,
TJ-1 V1—x2

La convergence est uniforme.

oo n
f(x) - Z arTr(x) - Z arTr(x) = an+1Tus1
r=n+2 r=0

Alors :
n
g (x) = Z a,T(x)
r=0

est meilleure approximation de la fonction f — Y7, a,T;(x).

41.9 MEILLEURE APPROXIMATION EN QUADRATIQUE

(41.34)

(41.35)

(41.36)

(41.37)

(41.38)

(41.39)

(41.40)

Définition 1 : Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel (sur R ou C) telqu’il existe une

application de H x H — R ou C qui a (x,y) € H x H —< x,y > vérifiant

<x,y>=0&x=0

<x,x>>0six#0

<x,oy+Bz>= 0 <x,y>+B <x,z> bilinéaire
<X Yy>S=< Y, x>

Définition 2 : La norme d’un vecteur x est :

x| = v<x,x>

Théoreme 5. : Toute suite de Cauchy dans un espace de Hilbert H converge. soit :
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Ve >0,3ng e NVp >noVqg>ng ||x,—x4|| < €
et Jy € H telque limy—, 4o||xy —y|| =0 (41.46)
Exemples :
-H=Ravec <x,y >=ux.y
-H =R avec < x,y >= Y, x;.yi

- L’ensemble de toutes les fonctions f de carrés intégrables a valeurs complexes est un espace
de Hilbert :

fRLC <fg>= :mf(x)g(x)dx (41.47)

Théoreme 6. : L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions a variables réelles :

™ raar < ( :’f(x)zdxf ( | fg(x)zdx)é (41.48)

Notons que si f et g sont orthogonaux, alors < f,g >= 0, et on a le théoréme de Pythagore :

Théoreme 7. : Si f et g sont deux fonctions orthogonaux avec le produit scalaire défini par

@147, ona:
If+&l> = IF1I>+1lgl? (41.49)

Propriété : Si H est un espace de Hilbert et K un convexe de H, alors toute suite de Cau-
chy dans K converge dans K, soit pour tout w € H3 un unique x* € K telque ||w —x*|| =
mingek||w —x||.

Cas particulier : Si K est un sous espace vectoriel telque toute suite de Cauchy dans K converge
dans K, alors 3 un unique x* € K telque ||w —x*|| = minyek ||w —x||.

Si K est un sous espace vectoriel de dimension finie, la condition que toute suite de Cauchy
dans K converge dans K n’est pas nécessaire, et pour tout w € H 3 un unique x* € K telque
w2 = mingex|Jw —x]|.

41.10 MEILLEURE APPROXIMATION DANS UN ESPACE HILBERTIEN

Théoreme 8. : Soit E un espace de Hilbert et F un sous espace vectoriel de E de dimension
finie, alors la meilleure approximation @* € F de f € E existe et unique :

If = @*|| = minger||lf — @ (41.50)

148



Théoreme 9. : Une condition nécessaire et suffisante pour que @* € F soit meilleure approxi-
mation est que :
<f—-P*" P>=0VDPEF

Démonstration :
Soit @* € F, 3P #0€ F/ < f— D", P >=a #0.

Soit :

o
B =D+ P (41.51)
|11
d’ou :
[f— D> =< f— Do, f— Py >=< f— D" — B P - P >=
*||2 o? * —a _ *1(12 o? o? _
* 2 *

If = @* |7 = g < +I1f — 27| (41.52)

D’o la contradiction. Reciproquement, soit @; € F/ < f — @, P >=0, VP € F, alors :

If—@P=<f-P,f-P>=<f-DP+ DD, f-—P +P—1—-D >=
If = @12+ ||P — P2 +2< f— D, P — P >=
lf=®*+ (|2 — P> =|f- P < ||f-DP|| VPEF (41.53)

Donc @, est la meilleure approximation de f € E.

Unicité : soient @, @ deux meilleures approximations :
<f-D[,P>=0VPcF

<f-D;,P>=0VPEF

En prenant @ = @ — @7, on obtient :
<f-Pf, D —P; >=0

< f—D5, Df — D >=0

Par soustraction, ona:
<Pf — D5, D} — Dy >=0= || — D} =0= D} = D; (41.54)

CQFD

41.10.1 Procédé de calcul de ®*

Soient @, @1, ..., ¢y, .. une base orthonormée de E c’est-a-dire :
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s, TLi=]

< Q;,0; >6I,{Oi#j (41.55)
~+oo

f:Zak(pk pour tout f € E (41.56)
k=0

Soit F I’espace vectoriel engendré par (¢g, @1, ..., ¢,) et ®* € F, on a alors :
n
D" =Y apq (41.57)
k=0
Calculer les ag. On utilise < f — @*, ¢ >=0V¢ € F, soit :

n
<f=Y P, Py >=0=><f, 0, >=ay (41.58)
k=0

41.11 EVALUATION DE || f — ®*|

On connait f et &* d’ol

f=27.

Application : Approximation polyndmiale c’est trouver un choix judicieux de polyndmes de
fagon & minimiser || f — @*||. Alors, ona:

If=@* P =IfI* -} a; (41.59)
k=0

Donnons ci-dessous des exemples.

41.11.1 Les Polynémes de Tchybechev

Soit E :

E{f:[l,HHIRa//fl1 f%dt<+oo}

muni du produit scalaire défini par :

+1
<f,g>= L] %dr (41.60)

alors, E est un espace vectoriel de Hilbert et soit F telque :
F = {le sous espace vectoriel de E engendré par Ty, T, ..., T, }

avee
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. T
k= 1+
[

et Tj le polyndme de Tchybechev de degré k, alors @* s’écrit :

s = Yo =S ([THOLO N 5
P (x)—];)aka(x)—l;)( g mdf> Ti(x)

41.11.2 Polynomes de Hermite

Soit E : N
E:{f:R—)R// f(t)zetzdt<+°°}
muni du produit scalaire défini par :

o0

< f.g>= ' F(0)g(r)e™" di

alors, c’est un espace vectoriel de Hilbert.

Soit la fonction :

‘P(x t) _ eft2+2tx _ exzef(tf)c)2 _ f‘jH (x)ﬁ
= - R
n=»

H,(x) estle n &éme polyndme de Hermite de degré n. Il est défini aussi par :

B 9" (x,1) B n 2 de
Hala) = < ar" );:0 . dx"
On a aussi :
dY¥(x,1) B
P =2(x—1)¥(x,1)
oV (x,t)
FP 21 (x,1)
D’ou
oo i oo tn+1 ©2H ,1(x)t
!/ R — n / _
ngﬁ (0= go 2H, (x)— Lo = H!(x) = 2nH,_, ()

41.11.3 Relations d’orthogonalité

Soit m < n, calculons :
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oo ) oo de "
<HypHp>=lhim= | Hi(t)Hu(t)e "dt = / (=1)"Hp(1) dr =

_ oo dr
oo 2
dn—le—t2 B +o0 dn—le—t
[(-1)”1&7,,,(00”"_1 + (=1t 111,’”@)76”"_1 dr (41.68)

En tenant compte de ’équation (41.67) et Hy(f) = 1,ona:

3 400 am—le—t2 B
Iym =2(-1)" 'm . Hy1 (1) dm—1 dt =2(-1)" lm]n717m71 =
oo drzfmefl2

Donc pour m < n, on a < H,,H,, >= 0 c’est-a-dire les H,, sont orthogonaux. Sim =n,ona:

o0
< Hy Hy>=1I,, = Z”n!/ e dt =2"nl\/x (41.70)

—o0

. H -
Donc les fonctions polyndmes Jiﬂi\f sont orthonormées. On choisit alors la base ¢ pour
2"nl\/1

k=0,navec :
x2

Hie™ 2

X)= ——— (41.71)
NN
Soit f € E, elle est estimée par @* telle que :
k=n o0
D (x) = Y arpr(x) avec ;= f(t) o (t)dt (41.72)
k=0 e
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CHAPITRE 42

NOTE SUR LA DETERMINATION DES PARAMETRES DU
MODELE DE BURSA-WOLF

42.1 INTRODUCTION

Avec le développement de la technologie de positionnement spatial (GPS, GLONASS, Galileo,
ComPass), laquelle fournit a 1’utilisateur sa position (X,Y,Z) tridimensionnelle dans un sys-
teme géocentrique mondial donné, par exemple pour la technologie GPS c’est le systeme dit
WGS84 (World Geodetic System 1984), il est nécessaire de savoir la transformation de passage
du systeme géodésique mondial au systeme géodésique national ou local. Nous présentons ci-
apres en détail comment déterminer manuellement les parametres du modele de Bursa-Wolf
de transformations de passage entre les systémes géodésiques.

Nous utilisons par la suite les notations suivantes :

- (X1,Y1,Z;1) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systtme géocentrique (systeme 1)
(0.X1.Y1,Z1)

- (X3,Y2,75) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme local (systeme 2) (0, X1,Y1,7Z;).

42.2 LE MODELE DE BURSA - WOLF

Ce modele s’écrit sous la forme vectorielle :
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X, =T+ (14+m).R(rx,ry,rz).X) 42.1)

N

ol :
- X est le vecteur de composantes (X5, Yz,Zz)T , T désigne transposée,

- T = 0’0 est le vecteur translation de composantes (T, Ty, TZ)T entre les systemes 1 et 2,
- 14+ m est le facteur d’échelle entre les 2 systemes,

- R(rx,ry, rz) est la matrice de rotation (3 x 3) pour passer du systéme 1 au systéme 2,

- X est le vecteur de composantes (X1,Y1,Z;)7.

En développant (2.1}, on obtient :

X Tx 1 rz —ry Xi
L)l=Ty|+(l+m)|—-rz 1 Y1 (42.2)
Zn T ry —rx 1 7

avec (rx,ry,rz) les rotations comptées positivement dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre. Comment déterminer les parametres modele @2.1)) ?

42.3 DETERMINATION DE L’ECHELLE 1 +m

On suppose donné un ensemble de points P, pour i = 1,n connus dans les deux systémes S et
8. On écrit Iéquation (#2.T)) pour deux points P; et P, d’ou :

X(Pj)o =T+ (1+m).R(rx,ry,rz) X(Pj) (42.3)
X(P)o =T+ (14+m).R(rx,ry,rz).X(P)1 (42.4)

Par différence, on obtient :
(PjPr)o = (1+m).R(rx,ry,rz).(P;jPi)1 (42.5)
On prend la norme des deux membres de (42.5) etque 1 +m >0 :
(P P)2l| = [[(1+m).R(rx, ry, rz).(Bj P [| = (1+m)|[R(rx,ry, r2). (B P (42.6)

Comme R est une matrice de rotation, donc son application a un vecteur est une isométrie,
c’est-a-dire qu’elle laisse invariant la norme ou la longueur du vecteur soit :

|IRX] = | X|| VX (42.7)

On a donc :
(P Pe)2| = (1+m)|[(P;P)1| (42.8)
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Soit :
|(PPg)2 |

|
Z”PPk |

N désigne le nombre de couples de points P;F;, j # k.

42.4 DETERMINATION DES ROTATIONS (rx,ry,rz)

Connaissant (1 +m), pour un couple de points P;, P, on a
(Pij)z = (1 +m).R(rx, ry, }’Z).(Pij)l

Détaillons la matrice R :

1 rz —ry 100 0 rz —ry
R=|-rz 1 m |=(010)+|-rz 0 m |=5+0
ry —rx 1 001 ry —rx O

avec I3 la matrice Unité et Q la matrice :

0 rz —ry
O=\|-rz 0 rx
ry —rx 0

Alors I’équation (#2.3)) devient :
(PjPr)2 = (1+m).(Is + Q(rx, 1y, r2)).(P;Pp)1
Soit comme m << 1 et m?> << 1 :

O(rx,ry,rz).(PjPr)1 = (1 —m).(P;Py)2 — (P;Py)

En posant :
AX’ AXjy vi = (1—m)AX) — AXjy
(PiPr)2 =AY, (PP =AYy i v=|va=(l—-m)AY; —AYy
AZ/ Aij V3 = (1 —m)AZ}k—Aij

Alors, on obtient I’équation :

O(rx,ry,rz).(PjPr)1 =v

ou encore :
0 7Aij Aij rx Vi
Aij 0 —AXjk Ayl =1v
—A ij AXjk 0 rz V3
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Or le déterminant de la matrice Q' :

0 —AZy AYy
O=|A4Zx 0 —AXj (42.17)
—AYj AXjp 0

est nul. Pour passer de cette conséquence, on utilise pour chaque ligne du systeme (42.16) un
couple de points ij ce qui donne le systeme :

0 —Aij Aij rx ijl
AZ[m 0 7AX1m Y ) =1 Vim2 (4218)
—AY,, AXiy, 0 rz Vin3

Le systeme (@2.18) devient résolvable ce qui permet de déterminer les trois rotations rx, ry et
rz.

42.5 DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA TRANSLATION T

Les composantes Tx, Ty, Tz du vecteur translation sont déterminées a partir des coordonnées
des points Pj connus dans les deux systemes a partir de :

Txj=Xo;— (14+m)(X1j —rxY1j+ryZij) (42.19)
Ty;=Ysj— (14+m)(rxXi; + Y1, — rzZy) (42.20)
sz:sz—(1—|—m)(—ryX1j+l’ZY1j+le) (42.21)

Les composantes Tx, Ty, T z sont obtenues par une moyenne sur les N points communs 2 savoir :

N
T .
Te— X 1% < Al (42.22)
N
T .
Ty X D =2 (42.23)
N
T .
Tz = % (42.24)

Littérature

1. A. Ben Hadj Salem. 2011. Cours d’initiation au GPS. v1. 74 p.
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cHAPITRE 43

APPLICATION DE LA METHODE DU REPERE MOBILE A
LUELLIPSOIDE DE REFERENCE

43.1 LE REPERE MOBILE

43.1.1 INTRODUCTION

Soit E I’ellipsoide de référence géodésique défini par les parametres a, e respectivement le demi
grand axe et la premiére excentricité. Soit Z(0, X, Y, Z) le référentiel géocentrique associé a cet
ellipsoide. Un point A est défini par ses coordonnées cartésiennes tridimensionnelles (X,Y,Z)
par:

X = (N+h)cospcosA 43.1)
Y = (N + h)cos@sinA (43.2)
Z = (N(1—¢€*) +h)sing (43.3)
avec : a
N=——9% (43.4)

V1 —eksin2¢

Au point A(¢,A,h), considérons le repere local défini par le repere orthonormé (e ,eq,e,)
défini dans la base orthonormée (i, j, k) de % par :
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Fig. 43.1 Le Repere Mobile

—sinA —sin@cosA cos@cosh
e) = |cosA jep=|—sinQsind ;e, = |cos@sini
0 cosQ sing

Pour faciliter les notations, posons :

e =ey
ezze(p
€3 =€y

(43.5)

(43.6)
(43.7)
(43.8)

Quand les coordonnées géodésiques (¢, A,h) du point A varient, le repére local en A se déplace

ce qu’on appelle le repere mobile du point A.

43.2 ECRITURE DIFFERENTIELLE DE dA ET de;

Le point A est défini dans & par :

OA =Xi+Yj+Zk
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avec (i, j, k) 1a base canonique de %Z. Comme (e, e2,e3) est aussi une base orthonormée de Z,
on peut passer de (i, j, k) a (e,e2,e3) (voir §[2?]) par :

i —sinA —sin@cosA cos@cosA e
J| = | cosA —sin@sind cos@sini e (43.10)
k 0 cosQ sin@ e3

La différentielle de (43.9) donne :
dA = idX + jdY +kdZ

en remplacant i, j et k en fonction de eg, e; et e3, on arrive a I’expression différentielle :

dA = Y=} wye; 43.11)

De méme, la différentielle d’un vecteur e; s’exprime dans la base (i, j, k) qui sera transformée
dans la base (¢;) utilisant la matrice inverse de (¢3.10)), on aura alors :

de; = ij? ;e (43.12)

Les deux formules @3.11)) et (43.12) définissent le déplacement infinitésimal du repeére mobile
au point A quand ce dernier se déplace.

Les coefficients ®; et @;; respectivement dans les deux formules précédentes sont des formes
différentielles de degré 1 en fonction des formes différentielles dA,d ¢ et dh (voir §[2?]).

43.3 LES RELATIONS SATISFAITES PAR LES FORMES
DIFFERENTIELLES o; ET ®; :

Revenons aux dernieres formules (@3.T1)) et (@3.12), elles représentent des différentielles de
fonctions vectorielles, par suite, on a alors :

d(dA) =0 (43.13)
d(de;))=0 i=1,3 (43.14)

La formule (#3.13)) donne :

l

d(dA) =d() wer) =Y d(we;) =Y (dwe;— i Ade) = Y dwje;— ) o Adej =0 (43.15)

Soit :
Zd(!)iei = Z(!),’ Nde;
i i

Remplagons maintenant de; par son expression (43.12)), on obtient :

159



Zdw,'e,' = Z(D,' Nde; = Z(D,‘ /\Zwikek = ZZ(D,' N Qe
i i i k ki
Ce qui donne en changeant les indices i et k pour le terme a droite :

Zda),'e,' = ZZ(DI( N ie;
i k

1

Soit :

do; =Y =3 ap N g (43.16)

Revenons maintenant a la formule (#3.14)) :

=3 =3
d(de,)zOzd(Z (l)ijej'):Zd((l)ijej') (4317)
=1 =1
Or:
k=3
Zd(w,-jej) = Zd(x),’jej —Z(Dij /\d(ej) = Zd(x),’jej —Z(D,'j/\ (Z a)jkek) =0
J J J J J k=1
Soit :
j=3k=3
Zda),'jej = Z Z W;j \ Wjrey (43.18)
I j=1i=1

Les (e;) forment une base de %, les coefficients de ¢; doivent étre égaux, ce qui donne aprés
manipulation :

dojj =Yt opney,; 1<i<3,1<;/<3 (43.19)

43.3.1 CAS DE REPERE MOBILE ORTHONORME

Dans le cas étudié dans cette note, la base (e;) est une base orthonormée c’est-a-dire :

=1si i=j=1
crej =05 {Osi i#j (43.20)
En différentiant (43.20), on a :
de,-.ej—l-e,-.dej =0 (43.21)

En utilisant la formule donnant de; c’est-a-dire (43.12), I’expression ci-dessous devient :
k=3 k=3
(Z a),'kek).ej +ei( (J)jkek) =0 (43.22)
k=1 k=1

Comme ¢;.e; = §;;, on obtient :
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| o +@;=0 Vij=13] (43.23)

Etquandi= j,ona:

|01 = 0n=03=0| (43.24)

43.4 APPLICATION A L’ELLIPSOIDE DE REFERENCE

43.4.1 CALCUL DES ;

En différentiant les formules dans la base (i, j,k) ona:
dA =idX + jdY +kdZ
En remplacant i, j et k par leurs expressions en fonction de e, e, et e3 on obtient :
dA = cos@(N+h)dAe; + (p + h)dpe, + dhes (43.25)

Soit :

|0 =cosp(N+h)dA; @ =(p+h)de; @y =dh (43.26)

43.4.2 Calcul des w;;

Le calcul de de; en fonction des vecteurs e; du repere mobile au point A se fait en utilisant
@3.3):

dey = —(icosA + jsinA)dA

dey = (—cos@cosAdQ + sin@sinAd )i+ (—cos@sinAd @ — sinpcosAdA) j — kcospd @

des = (—sin@cosAd @ — cos@sinAd )i+ (—sin@sindd @ + cos@pcosAdA) j + kcospd @

(43.27)
En partant de (43.10), on obtient donc :
de; = sinpdAe; — cospdAes (43.28)
dey = —sinpdAe; —d@es (43.29)
de3 = cospdre; +dper (43.30)

Ou encore sous forme matricielle :
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dey 0 sinpdA —cos@pdA e el

dey | = | —sinpdA 0 —do e | =02 | e
des cospdA  do 0 e3 e3
avec :
0 sin@dA —cos@dA 0 w 03
Q= | —sinpdh O —do =|w 0 w3
cospdA  do 0 w3 0 0

D’ot les éléments @;; :

W) =wp=0a033=0
Wy = —Wp) = sin(pd),
W3 = — W31 = —cosQdA
W3 =—0n=—do

43.4.3 VERIFICATION DES FORMULES d®; ET d;;

A- Vérifions la formule (43.16)) soit :
k=3
dw; = Z W N\ W
k=1
Calculons par exemple dw :
dowy =d((N+h)cospdA) = d(NcospdL) + d(hcospdd)
Or d(Ncos@) = —psin@d@ ce qui donne :

dw; = —psin@d@ NdA — hsinpd @ ANdA + cos@dh A dA

soit :
] dwy = —(p + h)sinpd @ NdA + cosodh A dA
Par la formule @3.16) :
k=3
dop =Y o Aoy =0y A O+ 0y A1+ O3 A 31 =
k=1

0+ @ Ay + @3 Aws; = (p +h)do A (—sin@dA) +dh A cosQdA =
—(p +h)sinpd@ ANdA + cospdh N dA

Ce qui est identique a (43.39) ci-dessus.

B- Vérifions maintenant la formule des dw;; :
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soit :

k=3
doj =Y, oy o
k=1
Calculons par exemple dwy; :
| dow, = d(sinpd]L) = cospd @ NdA 43.41)

D’autre part, d’apres la formule (43.19), on a :

k=3

dopn =Y, 0 Ao = 011 Ao+ AOx + 03N 03

k=1
Or:
0 =0 =0

Par suite, on a finalement :

k=3

dop =Y O Aoy = 013 A0y = —cosdA Ad@ = cospd ¢ NdA (43.42)
k=1

C’est le résultat de (@3.4T).

43.5 ETUDEDU CASh=0

Quand 2 = 0, le point A est sur le plan tangent a I’ellipsoide, dans ce cas, on a alors :

®; = NcospdA (43.43)
) =pdo (43.44)
W1 = sin@dA (43.45)

Or d’apres le théoreme fondamental de la géométrie riemannienne locale, il existe une unique
forme différentielle @;, définie dans le plan tangent qui satisfait aux équations (S.S Chern,
1985 ; W.M. Boothby, 1986) :

do; = 0 A\ (43.46)
dw = o) N\ w2 43.47)
et dwpp=—-Kw N (43.48)

avec K la courbure de Gauss ou la courbure totale au point A.

Vérifions alors les équations (@3.46{[43.48)). Des équations (43.43}{43.45), on obtient :
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dwy = —psinedp NdA (43.49)

da, =p'dpNdp =0 (43.50)
doy, = cospd g NdA (43.51)

Par suite :
do; = o AWy = sin@dA A pdQ = psin@dA Nd@ (43.52)
dwy = o) Ny = Ncos@dA AsinpdA =0 (43.53)
et dwp =cosdo ANdA (43.54)

Or:

W A @y = Ncos@dA A pd@ = —pNcospdp NdA (43.55)

En comparant (43.5T)) et (43.55), on trouve que :

1
dopy=——wo; AN = —Ko; AN an (43.56)
PN
avec :
1
K= p—N = la courbure totale ou courbure de Gauss

c’est 'inverse du produit des 2 rayons de courbure de 1’ellipsoide (43.57)
CQFD
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cHAPITRE 44

NOTE SUR LA FORMULE DE DUFOUR-FEZZANI

Résumé : Dans cette note, on passe en revue la formule de Dufour-Fezzani concernant la
comparaison de deux réseaux géodésiques. On développe cette formule pour des modeles el-
lipsoidiques.

Octobre 2012

44.1 INTRODUCTION

Dans la comparaison des réseaux géodésiques, C. Fezzani [1]] prévoit la méthode suivante :

’ Mercator modele sphérique ‘ = ’ Mercator Transverse UTM ‘

= ’ Passage d’un ellipsoide a un autre ellipsoide

Le point de départ est deux calculs R; et R, d’un réseau géodésique qu’on considere au voisinge
de I’equateur.
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44.2 COMPARAISON EN COORDONNEES MERCATOR

On considere que les coordonnées de R; et R, sont exprimées par la représentation plane
Mercator directe d’un modele sphérique (de rayon a).

44.2.1 L’effet d’une rotation pure

Si on suppose que les calculs sont parfaits.Si R, est obtenu par une rotation autour de 1’axe des
pdles d’un angle €2, alors nous avons les expressions suivantes en un point M :

X| =al
(@1, 4)r = {Yl — alL(¢y) = a.Logtg(% + %) (@41
et: Py
X =ak
A 44.2
(02, 42)r, = {Yz:aL((pz) =a.Logtg(2+ %) (42
Or:
® =0 (44.3)
A=A +0 44.4)
Posons :
z=X1+iY) (44.5)
Z=Xo+1iY» :a?Lz+iY2 = a(kl +Q) +iY =X +1iY]1 +af2 (44.6)
Alors, nous avons :
Z=z+af2 44.7)

La transformation est une représentation conforme, donc conserve localement les figures
donc les angles sont conservés.

Ecrivons maintenant 1’équation de Laplace :

PourR; = Aza —Azg1 = (A, — A1)sing, (44.8)
PourR, = Aza —Azgr = (A, — A2)sing, (44.9)

ou Aza est I’azimut astronomique observé au point M. Comme : ¢ = ¢, par différence des
équations précédentes, on obtient :

Azgr —Azg) = Qsing (44.10)

Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de 1’axe des
poles.
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44.2.2 L’effet d’une translation tridimensionnelle

Pour un modele sphérique, le point M a pour coordonnées :

X = acos@cosA
M < Y = acos@sini (44.11)
Z = asin@

Les coordonnées géodésiques (¢,A) dans (44.11) sont exprimées par :

tgh = ;
(44.12)

Z
g0 = ———
0=y

Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX,dY,dZ). Exprimons d¢
et dA en fonction de dX,dY et dZ. De (44.12), on a :

dh — XdY —YdX _ acos@cosAdY — acos@QsinAdX _ —sinA AX 4+ cosA 4 (44.13)
X2+ y2 a’cos? @ acosQ acosQ
e d dz Z XdX+4YdY
® _ * (44.14)

cos’p X2 +y2 X2+Y? \/X24y2
Utilisant (44.11)), on obtient :

do dzZ asin@ acosQcosAdX + acos@QsinAdY
— _ (44.15)
cos2Q  acosp  a*cos’Q acosQ
Soit: do  dz A indl
AP _ 42 18PCOSh py IBPSINE 4y (44.16)

cosQ a a a

Or I’équation (#4.16) n’est autre que la différentielle de la latitude de Mercator L, d’ot :

JL — do _ dzZ  1g@pcosh JX — tgQsini e

= (44.17)
cosp a a a

Au voisinage du point central My (¢ = 0,4 = 0), on peut écrire au deuxiéme ordre de petitesse :

(P2

cosp=1— 5 (44.18)
sind = A (44.19)

)LZ
cosA =1— 5 (44.20)

L’expression de la latitude de Mercator L devient :

167



3

—rogs (T4 9)= [T L0 " Ao ° P o= L~
L—Logtg(4+2)—/0 cos o 1_%2_.0 (1+ 2>d¢_(p+ 6 ¢ (44:21)

Alors, les expressions (#4.17) et (#4.13) deviennent respectivement :

2
a - 42 de_ﬂ
a a
dZ dX dy
dL="=—-"2L-""L2A (44.22)
a a a
et: inA A “A(1+5)  (1=-E)(1+L)
dr =2 gx 4 S8 gy — 2 ax + 2 2 gy
acosQ acosQ a a

En gardant les termes du 2&éme ordre :

—dX dy dy

dL = A+ —+—(L*—1% (44.23)
a a 2a
Posons :
7=A+iL (44.24)
Z=dA+idL (44.25)
On utilise les équations (@4.22) et (44.23), on obtient :
dy dY dZ dX dy
Z=dA+idL = —7L+—+—( —AH+i (—L—L.)L) (44.26)
2a a a a
Soit: dY +idZ dX dy
gz X G iy~ A2 20
a a 2a
o dY +idZ  dX
gt Za+in) - 7(1 L) 44.27)
a

Et en remplacant A + iL par z, (44.27) devient :

dY +idZ dX dy
A e S (44.28)
a a 2a

C’est la formule de Dufour-Fezzani [1]],[2]]. La transformation (@4.28) est une fonction holo-
morphe de z donc c’est une représentation conforme sous la forme d’un polynéme du second
degré.
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44.3 COMPARAISON EN COORDONNEES UTM

On considere que les coordonnées de R; et R, sont exprimées par la représentation UTM
d’un modele ellipsoidique E(a,e) ; a et e sont respectivement le demi grand-axe et la premiére
excentricité.

Ecrivons maintenant 1’équation de Laplace :

PourR; = Aza —Azg1 = (A, — A1)sin@, (44.29)
PourR, = Aza —Azgr = (Ay — A2)sin@, (44.30)

Comme : ¢; = @, par différence des équations précédentes, on obtient :
Azgr —Azg1 = Qsin@ (44.31)

Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de 1’axe des
poles.

44.3.1 L’Effet d’Une Translation Tridimensionnelle

Un point M du modele ellipsoidique a pour coordonnées :

X = Ncos@cosh
M Y = Ncos@sini (44.32)
Z=N(1—é*).sing

avec |
a

N=—F— (44.33)
V1 —exsin2p

Les coordonnées géodésiques (¢,A) dans (4.32) sont exprimées par :

tgh = )Z(
(44.34)

(1-Pggp = e
VXT1 72

Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX,dY,dZ). Exprimons d¢
et dA en fonction de dX,dY et dZ. De (44.34), on a :

d — XdY —YdX _ Ncos@cosAdY — Ncos@sinAdX _ —sinA X 4+ cosA 4y (4435)
X2+712 NZ2cos2¢ Ncoso Ncoso

et:
do dz Z  XdX+Ydy

1—é? = -
( e)cos2¢ VX2+Y? XP4Y? JX24y?

(44.36)
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Utilisant (#4.32), on obtient apres calculs :

_cospdZ (1 — e?)sinpcosAdX e — e?)sinpsinAdY

1-e*)d 44.37
(I-e)do=— N N (44.37)
Dans le modele ellipsoidique, posons .Z la latitude isométrique :
T Q e 1+esing
% = Logt (— —)—fL —_— 44.38
o818 4+2 2 Ogl—esin(p ( )
En utilisant la latitude de Mercator L (#4.21), I’équation (@#4.38) s’écrit :
e 1 4 esing
Y =L——-Log— 44.39
2 o8 1 —esing ( )

Au voisinage du point central My(¢ = 0,4 =0), on peut écrire au deuxieéme ordre de petitesse :

0?
cosp =1— 5 (44.40)
sing = @ (44.41)
sind = A (44.42)
)LZ
cosA =1— 5 (44.43)
L’expression de . devient :
e 1+e@ e _1
¥ =L——-L =¢—=Log(1 11— 44.44
38T e~ 72 0g(1+e@)(1—ep) (44.44)
Or au deuxiéme ordre de petitesse, on a :
1
—— =1+ep+e¢? (44.45)
1—e@
L’expression de .Z devient :
L= gLog(l +e@)(1+eg+ep?) = — gLog(l +2e¢+262¢?) (44.46)

on utilise la formule du développement limité de la fonction Log pour x petit devant 1 :

2

Log(l4+x)=x— % +o(x?)
ce qui donne :
L=p-cp=(1-¢)gp (44.47)

1/Ncos¢@ devient :

1L _(=2¢)'P+e*2) 1, (1-¢)¢
= = 7(14'_7
Ncos@ a a 2

) (44.48)
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Alors, I’expression (#4.33)) devient :

i (1 (1—e?)g?
sinA IX cosh ay (1++—)

dA = = dX dy (4449
Ncoso + Ncoso a + a ( )
En gardant les termes du 2éme ordre en A et ¢, on a:
—dX, dYy dY A?
dd = ——A+—+—(1—-e?)p?* - =—ay (44.50)
a 2a 2a
De (@4:47), on a
Z 2 2 2\2 02 2\ o2
(pzl_ezz(l—&-e)fzﬂp =(1+e )L =(142)% (44.51)
En remplacant ¢ dans (44.50), dA devient :
—dX , dy ay A?
dA = — A+ —+(14+)L2— - ay (44.52)
a a 2a  2a
et (44.37) devient en utilisant (@4.47) :
1-2)1-2%) 20-22)(1-%)  2A1-2%)
d¥ = 2 2247 — 2 Z 24X — 224y (44.53)
a a
Soit : " o
1 dz dX dy
gz - U0 dz o dX  od¥ (44.54)
2 a a a
Utilisant (44.51)), I’expression de d.Z devient a I’ordre 2 de petitesse :
1+3e?).4% dZ  _,dX dy
d¥ =(1- &)— —Y— AL —
2 a a a
dZ £*dZ 3e*.4%dz  _,dX dy
dg =2 _ 2 7Sy 7 et (44.55)
a 2a 2a a a
Posons :
1=A+i% (44.56)
Z=dA+idZ (44.57)
On utilise les équations (@#4.52) et (#4.53), on obtient :
—dX, dY dy A?
Z=dA+id¥ =——A+—+(1+)L*——--dv
a a 2a  2a
dZ £?dZ 3e*.L*dZ dX dY
+i 2 - -2 ey Sl (44.58)
a 2a 2a a a

Soit :
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,_dY+idZ _dX (dY —idZ)

(A+iZ) — ‘LY(;L2 — LP42N L)+ 2L

a a 2a 2a
o dY+idZ dX dy dY —idZ
A —(A+iL) - —(A+iL)+ 2 g (WY —idZ) (44.59)
a a 2a 2a
Et en remplacant A +i.Z par z et £ par —% (z—2), (44.59) devient :
dY +idZ dX dY 2(dY —idZ
g WHidZ_dX _dY, eldY—idZ) . (44.60)
a a 2a 8a

C’est la formule de Dufour-Ben Hadj Salem. La transformation (44.60) est une fonction bi-
holomorphe de z et de Z. L’effet d’une translation tridimensionnelle (dX,dY,dZ) au point My
entraine une transformation non conforme.
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cHAPITRE 45

NOTE SUR LES REPRESENTATIONS CONFORMES DE GAUSS

Résumé : Dans cette note, on étudie les représentations conformes de Gauss de 1’ellipsoide de
révolution & la sphere.

45.1 INTRODUCTION

Soit un ellipsoide de révolution E(a, e) avec a et e respectivement le demi grand axe de Iellip-
soide de révolution et e la premiere excentricité. Soit S une sphere de rayon R. On considere le
passage suivant :

| p(9, 1) de Iellipsoide E = P(y,A)de la Sphere

45.2 EXPRESSION DU MODULE LINEAIRE

Soit m le module linéaire, on a par définition :

,_ds?

= (45.1)

avec sur I’ellipsoide :
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2502
ds* = p*d@® + N*cos*dA?> = N*cos* ¢ < p7dg —&—d?tz) =2 (dL?+dA*)  (45.2)

NZcos2¢@
ou
acosQ

r=r(@) =Ncos¢ = ——— (45.3)

1 — e2sin2¢

a(l—é?)

= 45.4
p(9) (1—e2sin?@)+/1 —e%sin?@ B4

¢ p(u)du T Q. e 1+ esing

L = LA Saskai 2oy _ & e 4 )

/0 N(u)cosu 0gtg(4 + 2) 2L0 1 — esing (45.5)

Z est la latitude isométrique de I’ellipsoide de révolution. Le couple (£, A1) forme un couple
de coordonnées symétriques et orthogonales sur I’ellipsoide E.

Posons :
=L +il

avec 2 = —1.

Sur la sphere S,on a:

2
dS* = R?dy? + R*cos’ wd A* :choszl//< dll;w—f—d/\z) = R%cos*y(dL? +dA*) (45.6)
cos
avec : v g
y T v
L=L(y)= = Logtg(— + 45.7
(W)= | ok = Losts(G+3) (45.7)

L est appelée la latitude de Mercator. Le couple (L, A) forme un couple de coordonnées symé-
triques et orthogonales sur la sphere S.

Posons :
Z=L+IiA

45.3 EXPRESSION DE LA TRANSFORMATION CONFORME DE GAUSS

Une transformation conforme entre E et S est donnée par :
Z=f(2) (45.8)

ou f est une fonction analytique. Le cas le plus simple est :

Z— ozt B (45.9)
o =c|+icy (45.10)
B =b1+ib, 45.11)
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les c1,c2,b1,by sont des constantes réelles. Ce qui donne :

L+iA =a(ZL~+il)+ B =(c1+ic) (L +il)+ b +ib; (45.12)

soit :
L=c1.%—cA+b (45.13)
A=ciA+cr L +by (45.14)

Pourque cette transformation transforme les méridiens et les paralleles de I’ellipsoide respec-
tivement en méridiens et paralleles de la sphere, on doit avoir :

Cy) = 0
D’ou :
L=c1%+b (45.15)
A=ciA+b (45.16)

Et si on veut que I'image du méridien origine A = 0 est le méridien origine de la sphére A =0,
alors, on obtient :
0=0+b2=b,=0

Il reste alors :

L=cZ+b; 45.17)
A=cihA (45.18)

Pour avoir la méme orientation en longitude, on prendra :

c1>0 (45.19)

45.4 LE PROBLEME POSE

A partir des conditions (45.17[45.18) et (#5.19), on cherchera la transformation conforme de
Gauss a déformation minimale :

L=cZ+b (45.20)
A= 6‘117 c1>0 (45.21)

qui autour d’un parallele ¢ = @ telque le parallele ¢ = ¢y est automécoique et le module
linéaire m est stationnaire pour ¢ = ¢y, c’est-a-dire :
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m(@y) = 1 le parallele ¢ = ¢ est automécoique (45.22)

dm
de

(¢9) = 0 le module linéaire est stationnaire pour @ = @y (45.23)

Ayant trois constantes a déterminer, on considere aussi la condition :

d*m

dToz((PO):O

(45.24)

Pour faciliter les notations, on prendra b = by, c = c1. Le probleme revient donc a déterminer
les constantes b, ¢ et R telles que les conditions ci-dessus soient vérifiées :

L=cZ+b
A=cA, avecc>0

45.5 RECHERCHES DES SOLUTIONS

Rappelons I’expression du module linéaire m :

ds R2cos>y(dL?* +dA?)
m=— =
ds r2(dL?* +dA?)

avec r = Ncos®. Or dL = cd ¥ et dA = cdA d’our :

. ds _ |c*RPcos’y(d£L*+dA?) _ cReosy
Cds r2(dZL?*+dA?) o

car cosy >0, cos¢p > 0etc > 0.

45.5.1 La Ieére condition
m(@y) =1 = cRcosyy = N(@p)cos@y

45.5.2 La 2éme condition

Prenons la dérivée logarithmique de m :
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_ cRcosy 4527)
Ncos@ '

(45.28)



dm _dcosy dr psin@d @
m  cosy ro rgydy -+ r
D’ou J ) J
m psin@ 174
= —t _r
de m( r gwd(ﬁ)
Comme :

dL=cd¥ = dy :de(P N dy _ cpcosy

cosy r do r

Ce qui donne :

dm _ psing cpcosy\ _mp .
d(p_m( . gy — )— - (sin@ — c.siny)

La deuxiéme condition (45.23)) donne :

dm

%((Po) =0 = sin@y — c.sinyy =0

45.5.3 La 3eme Condition

d*m

Calculons d—(p2 A partir de (45.31),on a:

d92  \dor Mo

r

r r

2
dim _ (de + d (p)) (sin@ — c.siny) + mp (cos(p—c.cosl}/f;w
r

)

(45.29)

(45.30)

(45.31)

(45.32)

_(dmp  d (p D — i mp _2P0052‘I’
— (d(P r +md(p ( )) (sing — c.siny) + (cos(p c S (45.33)

La troisieme condition (#5.24) donne en utilisant 45.22)) et @5.23) :

2
ws%_cz.w:o

(o)

De (@5.32), on tire ¢ :
sin
c= 7('00
sinyy

En remplagant ¢ dans (@5.34), on obtient la valeur de W en fonction de la donnée ¢y :

0 0 1—¢?
12?0 = Xty = tgwo = /2 18P0 = 18P0\ | T35 —
70 10 1 —e*sin“ g

@ et Yy de méme signe. Soit :
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[ 1—e?
18y = 18P0 m (45.36)

L’équation précédente permet de calculer Y. La valeur de R est déterminée a partir de (45.28)
en utilisant I’expression de ¢ donnée par (#5.35) :

R Nocos@q _ 8 _ v 1—e?
 c.cosypy Otg(po 1 —eXsin?qq

(45.37)

OrRestégal a:
R=+/p(00)N(¢o) (45.38)

Donc 1/R, la courbure de la sphére image, vaut la racine carré de la courbure totale de 1’ellip-
soide modele au parallele ¢y.

Exprimons maintenant ¢ en fonction de ¢y. De (45.35), on a :

5 sin*@y 1 —cos>@ 1 —cos gy 1 —cos® gy
ct = = = =
sin2yy 1 —cos?yy 1— 1 tg2wo
14182y

Calculons 1 +7g”yy en utilisant (45.36) :

1—¢? 1 —é?si 1 —e?)te? 1— 2+ leos
1+1g%yp = 1+18° @ - .62 _ esm(PJg(. . e)tg 9 _ - e +e 2@2%
1 = e“sin”@o 1 — e*sin* @ cos?@o(1 — e?sin® @)

(1+18%wp)

D’ou :
2 1 —cos’@y 1—é*+e*cos* ey
182 cos?@p(1 — e2sin®qy)
En remplagant gy par son expression (#5.36)), on obtient :

1— &+ 2cos 2
2:w:1+ ¢
1—e2 1—e2

costoy = 14¢?cos*py = c = \/m (45.39)

avec ¢’ la deuxiéme excentricité : 5

2 _ e
R (45.40)

De la valeur de ¢, on constate que ¢ > 1, ce qui veut dire que A € [0,27] et que A € [0,2¢7] C
[0,27] ¢’est-a-dire, il y’aura chevauchement.

¢ étant supérieur a 1, (45.35)) montre que :

®o > W 45.41)

La relation (@5.36)) vérifie aussi @g > yp.
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45.5.4 Calcul du coefficient b

Ona:
L=cZ+b

Pour ¢ = ¢, on obtient b :
b=L(yy)—cZL(¢y) =Ly—c% (45.42)

en notant Ly = L(yp) et £ = -Z(¢y). Par suite, on a alors :

L=+/1+¢e%cos*@y.( ¥ — L)+ Lo (45.43)
A =\/1+e2cos*@y. (45.44)

45.6 EXPRESSION DE m(¢@) DE PART ET D’AUTRE DU PARALLELE ¢

L’expression de m(¢) de part et d’autre du paralléle ¢y est donnée par :

_ dm 1 ,d*m
m(@) = m(@o) +(9 = o) 7 (90) 5 (9= P)" 55 (0) +
1 sd%m 4
69~ ®) 5 (@) +ol(P— %)) (45.45)
Utilisant les 3 conditions (#5.22)),[@5.23) et (#5.24), il reste :
1 d?
m(9) =1+ ¢ (9= ) 75 () +ol(9— o)) (45.46

d3
Calculons alors 71431 On part de :
do

a7 = r

r

d’m dmp d (p mp
p

2
_ Pim® (PN (sine —c.si mp _ 2 Peosy
Qo r +md(p )) (sin@ — c.siny) + (cos(p . )

Le terme qui ne s’annule pas pour ¢ = ¢ est le dernier terme entre parentheses, d’ou :

d*m _ _lpo d , pcos*y _
W(w_%)_TO% (COS(P—C 'r> (¢ =¢0) (45.47)
D’ou:
o502 P oL (P oyt 2P cosyrsing. LY
o <cos<p o = —sing —c 0 (r>cos v +2c r.cosl//.sml/f.dq)

comme

179



p 1—¢? 1—¢?

r cos@(1—e2sin2Q) (1 —e2)cos@ + 2cos3

On a alors :
d (B) _ (- e)sing (1—e?+3e*cos’ o)
do \r cos?p (1 —e2sin2¢)?
Or:
dy _ cpcosy
do r
d’ou:
4 (cosp— L2V ) = —sing — Peos?y Lpie (e corp)
126385 costy.siny (45.48)
Finalement :
d*m Po ) 5 o (1—e?)singy (1—e*+3e*cos’> ) N I
T@(%): o —singy — c~cos“ Yo oy (1= c2sign)? +2c %.cos Wo.-Sinyy
_ —4e2(1 —ez).sinq)ocosq)o (45.49)
(1 — e2sin¢y)?
On obtient alors la formule :
2¢2(1 — e?)sin@ycos @y 5 4
—1- - — 45.50
m(¢) 31 sigy)r P %) Follo—g0)) (45.50)
Si on fait intervenir la deuxiéme excentricite ¢’, on a I’équation :
m( )_1_M( —90)° +o((p— @) (45.51)
0= 3(1+e%cos?qp)? - - '
Janvier 2013

Littérature

1. Mercedes Bermejo-Solera & Jesis Otero. 2010. Global optimization of the Gauss conformal mappings.
Journal of Geodesy, Vol. 84, issu n°4. pp481-489.

2. A. Commiot & A. Ben Hadj Salem. 2007. Cours de Cartographie Mathématique pour les Ingénieurs, v1.
52p.

180



cHAPITRE 406

NOTE SUR LA REPRESENTATION STEREOGRAPHIQUE
CONFORME

RESUME

Le sujet de cette note est de présenter la représentation stéréographique. C’est la représentation
d’un point P d’une sphere de rayon a en un point P du plan.

46.1 INTRODUCTION ET RAPPELS HISTORIQUES

La représentation stéréographique de la sphere au plan est 1’'une des représentations la plus uti-
lisée depuis I’antiquité. Elle était connue par Hipparcos (185-120 avant J.C) ainsi que Claudius
Ptolemaus (80-160 ) [1]. Ptolemaus connait que la représentation stréographique transforme
les cercles en cercles ou en droites, mais on ignore s’il savait que 1’image de tout cercle de la
sphere est un cercle ou une droite. Cette propriété fit démontrée par 1’astronome et ingénieur
Arabe Al-Farghani [2],[3]] qui vivait entre le Caire et Baghadad au milieu du 9¢me siecle. Cette
représentation était employée dans la confection des astrolables.

C’était Thomas Harriot (1560-1620) qui avait montré que la représentation stéréographique
est conforme et approuvée par un papier présenté par Edmond Halley (1656-1742) a la Société
Royale de Londres.
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Le terme "projection stéréographique " flit donné par le mathémathécien Belge et d’origine
espagnole Francois d’ Aiguillon (1567-1617) en 1613 dans le sixieme chapitre concernant les
projections de son livre d’optique "Opticorum liber extus de proiectionibus".

Rappelons que I’histoire des représentations conformes a été le point de départ de la géomé-
trie différentielle moderne avec le papier de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) de 1827 sur la
théorie générale des surfaces [4]. Un autre apport considérable était venu du travail du mathé-
maticien Frangais Gaspard Monge (1746-1818) spécialement de son livre sur I’application de
I’analyse a la géométrie [6],[7].

46.2 PRESENTATION

Soit le pdle sud S de la sphere coincide avec 1’origine du repere (S,x,y) du plan. L'axe S¢
représente la ligne des podles sud-nord. Un point P(&, 1, ) de la sphere a pour image le point
P(x,y) du plan. Le point P est I'intersection de la droite NP avec le plan. N désigne le pdle nord
N(0,0,2a) € R, La sphére a pour centre le point de coordonnées (0,0, = a). Son équation
est:

E4n’+(—al ==& +n*+*—2a{ =0 (46.1)

La droite NP a pour équation :
x=0+t& =1t&
y=0+m=1n (46.2)
z=2a+1({—2a)

La droite NP coupe le plan z = { = 0 au point P telque :

2
2a+r(§—2a)=0:,»t=2afg (46.3)
D’oli les coordonnées de P(x,y) avec :
x=tf = 2aé

. 2a—¢
P(x,y) _ . 2an (46.4)

y=m=5-—7

a—¢

avec E24n2+¢2—2al=0

46.2.1 Le calcul inverse

Ayant (x,y), exprimons (&,1,§) en fonction de x et y. De (46.4), on tire :
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Fig. 46.1 La Représentation Stéréographique

X
=2a—-C)— 46.5
&= (2a-0)5 46.5)
Y
=2a—-{)=— 46.6
n=(2a-8)5 (46.6)
En remplacant (#6.3) et (#6.6) dans (@6.1)), on obtient :
2 2
2 2y 2 _
Aprés calculs, on trouve I’équation suivante du second degré en { :
2 21442 2142 1242
sz +y+ a —C +y+ a +x2+y2:0 (468)
4a? a
Son résolution donne les deux solutions, a étant positif :
§1=2a (46.9)
2a(x? +y?)
=" 7/ 46.10
& x24y? +4a? ( )

{1 ca correspond au point N le pdle nord de la sphére, son image le point ({e0}). On retient
donc § = &,. Calculons 2a— ¢ :
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8a’
2a — C = x72 +y2 +4a2

D’oli les expressions de £,7, ¢ en fonction de x,y :

_ 4a*x
&= x2+y2 +4a?

_ 4a2y
n= x2+y2 +4a?

_ 2a(x*4y?)
S y? +4a?

46.3 APPLICATION DES COORDONNEES GEOGRAPHIQUES

Le point P a pour coordonnées tridimensionnelles exprimées en fonction de 3, ¢ :

& =acosBcosd
P =< n=acosPsing
{ =a+asinB

avec

E4+n*+8*—2a5=0
La métrique de la sphere est donnée par :
ds* = a*dB?* + a*cos*Bd o>

Sur I’image le plan, on a :
dS? = dx* + dy*

D’ou le module linéaire m :

, ds? dx* +dy?

a2 a*dB? + a2cos?Bd 9>
Calculons alors dS%. Comme :

2a§  2acosPcos

T 2a—¢ 1 —sinf
_ 2an _ 2acosPsing
y= 2a—¢  1—sinB
Ce qui donne :
,  4a*(dB?+cos*Bdo?)
asc = -
(1—sinB)?

Soit :
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(46.12)

(46.13)

(46.14)

(46.15)

(46.16)

(46.17)

(46.18)

(46.19)

(46.20)

(46.21)



ds? 4
m == =

ds? (1 —sinf)? " 1 —sinf ( )
fg <B< g = 1 —sinf} > 0. Or I'expression (46.22)) s’écrit aussi :
2 2 2 1
me — = = = . (46.23)
l—sinf 71— 2sin5coss  (cos5 —sin5)?  cos?(§+5)

La représentation stéréographique est évidemment conforme puisque son module linéaire m
est indépendant de la direction [8] et ne dépend que du point (ici dépend seulement de f3).

Retrouvons cette propriété de conformité autrement. Posons :

Z=x+iy (46.24)
Soit )
Z—xtiy= 2a(€ +in) _ 2ac0sﬁ(cosfp +ising) _ acosBe’? 46.25)
2a—§ 1 —sinf cosz(%—i—%)
De (@6.16), on peut écrire :
2_ 2 2 dp? 2\ _ 2 2 2 2
ds™ = a“cos” cosp +do¢~ | =a“cos™B(dLy; +do”) (46.26)

B
aty =2y |
cosf Jo

Ly est la latitude de Mercator. Les coordonnées (Ly, @) sont des coordonnées symétriques et
orthogonales, posons :

do T B L T B
=L —+= M = —+= 46.2
o 0gtg<4+2>=>e tg<4+2) (46.27)

2=Ly+i¢ (46.28)
Alors I’expression ({#6.25)) s’écrit :

Z =2ae"™ e = 2qeM T = 2g6° (46.29)

Or I’expression Z donnée par (#6.29) est une fonction holomorphe ou analytique de z. Donc
elle représente une transformation conforme.

46.4 PROPRIETES

Propriété 1 : Les cercles de la sphére ont transformés en cercles ou des droites du plan et
vice-versa.

185



Lemme 1 : Tout plan intersectant une sphere donnée, on obtient un cercle.

Démonstration du Lemme 1 : Soit la sphere . d’équation :
E+n’+{7=1 (46.30)

et un plan K d’équation :
ci§+eam+esl+c=0 (46.31)
coupant la sphere .7, le vecteur u ci-dessous :
C1

u=1{ c, (46.32)
c3

est perpendiculaire au plan K. Soit la droite A passant le centre de la sphere .. Elle coupe le
plan au point £2. L’équation de la droite A est :

é =1c
Al n=te (46.33)
C =1c3

Les coordonnées de 2 sont telles que :

€0

tc%—i—tc%—l—tc%—i—co =0=1t= _W

(46.34)

d’ou :
coC1

]|

€02
- e (46.35)

CcoC3
| 2

[Ju

Soit un point M(&,n, &) de I'intersection de la sphere .# et du plan K. Calculons la distance

QM. Soit :
CcoCq

g+
Jull?

coC2
QM N 4‘]&;”5 (46.36)

€oC3
e

&+

. 2 A\ 2 2 2
oM = (é + 60612) + (n + COU‘;) + (C+ COC?) =1 (46.37)
[ [ [ [
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Cette distance est constante, c’est-a-dire que I’ensemble des points M = K (). est un cercle

/ 2
de centre Q etde rayonr = /1 — ||C(|)| 3 o
u

Revenons a la propriété 1 : Soit un cercle F de la sphere S obtenu comme intersection d’un
plan K d’équation :

caié+ean+cel+c=0 (46.38)

et de la sphere d’équation :
E4n*+(C—a)l=d*<=E+n*+{* 24 =0

Les coefficients ¢; sont telque le plan K coupe ou est tangent a la sphere S. Remplacant les

1
formules de (46.12446.13146.14)) dans (46.38)) en prenant par exemple a = 7 on obtient :

(co+e3) (>4 +cix+cay+co=0 (46.39)

Si ¢g + c3 # 0, I’équation précédente est 1I’équation du cercle :

2 2
_a 9 )\ _
<x+ 2(c0+c3)) + <y+ 2(60+c3)) p (46.40)

2, 2
2 ctae <o
— - 46.41
avec p 4(CQ+C3)2 o+ 3 ( )

Sico+c3 =0etco # 0 les équations du plan (#6.38) et du cercle (#6.39) deviennent :
¢ c
J§+£n_g+1:0 (46.42)
(&) &)
A @2nyi=o0 (46.43)
)) (&)
Le plan donné par [#6.42)) passe par le pole nord N et I'image du cercle est la droite donnée
par
Si ¢z = cg = 0, I’équation du plan est :
c1&E+en=0 (46.44)
coupe la sphere suivant un méridien dont I’image est la droite passant par 1’origine S :
cix+cy=0 (46.45)
Inversement, on donne le cercle d’équation :
(x=v)2+(y—w)? =p? (46.46)

En utilisant (#6.4) et en prenant 2a = 1, on obtient :
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(P (T w =

=& 4n =281 =) = 2mw(1 =)+ (P +w?) (1= 0P =p*(1-{)*  (46.47)
Comme le point antécédent (&, 7) appartient 2 la sphere, on utilise que :
E4n’=0-=0(1-0)
L équation devient pour { # 1 :
2v42mw+ (V4w —p? =1 - —w?+p=0 (46.48)

C’est I’équation du plan qui coupe la sphere S suivant un cercle.
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cHAPITRE4 /

NOTE SUR LA METHODE DES REFERENTIELS INVERSES
REGIONAUX EN GEODESIE

- En hommage a mon professeur de topographie Raymond D’Hollander (1918-
2013), ancien directeur de ’ENSG, IGN France -

Résumé : Dans ce papier, on passe en revue la méthode des référentiels inverses régionaux et
son application en géodésie pour la détermination des parametres de passage d’un systéme a
un autre.

Dans deux articles récents, H.M. Dufour [1]],[2] propose I’emploi des référentiels régionaux
inverses faisant appel a la géodésie bidimensionnelle par le biais d’une représentation stéréo-
graphique plane et d’une troisieme dimension proche des altitudes.

La méthode des référentiels régionaux inverses consiste a définir un référentiel (x,y,z) en un
point O par une inversion de pdle I’antipode du point O, sur une sphére tangente en ce point
a I'ellipsoide. Les coordonnées (x,y,z) d’un point M dans ce référentiel appartiennent a 2
groupes, d’une part (x,y) sont les coordonnées d’une représentation stéréographique sur le
plan tangent en O (H.M. Dufour,[3]) et d’autre part z est proche de I’altitude ellipsoidique du
point.
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47.1 EXPRESSION DES COORDONNEES DANS LES REFERENTIELS
REGIONAUX INVERSES

47.1.1 Le premier référentiel

Soient (¢p,Ao) la latitude et la longitude géodésiques de O dans le systeme (X,Y,Z), géodé-
sique terrestre relatif 2 un datum donné & d’ellipsoide E(a, e), ol a et e sont respectivement le
demi grand-axe et la premiere excentricité. Soit Ny la valeur de N en O soit :

No= —2% (47.1)
1 — eZsin? g

Soient (X,Y,Z), les coordonnées 3-D géodésiques d’un point M dans le datum 2.

ZI § Zg

Y

l’ lo

¥

Xg
XI

Fig. 47.1 Les Reperes (X,,Y,,Z,) et (X1,Y1,ZI)

On considere le point 7 (0,0, fNoezsin(po)g dans (0,X,Y,Z),. Dans I(XI,Y1,ZI) les coordon-
nées de M sont Fig. (47.1)) :
X; =X,
M:{ Y=Y, (47.2)
Z) = Zy + e*Nosingy
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47.1.2 Le deuxieme référentiel

Les coordonnées de M dans (0,X0,Y0,ZO0) sont obtenues par Fig.([47.2)) :

| WA ' Z0
YO X0

(s)
(E)
No

¥I

XI

Fig. 47.2 Le Repere Local en O (X0,Y0,Z0)

Xo X 0
Yo |=RE. v |-(0
Zy Z; No

avec la matrice Ry donnée par :
—sinAy —cosAy.sin@y cosAy.cos@y

Ro= | coshy —sindg.sin@y sinky.cos@y
0 cosPp singy

47.1.3 Le troisieme référentiel

Y

(47.3)

(47.4)

Soit P I’antipode de O, alors les coordonnées de M dans P(XP,Y P,ZP) sont Fig.(47.3) :
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Xp=Xo

M: Y=Y, (47.5)
Zp=7Zy+2.Ny
ZP }zo
M
o I
{z Lo YOI
y
b4
X0 B B e
T
P
. 0
XP

Fig. 47.3 Le Centre d’inversion P I’antipode de O

On considere alors 1’inversion de centre P et de puissance 4.N3 qui transforme :
- 1a sphere (S) de centre [ et de rayon Ny en un plan tangent en O a I’ellipsoide (E),

- I’ellipsoide (E), contenu dans (S), en une surface tangente en O au plan (XO,Y O) et entiére-
ment au dessus de ce plan.

L’espace extérieur a (S) devient le demi-espace inférieur limité supérieurement par le plan
(X0,Y0).

Pour rétablir le sens de la rotation, on compléte I’inversion par une symétrie par rapport au
plan (X0,YO). Par suite I’espace extérieur a (S) devient le demi-espace supérieur limité infé-
rieurement par le plan (XO,YO).

Les coordonnées obtenues par inversion du point M dans le repere (P,XP,YP,ZP) sont

Fig.@7.3) -

Xp Yp Zp
x:ifw& yzﬁm%,z:ijg (47.6)
avec :
D=Xp+Y5 +Zp (47.7)
Si on pose :
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K=-2 (47.8)
alors les coordonnées s’écrivent :
x=KXp, y=KYp, z=KZp (47.9)
K est appelé I’échelle tridimensionnelle. II vérifie :

Xy 42

K
4N}3

(47.10)

On obtient les coordonnées régionales inverses exprimées dans le repere O(OX,0Y,0Z) par :
X=x, Y=y, Z=2Ny—z 47.11)
47.2 FORMULES DIFFERENTIELLES

En différenciant les formules (47.11) et en les exprimant en fonction de X,Y,Z et dXp,dYp,dZp
on trouve :

X2 XY X Z
dX:(K )dxp— de—(l—)de

Y 2N2 No 2Ny

XY Y? Y z
dY = —=—dXp+ (K— — |d¥p— — (1 - == ) dz,
Nz ( 2N§) P N ( 2N0) 4

z X Y 27
Az = (1- 2 ) [ Zdxp+ —ay, 2K (1-—22__\az 47.12
( 2N0> (No P+No P) i )< NO(Z—K)> P )

ZZ
en négligeant le terme WdZP dans dZ et pour les points d’altitudes proches de O, on a

0
Z << Np.

On peut écrire ces relations sous la forme matricielle :

dx dXp
av | =J. | ave (47.13)
az dZp
avec :
F8) B R
2N? 2N? No 2Ny
_ Xy y?2 Y z
J= - (Kfﬁ) fﬁo( *m) (47.14)
V4 X Z Y 27
(1-4%)% (&%) % -0 (1-5Fn)



La matrice covariance de X = (X,Y,Z) s’obtient a partir de celle de Xp = (Xp,Yp,Zp) par :
Sy =J.8%,J" (47.15)
Comme le vecteur Xp = Rg X+ vecteur constant, on a alors :
S% = J.R} .S%, Ro.J" (47.16)
Au vecteur de position Doppler X’ on lui associe son image X et on a aussi :
S%.=J".RY.S%, Ry.J’T (47.17)

avec J” la matrice J calculée au point X”.

47.3 DETERMINATION DES PARAMETRES DE LA TRANSFORMATION
PAR LA METHODE DES REFERENTIELS REGIONAUX INVERSES

47.3.1 Calcul des parameétres de la transformation

Au vecteur X on associe (Xo,Yy,Zp); et au vecteur X’ (X, Yo,Zp)2, on peut écrire que :

X() X() Tx m rz —ry X()
Yo =1 Y +{ Ty |+ —rzm rx Yo 47.18)
Zy ) Zy 1 Tz ry —rxm Zy |

T = (Tx,Ty,Tz)T le vecteur translation dans (0,X0,Y0,Z0)
m  1’échelle (47.19)

Q = (rx,ry,rz)T  le vecteur rotation

En omettant les indices dans (47.18) on peut écrire :

dXy Tx m rz —ry Xo
dYo | =Ty |+|-rzm rx |.| X (47.20)
dZy Tz ry —rx m Zy

En remplagant dXp,dYp et dZp par dXy,dYy et dZy dans les formules (47.12) et en notant
N = Ny, on trouve apres un long calcul :
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0 2 ——— Y X(1—-%
ax Ix Y2—Xx2— 272 N e o
ay | =J. | Ty |+ | z- 1 =2 =% 0 X y(1-%) ri
dZ Tz 2N X2_y2_p2
_y(1-2) X(1—2) 0 Z+5—— "
N N N
(47.21)
ou la matrice J est donnée par (@7.14), soit :
ax X-X
Y | =Fxu=(v-v"| =1 (47.22)
z) . z-7’
avec :
x4 = (Tx,Ty,Tz,rx,ry,rz,m)" (47.23)
En écrivant (47.23) pour les k points Doppler, on a avec les notations :
F=(FI,..,F' .. FD)T
L=l 1, .. " (47.24)
Fxi=L+V (47.25)
La solution de par la méthode des moindres carrés est :
= FT.F)LFTL (47.26)
Si P est la matrice poids de on a alors :
Pl =8% +5%. (47.27)
La solution de (47.25) devient :
iy =FT.PF)Y"FT.PL (47.28)

47.3.2 Exemple numérique

Dans ce paragraphe, on présente un calcul des parametres de la transformation (7.18). On
effectue les calculs avec 5 points utilisant I’ellipsoide de Clarke Frangais 1880 et des coordon-
nées fictives Doppler dans le systtme NWLID. La matrice de poids est la matrice unité.

On étudie les cas suivants :
- 3 parametres : Tx, Ty et Tz.

- 4 parametres : Tx, Ty, Tz et m.
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- 5 parametres : Tx, Ty, TZ,m et rz.
- 6 parametres : Tx, Ty, Tz,rx,ry et rz.

- 7 parametres.

Numéro du Point X, (m) Y, (m) Zy(m)
¢ (gr) A (gr) H{(m)
1 5022480.001 955285.981 3801754.673
40.91394833 11.96571090  638.790
5081670.850 771787.642 3765024.278
40.45501682 9.59544455  742.420
5148063.534 803912.140 3668492.891
39.25809749 9.86169173  1315.150
5220829.640 772127.642 3569 820.799
38.06274288 9.34744551 164.120
5234250.679 905000.562 3518 873.892
37.44754070 10.89938173  128.260
Tableau 47.1 Les Coordonnées (X,Y,Z), et (¢, A,H), terrestres
Numéro du Point X, (m) Y, (m) Zy(m)
¢ (gr) A (gr) H(m)

5022231.531 955276.421 3802185.031

40.91552348

11.9661 7209

679.016

5081422.741 771778.561 3765455.314

40.45662110

9.59579479

781.280

5147814.642 803903.721 3668923.772

39.2597 5527

9.8620 5931

1350.410

5220580.276 772118.953 3570251.041

38.0644 5433

9.3477 8192

195.249

5234001.930 904991.742 3519305.014
37.4492 8110 10.8997 8550

159.325
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Les coordonnées du point O sont :

@0 = 39.0000 gr; Ao = 10.0000gr

Numéro du Point X (m) Y (m) Z(m) H-—Z(m)
1 157880.386 192570.801 626.161  12.63
2 -32663.491 145358.343 735.021  7.40
3 -11317.642 25777.233 1314.783  0.37
4 -54098.724 -93417.174 160.953  3.17

75053.496 -154694.354 119.510  8.75

Tableau 47.3 Les Coordonnées régionales inverses (X,Y,Z) transformées de (X,Y,Z) terrestres

9}

Numéro du Point ~ X”(m) Y”(m) Z°(m) H' —Z"(m)
1 157908.504 193063.399 687.238  -8.22
2 -32633.382 145851.548 792.323 -11.04
3 -11268.946 26271.577 1362292 -11.88
4 -54067.948 -92922.150 198.251 -3.00

5 75083.233 -154198.522 153.648 5.68

Tableau 47.4 Les Coordonnées régionales inverses (X”,Y”,Z”) transformées de (X',Y’,Z’) terrestres

Les résultats du tableau 7.3] montrent qu’en s’éloignant du point origine O, les différences
H — Z augmentent.

Les résultats du tableau 7.3 montrent que les composantes de la translation restent stables
pour les 5 cas.

Les composantes (—30.10m, —494.45m,—45.57m) sont données dans le référentiel local géo-
désique du point origine O(X0,Y0,Z0) Fig.(47.3).

199



Valeurs des parametres Nbre des parametres

et des écarts-types 3 4 5 6 7
Tx(m) -30.104 -30.158 -30.190 -30.135 -30.190
orx(m) 0.447  0.454 0.459 0.452  0.459
Ty(m) -494.451 -494.497 -494.460 -494.407 -494.454
ory(m) 0.447 0452 0.459 0454  0.459
Tz(m) -45.567 -45.564 -45.564 -45.541 -45.537
Orz(m) 0.447  0.447 0.447 0474 0474

rx(dmgr) 0.814  0.822
Opx 2.239  2.239
ry(dmgr) 0.092  0.056
Oy 3.786  3.787
rz(dmgr) 0.890 0.892  0.892
O, 1.839 1.839  1.839
m(107°) 0.202 0.202 0.203
Om 0.289 0.289 0.289

Tableau 47.5 Les parametres de la transformation

Littérature
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I’obtention du diplome d’Ingénieur Géographe Civil de I’Ecole Nationale des Sciences Géographiques
(ENSG/IGN France).
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cHAPITRE 48

LES LIGNES GEODESIQUES D'UN TORE

48.1 INTRODUCTION

Dans cet article, nous proposons d’écrire les équations des géodésiques d’un tore, et de les
résoudre.

Soit le tore 7' défini par les équations suivantes :
x = (a+ Rcos®)cosA
M(p,A) =< y=(a+Rcosp)sind (48.1)
Z=Rsing

ol a, R deux constantes positives avec a > R, (¢,4) € [0,27] x [0,27].

On introduit les notations usuelles :

2

oM oM ||oM|*
~ %78~ |5 =* @2
oM oM
=90 9% = 0 (48.3)
oM oM ||oM | 5
On a alors :
ds* = R*d@* + (a+ Rcos@)?dA* (48.5)
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(&)

Fig. 48.1 Le Tore T

la premiere forme fondamentale du tore. Des équations (48.2}48.3148.4), on obtient les équa-
tions :

5o = El, = (48.6)
3—';: —E, =0 (48.7)
‘;Z —F,=0 (48.8)
% —F =0 (48.9)
oG , ,
70 = G, = —2Rsin@(a + RcosQ) (48.10)
%L;:G/’L =0 (48.11)

48.2 Les Equations différentielles des lignes géodésiques

Les équations différentielles des lignes géodésiques sont données par [1]] :

M oM (do\* Lo , O°M IMdgdi  O°M M (dA\®  d’A
202 JA \ ds ds?  TO@dA dA ds ds  IA? IA \ ds ds?
(48.12)
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et:

M oM (dA\’ dzl O’M oM dpdi  9’M oM
A2 o 0QIL d@ ds ds = 9@ 0@

¥ _0
§2

(2

(48.13)

Utilisons les équations [{#8.6) a (@8.T1), les équations [@8.12) et[d8.13) peuvent étre écrites :

E, (do ¢, dedh Gy (dA\? _d®A
F,— =) (=% F—- — — =
(Fp 2)(ds> * d2+G(pds ds+2 (ds) O 0
dA d*A drde Ey (de d*¢
F, — —* F E; E— =0
(B 2)(ds> ettt (ds) L
Ce qui donne apres substitutions :
dA d*A
—2Rsing(a —&-Rcosq))d—(pd— +(a —i—Rcos(p)zﬁ =0
A\ d
Rsin@(a+ Rcoso) <ds) +RZT;5 =0

L’équation (48.16)) s’écrit :
4 (a+ Rcos )2% =
ds ¢ ds )

Ce qui donne :

di
(a —&-Rcos(p)zd— = C = constante
s

Posons :
r=a-+Rcos@

L’équation (@8.19) n’est autre que 1’équation de Clairaut :

rsinAz = C = (a+ R)sinAze ‘

(48.14)

(48.15)

(48.16)

(48.17)

(48.18)

(48.19)

(48.20)

(48.21)

ol Aze est I’azimut de départ au point My = ((a + R)cosAg, (a+ R)sinAg,0) de la géodésique

sur le plan z = 0.

On a alors les cas suivants :

a-Aze=0=C=0= sinAz=0= Az =0, alors A = A et le point M décrit le petit cercle

de rayon R, soit le cercle (Cy) sur la figure 48.1]

n
b-Aze = 5= rsinAz = C = (a+R) ce qui donne :

a+R

sinAz= ————>1 Ce qui impossible sauf si ¢ =0etAz = g

a—+ Rcos@
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Donc M décrit le grand cercle dans le plan z = 0 de rayon a + R.

48.3 RESOLUTION DU PROBLEME DANS LE CAS GENERAL

On suppose que au point My, la géodésique a pour azimut Aze telque :

T
0<Aze< —
ze 2

L’équation(@8.17)) s’écrit en utilisant (@8.19) :
d>¢ c? sin@

ds> R (a+Rcosg)3

d
Multiplions les deux membres par 2d—(p qu’on suppose différend de zéro, on obtient :
S
d [ (do\*\ -C?d 1
2= = — 48.23
ds (( ds > ) R? ds \ (a+Rcos@)? ( )

Qu’on écrit sous la forme en posant k> = C2 /R :

d ((?f)z) =—d (Wé‘j{)sq))z) (48.24)

do\? K2
— = _— > .
( ds ) A (a+Rcosp)? — 0 (48.25)

En intégrant, on obtient :

ol A est une constante strictement positive. On retrouve la valeur de A en utilisant I’expression

de ds* donnée par (48.5)) soit :

1
A= (48.26)

d
D’ou en prenant d—(p > 0, on a alors :
s

de 1 \/(a+Rcosp)?—C?

48.27
ds R a+ Rcos¢ ( )
La latitude ¢ passe par un maximum ¢, telque :
a+ Rcos@,, =C = | cos@Q,, = I;a (48.28)
L’équation (@8.27) donne :
R R d
ds — _RlatReosp)dg (48.29)

V/(a+Rcosp)? —C2

204



Soit :

s_/‘P R(a+ Rcost)dt
0 +/(a+ Rcost)? —C?

avec s(¢ =0) =0.

Revenons a chercher 1’expression de A en fonction de ¢. L’équation (48.19) donne :

a___ €
ds — (a+Rcosp)?
Soit :
Cds B C.Rdo
(a+Rcos)*  (a+Rcosp)+/(a+ Reosp)? — C?

dA =

D’ou en intégrant :

¢ .Rd
A—do= / C.Rdt
0 (a+ Rcost)+/(a+ Rcost)? —C?

Le calcul des intégrales (48.30) et (48.33)) fera I’objet d’une prochaine note.

Littérature

1. Abdelmajid Ben Hadj Salem. 2013. Eléments de Géodésie pour les Ingénieurs. v1. 301p.
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cHAPITRE 49

NOTE SUR LES SURFACES ISOTHERMES DISCRETES

Résumé Dans ce papier, on présente les définitions des surfaces isothermes et comment on
définit le cas des surfaces discretes.

Juin 2013

49.1 INTRODUCTION

Soit .% une surface définie dans R?, paramétrée par la fonction vectorielle OM = F (u,v) telle
que :

x=F(u,v)
F(u,v)|y=F(u,v) (49.1)
z=F3(u,v)

F est dite une paramétrisation conforme de .% si on a les conditions suivantes [1] :

JF JF OJF JOF _ ®(u,v)
JoF oF
il 49.3
du dv (49.3)
C’est-a-dire que la premiére forme fondamentale de .% s’écrit :
ds? = dx* +dy* +dz* = PV (di® +dv?) (49.4)
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Le vecteur normal unitaire est donné par :

JdF A JF
7/\W

’WAW
avece
oF _oF
au.n—av.n—

est un repere mobile.

(o
ou "

Quand le point M varie sur la surface .7, le repere

La deuxiéme forme fondamentale de .% est définie par [2] :

n.d*F = Ldu?® +2Mdudv + Ndv* (49.6)

49.2 PRESENTATION DES SURFACES ISOTHERMES

Définition : Si cette deuxiéme forme fondamentale s’écrit sous la forme :

2 2
—n.d’F = ) (‘Z‘ + ‘g) (49.7)
1 2

alors, la paramétrisation de .F est dite isotherme.

Dans ce cas, p1,p2 sont les rayons de courbure principaux de la surface .#, et les courbes
u = constante et v = constante sont les antécédents des lignes de courbure du modele.

Définition : Une surface qui admet des coordonnées isothermes est dite isotherme.

Exemple : soit la sphere définie par :

x = Rcos@cosh

M = |y=RcospsinA R>0 (49.8)
z = Rsing
On a alors :
2 2,2, p2 2 2 2.2 do? 2
ds* =R°dQ”+ R cos“@dA” = R cos“ @ 5— +dA
cos?Q
Posons : p
¢ T 0
= — =L -+ = 49.
dty =, o= L 0gtg<4—|—2) (49.9)

%y la variable de Mercator, ds* s’écrit
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ds® = R2cos*@(dL5 +dA?) = eP M) (a2 + dA?) (49.10)

avec eP(EmA) — (L) — R2c0s2¢ (49.11)
Comme : T 0 P
%y = Logtg (Z + E) = @ =2Arctg(e”™) — =
ce qui donne (¢ €] —7/2,4+7/2[,cos¢p > 0) :
D (L) = 2LogR 4 2Logcosp = 2LogR + 2Log(2sin(ArctgeM)) (49.12)

De (49.10), la sphere paramétrée par (%, A) est conforme. Calculons maintenant la deuxiéme
forme fondamentale.

Ona:
cos@cosA
n=|cosQsini (49.13)
Sin@
dF| = —Rsin@cosAd@ — Rcos@sinAdA
dF = |dF, = —Rsin@sinAd @ + Rcos@cosAd A (49.14)
dF3 = Rcospd @
et:

d’>F; = —Rcos@cosAd@® + 2Rsin@sinAd@d A — Rcos@pcosAdA>
d*F = | d*F, = —Rcos@sinAd@* — 2Rsin@cosAdpdA — Rcos@sinAdA? (49.15)
d*F; = —Rsinpd ¢*

D’ol1 I’expression de n.d>F la deuxieéme forme fondamentale :
n.d*F = cos@cosA.d’Fi + cos@sinA.d*F> + sin@.d*F; = —Rd@* — Rcos* @dA*>  (49.16)

Soit :

(49.17)

2 2
—n.d’F = Rd¢?® + Reos>pdA? = ¢®“n) ("fM L )

R R
On retrouve I’équation avec :

p1=p2=R (49.18)

Donc la sphere est une surface isotherme.

On laisse a titre d’exercice pour le lecteur d’étudier le cas de I’ellipsoide de révolution. En
général, les surfaces de révolution de R3 sont des surfaces isothermes.
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49.3 LES EQUATIONS DE GAUSS-WEINGARTEN ET GAUSS-CODAZZI

49.3.1 Les équations de Gauss-Weingarten

F OF 0
Considérons la base du repére mobile (=— a—,n) et exprimons les dérivées partielles — et
v

5 ou’ ou
— des vecteurs de cette base dans la méme base, en tenant compte que la surface est isotherme

u
c’est-a-dire qu’on a 1’équation (49.7) :
di*  dv?
CdPF — o) (u N V>
p1 p2

or [2]], Ia deuxieme forme fondamentale s’écrit aussi :

n.d’F = L.du* +2Mdu.dv + N.dv* (49.19)
avec :
9*F
L= no7 (49.20)
J*F
9*F
N = ns7 (49.22)
Or en utilisant (49.7), on a :
e®
L= _? (49.23)
1
M=0 (49.24)
e®
N=— ? (49.25)
2
d F
Commencons par calculer — [ — |. Posons :
du \ du
JdF
er=—- (49.26)
oF
e=— (49.27)
e3=n (49.28)
On écrit : 3 /3 2
F F
aiu (au> = W =a.eq +b.62 +c.e3 (4929)
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11 faut déterminer les coefficients, a, b et ¢, d’ou en utilisant (49.2)) et (49.3) :

d°F
€1~W =a.ej.e; +bej.extceres=ae®+0+0=a.eP®) (49.30)
u
Or: 5 5 -
F 1 F 1 wv) o
el_L:,i 9F - 9 ‘P(M,V):eim (49.31)
du?  20u\du 2 du 2 Ju
Par suite : 1 9d(u) &
1 wyv) P,
a= > o > (49.32)
De méme :
82F 8F 82F
er.—= =a.ex.e1 +b.er.ertceres=0+be®+0+0=0eP") —= p=¢ P T
du? v oud
(49.33)
Comme d (JdF 0 9*F 9 oF 0?
F JOF F OoF F F
— [ =—.=— ] =0 —_—t = 49.34
u (au av) = 52 v T ou dua (49:34)
Et:
9 (OF\?> _OF 9°F 9¢® OF 9*F 1
— (=) =250 —— =" =%/ —. =—e?. @ 49.35
v <8u> duduav  av O T Gwauay 2°% ( )
D’ou 9F 92
F F —1 -
—e P T P P = 49.
b=e 3 32 e 5 e (49.36)
Enfin :
0%F o®
e3.— =a.ez.e; t+besey+cezes=0+0+c—c=n—-—5=L=—— (49.37)
u? P1
Finalement : 3 /3 2 . )
F F @ D e
— == )| === = He; — Her— — 49.38
du (3u> I I p1 “ ( )
On a aussi :
d [OF ’F @] D! e® ! ! e®
— == )| === =Ly — Loy ——e3=——H4 ey — — 49.3
o (av> 7 3 e > el S e3 3 e+ ey o e3 (49.39)
Et:
d (OF 0°F oF 0°F o o
(=)= 2 —g. . . —_— = —e?. @/ 49.40
u (av> Jugy et taratasen =5 .5 5 =a.et=gend, (49.40)
Par suite : &
ay = 7” (49.41)
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D’une part :

JOF 0*F @
3 aagy e (49.42)
Comme : 5 ,
0 (JdF B JoF 0°F Y
2 (&V> S (49.43)
Ce qui donne :
(p/
a = -2 (49.44)
2
D’autre part :
J’F J°F
83.m:n.m = da3 =M=0 (4945)
Pone: 9 (IF\ 9 (9F\ @ @
) 3 . dn dn » on .
Maintenant, on va déterminer — et —. Comme n.n =n° = 1 = n.—— =0 c’est a-dire qu’on
o du  Jdv du
peut €crire :
on
— =bj.e1+br.en 49.47)
du
Alors : 9F 9
or on _ . @
5% 9u by.e (49.48)
Or:
L nPF L PF nOF ondF _ 0 ( OF\ OndF _ ondF _,
T2 T 0w T ouou duoun ou\"ou) ouwou oudu
Soit : on 9 o
n dF e 1
Maintenant : 9F 9
or on _ . @
5 9u by.e (49.50)
Or:
Mon BF_FF OnOF nOF _ 0 ( OF\ anOF __omdF _
" 9uav " M ouav T 9wy u v au\" v du dv  du dv
Soit : on IF
M 0=bye® = by =0 (49.51)
du dv
Donc :

212



du_ p !
. on 1
etdeméme — = —ep
v p

En résumé, on peut écrire sous forme matricielle :

D~ ?
F, 2 2 p
9 F | = g 21/4 0
du 2 2
n
1
— 0 0
P1
De méme :
P P,
“v Zuog
i 22
ool | ae e
dv v 2 2 P2
n
1
0 — 0
p2
Les relations (49.54) et (49.53) sont appellées les équations de Gauss-Weingarten.
Posons :
F,
c=|F
n

Alors, Les relations (#9.54) et (49.53) peuvent étre écrites sous la forme :

o,=A.0
o, =B.c

ou A et B sont les matrices 3x3 ci-dessus.

49.3.2 Les équations de Gauss-Codazzi

Comme %(q’,) = % (07), on obtient :

A,6+A.0,=B,0+B.0,
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F/

F/

F/

(49.52)

(49.53)

(49.54)

(49.55)

(49.56)

(49.57)
(49.58)

(49.59)



soit en tenant compte des relations (49.57) et (49.58) pour tout ¢ # 0 :
A,—B,+AB-BA=0 (49.60)

Qu’on écrit sous la forme :
A, —B,+[A,B]=0 (49.61)

avec
[A,B]=A.B—B.A

L’ensemble des équations de constitue les équations dites de Gauss-Codazzi.

Calculons [A, B], on obtient :

Lo3] /
0 _ ¢ Jeq) (1 + 1)
v pP1p2 2 / P P2
e 0 Do (1 L 1) (49.62)
p1p2 2 pr P2
& (1 _ 1) Py (1 _ 1) 0
2 \p1 p2 2 \p1 P2

Par suite, I’équation (49.60) donne apres calculs les équations suivantes de Gauss-Codazzi :

32¢+92¢+ e

du? dv? plpz_

2 ap, 8(1)(1 1)

2o, 0@ /1 1) _, 49.63
p3 du  Jdu\p» pi (49.63)
2 Ip aqs(l 1)

AL () =0

pt dv v \p pi

Dans le cas de I’exemple étudié, on a :
e® = chos(p

pL=p2=R

et
de

cosQ

MZXM; dfm:

véri i is équati i- us. i u ur d’écri équati
On vérifie facilement les trois équations ci-dessus. On laisse au lecteur d’écrire ces équations
pour I’ellipsoide de révolution.
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49.4 1LLES SURFACES ISOTHERMES DISCRETES

Dans cette section, on va présenter les surfaces isothermes discrétes. On considere le cas de
I’ellipsoide de révolution. Soit E(a, e) un ellipsoide de révolution de parametres a et e respec-
tivement le demi grand-axe et la premiere excentricité.

Un point M (@, 1) est défini par ses coordonnées tridimensionnelles dans un référentiel 3D
donné par :
X = NcospcosiA
Y = Ncos@sinA (49.64)
Z =N(1—é*)sing

T
On considere que (¢,A) € [0, 5] x [0, 7]. Soient /, g deux entiers positifs non nuls, on pose :

in
= i=0,1,... 49.
(Pl 21 l 07 9 7l (965)
)L,-:% i=0,1,..,q (49.66)

On note le point M; j = M(@;, ;).

Définition : Un quadrilatére 2; ; de la surface discréte de ellipsoide est formé par les som-
mets telsqu’on a le chemin fermé suivant :

M;j— M; 1 — Mg j1 — Mgy j— M; .

Mit1,j(4)[dMit1,j+1(3)]1]

Miﬁj(])[r]Mi,j-&-l (2) [Lt]

Définition : La surface discréte de I’ellipsoide est formée par ’ensemble des quadrilatéres

Q,‘ﬁj.

Etudions la position du quadrilatere 2; ; par rapport a la surface de I’ellipsoide E. Le quadri-
latére 2;; est un morceau de plan passant par les quatre sommets du quadrilatére ou encore
passant par M;; et engendré par le vecteur M;;M; ;1 et le vecteur M;;M; ;. Pour simplifier
les notations, appelons :

M =M, (49.67)
Miji1 =M, (49.68)
M1, =My (49.69)

Le quadrilatere 2;; est engendré donc par les vecteurs M1M> et M M,, leurs composantes
sont :
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X, — X Xy — X1
MM, =\Yr,-Y ; MMy=|Y4s—Y (49.70)
Zr— 7 Zy— 27,

49.4.1 Equation du plan passant par 2;;

Soit P(X,Y,Z) un point quelconque du plan en question, son équation vectorielle s’écrit :

X—-Xi=aX—X))+PXs—X;)
MP=|Y-Yi=a,-1)+B(Ys—T11) (49.71)
Z—7) = (X(Z2—21)+[3(Z4—Z1)

L’équation du plan est obtenu en disant que les vecteurs My P, MM, , M1 M, sont coplanaires,
donc le déterminant ci-dessous est nul :

X-X1 Xx—-X1 X4—Xi

Y-y »-Y Yo—Y | =0 (49.72)
Z-7Z1 -7y Zs—7

ou encore :
X—X1 AXip AXuy
Y—Y, AY AYy|=0 (49.73)
Z—-7Z1 AZ;p AZy
avec :
AXp=Xo— X3 AXuu=X4—X; (49.74)
AYp =0 -Y; AYu=Y,-Y (49.75)
AZp=0~2Z1; AZiw=7Z4—7) (49.76)

L’équation du plan sera de la forme :

AX+BY+CZ=H (49.77)
ol les coefficients A, B,C,H dépendent des A(.)y; ci-dessus.
Soit un point 7 (¢, A ) de Iellipsoide de coordonnées (X7, Y7,Zr), avec ¢; < @ < @i et A; <
A < Ajyi1. Ladistance de T au plan du quadrilatére est donnée par :

H-AX-BY-CZ
[ﬁsﬂ]};?)::‘ | (49.78)
VA2 +B?+C?
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49.4.2 Recherches de la distance maximale

Quand le point 7 (¢, A) se mouve sur la portion de I’ellipsoide avec ¢; < @ < @11 etd; <A <
Ajt1, on veut chercher le maximum de la distance du point 7' au quadrilatere 2;;. Pour cela,

on €étudie la fonction :

(@A) — g(@,A)=(H—AX —BY —C.Z)?

Jdg  dg
Calculons % et 7
dg B 0X Y 0Z
% =2(H-AX—-BY —C.Z)(—A.% —B.% —C.%
dg X Y
i 2(H—A.X—B.Y—C.Z)(—A.—8l _B'ﬁ

Comme T ¢ 2;; donc H—A.X —B.Y —C.Z # 0, par suite, on a:

X aY 0z
120.4 aY

or oA

0

A. 0
Rappellons que :
d(Ncos@) = —psinod @

Donc :

IX _ sinpcosh
Fri psin@cos

w
90 psin@sin

dZ
70 = pcosp
9X = —Ncos@sinl
ar
aY
N

Les équations (49.82) et (49.83) deviennent :

= Ncos@cosA

A
VA?+B?

C
tgp = Xcos),

B
tgh = 1 = cosA =
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)=0

)=0

(49.79)

(49.80)

(49.81)

(49.82)

(49.83)

(49.84)

(49.85)

(49.86)

(49.87)

(49.88)

(49.89)

(49.90)



C

Littérature

1. A. Bobenko et U. Pinkall. 1996. Discrete isothermic surfaces. Journal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik. N° 475, pp 187-208.

2. A.Ben Hadj Salem. 2013. Elément de Géodésie pour les Ingénieurs. En préparation. 301 p.
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cHAaPITRE B0

UNIFICATION DES SYSTEMES GEODESIQUES TERRESTRES
PAR LE GPS

Résumé : On dispose de trois ou quatre réseaux géodésiques terrestres indépendants (c’est-
a-dire non liés par des observations géodésiques), avec des points de ces réseaux observés par
GPS. En déterminant les parametres de la transformation de passage du systeéme GPS vers les
systémes terrestres, on peut déterminer les corrections des coordonnées géodésiques des points
terrestres utilisés dans le calcul de fagcon que 1’ensemble des réseaux utilisés forme un systeme
géodésique terrestre unifié.

50.1 INTRODUCTION

L’introduction de la technologie de positionnement par GPS (Global Positioning System) four-
nit a I’utilisateur sa position (X,Y,Z) tridimensionnelle dans le systeéme géocentrique mondial
dit WGS84 (World Geodetic System 1984). Parmi les modeles de transformation de passage
du systeme géodésique mondial au systeme géodésique national ou local, on cite le modele de
Bursa-Wolf a 7 parametres. Nous présentons ci-apres ce modele de transformations de passage
entre les systeémes géodésiques avec en plus la possibilité d’unifier des systemes géodésiques
terrestres.

Nous utilisons par la suite les notations suivantes :

- (X1,Y1,Z)) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeéme géocentrique WGS84 (systeme

1),
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- (X2,Y2,7Z,) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme géocentrique local (systeme 2),
- (@1,A1,hey) les coordonnées géodésiques dans le systeme 1,

- (@2, A2, hey) les coordonnées géodésiques dans le systeme 2.

50.2 LE MODELE DE BURSA - WOLF

Ce modele s’écrit sous la forme vectorielle [1] :
Xo =T+ (14+m).R(rx,ry,rz).X; (50.1)
Ou:
- X, est le vecteur de composantes (X,Y>,7Z,)", T désigne transposée,
- T est le vecteur translation de composantes (7x, Ty, TZ)T entre les systemes 1 et 2,
- 14+ m est le facteur d’échelle entre les 2 systemes,
- R(rx,ry,rz) est la matrice de rotation (3,3) pour passer du systtme 1 au systeéme 2,

- X est le vecteur de composantes (X;,Y1,Z;)7.

En développant (50.1)), on obtient :

X Tx 1 rz —ry X
L=y |+(+m)|—-rz 1 rm |. |11 (50.2)
7> 17 ry —rx 1 Z)

avec (rx,ry,rz) les rotations comptées positivement dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre. Dans I’équation (50.2)), on considere que le point dans le systeme terrestre local repré-
senté par X, est approché. On écrit alors :

X5 :X(z)-l-dXz
Soit matriciellement :
X> x) dX,
Lhl=(W]|+]|dr (50.3)
Zy Zg dz,
Alors I’équation (50.2)) s’écrit :
Xg ax, Tx 1 rz —ry X
Wl+lan | =T |+0+m)|-rz 1 = |.[1 (50.4)
Zg dz, 17 ry —rx 1 7\
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X1

X2

Fig. 50.1 Le Modele de Bursa-Wolf

50.3 CALCUL DES PARAMETRES DU MODELE DE BURSA-WOLF PAR
LES MOINDRES CARRES

En considérant comme inconnues les parametres Ty, Ty, Tz, m, rx, ry,rz, et dXo,dY>,dZ, 1’équa-
tion (50.4) s’écrit en gardant les termes du ler ordre comme suit :

X9 —X, 100X, 0 -Z; 1 Ty dX,
wW-vi|=(010Y Zz 0 -X m | —|dr (50.3)
Zg—Zl 0017z, -1 X3 O rx dZ,

Maintenant, on exprime les variations (dX»,dY>,dZ;) en fonction des coordonnées géodé-
siques dans le systeéme local ¢’est-a-dire (dAy,d@,,dhe;). On obtient sous forme matricielle :

dXo dly
av, | = 7. | de, (50.6)
dz, dhe;
Avec :
—(N +he)cospsind —(p + he)sinpcosA cos@cosA
J= | (N+he)cospcosA —(p + he)sin@sind cos@sind (50.7)
0 (p + he)cos sin@ 5
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ol p, N sont les rayons principaux de courbure de I’ellipsoide de révolution donnés par :

a(l—é?
p= ( ) - (50.8)
(1 —e2sin2@)(1 — e%sin2@)2
N=—°% (50.9)
1 — e2sin2¢
€? le carré de la premiére excentricité.
L’équation (50.5) devient :
Ix
Iy
X9 —X 100X, 0 —Z; 1 T dAy
w-vi|=(010Y Zzz 0 —-X m|—J. | dp (50.10)
Zg—Zl 0 0 1 Z] 7Y1 X] 0 rx dhez
ry
rz

Pour permettre de résoudre par la méthode des moindres carrés le systeme précédent, on ne va
pas considérer I’inconnue de I’altitude dhe, et la matrice J devient la matrice J'(3 x 2) donnée
par :

—(N + he)cospsind —(p + he)sin@cosA

J' = | (N+he)cospcosh —(p + he)sin@sind (50.11)
0 (p + he)coso )
Etona:
Tx
Ty
X9 —X 100X; 0 —-Z 1 Ty J
Yo-v|=(0o10y, zz 0 X ||m]|-J. (d 2) (50.12)
22z 001Z —-¥1 Xi 0 rx 2
ry
rz

Si n est le nombre des points GPS utilisés sur I’ensemble des systemes géodésiques terrestres,
le nombre des équations d’observations est 3n. Le nombre des inconnues est 7+ 2n. La résolu-
tion de (50.12)) est possible si 3n > 7+2n = n > 7 c’est-a-dire le nombre des points commun
est supérieur a 7 ce qui possible dans ces cas de calculs.

En utilisant I’équation (50.12)) pour les n points communs dans les systemes 1 et 2 et en posant :
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0
X201
Y% ]
25

e

N
<

0
Y 2n
z

n

i
2i

0
X2n -

—Xn
0
—Zn

0 —Xui

=Yy
—Zy;

X]n
_Yln
_Zln

Tx
Ty
1z
m
rx
ry
rz

dﬂ.21

den

dy;
dei

d szn

dey,

A la matrice (3n,7) :
100X,

ABn, ) =010,
0012

B la matrice (3n,2) :

—(N; + he;)cos@;sinA; —(p; + he;)sin@;cos;
B(2n,2) = | (N;+ hei)cos@icosh; —(p;+ he;)sing;sinA;
(pi + he;)cos@;

0

0
Z

0
-Y; X; Ocr

(50.13)

(50.14)

(50.15)

(50.16)

(50.17)

et V le vecteur des résidus de la méthode des moindres carrés, la détermination des parametres

inconnus (U, W) se fait par la résolution par les moindres carrés de 1’équation :

AU —-BW =L+V
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Posons :

M = (A,—B) (50.19)
U
X = <W) (50.20)
Le systeme (50.18) s’écrit :
ME =L+V (50.21)

Chercher .2 telque V7.V soit minimum ce qui donne :
T =" ) "L (50.22)
Le vecteur résidu est donné par :
V=l & ~L=t(M" . )" " L—-L (50.23)
Le facteur de la variance unitaire est donné par :

) vTy

o° = P (50.24)

50.4 UNIFICATION DES SYSTEMES GEODESIQUES TERRESTRES

De ((50.22), on tire le vecteur des corrections (dA;,d@;) soit W. On calcule par la suite les nou-
velles coordonnées planimétriques (X, ¥;),. Soit Iy = {1,n1} '’ensemble des points communs
utilisés du systeéme terrestre Sél). On peut maintenant modéliser le passage des coordonnées
(Xi,Y:)2 (i € I[1)) aux coordonnées corrigées (X;,Y;)2 (i € I(1)) par des polyndmes complexes
conformes. Enfin, on transforme tous les autres coordonnées des points du systeéme Sél), de
méme pour les autres systemes terrestres utilisés. Ce qui permet d’unifier ces systemes géodé-
siques terrestres.

Littérature

1. Abdelmajid BEN HADJ SALEM.2013. Eléments de Géodésie (en cours de préparation). 335p.
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CHAPITRED 1

LA DETERMINATION D’UN GEOIDE DE HAUTE PRECISION
PAR UAPPROCHE D’A. ARDALAN :
|. RAPPELS DE LA THEORIE DE PI1ZZETTI-SOMIGLIANA

Résumé : A partir d’une approche de A. Ardalan [[1]] sur le calcul d’un géoide régional de haute
résolution dans le systeme géodésique mondial 2000 ( World Geodetic Datum 2000), nous
proposons d’appliquer cette approche a la détermination d’un géoide tunisien et de calculer la
différence entre la position du géoide et le zéro de référence des altitudes orthométriques.

Juin 2013

51.1 INTRODUCTION

Parmi les objectifs de la mise a niveau de la géodésie tunisienne figure la détermination du
géoide tunisien, car le terrritoire tunisien manque une information sur cette surface appelée
géoide qui avait été définie par C. Gauss [2] par : ” Ce que nous appelons dans le sens géomé-
trique la surface de la terre ce n’est que la surface qui coupe les lignes de la pesanteur sous
un angle droit et qui fait partie de la surface des océans”.

Le terme géoide fut pour la premiere fois introduit par J. Listing en 1872 [3]] :” nous appelle-
rons la surface mathématique de la terre définie précédemment la surface a laquelle les océans
font partie, surface géodale de la terre ou géoide”.
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51.2 RAPPELS ET NOTATIONS

51.2.1 Présentation des Coordonnées Ellipsoidiques ou de Jacobi

Soit E(a,b) ou E(a,e) I’ellipsoide de référence ol a,b,e désignent respectivement le demi
grand-axe, le demi petit-axe et la premiere excentricité. Un point M est défini par ses coordon-
nées tridimensionnelles (x,y, z) dans un repére orthonormé Z(0, e1,ez,e3) ou Z(0,x,y,z). On
considere une famille d’ellipsoides de demi petit-axe u,u > 0, de demi grand-axe vu? + €2,
avec :

e?=d b (51.1)

Le point M appartient a I’ellipsoide d’équation :
2,2 2
X“+y Z
——+ =1 51.2
u? + €2 + u? ( )

Soit ¢ I’angle Z(OM,0OM’) (Figl51.1)) appelé la latitude réduite correspondante au point M, on
a alors :

) HM' HM'
Par définition de I’ellipse méridienne passant par M, on a le rapport d’affinité :
u HM u
Vur+e2  HM' Vu? + €2
D’ou:
HM' 1 Vu?+ g2 HM
sing = - VUE gy =M (51.5)
Viur+e? Vil+er  u u
Soit :
z=HM = u.sin¢ (51.6)
Et:
x = OH.cosA = OM’cos¢.cosA (51.7)
y = OH..sinA = OM'cos¢ .sin) (51.8)
En résumé, on a les coordonnées du point M exprimées en fonction des coordonnées de Jacobi
(,0,2) :
x = Vu?+€2.cospcosh
M= |y=+u%+€e2.cospsini (51.9)
Z=u.sing

avec ¢ € [-m/2,m/2], A €[0,27] etu € R*. Si u = b, on retrouve I’équation de 1’ellipsoide de
référence E : s o o
X“+y Z

St =1 (51.10)
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Xy

Fig. 51.1 Les Coordonnées de Jacobi

51.2.2 Passage des coordonnées (u,d, ) aux coordonnées (x,y,z)

De I’équation (51.2), on a:
W)+ 2P+ ) =P (P + ) = ut + it (2 - -y ) -2 =0  (51.11)
C’est une équation du second degré en u”. Son discriminant A vaut :

A=(r—g)+47e (51.12)

avec r2:x2+y2—|—z2 (51.13)

L’équation (51.T1) a deux solutions, I’une négative a rejeter et I’autre positive strictement a
savoir :

2 _
u; = 3 >0=
| %
uy = {2 (x2+y2+z2 e+ \/(x2 +)2 422 —g2)? —|—41282>} (51.14)
Six#0,ona:
tgh =2 (51.15)
X
et: z
sing = — (51.16)
u
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d’otr ¢.

51.2.3 Le Repeére Mobile (E,,Ey,E};,)

On a donc :

Soit :

De méme :

Soit :

Enfin :

Soit :

— cosPcosA
oM | Vu FE o ||oM]| - uP+€2sin?
au - uz n 32 COS(PSln)U ’ au - \/m
sing
+60s¢cosl
oM U+ €exsin’¢
-— u
__du_ _ | ——=——==cos¢sink
E, = oMl ~ | VuP+€xsin?¢
H M Vu? + €2 .
u ——sing
u? + €2sin?¢

om |V u? + €%singcos oM
2 |V u? + e2sinsinA H(MH =\ u>+€xsin¢

u.cosQ

Viu? + €2

———sin@coshA

U2+ 2sin ¢
— Vu? 4 €2

= | - —=———==singsinl
Vu?+ €2sin®¢
u

cos

o
<
|
| V|| v
SESE

u? + €2sin% ¢

oM |~V u? + 2cospsind . Ha

M
94 | Vu*+€xcospcosh ‘MH = Vu?+¢€%cos
0
oM -
B % B —Sin
B o] |
oA
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51.2.4 L’expression de la métrique g = ds* en coordonnées de Jacobi

A partir des formules (51.9), on obtient :

2 g2
g=ds* = %du2 + (u? + €%sin*§)d 9> + (u* + €*)cos* pdA*
du
= guudi® + gppd 9> + g3, dA* = (du,d¢p,dA)" .J. | d¢ (51.23)
dA
Avec :
2 p202
gu 0 O % 0 0
— _ u
I = 8 g8¢ 0 )= 0 u? + %sin’ ¢ 0 (51.24)
gaa 0 0 (u® +€%)cos*
Posons :
g =Det(J) = (u* + &%sin*¢)*cos> ¢ (51.25)

51.2.5 L’Expression du Laplacien A en Coordonnées Ellipsoidiques

Le laplacien en coordonnées (u, @, 1) est exprimé par la formule [4] :

1 {0 (\/§8V> d <\/§ 8V> J (\/g av)}
AV=—{ Z (V2 ) T (Ve ) T (Ve 2 (51.26)
\/g{au uu Ou a¢ 800 a¢ dA \gar 92
En utilisant les formules (51.24) et (51.25), on obtient la formule du laplacien en coordonnées
ellipsoidiques :

T P G O B
AV = u? + €2sin% ¢ {(u tE )8142 au du + d¢? 89 ¢ + (u? +€%)cos?p IA?
(51.27)

51.3 RESOLUTION DU LAPLACIEN EN COORDONNEES
ELLIPSOIDIQUES

On cherche a résoudre 1’équation (51.27)) en considérant le potentiel Normal sous la forme :

V(u, ¢, 1) = f(u).h(¢).L(A) (51.28)
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ouf, h,l trois fonctions lisses suffisamment différentiables respectivement des variables u, ¢, A.
Ce qui donne :

AV =0=
2
h(¢).1(A) ((u2+8 )T{“ dﬁ)

2
F(w)1(A) (jqﬁ —rg¢j’;)

2+ 202 421
%ﬂu)-h(mm =0 (51.29)

En divisant par f(u).h(¢).l(1) # 0, on a alors :

AV =0=

2
ﬁ ((u2+8 )d—f+2 di:) +

1 d*h ; dh
7(9) <d¢2_ g"’m) *

d?l
>+ €%sin*9 g2
(u%+€%)cos?p 1(A)

-0 (51.30)

La variable A se trouve dans le dernier terme de 1’équation précédente ce qui donne premiére-
ment :

(u> +€*)cos*d [ 1 s o d*f df 1 [(d°h
Wt Esin’) [f(u) <(” ) g du)*h(@(d& g¢d¢>}
dl

_dA?
51.31
102 )( )

Le membre a gauche de (51.31) est fonction seulement de u,¢ alors que celui a droite est
fonction de A, ce-ci n’est possible que si les deux membres sont égaux a une constante. Soit
pour le membre a droite :

d’l
—% = constante (51.32)
Soit pour avoir :
I(A=0)=1(A=2m) (51.33)
on doit choisir la constante égale a m?, avec m € N, d’olr :
2l .
W—i—m (L) =0= (L) = A.sinmA + B.cosmA (51.34)
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avec A, B deux constantes.

L’équation (51.30) devient :
1 2 d*f af
—_— —>+2u
f(u)<(u —|—£)d2+ )T
! @,t ¢ﬁ +
n(o) \dg? ~ "V dp
2 o202
5 UTHE7sin“¢
Or le terme :
u? + €2sin’ ¢ 1 _ &’
(2 +€2)cosp  cosp u+g?
Par suite :
1 ) d’f df £? m? 1 [d*h
25 4 ou = — 1.
i (e GE ) o = iy (g w0 d) 6199

Le membre a gauche dépend de u, celui de droite dépend de ¢. Les deux membres doivent étre
égaux a une constante qu’on prendra égale a n(n+ 1) avec n € N, d’ou la deuxieme équation
différentielle :

2
W' cos¢ — h'sing + (n(n+ 1)cos¢p — n ) h=0 (51.37)

cos¢

dont les solutions sont [4] :

ol les P, (sing) sont appelées les fonctions de Legendre associées [4]] d’ordre m et de degré
n. La troisieme équation différentielle est :

1 2 d*f df €’
f(u)((u +€ )ﬁ+2 Tn +m? +£2:n(n+l) (51.39)
Soit : )
2 f f > € _
Posons : "
t= iE (51.41)
et:
&t
F(1) :f(T) (51.42)
Alors la trosieme équation s’écrit :
d’F dF 1
(l—t)d2 —2tdt+(n(n+1)—m21_t2>F(t):0 (51.43)

Dont les solutions sont [4] :
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Fi(t) = fi(u) = an(ig) (51.44)
By(t) = fo(u) = Qnm(ig) (51.45)

ol O (w) sont les fonctions de Legendre de seconde espéce d’ordre m et de degré n.

Alors, I’expression des solutions générales de AV =0 pour V = f(u).h(¢).[(A) est une com-
binaison linéaire des chacunes des solutions des trois équations différentielles. Parmi les solu-
tions possibles (en notant b le demi petit-axe de 1’ellipsoide de référence E) on a :

Pl
PN

(u,0,1) A Pam (sin®)cosmA + by Py (sing )sinmA]  (51.46)

)
m(lg)
Qum(i2)

Avec m < n des entiers positifs et V;, V, sont respectivement le potentiel gravitationnel normal
a l'intérieur et a ’extérieur de la Terre.

IZ

(u,0,1) [@nmPrum (sing )cosmA + by Py (sing )sinmA]  (51.47)

51.4 LA THEORIE DE PIZZETTI-SOMIGLIANA

51.4.1 Le potentiel de la pesanteur en coordonnées sphériques

Le potentiel de la pesanteur en un point M(x,y,z) est donné par la fonction :
W=V+o (51.48)

avec V le potentiel gravitationnel :
V= // pdv (51.49)
et @ le potentiel centrifuge di a la rotation de la Terre :
&= %a)z(xz—i—yz) (51.50)

Le potentiel gravitationnel s’écrit sous la forme :

+oo 1 n
V= GTM (1 — ’;1 mz_’o (g) (JumcosmA + Ky sinmA.) nm(cos@)) (51.51)

N

ou :

- Jum, Kum © sont les coefficients que nous obtenons par I’observation et ils sont connus.
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- Pyu(cosB) : on les appelle les harmoniques sphériques ou polynémes de Legendre de
deuxieme espece.

Au lieu d’utiliser le potentiel de la pesanteur, on utilise un potentiel de référence qui soit celui
d’un ellipsoide de révolution (dans notre cas c’est I’ellipsoide de référence E(a,¢)), alors, on
a:

GM Ry 2 1
U=— (1 — Z (g) ngnPgn(cos9)> —|—§a)2r2c0s29 (51.52)

r n=1

(r,0,1) sont les coordonnées sphériques (Fig. {51.2)), ¢’est-a-dire :

X = rsinOcosA
M = |y = rsinBsinA (51.53)
z=rcosO

B, sont les fonctions de Legendre associés de ler espece de degré n et d’ordre m [4]],[S].

Fig. 51.2 Les Coordonnées Sphériques

51.4.2 Le Potentiel de la pesanteur en coordonnées ellipsoidiques

Le potentiel de la pesanteur normal est donné par :
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U=Vy+ Dy (51.54)

avec en coordonnées ellipsoidiques :

1 1
Dy = sz(xz +3%) = sz(u2 +&%)cos* (51.55)
Le potentiel gravitationnel normal Viy = V,. Comme on considere la terre comme un ellipsoide
de révolution de parametres (a,b), c’est un corps symétrique par rapport a I’axe z donc le po-
tentiel gravitationnel normal Vy ne dépend pas de la longitude géodésique A, alors Vi devient

avecm =0 :
Vi =Vo(u,0) = n: gzzgg o Pro (sing) (51.56)

On pose :
Pao(sing) = Py(sing) (51.57)
Qno(ig) = Qn(ig) (51.58)
Qno(ig) :Qn(zg) (51.59)

Les fonctions P,(w) sont appelées les polyndmes de Legendre en w de degré n (voir 1’ Annexe
ci-apres). L’expression de Uy devient :

%

Maintenant on cherche Uy tel que pour u = b, la fonction Uy est égale a la valeur Uy sur
I’ellipsoide de référence, pour tout ¢ ce qui donne :

Qn(l
0 Qn(l

l

m\§

sm¢)+;w (u* + €*)cos* (51.60)
(i

m\%‘

m\@‘
~—

M+

1
.anP, (sing) + 5002(1)2 + &%) cos’ ¢ = Uy =

m\@‘
~—

3
Il

1
Zan (sing) +50 2(b* 4+ €*)cos’ o = Uy (51.61)
soit en détail :

—+o0
aoPo(sing) + a1 Py (sing) + ax P (sing) + Z anP,(sing) + %(DQ(I)Z +&%)cos’$ = Uy (51.62)

Or:
Py(sing) =1 (51.63)
Py (sing) = sin¢ (51.64)
-2
Py (sing) = 3Sl; ¢ _ % =1- %cosz(]) (51.65)
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Ce qui donne :

1 o0
ao+ax —Up+aising + 5(0{)2(192 + &%) —3ax)cos’d + Z anP,(sing) =0=
n=3
ap+ax—Uy=0 (51.66)

a; =0 (51.67)
0> (b*+€*)—3a; =0 (51.68)
a,=0 pourn>3 (51.69)

D’ou :
ap = Uy — %a)z(bz +&e)=Uy— %aza)z (51.70)
ar=0 (51.71)
a = %azw2 (51.72)
Par suite, Uy s’écrit :
Qi) Oafi¥) R D
Uy = ——=2=.a0+ ——LarPs(sing) + - 0 (u” + & )cos™ ¢ (51.73)
Q(i2)" Qa(i%) 2
Comme [4]] :
Qo(§) =coth™'§, {eC (51.74)
(3.0 1 1y 3
0 (8) = (26 2>coth £-3¢ (51.75)

u N
Prenons § = i d’our:

ch(iu/e))l _ <lc0s(u/£)> =

=coth™'¢ =
Qo(6) = coth ™ (sh(iu/s) sin(u/€)

u €
= —iArcotg(—) = —iArctg—
iArcotg(~) = —iArcrg-

(51.76)
De méme :

0n(2) = —inrerg() 617

Calculons maintenant Q5 (i) :
2 .
0:(0)= (3¢5 )eor 0= 3= (553 ) (irrsT) -3

i 3u? € 3u
= 1+ — |Arctg— — — 1.7
2{( +£2> retg- 8} (51.78)

Posons :
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1 u? £ u
g=q(u) = 3 [(1—&—382>Arctgu—3J (51.79)
1 b? e b
= =b)==|[1 — |A ——3- 1.
qo=q(u=">») 3 [( +3£2> rctgb 38] (51.80)
Alors,on a:
€
Arctg(—)
1 § 1 3 1
U= (Uy— gazwz)i‘g + gaz(x)zqi <1 — 2c0s2¢> + 50)2(142 +£2)c0s2¢ (51.81)
Arctg(— 0
retg(3)
Ona:
€ 2 _b2
e Caatd (51.82)
ol ¢ est la deuxiéme excentricité. Au premier ordre, on a :
g €
Arctg; = (51.83)

Si on considere la terre comme point ponctuel de masse M, le potentiel gravitationnel sera

donné par :
GM
Vi=— (51.84)
u
ou G est la constante universelle de gravitation. En se reférant au premier terme de 1’expression

de U donnée par (51.81])), On peut écrire :

GM e 1 3 1
U=—Arctg—+ ot (1- ~cos’¢ | + = 0* (u* + €%)cos* (51.85)
€ u 3 q0 2 2
ou encore :
M e 1 1 1
U= G—Arctgf oL sin?g — = | + =~ @*(u® + €*)cos* ¢ (51.86)
€ u 2 q0 3 2
avec :
— ()= & 103 ) Arerg® 3" (51.87)
q=q(u) =7 o2 ) Arctg =3 .
1 b? e b
qozq(u:b)zi [(1—1—382)Arctgb—38] (51.88)
GM 1
Up = TArctge/-i- gw%ﬂ (51.89)

La derniere équation lie la masse de la Terre M au potentiel Uy et aux parametres a,b, ®,G.
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CHAPITRE D2

LE KRIGEAGE

Note : Ce chapitre est extrait du cours de Géostatistique enseigné a la faculté des Sciences de
Tunis pour les étudiants de la license Géomatique, Terre et Environnement.

Puisqu’on peut calculer la variance d’estimation pour tout estimateur linéaire, pourquoi ne pas
choisir celui qui assure la variance d’estimation minimale ? C’est précisement ce qu’effectue
le krigeage. Dans le cas stationnaire, on en reconnait 2 types principaux :

a- la moyenne du processus est connu, c’est le krigeage simple.

b- la moyenne est inconnue, c’est le krigeage ordinaire. Ce dernier est, de loin, le plus fré-
quemment utilisé.

52.1 LE KRIGEAGE ORDINAIRE

Supposons que I’on veuille estimer un bloc v centré au point xy. Notons Z, la vraie valeur
(inconnue) de ce bloc et Z; I’estimateur que I’on obtient. L’estimateur est linéaire a savoir :

Z: = Yot MiZi (52.1)

ou les Z; désignent les v.a. correspondant aux points échantillons. On veut minimiser :

62 =Var(Z, — Z}) = Var|Z, — Z}] = Var|Z,) + Var|Z}] — 2Cov|Z,,Z}] (52.2)
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Substituant I’expression de I’estimateur dans cette équation, on obtient :

0 = Var[Z,)+ L2t Y17 AidjCov(Zi,Z;) — 2 X2} AiCovlZ,, Z] (52.3)

Pour que I’estimateur soit sans biais, il faut que :

En effet, dans ce cas,
E[Z;)=E[Y AZ] =Y AE[Z] =) Aim= mlilki =m=E[Z]=)Y =1
i i i i=1 i

On a donc un probleme de minimisation d’une fonction avec une contrainte ou condition que
I’on solutionne par la méthode de Lagrange .. On forme le lagrangien :

n

LM Ay Ay ) = 07 +2u(Y A — 1)

1

Il
3 =

i=n j:n i=n
=Var(Z,)+ Y Y ALidiCov(Z;,Z;) -2 AiCov(Z,,Zi] +2u(} A — 1) (52.5)
i=1

i=1j=1 i= i

I
-

ou u est le multiplicateur de Lagrange. Le minimum est atteint lorsque toutes les dérivées
partielles de . par rapport a chacun des A; et par rapport a ¢ s’annulent. Ceci conduit au
systéme de krigeage ordinaire, soit :

j=n
A;Cov|Zi, Zj] + 1 = Cov[Z,, Z]) Vi=1,.n (52.6)
Jj=1

j=n
Y 4=1 (52.7)
j=1

La variance d’estimation minimale szo, appelée variance de krigeage, est obtenue en substi-
tuant les équations de krigeage (52.6) dans I’expression générale pour la variance d’estimation

(équation[52.3)) :

o}, = Var(Z,] - Y= LiCov(Z,, 2] — (52.8)

Note : Cette variance de krigeage ne depend pas des valeurs observées, elle ne depend que du
variogramme et de la configuration des points servant a I’estimation par rapport au point (ou
bloc) a estimer.

Ecrivons le systeme de krigeage en utilisant le variogramme y(h) = y(x;, x;) avec h = distance x;x; :
Comme la variance d’estimation s’écrit aussi directement en terme du variogramme, on
peut aussi écrire le systeme de krigeage en fonction du variogramme. Ceci tient au fait que
C(h) = 6> —y(h) etque Y A; = 1. En effet,on a :
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Var|Z,) = C(Z,) = 6* — y(v,v)et Cov|Z,,Z]] = 6% — y(v,xi)
L’ équation (52.8) devient alors en tenant compte que Y ; A; =1 :

szo =0’ — Y(v,v) — Z)Li (02 — Y(v,xz')) —U=
of, = Y y(vxi) — y(v,v) — (52.9)
i=1

I est intéressant de visualiser le systeéme de krigeage ordinaire donné par les équations (52.5)
et (52.6) et la variance de krigeage ordinaire sous forme matricielle. Posons :

Var(Z)) Cov(Zy,Z;) -+ Cov(Z1,Z,) 1
Cov(Zy,21) Var(Zy) --- Cov(Za,Zy) 1

K— : : : : (52.10)
Cov(Zy,Z1) Cov(Zn,Zs) -+ Cov(Zy,Zy) 1
1 1 1 0
et
M Cov(Z,,Z))
Az Cov(Z,,2,)
A= | k= : (52.11)
An Cov(Z,,Z,)
u 1

Les équations (52.3)) et s’écrivent sous forme matricielle :

(52.12)

Alors, la solution donnée par :
A=Kk (52.13)

2 Céerit -
et oy, s’écrit :

‘ 62, =Var(Z) - Ak =02 —AK ‘ (52.14)

52.2 LE KRIGEAGE SIMPLE

Parfois on connait la moyenne ”m” du champ a estimer ou du moins on en possede un esti-
mateur fiable. On peut alors former un estimateur sans biais sans imposer la contrainte que la
somme des poids soit égale a 1.

Zy—m =i A(Zi—m)| (52.15)

La variance d’estimation est donnée par :
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i=nj=n i=n
o; =VarZ,)+ Y. Y AiAiCov(Z;,Z;) -2 Y AiCov(Z,,Z)] (52.16)

i=1j=1 1

Tout comme pour le krigeage ordinaire, 1’idée est de choisir les A; de facon & minimiser la

variance d’estimation c?2.

Pour trouver le minimum, on dérive 0'3 par rapport a chacun des A; et I’on pose ces dérivées
partielles égales a 0.

- Le systeme de krigeage simple (KS) ne peut s’écrire directement en termes de variogrammes
puisqu’on n’apas }; A; = 1.

- En termes pratiques, les estimés obtenus par krigeage ordinaire (KO) et simple (KS) sont tres
similaires lorsqu’on effectue le krigeage a courte distance par rapport aux points connus et par
rapport a la portée du variogramme et que le variogramme montre une structure importante.

- Regle générale, le KO est préférable au KS.

Les principales propriétés et caractéristiques associées au krigeage sont :
i. Linéaire, sans biais, a variance minimale, par construction.
ii. Interpolateur exact : si I’on estime un point connu, on retrouve la valeur connue.

iii. Présente un effet d’écran : les points les plus prés recoivent les poids les plus importants.
Cet effet d’écran varie selon la configuration et selon le modele de variogramme utilisé pour le
krigeage. Plus I’effet de pépite est important, moins il y a d’effet d’écran.

iv. Tient compte de la taille du champ a estimer et de la position des points entre eux.

v. Par ’utilisation du variogramme, tient compte de la continuité du phénomene étudié (effet
de pépite, anisotropie, etc...).

52.3 EXEMPLE NUMERIQUE DE KRIGEAGE

Soient les points suivants :
X0

X2 X X3
avec

X0 = (0, 1)x1 = (1,0) Xy = (0,0) X3 = (3,0) ave021 = 9;22 = 3,Z3 =4

On veut estimer la variable aléatoire Z au point x situé a (0,1). Supposons que I’on a un modele
sphérique, avec effet de pépite 1, palier 11 et portée 3. On calcule d’abord les distances entre
toutes les paires de points :
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Point xo x1 xp x3
x 0 1412
X 140 1 3.2
X 1 1 03
x3 2 3230

Tableau 52.1 Tableau des distances h

On évalue le variogramme sphérique a chacune de ces distances avec 1’équation :

0sih=0
h A
y(h) =< 1+10 155 -05(3 si0<h<3 (52.17)
—1lsih>3

Point xo x1 x3 X3
xo 0 7.555.819.52
xy 7550 58111
x; 5815810 11
x3 95211 11 O

Tableau 52.2 Tableau de y(h)

On calcule la covariance correspondante en utilisant la relation C(h) = 6> — y(h) = 11 — y(h).

On obtient le tableau suivant :

Point xo x1 x2 X3
X0 11.0 3.45 5.19 1.48
X1 34511 5.190
X 5195.1911 O
X3 1480 O 11

Tableau 52.3 Tableau de covariance
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Ceci permet de construire le systeme de krigeage donné par I’équation (52.12) soit :

11 519 0 1 M 3.45
5.19 11 01 A 519
0 o0 11|27 |14s (52.18)
1 1 10 u 1
Le systeme précédent s’écrit :
11A; +5.194, + 14823 + 1 = 3.47 (52.19)
5194+ 114 +pu =5.19 (52.20)
1.484; +11A3+u =0.04 (52.21)
M+A+A3=1 (52.22)
On élimine y du systeme par (52.19)-(32.21)) et (32.20)-(52.21), d’our :
9.52A1 +5.194, —9.5243 = 3.43 (52.23)
3714 + 114, — 1143 =5.15 (52.24)
M+AL+A3=1 (52.25)
De la derniere équation, on a :
M=1-A—-L (52.26)

En remplacant A3 dans (52.23)) et (52.24)), on obtient le systeme linéaire & deux inconnues :

19.044; + 14.714, = 12.95 (52.27)
147141 +22, = 16.15 (52.28)

qu’on résout par substitution ou par la méthode des déterminants et on trouve (2 vérifier!) :
M\ (0234
() = (05s) 229

A3 =1-0.234—-0.578 =0.188 (52.30)

Par suite A3 vaut :

On obtient y en utilisant par exemple (52.19) :

u=347—11A; —5.194; — 1.482; (52.31)
Soit :
u=-2.382 (52.32)
Donc le vecteur des inconnues A s’écrit :
A1 0.234
A| | 0578
A | 0.188 (52.33)
u —2.382

244



L’ estimation est alors :

7t = Y307 = (234) x 94 (.578) x 3+ (.188) x 4 = 4.592 (52.34)

La variance de krigeage est donnée par :

o, =Var(Z*)—Ak=11-Ak (52.35)

Soit numériquement :

07, = 11— [(.234) x 3.47+ (.578) x 5.19 4 (.188) x 0.04 + 1 x (—2.382)] =
11—1.437=9.563 (52.36)
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