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1. Introduction

Dans cet article, nous proposons d’écrire les équations des géodésiques d’un
tore, et de les résoudre.

Soit le tore T défini par les équations suivantes :

z = (a + Rcosp)cos\
(1.0.1) M(p,\) =< y=(a+ Reosp)sinA
z = Rsiny
ou a, R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,27] x [0, 27].
On introduit les notations usuelles :

oM oM ||oM|*
(1.0.2) E = R _H 50 =R
oM OM
0. F=22""2""=
(1.0.3) SRR} 0
OM OM ||OM |
(1.0.4) G= TR H x|l = (a + Reosp)?
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FiGURE 1. Le Tore T

On a alors :

(1.0.5) ds* = R*dg* + (a + Rcosp)?d\?

la premiere forme fondamentale du tore. Des équations ([1.0.241.0.341.0.4), on
obtient les équations :

OF

(1.0.6) 9 E,=0
oL,

(1.0.7) = E\=0
or

(1.0.8) 9 = F,=0
or  _,

(1.0.9) oy~ =0

oG , .
(1.0.10) 9 = G, = —2Rsiny(a + Reosyp)
(1.0.11) oc =G\ =0



LES LIGNES GEODESIQUES D’UN TORE

2. Les Equations différentielles des lignes géodésiques

Les équations différentielles des lignes géodésiques sont données par [1] :

(2.0.12)

M OM [(dp\> d2p _0?°M OMdpd\ O*M OM [d\
R (d) T 2 T2 000N X dsds T 9N o <
et :

(2.0.13)

d32+ DpON Do ds ds  0p2 Do

O*M OM (d)\>2 Fdz)\ 262M OM dpd\ 0°M OM (d@
ds

oX2 Oy \ds

ds

2 2
d=\
G— =0
>jL ds?
2 2
d”p
E—=0
>+ ds?

Utilisons les équations (1.0.6) a (1.0.11), les équations (2.0.12) et [2.0.13))

peuvent étre écrites :

E 2 2 U 2
(20.14) (F., — =) (d‘P> +FW+GICZ‘PC”+GA<M> e

® 2 ds ds? ¥ ds ds 2 \ds

dA X dde | E <d<p>2
ds

G/ 2

2.0.15) (Fy— —=2)(— F—= + E\— —£
(20.15) (£ 2)<ds)+ a2 T s ds T2
Ce qui donne apres substitutions :

2

. dp dA 9d
(2.0.16) —2Rsiny(a + Rcosgp)E% + (a + Rcosyp) ol 0
dr\? d?
(2.0.17) Rsing(a + Reosy) <d5> + R?ng =0
L’équation (2.0.16|) s’écrit :
d o dA
(2.0.18) e ((a + Rcosp) ds> =0
Ce qui donne :
9 dA
(2.0.19) (a + Rcosp) e C = constante
Posons :
(2.0.20) r = a+ Rcosyp
L’équation (2.0.19)) n’est autre que ’équation de Clairaut :
(2.0.21) ’rsinAz =C=(a+ R)sinAze‘

A2\

220

ds?

d2g0
ESY —

ds? 0

ou Aze est 'azimut de départ au point My = ((a + R)cosAo, (a + R)sin)g, 0)

de la géodésique sur le plan z = 0.

On a alors les cas suivants :
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a-Aze=0=C=0= sindz=0= Az =0, alors A = )¢ et le point M
décrit le petit cercle de rayon R, soit le cercle (C1) sur la figure

b- Aze= g = rsindz = C = (a + R) ce qui donne :

(2.0.22)

R
sinAz = _atn > 1 Ce qui impossible sauf si p =0 et Az = il
a + Rcosp 2

Donc M décrit le grand cercle dans le plan z = 0 de rayon a + R.

3. Résolution du probléeme dans le cas général
On suppose que au point My, la géodésique a pour azimut Aze telque :

O<Aze<g

L’équation(2.0.17) s’écrit en utilisant ([2.0.19)) :
d?p C? sing

ds2 R (a+ Rcosy)3
d
Multiplions les deux membres par 2(790 qu’on suppose différend de zéro, on
s
obtient :

(3.0.23) % ((igf)j - _chjs ((a+ Rlcos<p)2>

Qu’on écrit sous la forme en posant k% = C%/R? :

(3.0.24) d <<§:>2> =—d (M;W)

En intégrant, on obtient :
de\? k2
3.0.25 — | =A———F—=5 >0
( ) (ds ) (a + Reosp)? —
ou A est une constante strictement positive. On retrouve la valeur de A en
utilisant 1’expression de ds? donnée par ([1.0.5) soit :
1

d
D’ou en prenant d—(p > 0, on a alors :
s

dp 1 V/(a + Reosp)? — C?
ds R a + Rcosp

(3.0.27)
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La latitude ¢ passe par un maximum ¢,, telque :

O —
(3.0.28) a + Rcosp,, = C = | cospy, = 7 @
L’équation (3.0.27) donne :

(3.0.29) ds — ot Reosp)dy
V/(a + Reosp)? — C?
Soit :
Rcost)dt
(3.0.30) s —/ R{a + Reost)dt
V/(a + Reost)? — C2

avec s(¢ =0) = 0.

Revenons a chercher 'expression de A en fonction de ¢. L’équation (2.0.19))

donne :

dA C
.0.31 = __
(3.0:31) ds  (a+ Rcosyp)?
Soit :
(3.0.32) - s C.Rdyp

(a+ Rcosp)?  (a+ Reosp)+/(a + Reosp)? — C?
D’ou en intégrant :

)
(3.0.33) A= o = / ¢. Rt
0 (a+ Reost)\/(a+ Reost)? — C?

Le calcul des intégrales (3.0.30) et (3.0.33) fera I’objet d’une prochaine note.
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