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Note de Géométrie Différentielle
- Application de la Méthode du Repéere Mobile a
I’ellipsoide de Référence-

Abdelmajid BEN HADJ SALEM

1 Le Repere Mobile

1.1 Introduction

Soit E lellipsoide de référence géodésique défini par les parametres a,e
respectivement le demi grand axe et la premiére excentricité. Soit R(O, X,Y, Z)
le référentiel géocentrique associé a cet ellipsoide. Un point A est défini par ses
coordonnées cartésiennes tridimensionnelles (X, Y, Z) par :

X = (N + h)cospcos (1)

Y = (N + h)cospsinA (2)

Z = (N(1 — €% + h)sing (3)

avec : v a "

V1 — e?sin?p
Au point A(p, A, h), considérons le repere local défini par le repére ortho-
normé (ey, ey, €5,) défini dans la base orthonormée (4, j, k) de R par :

—SsinA —SINWYCcosA COSPCOSA
ex = | CosA e, =| —sSINYsinA ;e, = | cospsinA (5)
0 cosp SiNp

Pour faciliter les notations, posons :

€] = €) (6)
€9 = 6(’0 (7)
e3 = en (8)

Quand les coordonnées géodésiques (¢, A\, h) du point A varient, le repeére local
en A se déplace ce qu’on appelle le repere mobile du point A.



FI1GURE 1 — Le Repere Mobile

2 Ecriture Différentielle de dA et de;
Le point A est défini dans R par :
OA=Xi+Yj+Zk (9)

avec (i,j,k) la base canonique de R. Comme (e1,ez,e3) est aussi une base
orthonormée de R, on peut passer de (4,7, k) a (e, e2,e3) (A. Ben Hadj Salem,
2010) par :

) —SINA  —SINPCOSA  coSpPcosA el
Jjl =1 cosh —sinpsin\ cospsinA | | ez (10)
k 0 cosp sing es3

La différentielle de @ donne :
dA = idX + jdY + kdZ

en remplacant i,j et k en fonction de ej,es et e3, on arrive a l'expression
différentielle :

dA = YT  wie; (11)

De méme, la différentielle d’un vecteur e; s’exprime dans la base (4,7, k) qui
sera transformée dans la base (e;) utilisant la matrice inverse de ([10)), on aura
alors :

dei == Z;zf Wi €5 (12)




Les deux formules et définissent le déplacement infinitésimal du repere
mobile au point A quand ce dernier se déplace.

Les coefficients w; et w;; respectivement dans les deux formules précédentes
sont des formes différentielles de degré 1 en fonction des formes différentielles
d\,dy et dh (A. Ben Hadj salem, 2012).

3 Les Relations Satisfaites par les Formes Différen-
tielles w; et wj;

Revenons aux dernieres formules ) et ., elles représentent des diffé-
rentielles de fonctions vectorielles, par sulte on a alors :

d(dA) =0 (13)
d(de;)) =0 i=1,3 (14)

La formule donne :

d(dA) = d(z wie;) = Zd(wiei) = Z(dwiei—wi/\dei) = Zdwiei—z wiNde; = 0

i

(15)
Soit :
Z dw;e; = Zwi A de;
i i
Remplacons maintenant de; par son expression , on obtient :
Zdwiei = Zwi ANde; = Zwi A sz‘k@k = ZZW’ A wjkeg
Ce qui donne en changeant les indices i et k pour le terme a droite :
Z dwie; = Z Z Wi A\ W€
i ik
Soit :
dw; = S 13w A wg (16)
Revenons maintenant a la formule ([14)) :
j=3
d(de;) = sz]e] Z d(wije;) (17)
7=1

Or :

k=3
Z d(wije;) Z dwije; — Z wij Nd(e;) Z dwije; — Z wij A (Z wjker) =0
J k=1



Soit :
j=3 k=3

Z dwije; = Z Z wij N Wijkek (18)
J

j=1k=1

Les (e;) forment une base de R, les coefficients de e; doivent étre égaux, ce qui
donne apres manipulation :

duwij = Y win Awgy 1<i<3,1<5<3 (19)

Les formes différentielles données par et (19)) constituent les formules d’Elie
Cartan (H. Cartan, 1979).
3.1 Cas de repere mobile orthonormé

Dans le cas étudié dans cette note, la base (e;) est une base orthonormée
c’est-a-dire :

=1si i=5=1
En différentiant , on a :
dei.ej + €i.d€j =0 (21)

En utilisant la formule donnant de; c’est-adire ((12)), expression ci-dessous de-
vient :

k=3 k=3
(> wiker).€j + ei. (Y wjrer) =0 (22)
k=1 k=1

Comme e;.e; = d;5, on obtient :

’wij+wﬁ:0 Vi,j:1,3‘ (23)

Et quand i = 7, on a :

’wn = W92 = W33 = 0‘ (24)

4 Application a I’ellipsoide de Référence

4.1 Calcul des w;
En différentiant les formules (143]) dans la base (i, j,k) on a :

dA = idX + jdY + kdZ

En remplacant ,j et k par leurs expressions en fonction de ej,es et ez on
obtient :
dA = cosp(N + h)dXe1 + (p + h)dpes + dhes (25)

Soit :

w1 = cosp(N + h)dX\; wy = (p+ h)dp; w3 = dh‘ (26)




4.2 Calcul des w;;

Le calcul de de; en fonction des vecteurs e; du repere mobile au point A se
fait en utilisant :

de; = —(icosA + jsin\)dA
deg = (—cospcosAdy + sinpsinAd\)i 4+ (—cospsinAdp — sinpcosAd\)j — kcospdp
des = (—sinpcosAdp — cospsin\d\)i + (—sinpsinAdp + cospcosAdN)j + kcospdp

(27)
En partant de , on obtient donc :
de; = sinpdles — cospdes (28)
des = —sinpdAe; — dpes (29)
des = cospdAe + dpes (30)
Ou encore sous forme matricielle :
dey 0 stnpd\  —cospdA e1 e1
des | = | —sinpdA 0 —dp ea | =Q | e (31)
des cospdA dy 0 es es
avec :
0 sinpdA  —cospdA 0 w2 wis
Q= —sincpd)\ 0 —d(p = | W21 0 w3 (32)
cospdA dy 0 w31 w3z 0
D’otu les éléments w;; :
wi1 = wog = w3z =0 (33)
W12 = —wsa1 = SinpdA (34)
w13 = —w31 = —CcospdA (35)
wa3 = —w32 = —dp (36)
4.3 Vérification des Formules dw; et dw;;
A- Vérifions la formule soit :
k=3
dw; = Z Wi N\ Wi
k=1
Calculons par exemple dw; :
dwi = d((N + h)cospd\) = d(Ncospd\) + d(hcospd\) (37)
Or d(Ncosp) = —psingdyp ce qui donne :
dwy = —psinede A d\ — hsinpdp N\ dX + cospdh A dA (38)



soit :

’ dwi = —(p + h)sinpdp N d\ + cospdh A dX (39)
Par la formule :

k=3
dwy = Zwk/\wkl =w1 ANwil +wa Awo1 +w3 Awsgr =
k=1
04 wo Awar +ws Awsy = (p+ h)de A (—sined\) + dh A cospdA =

—(p + h)sinpdp A dX + cospdh Ad\  (40)

Ce qui est identique a ci-dessus.

B- Vérifions maintenant la formule des dw;; :

soit :
k=3
dwij = Z Wik N\ Wi
k=1
Calculons par exemple dwis :
’dwlg = d(sinpd\) = cospdp A dA (41)

D’autre part, d’apres la formule , ona :

k=3
dwiz = Z Wik N\ Wiz = w11 A w1z + w21 Awaz + w1z A w3z
k=1

Or :
w11 = wo2 =0

Par suite, on a finalement :

k=3
dwig = Z Wik A Wk2 = w13 Awsgz = —cospdA N\ dyp = cospdp N dA (42)
k=1

C’est le résultat de .

5 Etude ducas h=0

Quand h = 0, le point A est sur le plan tangent a l’ellipsoide, dans ce cas,
on a alors :

w1 = Ncospd)\ (43)
wy = pdip (44)
w12 = stnpdA (45)

Or d’apres le théoreme fondamental de la géométrie riemannienne locale, il
existe une unique forme différentielle w1 définie dans le plan tangent qui satis-



fait aux équations (S.S Chern, 1985) :

dwi = wig A wy (46)
dwy = w1 A w12 (47)
et dwio = —Kwi Awy (48)

avec K la courbure de Gauss ou la courbure totale au point A.

Vérifions alors les équations (46H48]). Des équations (43H45)), obtient :

dwi = —psinedp N dX (49)
dwy = p'dp Adp =0 (50)
dwia = cospdp N dA (51)

Par suite :
dwi = w1y A wo = sinpd\ A pdp = psinpdA A dp (52)
dwy = w1 A w1z = Ncospd\ A sinpd) = 0 (53)
et dwio = cospdp A dA (54)

Or:

w1 A wy = Ncospd\ A pde = —pNcospdp N dA (55)

En comparant et , on trouve que :

1
dwis = —p—Nwl ANwy = —Kwy A ws (56)
avec :
1
K= N la courbure totale ou courbure de Gauss
)
c’est l'inverse du produit des 2 rayons de courbure de ’ellipsoide (57)
CQFD
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