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NOTE DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
- LOPERATEUR DE PETERSON -

ABDELMAJID BEN HADJ SALEM

La Mesure de la Terre(sens étymologique du mot géomeétrie) est une
des principales sources des mathématiques. Sans remonter jus-
qu’a 'Egypte ancienne, rappelons par exemple que ce sont ses
travaux de géodésie qui ont conduit Carl Friedrich Gauss a dé-
velopper l'étude des surfaces et, notamment, a introduire 'ap-
plication qui porte aujourd’hui son nom.m

Charles-Michel Marle et Philippe Pilibossian [1]

Résumé

L’objet de cette note de géométrie différentielle est I’application d’un théoréme
de la théorie des surfaces dit théoréme de 1'opérateur de Peterson dans les cas de la
sphere et de I’ellipsoide de révolution.

1 Introduction

Soit (¥) une surface définie par la fonction vectorielle OM(u, v). Soit le repeére local
en (M, ey, ez, N) défini par :

oM

e = %(Uav) (1)
oM

e = %(Uav) )
e; ey

N=——-— 3
er Aea] ®

Soit g la métrique définie sur (X), on a;
g = g11du® + 2g12dudv + gaodv? (4)
ou encore sous forme matricielle :
gi1 912
= 5
g (912 922> ®)

Soient X, Y deux vecteurs du plan tangent en un point P de la surface :

=) -0

1. C’est l'application qui associe , a chaque point de la suface du globe terrestre, la direction
de la verticale ascendante en ce point.




Alors g(X,Y) est un réel donné par :

gX,Y)=XT gV =YTg.X = XT. @E ﬁiz) Y = gi1ac+ gi2(ad+be)+ gosbd (6)

ot T désigne la transposée de matrice. On définit la matrice » = (h;;) par :

9*M
hij =55 @)
2 LOpérateur de Peterson
L'Opérateur de Peterson est un opérateur linéaire A défini par:
g(AX, X)=h(X,X) VX #0 )]

ou X est un vecteur non nul du plan tangent.
Théoreme : Soit le repére tridimensionnel local (M, ey, ez, N) précédemment défini, on
montre que :

oe;
Ou;

Z F ek + hsz (9)

8u =- Z Apier, (10)

oit A = (Ay;) est la matrice de I'opérateur linéaire de Peterson, et T'}; les coefficients de
Christoffel donnés par :

g* agl; Ogii  0gij
— 11
Z ( ou; auj Oy (11)
et g*' les coefficients de I'inverse de la matrice g = (g;;).

3 Applications :Cas de la Sphere

On consideére que notre surface est une sphere de rayon a. Un point M de la sur-
face est paramétré par :

X = acospcosA
OM(p, \) = | Y = acospsinA (12)
Z = asing

Le repere (e1, ez, N) est défini dans la base orthonormée (O, i, j, k) par :

—asingcosA
e = %M —asinpsin (13)
v acosy
M —acospsin
ey = 887/\ = | acospcosA (14)
0




—COSPCOSA
—cospsin\ (15)
—sinp

e Ney

N=——— - —
el A ez

Matriciellement, on peut écrire (13),(I4) et (I5) sous la forme :

e

- —SINYCoSA  —sinpsin\  cosp i i
acejw = —sinA COSA 0 j =R\ j (16)
N —COSPCOSA  —CoSpsinA  —sing k k

Avec R la matrice :

—SINECOSA  —SinEsinA  cosp
R= U cosA 0 (17)
—COSPCOSN  —CoSpsSinA  —sing

R est une matrice de rotation, donc matrice orthogonale vérifie :
R '=RT (18)

ou 7' désigne la transposée de matrice.

On peut écrire alors :

i 4 —8iNpcos\  —sin\  —cospcosA 4
ji | =R" deas | = | —singpsin cosA  —cospsin) YT
k N cosp 0 —sing N
(19)
On peut écrire sous la forme :
e —asingcos\  —asinesin\  acosp i B i
e; | = | —acospsin\  acospcos 0 i |=RI[ i (20)
N —COSQPCOSA  —COSPSinA  —sing k k
Avec R la matrice :
- —astnpcos\  —asinpsin\  acosy
R= | —acospsin\  acospcosA 0 (21)
—COSPCOSN  —cospsin\  —sing
De méme (19) s’écrit sous la forme :
. —si A —si
i e S%”{fc‘?s a;;:;\ —COSPCOSA e
]' _ Q ey _ 7sznlfszn)\ ;;;Ss)\ —cosgpsin)\ e (22)
k N cosp 0 ’ ; N
—sing

a

3.1 LExpression des dérivées des vecteurs du repere local

Maintenant, on veut calculer %—(;1, %, %, %, g—lz, Z—I/\\I en fonction des vec-
teurs du repeére local au point M (¢, A) de la sphere.



Pour les dérivées par rapport a ¢, on utilise (20) :

o [ & oR [ 1
W(ﬁ):W<i) =

En utilisant I'équation (22), on obtient :

o [ & or [ 1 ok [ &
@(ﬁ)zw(i):WQ(ﬁ> Q®

Apres calculs, on trouve :
9 (3] (51
67 €2 =U €2 (25)
7\ N N

avec U la matrice :

0 0 a
U= 0 —tgp O (26)
=L 0 0
Soit :
8e1
— =aN
dp @
Oe
TQ = —tgpes (27)
%)
ON_ 1,
do  a !

De méme, on a :

o [ & oR [ 1 oR [ ©
sli)-a(l)-sek) e
o e e
— | e = e (29)
w(ﬁ) (ﬁ)

0 —tgp 0
V=1 sinpcosy 0 acos?p (30)

0 =1 0

avec V la matrice :



Soit :

% = —tgype

6A - gpes

% = singpcospe; + acos>pN
X a’

3.2 Utilisation du Théoréeme de I'opérateur de Peterson

(CL

Maintenant on va déterminer les coefficients des équations (9) et (10) et de les com-
parer aux précédentes équations et (3I). Pour cela, on va calculer les coefficients
de Christoffel et les coefficients h;;.

Pour la sphere, on a:

soit sous forme matricielle :

Ce qui donne :

Appliquant (1I), ona:

=2

g = a’de? + a®cos?pd)?

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

@37)

1
g g | Ogn Ogn 2 1 2
=) =+ —-—2—)=0; I =0, I'},=0; I'y=-¢
11 l_zl 2 (aw + 690 aul> ’ 11 ) 12 ) 12 gy
I}, = cospsing; Ti, =0
Calculons les h;;. On a:
M —acoSpPCcosA M asinpsinA 92M —acoSPCcosA
907 —acospsinA ; 900X —asinpcos\ ; vl —acospsin ;
. —asing L4 0 0
Par suite :
*M
hll = 87()02N =a
0’M
hig=hogy = ——N=0
12 21 DpON
‘M
hog = %?.N = acoszgo

(38)



D'ou:

Oe
—&; =Tl e +I?e5 4+ hiyN =aN (39)
832 1 2
78(,0 = P21e1 -+ F2132 + ho1N = —tgpes (40)
ey 1 2
B = F12e1 + F12e2 + h1aN = —tgpes (41)
o]
% =T3,e1 + I'35es + hooN = cospsinpe; + acos’pN (42)

En comparant (39}f42) avec 27),(3I) on trouve les mémes expressions. De (27),(31), on

déduit les coefficients de la matrice de 'opérateur de Peterson, a savoir :

1
A =— (43)
a
1
Ago = — (44)
a
A =421 =0 (45)
4 Calcul des Coefficients de la Matrice de I'Opérateur de
Peterson
D’apres la définition de I'opérateur de Peterson, on a :
g(AX, X)=h(X,X) VX #0
Posons :

respectivement la matrice de I'opérateur de Peterson et un vecteur du plan tangent
non nul, on a alors en utilisant la définition de 1’opérateur de Peterson :

A11 A12 xr T
AX = . = 47
(o a)-(0)=(%) @
En utilisant (6), on a :

g1 912 x hi1  hiz x
. . = . . 48
(r.s) < g21 922 ) ( Yy > () ( ha1  has > < Yy ) (48)
Soit le systeme :

(5 e ()G L) ()

ce qui donne I'équation :

r2a? A1 + y?a®cos?pAgy + 2ya®(Ars + Agicos®e) = ax® + ay’cos’p (50)



D’ot1 les coefficients A;;, le point est supposé non au pole, :

1
Ay = — (61)
a
Az =a21 =0 (52)
1
Aoy = — (53)
a

On retrouve les coefficients données par (43]-[44]{45).

On laisse au lecteur a titre d’exercice ’étude du cas de l'ellipsoide de révolution.
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