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1 Calcul des Lignes Géodésiques de L’Ellipsoide de Révolution

7 A coté de la difficulté principale, de celle qui tient au fond
méme des choses, il y a une foule de difficultés secondaires qui
viennent compliquer encore la tdche du chercheur. Il y aurait
donc intérét a étudier d’abord un probléme ou l’on rencontre-
rait cette difficulté principale, mais ou 'on serait affranchis de
toutes les difficultés secondaires. Ce probléme est tout trouvé,
c’est celui des lignes géodésiques d’une surface; c’est encore
un probléme de dynamique, de sorte que la difficulté principale
subsiste ; mais c’est le plus simple de tous les problemes de dy-
namique. ”

(H. Poincaré['] 1905)

Apres avoir défini les lignes géodésiques d’une surface, on établit les équations
des géodésiques pour une surface donnée. Comme application, nous détaillons
celles de D'ellipsoide de révolution. On fera l'intégration de ces équations.

1.1 Introduction et Notations

Soit () une surface définie par les parametres (u,v) avec (u,v) € D un
domaine C R?. Un point M € (S) vérifie :

OM = OM (u,v) (1.1)

*07 novembre 2015.
1. Henri Poincaré (1854-1912) : Mathématicien francais, parmi les plus grands du
XIXeme siecle.
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On introduit les notations usuelles :

OM OM oM ||?
E= ou "~ Ou _’ ou (1.2)
OM OM
oM OM oM ||?
G v Ov Ov (1.4)

Des équations ([1.2H1.3H1.4)), on obtient les équations :

o8 _ oM M
ou  Ou Ou
OF 2aM 0?M

(1.5)

a0 = Y ou duon (1.6)
OF  9*M oM L oM 9*M (L)
ou  Ou2’ v ou Oudv ’
OF M oM oM M (18)
v w2 du ov Oudv ’

oG oM 9*M

90~ 20 oude (1.9)

oG  OM 9°M

e =255 (1.10)

Soit n le vecteur unitaire normal en M (u,v) a la surface (S), n est donné
par :

oM oM
n— M (1.11)
avec :
H (1.12)
D’ou :
ds* = E.du® + 2.F.du.dv + G.dv® (1.13)

L’équation ([1.13)) représente le carré infinitésimal de la longueur de I'arc.
Soit une courbe (I') tracée sur (S) et N est le vecteur unitaire de la
normale principale le long de (T').

Définition : Une courbe (I') est dite ligne géodésique de la surface (S)
st et seulement si les vecteurs n et N sont colinéaires.
On démontre par le calcul des variations (P. Petersen, 1998) que la ligne
géodésique entre deux points d’une surface () lorsqu’elle existe est la courbe
de longueur minimale joignant les deux points.
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1.2 Les Equations Différentielles des Lignes Géodésiques
Calculons I'expression de N, on a :

aT

N=R— 1.14
R— (1.14)
Or: dM  OMdu 9OMd
u v
T= ds  Ou %—'_ ov ds (1.15)
D’ou :
T D (YO dude DM B OM ML (.
ds  Ou? \ds Oudv ds ds = Ou ds? Oov ds?2 = ov? \ds
(1.16)
La condition n // N peut étre écrite :
NAn=0 (1.17)
soit :
oM A oM
dT P} )
R— N[ _—_—dU | =0 1.18
ds H ( )
Utilisant la formule du produit vectoriel :
AN(BANC)=(A.C)B—-(A.B)C (1.19)
On obtient : dT OMN\ OM  (dT M\ OM
ettt e el B 1.
(ds av>8u (ds 8u>8v 0 (1.20)
oM .
Or Bu et e forment une base du plan tangent en M, d’ou les deux
conditions : IT oM IT oM
il it 1.
ds Ov 0 et ds Ou (1.21)

Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre :

Pt O (!B OB e PN OO (00)? i
ou? " v \ds ds?2 " Oulv Ov dsds Ov? Ov \ds ds?
(1.22)
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et :
?M OM (dv)2 v _0’M OMdudv O*M OM (du>2 d*u
— | — F—42 —_— — | = F—=0
ov? " ou \ds ds? “Oudv Ou dsds Ou? Ou \ds ds?
(1.23)
Posons :
OF OF OF
9L O r_ 9
By = ou’ By ov’ Fu ou
g OF o _9G . _0G (1.24)

S T T )

Utilisons les équations ((1.5) & (L.10]), (1.22)) et|1.23)), ces 2 derniéres équations
peuvent étre écrites :

E (du\? _d*u dudv G (dv\?  d%*v
- () E e G () e =0j02)

G [dv\? d?v dvdu E! [(du\? d?u
1 Fuy [(PY av / Loy [OU au
(Fy 2 )(ds) +Fds2 +E (ds> +Eals2

=0/ (1.26)

Ydsds | 2

1.3 Détermination des Lignes Géodésiques de I’Ellipsoide de
révolution

Considérons maintenant comme surface ’ellipsoide de révolution qu’on
parametre comme suit :

X = N.cospcosA
Y = Ncospsin (1.27)
Z = N(1 — €?)sing
ou :

a

N=——o  —aW /2

V1 — e?sin?p
est le rayon de courbure de la grande normale avec :
W =1—e?sinp
Appelons :
r = Ncosp (1.28)

le rayon du parallele de latitude ¢ et p le rayon de courbure de la méridienne
donné par :

a(l —e?)

= =a
P (1 — e2sin2p)\/1 — e2sin’p

(1 o 62)W_3/2
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Alors la premiere forme fondamentale s’écrit :
ds® = p*de? + r?d)\? (1.29)
En prenant comme variables © = ¢ et v = A\, nous obtenons :

E=E(p)=p? F=0, G=r? (1.30)
E, =2pp, B\ =0, F, = F{ =0, G}, = 2r' = =2rpsing, G’ = (1.31)

Alors les équations (|1.25]) et (1.26)) deviennent :

. dpdA 5 d2\
72Tpsm<pg% +r proie 0 (1.32)
AN | rdp\?
' — — — =0 1.33
rpszn90<d8) + pp (ds) T (1.33)
La premiere équation s’écrit :
d [ 5dA
— — =0 1.34
ds (T ds) ( )
dont l'intégration donne :
dA
7"2% = C = constante (1.35)

Nous retrouvons la relation de Clairaut (J. Lemenestrel, 1980) :E|

’r.sinAz = constante = C' = asinAze‘ (1.36)

ou Az est 'azimut de la géodésique au point M et Aze son azimut initial
au point My a I'équateur.

L’équation (|1.33]) s’écrit :
d\\? , [dp\?  dPp
i — — — | =0 1.37
(e () 0o () o) -0
Ce qui donne :

- p=0le point M est sur I’équateur : ¢ = 0 et r = a le demi-grand axe
de Vellipsoide et I’équation ((1.32)) devient :

d’\

dont l'intégration donne :

)\—)\0:l<3—80) (139)

2. Alexis Claude de Clairaut (1713-1765) : Mathématicien, astronome et
géophysicien francgais.
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le point M décrit I’équateur et la géodésique est le grand cercle de rayon a.
- p # 0, le point M n’est pas sur I’équateur, I’équation ((1.33|) s’écrit

comme suit : ) ) )
d“ , dgo) ) (d)\)
bkl -} = 14

P2 +p (ds + rsing T 0 (1.40)

Pour intégrer ([1.40]), utilisons une nouvelle fonction, soit :

7= (1.41)
de
De (/1.35)), on obtient :
dp _dpdr Cdp  C
ds d\ds r2d\ r2Z
soit : i c
P
—_ = 1.42
ds 127 ( )
Exprimons maintenant la dérivée seconde d?p/ds? :
Po_d (o) (deyde 1 (4" g
ds2  ds \ds) dp\ds) ds 2dp \ds ’
L’équation ([1.40]) s’écrit en utilisant (1.35)) et (1.43]) :
p d dtp>2 ,(dw>2 - (c?
i Y ek o —1=0 1.44
2dyp [(ds tp ds +sing r3 (1.44)
Posons : )
dy
=== 1.4
U ( ds) (1.45)
L’équation ([1.44)) devient :
pdU , C?sing
—— U=- 1.46
2 dy e r3 (1.46)

L’équation (1.46) est une équation différentielle linéaire du premier ordre
avec second membre. Sa résolution sans second membre donne :

_k

U=

(1.47)

En utilisant le second membre de ([1.46]), on considére que k est une fonction
de ¢, on a alors :

1 C? kor? — C?
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avec kg la constante d’intégration. U étant une fonction positive, on doit
avoir :

kor? — C% >0 (1.49)
Revenant & I’équation ((1.45)), on obtient :
do\? _ kor? — C?
—(ZZ) =X~ 1.
U < dS) o (1.50)

Utilisons les équations ((1.42)) et ((1.50]), on obtient :

B () -GS am
ds) — p2r2  \r2Z) riz2 4 \d) '
ce qui donne :
d\ 2 2 2
() _r_ & (1.52)
dy r2 kor?2 — C2

Déterminons la valeur de kg. Pour cela, nous exprimons Is en utilisant les
s

équations ([1.35)) et (1.52)). Calculons ds?, on obtient :

r2(kor? — C?)

ds® = pdp? + r2d)\? = d\? 4 r2d)\?

2
soit : . ) )
ko dA C
ds® = 20 an? () = 1.53
y C? ~ \ds kor4 (1.53)
Or d’apres ((1.35) :
() =%
ds) — rt
d’ou alors kg = 1 et par suite :
d)\ 2 p2 02
(d) =22 ¢ (1.54)
©® rir

Pour pouvoir intégrer I’équation précédente, exprimons r? — C?, d’otl :

a’cos’p

r2—C%=N2%cos?p-C*=—""T"7"__ _(C?=
1 — e2sin2p
2 2.2
(a? = C?) (1 — 57 sin2p
( W“2 ki ) (1.55)
Posons : ) 5
a® — C*e
D’ou :

r? — C? = (a® — CH(1 — E*sin’p) /W (1.57)
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Remarquons que le coeflicient k est supérieur a 1, donc la latitude géodésique
¢ reste inférieure a la latitude o1 définie par sing; = 1/k.

Alors léquation (1.54)) s’écrit :

<d)\>2 B (1 _ 62)202 (1 58)
de)  (a? — C?)cos2p(1 — e2sin2p)(1 — k2sin2yp) ’
D’ou en remplagant C' par a.sin(Aze) et comme tg(Aze) est de méme signe

que (dA\/dp), on peut écrire alors :
dx (1 —e?)tg(Aze)

o 1.59
de  cospy/(1 — e2sin2p) (1 — k2sin2p) (1.59)
Soit en intégrant entre 0 et ¢ :
- /9" (1 —e2)tg(Aze) B
“Jo costy/(1 — eZsin?t)(1 — k2sin?t)
¥ dt
1—e?)tg(A /
(1= e%)tg(Aze) 0 cost\/(1 — esin?t)(1 — k2sin?t)
ou encore :
¥ dt
A=A = (1 —e*)tg(A / 1.60
(1= DiglAze) 0 cost\/(1 — esin?t)(1 — k2sin?t) (1.60)
En prenant comme variable w = sint, 'intégrale (1.60) devient :
siny dw
A=A = (1-€*)tg(A 1.61
U =etglAze) | e =i a ey | OV

Cherchons a exprimer ’abscisse curviligne s en fonction de ¢. Or 'expression
de ds? est égale a :

C*?
ds* = p?dp® + r?d\? = p*dp® + ﬁds2

soit :
gs? — r2 p?de? _ a’(1 — 62?2C052§0d902 ' (1.62)
r2—C?  cos?(Aze)(1 — e2sin’p)3(1 — k?sin?p)
D’ou :
ds — a(1 — e?)cospdyp (1.63)

cos(Aze)(1 — e2sin2¢) /(1 — kZsin2¢)(1 — e2sin?yp)

En prenant t = sing comme nouvelle variable, I'intégrale de (1.63) donne
en prenant comme origine de I’abscisse curviligne s un point de ’équateur :

. a(l —e?) /Si’w dt
~ cosAze Jo (1 —e2t2)\/(1 — k2t2)(1 — e2t2)

Les intégrales (L1.61]) et (1.64]) sont des intégrales elliptiques de troisieme
espéece.

(1.64)
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2 Applications aux Problemes Direct et Inverse du Calcul des
Lignes Géodésiques

Dans cette deuxiéme partie, on va traiter numériquement 1’application
des formules précédentes dans la résolution des problemes dits direct et
inverse du calcul des lignes géodésiques.

2.1 Le Probléme Direct

On donne :

- (p1,A1) d’un point Mj,

- la longueur s de la géodésique de M7 a Mo,

- Pazimut géodésique Az de la ligne géodésique de My a Mo.

On demande de calculer :
- les coordonnées géodésiques (2, A2) de My,
- Pazimut géodésique Azs en Ms.

Solution : 1. Calcul de la constante C, C = N(p1).cospy.sinAz; =
a.sin(Aze) d’ou Aze et k.
2. Détermination de 9 a partir de :

A a(l —e?) cosp1 Ay
S =
cosAze (1 — e2sinp1)\/(1 — k2sin2p1)(1 — e2sin?yq)

avec Ap = o — 1.
3. Ayant (o, on calcule Ay par :

o — A1 = (1= e?)tg(Aze) / e dw
—-AM=(1-e ze
e g winer V(1 — 021 = 2wd) (1 = k2w?)

4. Le calcul de Az, se fait par sin(Azy) = C/r(p2).

2.2 Le Probléme Inverse

On donne les coordonnées (o1, A1) et (2, A2) de deux points My et Mo.
On demande de calculer :

- la longueur s de la ligne géodésique de M7 a Mo,

- Pazimut Az, en My,

- Pazimut géodésique Azs en Ms.

Solution :
1. On doit calculer la constante C'. A partir de I’équation ([1.54]), on peut
écrire que :

(A)\)? _ Pe1) c? _ Qe —N)?
Ay m2(p1) (12(p1) = C?)  (p2 —¢1)?



2 APPLICATIONS AUX PROBLEMES DIRECT ET INVERSE DU CALCUL DES LIGNES GEODESIQUES 10

ce qui donne C':
2

=
C = p 2y

Yo (&)

En considérant I'azimut compris entre 0 et w, donc Az est positif, C est
positif. En le calculant pour ¢; et ¢s, on obtient C' par la valeur moyenne :

C1(p1) + Ca2(p2)
2

2. Par suite, on obtient la valeur de k par (1.56) :

l>‘l>
>

C =

a2 — 262
a2 — 2

3. Ayant C, on a par ((1.36), Az et Az :

k=

et sindzy =

sinAz =
L (o) r(p2)

4. Par suite, on a aussi Az, :
sinAz, = —

5. Enfin, I’équation ((1.64)) détermine s.
On itere le processus.

2.3 Calcul de I'Expression

Dans ce paragraphe, on calcule en détails :

. a(l —e?) /Si”‘P dt
~ cosAze Jo (1 —e2t2)/(1 — k2t2)(1 — e2t2)

Pour |z| < 1, on a les développements limités suivants :

1 3 15 5, 35 5 315 ,
——=1—-= —x’ - — — 2.1
(1+ )32 TR T Tt T 21)
1 x 3z2 5x® 35zt
=14+—-—4+—4+ — 2.2
1—x +2+8+16+128+ (2:2)
En prenant = —e?t? et = k?t2, on obtient :
1 3 15 35 315
a2 P4 00 66 00 88
(I —eppn — Tt Tyt et et
1 K22 3kMt 5k6t0  35K%¢8
1+ + + + + ... (2.3)

Ny 2 8 16 128
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Par suite :
1 k2 +3e? ,  3k* 4 6e2k% + 15e*
=1+ 4 th
(1 —e2t2)/(1 — k22)(1 — €%t?) 2 8
5k6 + 9k%e? + 15k2e* + 3566 6
o+
16
35k8 4+ 60k6¢e? + 90k*e* + 140k2€8 + 31568
+ e+ 12(; + e’ + € .8 n (2.4)

ou encore a 'ordre 4 :

1

=1+mt>+nt*+ ...
(1 —e2t2)\/(1 — K2t2)(1 — e%t2)

k43¢ 3K+ 6e%k? + 15¢*
-2 "7 8
2.4 Calcul de I'expression ((1.61])
Ona:

singy dw
VI = w?2)(1 - e2w?)(1 — k2w?)

A=A = (1 —€*)tg(Aze)
0

soit dans notre cas :

Mo — A1 = (1 — e2)tg(Aze) / e dt
S g inen V1= B) (1= 2B)1 - R28)

Or d’apres (2.2) :
1 1 3 5 35
I — - 2t2 e 4t4 - 6t6 oY 8t8
Vi A S S TR R T A
et :
1 s k2t? N 3k*t! N 5k0t6 N 35k5t° N
V1-— k22 2 8 16 128
de méme :
1 _1+t2+3t4+5t6+35t8+ (2.5)
VIi—2 2 8 16 128 ‘
D’ou :
1 1+ k% +é?
=14+ iﬂ_’_
VI —=12)(1 — e2t2)(1 — k212) 2
3+ 2k% + 22 + 3k* + 2¢2k* + 3e4t4+
8

5+ 3k% + 3e? + 3kt + 2e2k? + 3¢t + 5kO + 3k%e? + 3k%et + 5eb .
T
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Qu’on écrit sous la forme :

1

=1+ at® + Bt + 4% + ... 2.6
VA =821 - e2?2)(1 — k%?) of + P+ (2:6)
avec :
1+ k% + €2
o= —
5 3+ 2k? + 2e? + 3k* + 2e2k? + 3e*
B 8
o 54 3k? 4 3e? + 3k* + 2ek? + 3e* + 5k + 3k%e? + 3k%e? 4 Hel

16
(2.7)

2.5 Traitement d’un exemple
2.5.1 Le Probleme direct

Soit le point My avec :

- 1 = 10.4549 8299 gr,

- A1 = 9.5954 2429 gr,

- Az = 249.3101 68 gr,

- s = 16255.206 m.

Solution :

- C = N(p1).cospy.sinAz; = —3:594478.080 m,
- Az, = 238.1131471 gr,

a2 — 262

-Pour calculer @9, on pose Ap = ps—p1, et s = As on a alors I’équation :

$.c08Az, Apcospr

a(l —e?) (1 —e2sin2p1)y/(1 — k2sin2o1)(1 — e2sinZp)
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