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Resumo

Neste artigo estabelecem-se as equacBes que permitem relacionar a tendéncia
para o equilibrio obtida por aplicacdo da 2% Lei de Newton com a 22 Lei da
Termodindmica. Esta andlise permite, de uma forma simples e directa, relacionar a
condicdo final de equilibrio correspondente a aceleracao e velocidade nulas (equilibrio
mecanico estatico) com a estacionaridade da entropia (equilibrio termodindmico).
Através da introducdo do conceito de pressdao dindmica determinam-se a origem,
significado e condicGes de validade de algumas aproximacdes da Termodinamica.

1. Introducéo

A tendéncia para o equilibrio num modelo unidimensional foi anteriormente
estabelecida [1]. O modelo entdo utilizado e ao qual novamente nos referimos, €
constituido por um gas ideal classico. As as particulas do gas deslocam-se
perpendicularmente a um émbolo, que confina o gas. O gas e o émbolo estdo inseridos
num cilindro cujas paredes reflectem as particulas elasticamente. O émbolo move-se
devido & aceleracdo da gravidade e & accdo devida as colisdes das particulas. As
particulas movem-se sem exercerem qualquer forca de interaccdo entre si movendo-se
paralelamente umas as outras, apenas colidindo com o émbolo e com o fundo do
cilindro. E nestas colisdes com o émbolo que emerge 0 mecanismo de interaccio origem
do atrito interno, que leva o émbolo & posicdo final de equilibrio [1]. Movendo-se as
particulas com uma velocidade muito superior a velocidade do émbolo verifica-se, por
unidade de tempo, um elevado numero de colisbes das particulas com o émbolo. Estas
colisBes originam uma pressdo. Quando o émbolo estd em movimento esta pressdo é
uma pressdo dindmica. De facto, se 0 émbolo se deslocar no sentido do aumento de
volume com uma velocidade diferente de zero, a pressdo é ligeiramente inferior a
pressdo estatica, a pressdo sobre o émbolo em repouso. Se o émbolo comprimir 0 gas a
pressdo dinamica é ligeiramente superior a pressdo estatica. O movimento do émbolo
submetido a esta pressdo dinamica e ao peso determina-se a partir da 2% Lei de Newton.
Esta equacdo do movimento tem um ponto assimptéticamente estvel, o ponto de
equilibrio do émbolo [1]. Deste resultado, a tendéncia para o equilibrio obtida por
aplicacdo da 22 Lei de Newton, conclui-se que a energia interna para um mesmo volume
(quando o émbolo regressa a um determinado volume) é superior ao valor anteriormente
assumido para esse mesmo volume [2]: a energia mecanica do émbolo degrada-se em
energia interna, U, do gas. Deste facto podemos escrever U=U(V,S), dU>0, dS>0.
Somos conduzidos dessa forma a Segunda Lei da Termodindmica, isto é, a variagdo de
entropia, S, de um Sistema (conjunto de sub-sistemas e portanto térmicamente isolado,
no caso presente o gas) é positiva ou nula [2]. A variacdo de entropia nula define a
transformac&o reversivel, que corresponde ao limite de um movimento extremamente
lento, em equilibrio, em que globalmente se pode regressar a valores anteriormente



assumidos - quando o émbolo regressa a uma posi¢do anterior a energia interna regressa
ao valor anterior, ndo havendo variagéo de entropia.

No presente artigo, e tendo como base o mesmo modelo simplificado
inicialmente referido, pretende-se estabelecer a ligacdo entre a descricdo dindmica
permitida pela 22 lei de Newton e as equagOes da termodindmica, em particular a
equacédo da variagédo da entropia. Na seccdo 2 mostra-se como a distingdo entre presséo
estatica e pressdo dindmica conduz a necessidade de introduzir uma grandeza que se
identifica com a entropia tradicional da Termodindmica, concluindo-se que durante o
regime dindmico essa quantidade varia monotonicamente definindo a tendéncia para o
equilibrio. Na seccdo 3 é-se conduzido a equagdo dos gases ideais classicos (“gases
perfeitos™) e determina-se a entropia em funcdo da temperatura e do volume. Na sec¢édo
4 estabelece-se a equacdo da variacdo da entropia ao longo do tempo, a qual sera
utilizada na simulagéo do regime dindmico apresentada no Apéndice I. Mostra-se ainda
como os resultados obtidos no modelo simplificado permitem esclarecer as condigdes de
validade de certas aproximagdes por vezes utilizadas na analise termodinamica de
situacbes mais complexas. No Apéndice | deduz-se a equacdo do regime dindmico do
sistema por aplicacdo da 22 lei de Newton, considerando que o movimento do émbolo é
determinado pela pressdo dindmica e pela accdo gravitica, e apresentam-se os resultados
da simulagdo numérica que evidenciam a tendéncia para o equilibrio. No Apéndice Il
analisam-se as condicdes de validade da aproximacao da pressdo dindmica pela presséo
estatica e as consequéncias desta aproximacdo na formulacdo do 1° Principio da
Termodinémica.

2. A 28 Lei de Newton, a pressao dinamica e a tendéncia para o equilibrio.

Consideremos a fig. 1:

Fig. 1
A pressdo p” é a pressdo dinamica sobre
0 émbolo diferente da presséo estatica p
correspondente & pressao que 0 gas exerceria
sobre 0 émbolo em repouso. A area do émbolo
€ unitaria e portanto o volume V do gas é nume-
mente igual a x, a altura do embolo. A massa do
émbolo é me, e a aceleracdo da gravidade é g. No-
te-se que se existisse gas do outro lado do émbolo
a pressao sobre o émbolo seria a diferenca das pres-
sOes (estaticas ou dinamicas).



A 22 Lei de Newton permite escrever

MeX = p" Meg (l)

Dado que a pressdo dindmica p~ sobre o émbolo depende do sentido do movimento do
émbolo, sendo superior ou inferior a presséo estatica p conforme o émbolo se desloque
“contra” o gas ou “a favor” do gas, o émbolo vai mover-se trocando energia com as
particulas do gas de uma forma assimétrica (este processo € objecto de um tratamento
quantitativo com simulacdo numérica no Apéndice 1). Para compreender
qualitativamente que assim &, basta notar o seguinte:

1. A energia das particulas do gas é essencialmente cinética (sem perda de
generalidade desprezamos a energia potencial gravitacional) [1]. A soma das energias
cinéticas das particulas é a energia interna do gas, U.

2. A energia que o émbolo troca com o gas ao longo do movimento, vai-se
distribuindo pelas diversas particulas, podendo distribuir-se de mdltiplas maneiras
dependentes da distribuicdo no tempo e no espago que define colectivamente o
movimento do gas [1].

3. Quando o émbolo esta num movimento ascendente (contrario a aceleracdo Q)
a pressao dindmica € inferior a pressao estatica que se exerceria sobre o émbolo se este
estivesse em repouso. Quando o émbolo esta num movimento descendente (no sentido
da aceleracdo g) a pressdo dinamica é superior a pressdo estatica que se exerceria sobre
0 émbolo se este estivesse em repouso. Portanto a energia que o gas cede ao émbolo é
inferior a energia que o émbolo cede ao gas. Desta forma a amplitude do movimento do
émbolo vai diminuindo até atingir o repouso (dado o anteriormente afirmado, o émbolo
oscilaria indefinidamente se a pressdo sobre o émbolo em movimento fosse a pressdo
estatica).

Podemos analiticamente exprimir 1., 2., 3., através do Teorema das Forcas Vivas
(TFV). O trabalho das forcas dW que actuam sobre o émbolo é a soma do trabalho do
peso e da pressdo dindmica do gas, respectivamente dWy e dW, . Este trabalho é (TFV)
igual & variacdo da energia cinética do émbolo

dW = dEcin = dWg + dWp".

Do principio de conservacgdo de energia temos que U+ Ecin+ Epot = Constante,
em que U é a energia do gas, Ecin a energia cinética do émbolo e Epot a energia
potencial gravitacional do émbolo. O trabalho da forca peso, dWg, € simétrico da
variacdo da energia potencial dEpot . Temos portanto

dEcin+ dEpot+ dU =0, 2
dw = dEcin, 3

dWg = - dEpot, 4)



dW - dWg + dU = 0, ®)
dwg + dwWp’- dWg + dU =0, (6)
dWp'= - dU, @)

isto €, o trabalho da pressao dindmica € igual ao simétrico da variacdo da energia do gas.
Podemos exprimir este resultado na forma

dU =-p'dv (9)
em que V é o volume ocupado pelo gés.

Dado que a pressao dinamica p~ é superior ou inferior a pressdo estatica p,
dependendo da variacdo de volume ser negativa ou positiva, temos que

dU =-p"dvV=>-pdV. (10)

A variagdo da energia do gas s é igual a -pdV no limite em que a velocidade do
émbolo é zero. Tal condicdo verifica-se quando, a partir duma situacdo de equilibrio, em
que o peso do émbolo € igual a pressdo estatica do gas e o émbolo ndo tem energia
cinética, se altera progressivamente o peso do émbolo através do acréscimo de massas

infinitesimais, “graos de areia”. Da relagdo anterior (10) temos que

dU = -pdV + quantidade infinitesimal positiva . (11)
ou nula

Podemos analiticamente exprimir este resultado introduzindo uma variavel S (na
energia interna) [2]

U =U(V.9). (12)
De (12) temos

dU = (AIN)s dV + (AUIB) dS.  (13)
Fagamos

(AJIB) = 4, (14)

e arbitremos A>0. Esta arbitrariedade acarreta que durante o regime dinamico dS>0,
dado (11) e dado que

(AUIN)s = -p. (15)

A variavel S assim introduzida identifica-se com a tradicional grandeza entropia da
Termodinamica.



A medida que o émbolo se movimenta o gés vai aumentando de entropia e a amplitude
do movimento do émbolo vai diminuindo até se atingir o repouso. A entropia atinge o
maximo compativel com o peso associado ao émbolo.

3. Determinacdo do estado final de equilibrio: calculo da pressdo, do
volume, de A e de S.

A pressdo que o gas exerce sobre o émbolo em repouso pode facilmente ser
calculada. A variagdo da quantidade de movimento de uma particula numa colisdo com
0 émbolo é igual a 2 mp v (consideremos por simplicidade e sem perda de generalidade
que a particula se movimenta perpendicularmente ao émbolo com velocidade v). Dado
que a frequéncia com que uma particula colide com o émbolo € o inverso do tempo
entre colisdes, 2 x/v, isto é v/(2 x), temos que a variacdo da quantidade de movimento
por unidade de tempo é 2 my v V/(2 X), (2/2) mp v?/x. Para N particulas a pressio é
evidentemente

p=N2(1/2) mpV?/x, (16)
ou seja a pressdo de um gas de particulas é

p=2UMN, (17)
dado U =N (1/2) my v? e x =V, dado considerarmos a area do émbolo unitaria. N&o
tendo as particulas todas a mesma velocidade ha que calcular o valor médio de v?, isto é
passamos a ter U = N (1/2) mp, <v?>, e se as particulas se moverem em trés dimensdes a
pressdo passa a ser evidentemente p= 2/3 U/V.

Admitamos que no inicio o émbolo de massa me, se encontra com velocidade

nula e que a energia do gas € Uo. Ap6s o émbolo dissipar a diferenca de energia
potencial entre a altura inicial e final, temos

-Me g AX = AU =% A(p V), (18)
ou

- Meg (V- Vo) = %2 (pV-poVo). (19)
Dado que no equilibrio
p=meg, (20)

as equacdes (19) e (20) permitem calcular a presséo final de equilibrio p e 0 volume
final de equilibrio V (ver apéndice II)

Para determinar os valores de A e de S, partamos das relagdes (14 ) e (15). De
p = 2 U/V temos derivando ambos os membros em ordem a S, e dado (14),

(BpldS) = 2 (BUISS) IV =2 AIV. (21)

De (15 ) temos derivando ambos os membros em ordem a S



(G2U18SA) = - (FploS) (22)
De (14) temos derivando ambos os membros em ordem a V
(52U16SANV) = (8216V)s (23)
ou seja, comparando (22) e (23)
(6AI6V)s = - (8plAS)y, (24)
e dado (21)
(DAANV)s = -2 AN. (25)
De (25) concluimos que ao longo de uma transformagéo em que S ndo varia,
dA/A=-2dVIV. (26)
Integrando (26) temos que ao longo de uma isentropica (dS = 0)
A V2 = Const.. (27)
De p=-(2dU/dV)s =2 U/IV, (15) e (17), obtemos da mesma forma

UV?2 = Const.. (28)

Comparando (27) e (28) obtemos, qualquer que seja S
U=AA (29)

em que A € constante para um dado valor de S. Podemos portanto escrever, de (17) e
(29),

p=2UN=2AV (30)
ou seja
pV=B 1 (31)
em que B = 2 A é constante ao longo de uma transformacao isentropica (dS=0).
Se se admitir que B é constante, 0 que constitui uma boa aproximacgédo para um
gas ideal classico [3], podemos calibrar A. Foi o que empiricamente se admitiu quando
se construiu o primeiro termémetro de ar a pressao constante, em que se admitiu uma

linearidade entre V e a temperatura empirica (para o ar nas condigdes C.N.T.P. B é
aproximadamente constante quando se muda de isentropica, dado o ar estar naquelas



condicBes a comportar-se de acordo com a estatistica de Maxwell-Boltzmann como um
gés ideal cléssico, para a qual a energia do gas € proporcional ao parametro A). Desta
forma temos que o pardmetro A se pode identificar com a temperatura medida por um
termdmetro, dado o acordo entre a ndo variacdo de B e a hipotese de uma relacéo linear
entre a temperatura e o volume.

Com esta hipotese, a de que a energia é proporcional a A, pode-se medir a
constante B e escrever B = NK em que N é o numero de particulas e K € uma constante.
Se fizermos A=T (em que T ¢é a temperatura) temos que nesta nova notagdo (31) passa a
ser

pV=NKT. (32)

Tendo os valores de N, de K, sabendo p e V ( de (19) e (20)) sabemos o valor de 4, o
valor de T.

A determinacdo da variagdo de S faz-se com o recurso a equacao (13), que agora
se pode escrever, atendendo a (15), (14) e que A =T:

dU =-pdV +TdS. (33)

De (33) temos

dS = (dU + pdV)/T (34)
e como de (30) e (32):

P=2UN=2ATN=NKTN, (35)
temos

A = NK/2, (36)

U=NKT/2, (37)

dS=(1/2)NKdT/T+NKdV/V. (38)

Integrando (38) temos
S=Sog+(1/2)NKLn(T/To)+NKLn(V/Vo). (39)

4. A variacdo de entropia em ordem ao tempo

De (9) e (33) temos
dU=-pdV=-pdV+TdS (40)

Durante o movimento do émbolo temos, de (40)



TdS=-(p"-p)dVv (41)
ou
S=-(p"-p) XIT (42)

Para se calcular S é necessario conhecer-se p” em cada instante. De facto se p’
for conhecido pode determinar-se, dx atraves da equacdo (1), dU através da equacao (9),
p através da equacdo (17), T através da equacdo (32) e finalmente S (ver apéndice I).

A pressao dindmica p” s6 em modelos simples como o de um gas ideal classico
[1, 3] ou um gés de fotBes [4] é que pode ser facilmente determinado em funcéo de p.
Mas conceptualmente, a descri¢do que acabamos de fazer é geral e verifica-se para todos
o0s regimes dinamicos. Exemplifiguemos com o movimento de uma massa m a oscilar
submetida a ac¢do do peso e a accdo da forca de uma mola. Em rigor, a forca exercida
pela mola depende da velocidade da massa que nela se pendurou. A solucdo
correspondente ao movimento oscilatério harmoénico linear sem atrito corresponde a se
estar a admitir que a forca dindmica é igual a forca estatica (dS = 0), e a admitir que os
parametros da mola nessa transformacao isentrépica, por exemplo T, ndo variam.

Embora ndo seja possivel, com generalidade, determinar p°, a abordagem do
problema simplificado baseado no modelo unidimensional, da indicacdo clara do que é
possivel determinar em situacGes complexas. Através da determinacao experimental de
coeficientes de variacdo g = (V) (VIO T), e k = - (LIV) (8 VI p)r é possivel,
integrando, determinar a equacdo de estado p = p(T,V). Através da determinacdo
experimental de Cv = (JU/ZT)y, para um determinado volume Vo, Cvo, determina-se
dS= (2S/I2T)vdT + (&SIoV)r dS, dado (8SI8T)v = (Cv IT) e (&SIV)r = (dpldT)y,
como é bem conhecido. Desta forma é possivel determinar U = U(T,V). Desta forma é
possivel, por exemplo, determinar a situacao final de equilibrio se se souber a descricao
no tempo da forca exterior (por exemplo o peso constante do émbolo) (ver apéndice I1).
O trabalho da forcga exterior entre dois pontos de equilibrio é igual ao trabalho da forca
dindmica entre 0os mesmos pontos. Esta é uma situacdo complexa que se pode resolver.

Uma outra aproximacdo que em determinadas situacGes pode ser feita é
aproximar p” por p, o que equivale a desprezar o termo TdS na equacéo (33) em face de
—pdV (ver apéndice IlI), transformacdo isentropica, ou considerando que p~ € p,
considerar que TdS é a energia trocada com o exterior diferente da parcela -pdV. Mas o
que ndo é aceitavel, nem como uma aproximagcdo, é considerar que o trabalho da forca
exterior € igual ao trabalho da forca interior mesmo que o émbolo esteja em movimento
muito lento, bastando para tal notar, que quando o émbolo € solto, no exemplo que
temos vindo a considerar, a pressao exterior devida ao peso do émbolo é diferente da
pressdo interior, embora no arranque as pressdes dindmicas e estatica sejam
praticamente iguais e o trabalho da forca interior possa ser aproximado por -pdV (ver
apéndice I1). Pode acontecer que, durante parte da trajectoria dinamica se verifique que
o trabalho da forca interior é aproximadamente dado pelo integral de —pdV, dado que o
integral de TdS ainda é desprezavel (ver apéndice Il) sem no entanto se verificar
igualdade entre os trabalhos elementares da forca interior e da forca peso. Em
transformacdes reversiveis, contudo, o trabalho da forca exterior é, sempre, igual ao
trabalho da forca interior, dado o émbolo estar virtualmente sempre em repouso, isto é
dado a forga exterior ser sempre a menos de uma quantidade infinitesimal igual a forca
interior (dS = 0). Numa transformacdo em que se realiza trabalho através de um



dispositivo como o agitador de pas mecénicas de Joule (paddle-wheel experiment) [5], o
trabalho evidentemente deixa de ser dado por —p°dV (embora eventualmente uma
parcela do trabalho possa ser dada por —p“dV se existir um émbolo que se desloque
submetido a uma forga peso) .

Num regime dindmico, em que ha aceleragdo, s6 como aproximacgdo € que a
forca dindmica é a forga estatica. A transformacdo rigorosamente reversivel é uma
transformacdo rigorosamente isentropica. S6 como aproximagdo € que um regime
dindmico é isentropico e a afirmacdo da reversibilidade das equacfes da mecénica
contém esta aproximacdo: se se despreza o afastamento da forca dindmica da forga
estatica obtém-se diversos valores da energia do gas para os diversos valores da variavel
de deformacéo, no caso analisado o volume, sem que a entropia varie. Estes valores séo
0S que rigorosamente seriam atingidos, através da alteracdo infinitesimal da forca
exterior (“graos de areia”) em relagdo a forga interior, isto ¢ sem qualquer aceleragao.
Por isso é qube a trajectoria dinamica, com esta aproximacao, é dita reversivel [6, 7],
dado que faz uma descrigdo no tempo sem que a entropia varie — o0 regime é periodico, o
gés e o émbolo regressam periodicamente as condicGes iniciais, a energia do gas
comporta-se como se fosse uma fungéo potencial. Pode neste caso e nos similares fazer-
se uma abordagem variacional - a abordagem vectorial de Newton e a abordagem da
teoria variacional de Euler e Lagrange sdo equivalentes, existe uma “work function”, a
entropia ndo varia [ 8, 9]. Temos assim duas ordens de aproximagdo — a “mecanica”,
cuja descricdo isentrdpica, resulta do valor médio (em si uma aproximacao)
aproximadamente calculado por ndo considerar o0 movimento do émbolo, e que se baseia
na pressao estatica - a “termodindmica”, que contendo a aproximagéo inerente ao valor
médio corrige-0 ao considerar o movimento do émbolo, dando significado a pressdo
dindmica.

As idealizacOes tém de ser rigorosamente construidas. As aproximacdes tém de
ser suportadas nas idealizacdes, e tém de ser aplicadas com cautela, pois podem dar
origem a interpretaces contraditérias ou a restricdes desnecessarias [6, 7, 10, 11, 12-
27]: a grandeza com a forma dQ que aparece na equacdo do 1° Principio pode nédo
corresponder a “calor trocado com o exterior” (ver apéndice IT). No entanto é possivel
generalizar as equacdes para transformagdes irreversiveis que nao sejam ‘“‘quase-
estaticas” (transformacgdes em que a pressao exterior € igual a pressao estatica [10], ou
numa outra acepcdo transformacBes feitas ao longo de pontos de equilibrio
Termodinémico [6, 7, 10,11, 12-27]), bastando para tal que se introduza o conceito de
pressdo dinamica.

Conclusédo

Através da analise de um modelo simplificado estabeleceu-se a ligagdo entre a
descricdo dinamica permitida pela 2% Lei de Newton e as equagdes que resultam da
introdugdo da varidvel entropia - a 22 Lei da Termodinadmica. A varidvel temperatura
surge como grandeza derivada permitindo resolver situacbes complexas que, com
generalidade, s6 poderiam ser resolvidas pela 22 Lei de Newton se fosse possivel
determinar a forca dindmica que s6 como aproximacao é a forca estatica. O modelo
apresentado, dada a simplicidade, permite de uma forma clara compreender a origem,
significado e condicbes de validade de algumas aproximacbes que se fazem na
Termodindmica ou eliminar restricbes desnecessarias.
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Apéndice |

Consideremos uma simulacdo do gas através da substituicdo das N particulas do
gés por uma so particula (ver apéndice 1) cuja massa € igual a massa das N particulas e
com a mesma energia do gas [1]. E razoavel supor que esta é uma boa aproximagao para
massas do émbolo muito superiores & massa do gas e em que a velocidade da particula é
muito elevada comparada com a velocidade do émbolo, e para valores de x pequenos.
Nestas condigdes o numero de colisdes na unidade de tempo é muito elevado.

Se nos colocarmos no referencial do émbolo vemos o fundo do cilindro deslocar-
se com uma componente de velocidade % e a componente da velocidade da particula
passa a ser (u- X). A pressao p- obtém-se substituindo em (16) vpor (u- x)eN=1

p’=mp (u- X)X (1)

ou

p’=mpu?(l- x/u)?/x (2)

que para | x| << |u| tem o valor aproximado
p’=mpu?(l-2 x/u)lx (3)
A equacéo de conservacédo da energia escreve-se

Eo= (Mp + Me) g Xo + Mp Uo?/2 + Me X 0%/2 =

= (Mp + Me) g X+ Mpu?/2 + me X2/2 “
A 22 Lei de Newton escreve-se
Me X =p'-meg
ou
X =p/me-g (5)
Inserindo (3) em (5) vem
X = (mp/ me) u?(1-2x%/u)/x-g (6)
De (4) temos
2 Eo/ Me- (1 4+ mp/ Me) g X - X = (Mp/ me) U2 (7)

Substituindo (7) em (6) temos
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X ={2Eo/me- (L+mp/ M) gx- % 2H1-2 x/u)/x-g (8)
ou
X ={2Eo/me-(1+a)gx- x 2}1-2 x/u)/x-g (9)

em que a = mp/ Me.

Esta equacdo pode facilmente ser resolvida com o recurso ao programa
Mathematica.

Seguidamente apresenta-se 0 programa que permite representar graficamente
(x, %), (xt) e (x,t). Também se representa graficamente (S ,t), calculada a partir da
equacdo (42) obtida anteriormente na seccdo 4.

en=(1+a)g X0+ a u0"2/2 + x'0"2/2;

0=1,

a=10"(-4);

X 0=0;

u0=100;

x0=2;

en

u[t]=Sart[(2 en - 2 (1+a) g x[t] - y[t]*2)/a];
soln=NDSolve[

{X[t]==yIt].

y'TtI==((1/x[t])(2 en - 2 (1+a) g X[t] -

(Y[t1"2))(1-(2 y[t])/u[t])-9).x[0]==2.0,
y[0]==0}{x,y}.{t,50},MaxSteps->2000]
ParametricPlot[Evaluate[{x[t] y[t]}/.soIn],{t,0,50}, PlotRange->All,
PlotPoints->50]

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.soln] {t,0,50}, PlotRange->All,

PlotPoints->50]
2
SITATATAVAVAYAVATAVAVAY

NADNAAAAAAD
NIEARAER AL

Representacao da posicdo e da componente da velocidade do émbolo em fungéo
do tempo.
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[

.4

Representacdo no espaco de fase do movimento do émbolo (X, X ).

dS/dt

0.35

0.05

10 Z0 30 40 50

t

Representacdo da variacdo de entropia em ordem ao tempo em funcédo do tempo. Note-se
que a medida que o émbolo fica mais lento a producéo de entropia vai diminuindo.

Apéndice 11

Considere-se 0,1 mole de um gas ideal classico monoatémico para o qual cy =
1,5 R (calor especifico molar). O gas ocupa inicialmente o estado A com o0 volume Va=
2,510 m3 a temperatura Ta= 300 K e & pressdo pa de 10° Pa. A pressio devida ao peso
de um émbolo (que no inicio esta bloqueado) é p. = 0,7 10° Pa. Desblogueado o émbolo,
este vai entrar em movimento dado a pressdo pa ser superior a pe. Admitindo que a
transformacéo € adiabatica (s6 ha troca de energia entre o gas e o émbolo que muda de
energia cinética e de energia potencial devido as colisdes das particulas do gas). O
estado final de equilibrio, ap6s algumas oscilacbes do émbolo, pode ser facilmente
calculado usando o principio de conservagdo de energia e a igualdade das pressdes do
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gés e do émbolo, igualdade que se verifica no estado final de equilibrio. Designemos por
B este estado de equilibrio final. Temos

AU, +AE,; =0 @

AE 5 = AEpOt,s = P, (Vg —V,) (2)

em que U ¢ a energia do gas, E é a energia total do émbolo, soma da energia cinética
com a energia potencial - Epot € a energia potencial do émbolo devida ao campo
gravitacional que origina pe . No estado B, dado o émbolo estar em repouso, a energia
cinética do @mbolo é também zero, como no estado A, e por isso a variacdo da energia
cinética do émbolo € zero. Dado

U=nc,T
temos de (1) e (2)

—P. (VB _VA) =NC, (TB _TA) 3)

em que n = 0,1 mole.

A pressao do gas no ponto de equilibrio final pg € igual a pressdo do émbolo pe:

NRT;  01xRxTy
VB VB l

Ps = P, =0,7x10°Pa = (4)

(3) e (4) permitem determinar

V, =31x107°%m,? (5)
T, = 264,5K. (6)

O estado final B de repouso do émbolo foi daquela forma calculado.

Voltemos agora a situar-nos no estado de repouso inicial A e libertemos o
émbolo. O émbolo apds ser desbloqueado vai atingir uma altura maxima que pode ser
facilmente calculada se admitirmos que durante o trogo da trajectoria entre o ponto de
equilibrio A e o ponto correspondente a altura maxima que vamos designar por C, a
pressdo dinamica sobre o @mbolo é aproximada pela pressdo estatica. Dado o émbolo
em A e C estar em repouso AEcin = 0 (Ecin é a energia cinética do émbolo). Temos que

W = L\C_ pdV + Lc p.dV = AEcin,. =0 (7)



e portanto
IAC_ pav :_[AC_ p.dV =—p, (Ve —V,). 8)
Como
IAc_p,dV =Uc -U, (-pdV =dU)

temos

Uc-Up=-p. V. —V,) 9)
Dado

pP=p (dS =0)

temos ( ver obtencdo da eq. (28) em 3.)
a+l ~ a+l
PV =pV, . (20)
A transformacdo é aproximadamente isentropica. Podemos escrever (10) na forma
TV =TV," (12)

em que a=2/3 se o0 gas for mono-atémico.

De (11)
T, = TaVa" :
Ve” (12)
Atendendo a que
U.-U, =nRx1L5x(T. -T,) 13)

14

substituindo Uc - Ua em (9) e tendo em conta (12) e os valores dados de Va, Ta, pe € n,

obtém-se:

V. =3,6x10°m®, (14)
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Entre A e C verifica-se que
Uc-U,=[ -pdv=] —pdv (15)

dado a pressao dindmica ser aproximadamente a pressdo estatica, mas entre A e B
UB—UA:IAB—pdV ¢jAB—pdv (16)

dado entre o estado inicial A e o estado final B ndo ser ja aceitavel ignorar o termo de
variacgao da entropia, pelo que

UB—UA:I— p’dV=I(—pdV+TdS). 17)

De facto, entre A e C considerou-se, em boa aproximagao, que a transformacao é
quase-isentropica, o que ja deixara de ser valido para transformacdes entre estados mais
distanciados como A e B. Estas consideragfes sdo consistentes com os resultados da
simulacdo no Apéndice I - no espaco de fase, no primeiro ciclo da trajectéria de fase o
sistema regressa a um estado muito préximo do estado inicial, descrevendo assim uma
trajectéria quase fechada correspondente a uma transformacgdo quase-isentropica; mas
nos ciclos seguintes a trajectoria vai-se progressivamente afastando do ciclo inicial,
evidenciando assim uma variacdo significativa, e cumulativa, da entropia.

Desta forma compreende-se a razéo da equacéo,

dU =—pdV +dQ (4)

poder conduzir a uma boa aproximacdo fazendo dQ=0 (a transformacdo é dita
adiabéatica) — é o que se verifica entre A e C, num pequeno tro¢o da trajectéria. Mas
entre os estados inicial A e final B ndo se pode admitir a validade da equagdo com
dQ=0, embora a transformacdo seja adiabéatica. De facto entre A e B temos que

dU =—-pdV =—pdV +TdS =dW +dQ 19)
com (as grandezas sdo aqui definidas formalmente)

dW = —pdV
dQ=TdS =0

e, evidentemente, poderiamos escrever (mas agora também com significado fisico)
dU =—p'dV =dW +dQ’ (20)

com
dQ'=0..ccceounee. (transformacéo..adiabética)
dW'= —p’dV.....(transformacéo..ndo — isentropica)
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Em trocos da trajectoria (como entre A e C) poderemos ter aproximadamente
Jaw'= [aw JdQ=[do ay
AC AC AC AC

Mas entre Ae B

[aw= [aw [0 [dQ (22)

AB AB

Deste modo compreende-se como por uma via conceptualmente errada se podem obter
resultados aproximadamente correctos. Evidentemente que através de uma via
conceptualmente correcta podem-se obter os mesmos resultados, e obviamente outros
quando as aproximacdes deixam de ser validas — € 0 que se passa entre os estados inicial
e final A e B em que deixa de ser valida a equacao

dU = —pdV +dQ = dW + dQ

com dQ=0, devendo esta equacdo ser substituida pela equacdo (21). A equacdo é
generalizada para transformagdes ndo “quase-estaticas” [6, 7].

Note-se que é facil, através do modelo analisado, compreender a origem de
diversas formulagdes da Termodinamica: temos trés “trabalhos” elementares — 0 da
forca peso, o da forca estatica e o da forca dindmica. Em transformacdes reversiveis
estes trabalhos sdo iguais. Em transformagdes irreversiveis podem coincidir,
aproximadamente, entre A e C, o trabalho da pressdo dindmica e da pressao estatica - e
o0 trabalho da pressdo exterior, devido ao peso do émbolo, é também igual a estes dois
trabalhos entre esses dois pontos de equilibrio do émbolo. Obviamente que na equacéao
do 1° Principio ndo se pode arbitrariamente identificar um destes trabalhos com o termo
dW, dado que, como vimos, é o trabalho da pressdo dindmica que, com generalidade
(por exemplo ente A e B), permite verificar a Lei da Conservacdo da energia. A
generalizacdo da analise para uma parede adiabatica mével separando dois volumes de
gas tem sido feita, mas tem originado controvérsia, ndao existindo ainda consenso sobre
esta matéria. Esta ultima analise é importante ser referida, pois faz surgir relativamente
ao problema anterior uma nova variavel, a pressdo do gas que agora passa a existir do
outro lado do émbolo. A pressdo sobre o émbolo devida as colisdes das particulas, é
agora a diferenca das pressoes exercidas em cada um dos lados do émbolo e o trabalho
da pressdo dinamica passa a ser o trabalho desta diferenca de pressdes. A razdo da
controvérsia resulta da atribuicdo de significado fisico a uma grandeza dQ que, nesse
contexto, ndo o tem, e que é considerada nula por a parede (0 émbolo) ser “adiabatico”
[7, 12-27].
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