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Resumo

Considera-se uma massa imersa numa atmosfera, infinita, constituida por um gas
ideal cléssico na presenca de um campo gravitacional constante. A massa desloca-se de
uma altura inicial em que esta em repouso, até uma altura final de equilibrio.

Determina-se a variagdo de entropia da atmosfera devida ao movimento da
massa entre a altura inicial e final, por dois métodos: através das relacdes que resultam
de se considerar que a energia da atmosfera é funcdo da altura em que se encontra a
massa e da entropia, e através da estatistica de Maxwell-Boltzmann. A variacdo de
entropia é calculada na transformacao irreversivel resultante da variacdo de posicao da
massa. A interpretacdo do célculo da variacdo de entropia através da estatistica de
Maxwell-Boltzmann é comparada com o calculo feito através do outro método. Mostra-
se a consisténcia das duas analises e interpreta-se fisicamente.

Considera-se, como caso particular, uma parte da atmosfera confinada a um
cilindro provido de um émbolo. A analogia entre este modelo e o considerado
anteriormente permite ilustrar, através de um modelo concreto, o tratamento unificado
da interaccdo entre sub-sistemas em transformacdes irreversiveis, origem de uma
controvérsia bem conhecida.

Introducéo

Uma massa M, com a forma de um paralelipipedo, encontra-se imersa numa
atmosfera constituida por um gas ideal classico [1], submetido & ac¢do de um campo
gravitacional de aceleracdo constante, de modulo g (fig.1):
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FIG. 1

Um paralelipipedo de
massa M encontra-se

a altura Hi, imerso num
gés na presenca da ace-
leragdo g da gravidade a
temperatura T.



A aceleracdo da gravidade actua sobre a massa M e sobre as particulas do gas
que envolve a massa M. Pelo facto das particulas serem actuadas pela gravidade a
densidade do gas decresce com a altura[2]. Deste modo a impulséo a que fica sujeita a
massa M depende da altura. Se a impulséo inicial for diferente do peso o paralelipipedo
ird deslocar-se até uma altura em que se verifique o equilibrio. Em I. calcula-se esta
altura de equilibrio. Admitindo que a energia da atmosfera é funcdo das variaveis de
deformacéo que para um paralelipipedo indeforméavel se reduz a uma, a cota z, e da
entropia S [3], calcula-se a variacdo de entropia da atmosfera devida a deslocacdo da
massa M entre a posigdo inicial e final. Este célculo é feito directamente na
transformacéo irreversivel. A variacdo de entropia resulta do afastamento da forca
dindmica da forca estatica que actua sobre a massa M [4]. Neste caso a variagdo de
energia do gas que constitui a atmosfera contém um termo potencial e ndo se reduz
apenas a variacao de energia cinética como é o0 caso sem campo gravitacional [5]. Nesta
situacdo ndo ha paredes a separar sub-sistemas — a situacdo considerada afasta-se do
modelo trivial de um cilindro contendo um géas em contacto com uma fonte de calor.
Em II. calcula-se a variacdo de entropia através do formalismo da estatistica de
Maxwell-Boltzmann. Associa-se o formalismo estatistico com o formalismo
macroscopico através da ideia de que a variacdo de entropia resulta da variacdo do
numero de microestados no espaco de fase. Em I. o calculo da variacdo de entropia é
formalmente simples. O calculo em Il. mostra que embora ndo existindo variacdo de
volume, dado se estar a admitir que a geometria do paralelipipedo ndo varia (admite-se
que o paralelipipedo é indeforméavel) existe, no entanto, variacdo de uma grandeza
designada volume efectivo [5], que descreve a variacdo de entropia no espaco de
posicBes pelo facto de existir campo gravitacional. A variacdo de entropia associada a
energia contém neste caso um termo ligado a energia potencial. Em Ill. introduzem-se
paredes no modelo considerado em I. e mostra-se como é possivel calcular a variacao de
entropia da atmosfera, na transformacdo irreversivel, de forma equivalente a da 12
analise. Também neste caso a atmosfera ndo pode ser considerada como fonte de calor,
a interacdo entre os sub-sistemas faz-se através de uma parede mével. Pedagogicamente
0 modelo tem interesse porque ilustra o calculo da variacdo de entropia de um Sistema,
de que decorre o calculo da variacdo de entropia de sub-sistemas e estabelece, num
modelo concreto, que permite interpretacdo fisica, uma ligacdo entre o formalismo
macroscopico e estatistico.

I. A abordagem macroscopica

Consideremos uma massa M com uma forma de um paralelipipedo de altura L,
cuja base tem area A de acordo com a fig. 1. A energia da atmosfera é U e a temperatura
T. A aceleracdo da gravidade é constante em modulo direccdo e sentido. A atmosfera
considerada infinita (fisicamente grande) tem a cota zero uma pressdo p(0). O
paralelipipedo encontra-se na posi¢éo inicial definida por Hi, altura a que se encontra a
sua base inferior. Dado que a diferenca de forcas devida a variagdo da pressdao com a
altura z € (Principio de Arquimedes)

Adp=-dm, g @

em que A é a area da base do paralelipipedo, p a pressdo a cota z, dmg a massa da
atmosfera correspondente ao volume A dz [2]. De (1) temos



[p(z +dz) - p(2)]A = —n(z)mgAdz (2)

em que n(z) é a densidade de particulas do gas & cota z, e m € a massa de cada particula
do gés. De (2) tendo em atencdo que (k € a constante de Boltzmann),

p(z) =n(2)kT ©)
@ = _IB mgdz (4)
P
em que S =1/KT. Integrando temos

p(z) = p(0)e " (5)

A forca que se exerce sobre o paralelipipedo, quando este esta em repouso, devida a
atmosfera €, de (5)

[p(z+L)- p(z)]A=-pO)e ™ (1-e ™A (6)

A altura final de equilibrio obtem-se igualando (6) a Mg. Esta altura depende de M e de
T. Pode medir-se T se se conhecer M e a altura de equilibrio [6].

Consideremos que U, a energia da atmosfera, é funcédo de z e de S. De facto a energia da
atmosfera tem de ser funcdo de S dado que quando o paralelipipedo regressa a uma
altura inicial a variacdo de energia da atmosfera € maior ou igual a zero [3]. Assim
sendo, de U=U(z,S), temos, diferenciando,

sz(@ijdz+[@i)ds. 7)
o ). es ),

Se ds=0
sz(%gq dz = [p(z+L) - p(2)]Adz ®)

ou seja
(D) “bev-ph O



Como [7]

ou
=T 10
%) w
temos que
dU =[p(z +L) - p(z)]Adz +TdS (5
ou, de (6),
dU = p(0)e "% (1—e ") Adz+TdS. 12)

Se na altura inicial, H1, a impulsdo da atmosfera nao for igual ao peso do paralelipipedo,
este deslocar-se-a para uma altura H, de equilibrio. Do principio de conservagdo de
energia, temos

AE_ +AU =0 13

pot

em que AEpot € a variacdo de energia potencial gravitica da massa M. Temos portanto,

AU =-AE , =-Mg(H, —H,). 14
A variacdo de entropia da atmosfera pode agora ser calculada. De (12) temos

Integrando entre Hi e Hz, obtemos

_AU | pO) 0 gy agematt _ a-pmthy 1
AS = = + T (L—e M)A —e M )( ,Bmg)' (16)
Substituindo (14) em (16) temos
AS:_MQ(HZ_H1)+ p(0) (1—e /"9 A(e o _e—/ﬂmng)(_i). (17)
T T pmg

Seguidamente vamos obter (17) através da estatistica de Maxwell-Boltzmann.



I1. A abordagem estatistica

Consideremos a estatistica de Maxwell-Boltzmann (E.M.B.) definida pelo
numero de ocupacdo médio de uma microcélula i [8],

N, =e“e™ (18)
1
p==
em que (como iremos demonstrar em (43))
e
1 .
u, =mgz +§mvi = Uy t+Ugpy (20)

« € determinado pela condicéo

> N; =N

1
em que N € o numero total de particulas da atmosfera.

O numero de microcélulas de volume h® (h é a constante de Planck) existente numa
macrocélula do espaco de fase de volume

d°V = dxdydzdp,dp, dp, (29
é
dv. (22)
h

O numero de particulas existente numa macrocélula é

6
dN =N, (23)

ou, de (18) e (20)

—pim dxdydzdydv, dv,m’® (24)

d®N =e e /%
h3

dado

px,y,z =mv

X,y,z2*

(25)



Integrando em vx,vy v, € dado que

o0 1
2 .=
e dx=(>)?

_jw ( a) (26)

obtemos de (24)
3
d3N :e,ae,ﬂngz dXdysderi3 ( V4 )5 (27)
h pAng

Integrando em x, y, z temos
N e [P m, oz .3 (o8
N=[d*N=e"[e dxdydzﬁ(m).z (28)

Temos, de (28),

3
e N By (29)
V., ‘2zm
em que
v, = [e " dxdydz (30)

é designado volume efectivo [5]. Substituindo (29) em (27), temos

d®N = ge‘ﬂmgzdxdydz €
ou
3
n(z) = AN _ N oo (32)
dxdydz V,

em que n(z) é o numero de particulas por unidade de volume a cota z. Obtivemos um
resultado equivalente a (5) atraves da E.M.B..



A probabilidade termodinédmica de um macroestado [8], 0 numero de maneiras
de colocar n; particulas em g microcélulas da macrocélula j, se as particulas forem
indescerniveis e ndo houver limitacdo de numero de particulas em cada microcélula
(j=G/g dado G ser o numero total de microcélulas), é

G

g1
w{nj}:g%—g_l))!. (33

O logaritmo de W pode ser escrito na forma
InW = i(ﬁi +1)In(+ Ni) = Ni InN; (34)
i=1
Se Ni<<1, condicdo que ird permitir definir a estatistica de Maxwell-Boltzmann,
Inl+Ni) = N, (39
e, nesta condicao, de (34) temos

InW :i(ﬁi ~NilnN;).  (36)

A condicdo de equilibrio pode obter-se maximizando W. Esta condicdo de equilibrio
define a estatistica de Maxwell-Boltzmann. Esta maximizag&o é condicionada por

SN =N, (37)
>N, -U. (39)

O numero de ocupac¢ao médio que maximiza W é (E.M.B.)
Ni —e %e M, (39)

Substituindo (39) em (36), tendo em atencéo (37) e (38), otemos

InW =N0+a)+ pJ. (40)

Diferenciando (36) e tendo em atencéo (39) obtemos

dInW = 8> u,dN,. 4D



Diferenciando (38) e impondo a condi¢do de que a variagdo de entropia é devida a
variacdo de W temos, comparando com (11), que

_1
P (42)

S =kInW
(43)
Deste modo de (40), temos
S = Nk(1+a) +kAJ. (44)

Calculemos de (44) a variacdo de entropia da atmosfera correspondente a deslocacao
do paralelipipedo de Hi para Ho.

Diferenciemos S.

De (44) temos

dS = Nkdex + fkdU. (45)
De (29)
av,
dor = LVe 46
a= (46)

De (46) e (45)

ds = nk Ve
v

e

+ fkdU. (47)

De (32) temos que

JORES (48)

e

e portanto, (47), pode escrever-se na forma

ds=PQqy 4 dTU . (49)



O volume efectivo obtem-se integrando para todo o espago da atmosfera onde néo esta o
paralelipipedo,

0 Z © (50)
V, = je’mgzdzA’ +_[e’ﬂ“gzdzA+ Ie’ﬂ“gzdzA
0 0

Z+L

em que A4’ € a area ndo coberta na vertical pelo paralelipipedo de area de base A.
Diferenciando Ve obtemos

dV, = Ae " (e " —1)dz (52

Substituindo (51) em (49) obtem-se (15) e portanto (17).Obtivemos o resultado do 1°
método, de 1., através da E.M.B.

I11. O modelo da atmosfera em interaccao com um émbolo

Consideremos que onde inicialmente se encontrava o paralelipipedo, H,
confinamos a parte inferior da atmosfera através de paredes (fig. 2). Este confinamento
ira impedir que haja alteracdo do numero de moléculas na parte inferior da massa M.
Quando o paralelipipedo (agora émbolo) se deslocar, a pressao po na parte superior é a
pressdo da atmosfera que vamos admitir constante e igual a p(0), dado neste caso a
variacdo da altura da massa M ndo dar origem a alteracdo significativa da pressdo
estatica sobre o @mbolo, que é aproximadamente a pressdo a cota zero. Na parte inferior
a pressdo vai alterar-se, aumentando se o émbolo descer. A temperatura final de
equilibrio é To, a temperatura da atmosfera. Do Principio de Conservacdo de Energia
temos

To
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FIG. 2

Um paralelipipedo de mas-
sa M encontra-sea altura Hy,
imerso num gas na presenca
da aceleracdo g da gravidade
a temperatura To, mas agora
a parte do gas existente na
parte inferior do paralelipipe-
esta confinada por paredes.




—AE,, =—Mg(H, —H,) =AU +AU, (52)

em gue U é a energia da parte da atmosfera que agora esta confinada pelas paredes e Uo
é a energia da atmosfera. Admitamos que (Cv =const.)

U =C,T (53)

Temos, de (52) e (53) e dado a temperatura no inicio e no fim ser To

AU, =-Mg(H, —H,) 4

Dado a energia ser funcdo da variavel de deformacdo, neste caso o volume (dado
estarmos a admitir que V. é aproximadamente V), e da entropia (distinguimos neste caso
a atmosfera do outro sub-sistema, pelo indice zero)

dU, =—p,dV, +T,dS, (59)
e
dU =-p dV +TdS (Pe)
De (53), (54), (56) e (55) temos
AS = Nkln\é ®7)
Vi
e
AS, _ AU, N PoAVo :_Mg(Hz_H1)+ po(Hz_H1)A_ (58)
TO TO TO TO

O caso trivial de em vez da atmosfera se ter uma fonte de calor, calcula-se exactamente
como anteriormente. Obtem-se, neste caso, para o gas, confinado no cilindro, a mesma
variacdo de entropia (57) e a variacdo de entropia da fonte passa a ser

AU, _ —Mg(H,—H,)
TO TO l

AS, = (59)

dado ndo existir variacdo de volume da Fonte. Se ndo existir campo gravitacional, na
interacgdo entre dois sub-sistemas através de uma parede movel, em que um dos sub-
sistemas é infinito [9], sera o termo em AUg que se anulara. O caso de dois sub-sistemas
finitos, em interaccédo através de uma parede mavel, tem sido tratado na literatura e deu
origem a uma controvérsia bem conhecida [10].
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V. Interpretacao

Durante a transformacao irreversivel associada a deslocacdo da massa M temos
que as pressoes que se exercem sobre as faces superior e inferior ndo séo pressoes de
equilibrio. S&o pressdes dinamicas [4]. Subindo a massa M com uma velocidade
diferente de zero a pressdo dindmica na base superior é maior do que a pressao estatica,
pressdo que se exerceria se 0 paralelipipedo estivesse em repouso a mesma altura z. Na
base inferior a pressdo dindmica é inferior a pressdo estatica. Num intervalo dz, a
diferenca de pressdes dinamicas é

P'(z+D)-p'(2) (60)

A componente da resultante das forcas que actuam sobre o paralelipipedo é

F,=-Mg+[p(z+L)-p'(@]A (6D

O trabalho desta forca € a variagdo de energia cinética do paralelipipedo.
F,dz=dE,,. (62)
A conservacdo de energia permite escrever

dE. +dE, +dU =0, (63

pot

F,dz + Mgdz+dU =0. (64)

Temos, portanto, substituindo (60) em (64)

dU =[p'(z+L) - p'(2)]Adz, (65)
Mas
dU =[p(z+L) - p(z)]Adz +TdS, (66)

Comparando (65) e (64) temos que
dS>0. (67)
A igualdade verifica-se para a transformacéo reversivel.

Em ambos os métodos verifica-se (67). No 1°, (67) resulta da diferenca entre a forca
estatica e a dinamica. No 2° resulta do aumento de W. O aumento neste caso resulta da
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alteracdo do volume efectivo e da variacdo da energia. N&o h4 alteracdo do volume da
atmosfera dado considerarmos o paralelipipedo indeformavel. Quando a massa M se
desloca de Hi para H> a parte da atmosfera que serd ocupada pelo paralelipipedo
(quando a altura Hy) ird ocupar o volume complementar. Apenas em parte as moléculas
que ocupavam o volume agora ocupado pelo paralelipipedo, irdo para o volume inici-
almente ocupado pelo paralelipipedo, quando se encontrava a altura Hi. Esta deslocagéo
de posicdo das moléculas origina a parcela de variacdo de entropia correspondente a
variacdo de Ve. A outra parcela de variagdo de entropia € a correspondente a variagao de
energia, U, soma das energias cinéticas e potencial das moléculas. O 1° método é de
uma grande simplicidade formal. O 2° complementa a interpretacao do 1°. A variacdo de
entropia resulta da evolucdo da variavel de deformagdo ndo ter compensagdo no espaco
dos momenta, no 2° método; tal corresponde ao afastamento da forca estatica e
dindmica, no 1° método. Podemos afirmar de forma equivalente que a massa M se
desloca por haver variacdo de entropia, por haver aumento do nimero de microestados.

Conclusao

Analisou-se a interac¢do entre uma massa M e a atmosfera em que a massa esta
imersa. A atmosfera estd a temperatura T , na presenca de um campo gravitacional
constante. Mostrou-se que dado a energia ser funcdo da entropia e de uma variavel de
deformacgéo, neste caso a cota z a que se encontra a massa M, que a deslocagéo
espontanea da massa M, origina uma variacdo de entropia resultante da diferenca entre a
forca estética e dindmica, pelo facto da massa M se deslocar entre as duas alturas com
uma velocidade finita. Mostrou-se que esta andlise é consistente com a analise
estatistica feita pelo método de Boltzmann. O aumento de entropia resulta do aumento
do numero de microestados. Este aumento de microestados faz-se neste caso sem
aumento de volume no espaco das posi¢fes. A variagdo do numero de microestados
resulta em parte da variacdo do volume efectivo, grandeza que contém a informacao do
campo gravitacional — o numero de microestados no espago das posi¢es depende da
distribuicao de particulas nas diversas microcélulas no espaco das posicdes e este
numero altera-se a medida que a massa se desloca devido a existéncia do campo
gravitacional. A outra parcela da variacdo do numero de microestados resulta da
variacdo da energia, energia esta que neste caso contem um termo potencial. A soma
destas varia¢Ges é positiva ou nula no limite da transformacéo reversivel. Confrotou-se
esta andlise, da deslocacdo da massa M na atmosfera, com a deslocacdo da massa M, em
interac¢do simultanea com um gés confinado num cilindro provido de um émbolo e com
a atmosfera. Obtem-se como caso particular e trivial a variacdo de entropia de uma
fonte de calor. A interacdo entre sub-sistemas finitos, através de uma parede movel,
pode ser obtida pelo mesmo método.
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