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PREFACIO

Este es un libro de Matemaética para fisicos. Con ello queremos decir
que los conceptos y desarrollos matematicos que exponemos se ha-
cen con la finalidad de aplicarlos a la Fisica; aqui entendemos la Matema-
tica como una herramienta, y como tal herramienta no es importante el
grado de rigor con la que se aplique, sino la utilidad que se consiga en el
desarrollo de las teorias fisicas.

Por esta razon hemos huido de un excesivo rigor, lo que tal vez sea
del desagrado del matematico, pero que tenemos la seguridad de que
agradara al fisico.

Hemos titulado el libro «LLa conexion afin» para recalcar que este es
el concepto basico de la geometria diferencial en cuanto a su aplicacion a
la teoria clasica de campo.

Los resultados matematicos que recopilamos en el primer capitulo
son aplicados a la formulacion de las ecuaciones de la Relatividad General
y ateorias unitarias de campo, siempre dentro de la vision clésica.

La generalizacion de la Relatividad General, ya sea en orden a su
unificacion con el electromagnetismo o a la busqueda de nuevas teorias
gravitatorias, ha recuperado interés recientemente y esta es la razon prin-
cipal de que publiquemos este opusculo.

Wenceslao Segura Gonzdlez
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1 TEORIA GENERAL DE LA CONEXION AFIN

1.1.- Algebra tensorial

Un espacio es un conjunto de infinitos elementos a los que llamamos
puntos, cada uno de ellos definidos por N numeros reales independientes
entre si, a los que llamamos coordenadas del punto. Impondremos la condi-
cion de que el espacio sea continuo, es decir que si un punto tiene coordena-
das x* existen otros puntos con coordenadas x* +dx*, donde dx* son
valores infinitesimales, es decir que «infinitamente cerca» de un punto exis-
ten infinitos puntos. Al nimero N de coordenadas necesarias para identifi-
car a cada punto se le llama dimension del espacio.

La representacion de los puntos del espacio por sus coordenadas no es
unica. En efecto, es posible definir nuevas coordenadas relacionadas con
las antiguas por N funciones

xrr:xrr(xk) (1)
o bien *
dx"zgxk ' =4]dx",
X

donde suponemos que la transformacion es invertible, o sea que el jacobiano
o determinante de la matriz 4, es distinto de cero, debiendo existir por
tanto la relacion inversa

_ox’

- axl k
Vamos también a exigir que las funciones (1) sean derivables y con sufi-

dx’ dx'*=B]dx'"".

* En lo que sigue utilizaremos el criterio de sumacion de Einstein.
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LA CONEXION AFIN

cientes propiedades de regularidad.

Esta operacion de cambio de coordenadas nos permite definir los ele-
mentos basicos que operan en un espacio, como son, entre otros: vectores,
tensores, escalares y espinores. Un vector es un ente geométrico que puede
venir definido por N nimeros v*, llamados sus componentes contravariantes,
y que estan relacionados con el espacio de tal forma que al hacer un cambio
de coordenadas (1) estas componentes se transforman segun la ley

vE=4fvr,
es decir se transforman con la misma ley que las diferenciales de las coor-
denadas. Otra posibilidad es que el vector venga definido por un conjunto de
N nameros v, , llamados sus componentes covariantes, que ante el cambio
(1) se transforman como

Vi=B/v,.
Hay que advertir que un vector viene expresado por las componentes
contravariantes o por las covariantes. No obstante, y como veremos mas
adelante, es posible definir un vector de orden dos, como es el caso del
tensor métrico, que nos sirva para «subir o bajar los indices», es decir esta-
blecer una correspondencia entre las componentes contravariantes de un
vector y sus componentes covariantes. En este caso el vector viene defini-
do tanto por unas como por las otras componentes, pues ambas se encuen-
tran relacionados entre si.

Debemos distinguir entre el vector simple y el campo vectorial. En el
primer caso se trata de un vector definido en un tnico punto del espacio. En
un campo vectorial nos encontramos con un vector definido en cada punto
del espacio, lo que significa que las componentes del campo vectorial son
funciones de las coordenadas.

El concepto de vector es facilmente generalizable para alcanzar el con-
cepto de tensor. Por ejemplo, un tensor de segundo orden contravariante es
un ente matematico definido por N * componentes 7”7 que se transforman
en un cambio de coordenadas (1) por la ley

vk _ 41 4k ,pq
1" =4, 4,177,
El concepto de tensor se puede generalizar tanto en su orden como en su

caracter, sea éste covariante, contravariante o mixto. Por ejemplo, las com-
ponentes de un tensor de segundo orden mixto se transforman segin

1 p _ p S r
(P =APBi1,".
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Al igual que lo sefialado para los vectores, cabe hablar de un tensor
definido solamente en un punto del espacio o de un campo tensorial, en este
caso sus componentes son funciones de las coordenadas.

Se definen los escalares como entes matematicos ligados con el espacio
y definidos por un s6lo niimero que no varia cuando se hace un cambio de
coordenadas, o sea, es invariante. Puede existir un campo escalar, entonces
el naimero que lo define depende del punto del espacio que se considere,
pero estos numeros seguiran siendo los mismos al realizar un cambio de
coordenadas.

Facilmente se pueden definir operaciones tensoriales como la suma, res-
ta, multiplicacion y contraccion. Esta tltima consiste en igualar dos indices,
uno superior y otro inferior y luego sumar respecto a ellos. La contraccion,
por ejemplo, de un tensor de cuarto orden tres veces contravariante y uno
covariante ¢ qup es un nuevo tensor de segundo orden ¢ 7

rkp _ rkp _ kp
1,70 =" =
r

Notese que es importante el orden en que estan colocados todos los indices
de las componentes de un tensor, no solamente los indices que estan en la
misma linea, sino los indices contravariantes respecto a los covariantes. En
realidad lo que hay que distinguir es el orden entre los indices contravariantes
(o entre los covariantes), pero en el caso en que se defina un tensor de
segundo orden para bajar y subir indices, entonces los indices contravariantes
se pueden convertir en covariantes y viceversa, por ello es también necesa-
rio conocer el orden de un tipo de indice respecto a los del otro tipo. Debe-
mos también notar que de un tensor dado se pueden obtener varios tensores
contraidos que, en general, seran diferentes entre si. De nuestro ejemplo
anterior también se pueden obtener los tensores contractos ¢, y prkp :

Es posible combinar el producto con la contraccion, operacion especial-
mente Gtil para los vectores, denominandose en este caso producto interno o
escalar. Para los vectores de componentes v y w, su producto escalar
sera v*w, , donde como es habitual se sobreentiende la suma respecto a los
indices repetidos, a los que se les llama indices mudos.

Una ecuacion cuyos dos miembros sean tensores de igual orden y ca-
racter es una ecuacion invariante, es decir, que la relacion entre sus miem-
bros se mantiene cualesquiera que sea el sistema de coordenadas elegido. Y
viceversa, si encontramos una ecuacion invariante tal que uno de sus miem-
bros tenga caracter tensorial, podemos concluir que el otro miembro tam-
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bién sera un tensor y de iguales caracteristicas.

Un tensor asimétrico, por ejemplo de segundo orden (¢,, # ¢, ), siempre
se puede descomponer en parte simétrica k) ¥ antisimétrica Uik]

O CE )
definidas por
L(ik) :1/2(ttk +tki) 1ik] :1/2(ttk _tki)
de tal forma que
Lik =L(iky + k)
Las partes simétricas y antisimétricas de un tensor son a su vez tensores

y se transforman de forma independientes entre ellas. Si la ley de transfor-
macion del tensor considerado es

se comprueba que también se cumple

prq>

;1
" :E(BIPBZIM +B Bl1,,)=B] B{1(,,

donde se han intercambiado los indices mudos p y ¢; e igualmente obtene-
mos

1 = B Bit gy
lo que nos muestra la independencia en la transformacion de las partes
simétricas y antisimétricas de un tensor. Estos resultados se pueden exten-
der a un tensor de cualquier orden y caracter.
Se puede generalizar la simetrizacion y antisimetrizacion a tensores de

un orden mayor que el segundo, asi para un tensor covariante de orden n
tendremos

m
=il Tiga :;(—l) Tiis ny
donde { ij... .k} representa la suma de todas las permutaciones posibles y
m es el numero de permutaciones a los que hay que someter a los indices del
tensor 7 para llevarlos al orden inicial ij....k.
Se le llama traza de un tensor de segundo orden mixto a

Tr(ak[)za,i

es decir, la suma de los elementos diagonales. La traza tiene la propiedad de

1 1
T(ij.,,,k)_
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ser invariante frente a cambios de coordenadas, en efecto
ri\_ i _ 4inpqgys P _4 P _ p
()=t = At =1, =Tr(1,7).
El concepto de traza es extensible a cualquier tensor que tenga componen-
tes covariantes y contravariantes. Sea 7" un tensor antisimétrico definido

en un espacio de N dimensiones y ¥, es un vector definido por
V= 1/ (N - I)Tr kr , entonces el tensor admite la siguiente descomposicion

i =Wy +0] V=6,V
en el que ," es un tensor de traza nula W, =0y &, es la delta

Kronecker que como veremos en el epigrafe 1.5 es un tensor mixto.
Si T, fuera un tensor simétrico, la descomposicion seria

i =Wy +6] Vi +6,V,
donde ahora tenemos la definicion ¥, =1/(N +1)T,," . Esta descomposi-
cion se puede generalizar a tensores de otros ordenes.

1.2.- Conexiones y derivadas
Cuando un espacio euclideo (o sea, el espacio ordinario, ver epigrafe
1.15) esta expresado en coordenadas curvilineas, las derivadas parciales de
las componentes de un vector 6rvk no tienen propiedades definidas de
transformacion, por ello es necesario introducir el concepto de derivada
covariante del vector. Sea el vector v=v'e ,» siendo e, los vectores
basicos, al hallar la derivada de v se obtiene
k

ov oe
dv=dv'e, +v'de, =Fdx'ek +vk
x

kdx”,

r

como cualquier vector se puede poner como una combinacion lineal de los
vectores basicos, entonces

oe, s
r :Fkr e,

ox
siendolos I',,* unos coeficientes a determinar. Por lo anterior queda que la

derivada de un vector en un espacio euclideo es
k
dv=(8,v*+v T, *)dx"e =D v'dx"e,, @)

llamando a D,v* las componentes de la derivada covariante del vector v .

Para obtener una definicion adecuada de diferenciacion en un espacio
genérico no euclideo, nos guiaremos por (2). Con esto queremos indicar que
la definicion que daremos de derivacion se reduce a la obtenida en la geo-

7
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metria euclidea. Teniendo esto presente, definimos la derivada covariante
de un vector por los siguientes requisitos:

a) La derivada covariante de un vector es un tensor de segundo orden.

b) Si el campo vectorial tiene de componentes contravariantes v* las com-

ponentes de la derivada covariante es la expresion
k

ov
k k k k
Dy =——+v'T S =0v"+v'T, 3)

p s)én las componentes de un campo —sin caracter
tensorial— al que llamamos conexién afin o simplemente conexion.
¢) La derivada covariante cumple la regla de Leibnitz de derivacion de un
producto.
d) En el caso de un campo escalar ¢ la derivada covariante es idéntica a su
derivada parcial

donde los simbolos T, *

D, ¢=0,9.

Una serie de aclaraciones exige la anterior definicion. Como T ,* noes
en general simétrica respecto a los indices inferiores, se podria haber defini-
do la derivada covariante por

Dvk =8 vk +vr F 4)
donde se ha invertido el orden de los subindices de la conexidn con respecto
a la usada en (3). Como demostraremos mas adelante, si (3) es un tensor
también lo es (4), o dicho de otra forma si T' ,* es una conexion, también lo
es su traspuesta I, * =T *. (4) representa una derivada covariante di-
ferente de (3). El uso de una u otra definicion es indiferente, pero debe
indicarse cual de las dos se esta usando. Es posible construir una geometria
diferencial donde se usen simultaneamente ambas derivadas covariantes,
incluso se puede hacer una definicion mixta con ambas derivadas.

Es importante saber el orden de los indices de la conexion. En nuestra
definicion el indice contravariante o superior se encuentra en tercer lugar.
También es arbitrario el orden que se elija, pero dado un orden debe mante-
nerse en los calculos sucesivos. Se podria también representar la conexion
por las siguientes expresiones: Frk sy k o - Ladiferencia entre una u otra
surge cuando se baja el indice superior, ya que en este caso si es significa-
tivo el orden del indice contravariante

Es posible definir una derivada covariante sin exigir el cumplimiento de
los apartados c) y/o d). Entonces seria necesario utilizar dos conexiones:
una para la derivada de las componentes contravariantes y otra para la
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derivada de las componentes covariantes.

En esta situacion también seria posible la definicion de la derivada de un
tensor, siguiendo para ello la similitud con lo deducido en la correspondiente
derivada de un tensor en un espacio euclideo.

Notese que de nuestra definicion de derivada covariante no se puede
obtener la expresion de la conexion, por esta razon estos simbolos se con-
vierten en un elemento basico que debe ser indicado para definir el espacio.
El establecimiento del campo de la conexion nos permite efectuar la dife-
renciacion de un campo vectorial o tensorial y a partir de estas operaciones
obtenemos un conjunto de tensores que describen las caracteristicas y pro-
piedades del espacio.

Es facil deducir la derivada covariante de un vector con componentes
covariantes, para ello partimos de

_ .k
p=u'v,
. .7 k
donde ¢ es un escalar como se deriva de la leyes de transformacion y u

es un campo vectorial arbitrario. Teniendo en cuenta el apartado d) de la
definicion de derivada covariante

D, (ukvk) =v,Dau*+u*D v, =0, (ukvk) v, 0,u" +u*o v,
utilizando el valor ya encontrado de D u* entonces
k s\ _
u(D,v 0,9, +v,T',,* ) =0
dado el caricter arbitrario de u* se encuentra
Dyv,y=0,v,—-v,I',° (%)
que es la expresion buscada.

Si la derivada covariante se hubiera definido por (4) entonces en vez (5)
hubiéramos encontrado

Dy, =0,v, —v, r, .
El proceso lo podemos continuar para hallar la derivada de un tensor de

segundo orden con componentes en forma covariante. Partimos para ello
del escalar

_ . r.k
¢ =uv trk
donde u”y v* son dos campos vectoriales arbitrarios. Haciendo uso de un
procedimiento igual que el anterior se encuentra
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— N N
Dptrk _aptrk _trsrkp _tskrrp :
Para terminar pongamos la expresion para el caso de la derivada covariante
de un tensor de segundo orden con componentes mixtas
k _ k kyos sy k
Dt =0,0," —1 T, +1,°T f.
Como ya indicamos, es posible definir una derivada mixta, es decir la que
utiliza tanto la definicion (3) como la (4)
a _ s s
Dptrk - apl‘rk _trsr pk _tskr rp *
expresion que recibe el nombre de derivacion covariante de Thomas.
Como antes dijimos es posible definir dos conexiones, una de ellas a

utilizar en la derivada de un vector contravariante como en (3) y la otra para

definir la derivada de un vector covariante
ov A
Dyy=—%—yI,*
rvk s* kr
ox"

ambas conexiones deberan ser usadas cuando se calcula la derivada de un
tensor que tenga indices covariantes y contravariantes. Definimos unos sim-
bolos de tercer orden
s _ s s
Ckr =I kr I kr (6)
que al ser la diferencia de dos conexiones es un tensor, como veremos en el
epigrafe 1.3. Con estas dos conexiones podemos calcular la derivada
covariante de la delta de Kronecker (ver epigrafe 1.5)
q _ q ST 9_8597 S—_T 9_T1 4
D,6,=0,6,+5,l',/-6/1, =0, -T,)
es decir
q_ q
c,'=D,6,.
Si C,," es distinto de cero no queda definida la derivada de un escalar.
’ . i
Asi, por ejemplo, para g =v, u
_ K i
Dyp=0,p+C v,
la situacion se resuelve si
s _ K}
C, =C,6; %)
o bien
s _ K
Cix =Ci 0,
donde C es un vector covariante, al que daremos el nombre de vector de
Schouten, entonces

10
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Dyp=0,p+Co
expresion que conserva el caracter lineal de la derivacion covariante de un
escalar, pero no cumple la regla de Leibnitz.
(7) significa una condicion que deben cumplir las dos conexiones 'y T".
En efecto, si contraemos (7) repecto a s y k'y luego respecto a s e i obten-
dremos

1 s s s 1~ s
CkZZ(rsk Iy ); Cr=ly —Ty
lo que nos establece la relacion entre las dos conexiones

rsks _4rkss zfskS _4fkss‘

Por lo visto en este epigrafe podemos definir en un mismo espacio cua-
tro conexiones diferentes

A

s, s, s, S
1—‘rk’ 1—‘lcr’ 1—‘rk’ 1—‘kr
que generaran derivadas covariantes distintas.

1.3.- Ley de transformacion de las conexiones
Si bien la definicion de derivada covariante no permite definir la co-
nexion, si le impone severas limitaciones y esto es asi por la condicion de
tensor que debe poseer la derivada covariante, lo que establece la relacion
de transformacion que debe cumplir la conexidn asociada al espacio.
Ante el cambio de coordenadas (1) la derivada covariante de un tensor
toma la forma

Dk =g vk K )
que al ser un tensor debera cumplir la siguiente ley de transformacion
DV =B Af Dy’ ©)
Como
ok ox’ o

oy

r

—_(Akvs)szAk-vs +Bl4*0 v¢
ax,r ax-] ) r S r S J
desarrollando (8) y aplicando (9)

r otk _pj gk s J 4k s sty ko
D" =BJAgv° +BlA;0 v +A4,vT, " =

=BPA{D v’ =BFAfo v’ +BPAVT )

11



LA CONEXION AFIN

y dado que el vector de componentes v* es arbitrario, resulta tras la
simplifiacion
r’ri ‘= Bth;vAtkr spl - BiJBrSAfj
que es la ley de transformacion de la conexion.
Es posible una ligera simplificacion de la anterior expresion. El segundo
sumando del segundo miembro se puede poner como

ox’ ox* a*x'* L0 o ox'* ) ox’
ox'" ox'" ox*ox’  ox’\ ax'" ox® )ox'
donde hemos sumado una expresion que es idénticamente nula por serlo la

derivada del paréntesis que es el simbolo de Kronecker, . Desarrollando
se llega a

_BIJ'B;AS’; =

2 k
0°x* ox'
ox'"ox'" ox*
con este resultado la ley de transformacion de una conexion frente a un

cambio del sistema de coordenadas queda

I, *=BiB A P +B AL (10)
Cualquier campo que ante una transformacion de coordenadas cambie como
(10) es una conexioén. La anterior expresion se puede tomar como la forma
mas general de definicion de una conexion. Notese que si la transformacion

de coordenadas es lineal B}, =0 entonces la conexion se comporta como
un tensor.

~B/B A} = =BS A"

1.4.- Propiedades de las conexiones
Aunque sin caracter tensorial, cualquier conexion puede descomponerse
en parte simétrica y antisimétrica

k_ k k
L™ = lﬂ(:‘s) + F[ts] >
donde volvemos a utilizar el criterio de que los paréntesis redondeados re-
presentan simetrizacion y los cuadrados antisimetrizacion y que son defini-

dos por

12
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Sus leyes de transformacion son diferentes, de tal forma que la parte
antisimétrica se transforma como un tensor de tercer orden, algo que no
ocurre con la parte simétrica. Esto viene a significar que las partes simétri-
cas y antisimétricas no se mezclan y ante la ley de transformacion actuan
como magnitudes independientes. En un espacio de cuatro dimensiones la
parte antisimétrica tiene 24 componentes independientes y la simétrica tiene
40 componentes, que hacen el total de 64 componentes de la conexion.

Siuna conexidn es simétrica en un sistema de coordenadas, sera simétri-
ca con cualquieras otras coordenadas, pues en este caso la parte antisimétrica
es nula y al ser un tensor, seguira siendo nula en cualquier otro sistema de
coordenadas. No obstante, la conexidon antisimétrica no tiene caracter
invariante, es decir la conexion puede ser antisimétrica en un sistema de
coordenadas y no serlo en otro.

La parte antisimétrica de una conexidn no es una conexion, ya que se
transforma como un tensor y no con la ley (10). No obstante, la parte simé-
trica de una conexion es a su vez una conexion pues cumple la condicion de
transformacion (10), en efecto

r

k1 k K\ nans gk | k k s gk _
vt _E(r” +T, %)= B, BrApE(qu +T )4 B A =

= B,-‘IB,SA;F(;;) +BS Ak
Por tanto podemos afirmar que una conexion puede ser asimétrica (o sea,
que contiene tanto parte simétrica como antisimetrica) y simétrica, pero no
pueden existir conexiones antisimétricas para transformaciones generales
de coordenadas.
Es facil comprobar que la diferencia entre dos conexiones distintas T, * y
T,,* es un tensor. En efecto, por la ley de transformacion (10) se encuentra

r k_1T0 k_ 4skpppg r_T r
=T F=afBPBI(T , TS,
lo que nos viene a decir que dada una conexién podemos obtener otra su-
mandole un tensor cualquiera 7', *
T k_p k k
r s I is + T[S
Si bien la suma de dos conexiones no forma en general una nueva co-
nexion, la expresion

k, pp k
al is + :Br is
si sera una conexion siempre y cuando o+ =1.
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La conexién admite dos contracciones
1—‘s:rksk; rs:rskk
que son diferentes salvo que la conexion sea simétrica. Los simbolos ' y
r s son las componentes covariantes de un vector como se puede compro-
bar por aplicacion de (10).
Si I} % son las componentes de una conexion y A es una funcion
invariante

I, =r, +slo,2
es una nueva conexion puesto que se transforma segun (10).
Si Iy, ¥ es una conexion, entonces su transpuesta F k =T * también
es una conexmn, como facilmente se deriva al aplicar (10).
Si I}, k¥ es una conexion, entonces

k_1 k k

Uis _ris _riés
también es una conexion, ya que el segundo sumando del segundo miembro
es un tensor. Igualmente ocurriria si usamos I'; envezde I"; en la anterior

expresion o si cambiamos en el segundo sumando del segundo miembro los
indice i por s.

1.5.- Tensores especiales
La delta de Kronecker 51.k (=1sii=k ; =0sii#k)puede ser enten-
dida como las componentes de un tensor mixto que tiene en todos los siste-
mas de coordenadas las mismas componentes, como la demuestra la identi-
dad

5f=ALBl5Y.

El simbolo de Levi-Civita completamente antisimétrico & 77" tiene el
valor 1 si hay una permutacion par de los indices, el valor—1 si la permutacion
es impar y 0 si hay al menos dos indices iguales. Este simbolo no tiene
caracter tensorial pero a partir de é1 podemos definir (por ejemplo, en un
espacio tetradimensional) un tensor A ?9"* | también de caréacter antisimétrico,
por larelacion

qrs

APTS = Jghars (11
donde J es un parametro que ante un cambio de coordenadas se transforma
segun la ley

=|4|J
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siendo |A| el determinante de la matriz de transformacion Al.k . En efecto
P q r S P q r S
lo que nos muestra el caracter de tensor de cuarto orden contravariante del

simbolo A" Se puede hacer la generalizacidn a un espacio de cualquier
dimension.

1.6.- Sistema de coordenadas localmente geodésico
Vamos a demostrar que para el caso de un espacio con una conexion
simétrica es siempre posible encontrar en cada punto P un sistema de coor-
denadas respecto al cual la nueva conexion sea idénticamente nula en ese

punto.
Consideremos la transformacion de coordenadas
1 . .
1k — k _ k = _ k i s _ .S 12
X" =x x0+2(l“ls )O(x xo)(x xo) (12)

donde el subindice 0 se refiere al punto P en donde pretendemos obtener las
componentes de la conexidn respecto al nuevo sistema de coordenadas.
Hallando la derivacion parcial de la ecuacion de transformacion (12)

1k k i
ox 25}{{ _ ox +(risk) ox (xs _xé) (13)
axrr 6er 0 axrr

y particularizando para el punto P

ox*
ot 2] ~(m), = (), o,
ox'" ),
lo que nos indica que los tensores no sufren ningtin cambio en la transforma-

cion de coordenadas (12), ya que la matriz de la transformacion es idéntica
ala unidad. Derivando (13)

02xk X 0%x! W Ox' oxt
= v rm+(r[5 ) 23 /m(xs_xé)-'-(r” ) 23 rm
ox''ox 00x""0x 00x'" Ox

en el punto P nos queda

62 k
[WJ;(%)O*(W)O’

teniendo presente la ley de transformacion de la conexion (10) se encuentra

(7, ")0 =57 59 5,"(rpq’)0 ~(r ’)O5f =0

is
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tal como queriamos demostrar; es decir, que para un espacio que tenga una
conexidn simétrica existe, para cada punto, un sistema de coordenadas res-
pecto al cual la conexion transformada es nula en ese punto; lo que no
implica que tengan que ser nulas sus derivadas. Al sistema de coordenadas
donde se cumple esta propiedad se la llama localmente geodésico, porque,
como veremos mas adelante, los ejes coordenados en ese sistema son li-
neas geodésicas.

Esvalido el teorema inverso, si para cualquier punto de un espacio existe
un sistema de coordenadas para el cual la conexion es idénticamente nula
en ese punto, entonces la conexidn es simétrica respecto a cualquier siste-
ma de coordenadas.

En efecto, consideremos un sistema localmente geodésico definido en
un punto P, en ese punto la conexion referida a ese sistema es nula; al hacer
un cambio a otro sistema de coordenadas, la nueva conexion vendra dada
por (10) y en el punto P sera

(7, ")0 =0+ B/ AF

que es simétrica por serlo B/ . El mismo procedimiento se puede hacer
para todos los demas puntos del espacio, encontrandose que en todos ellos
la conexidn es simétrica.

Si la conexidn no es simétrica no podemos obtener un sistema localmen-
te geodésico en todo punto, pues no es posible anular la parte antisimétrica
de la conexidn por ser un tensor. No obstante, siempre podremos hacer una
transformacion de coordenadas que consiga en cada punto del espacio anu-
lar la parte simétrica de la conexion. Si la transformacion de coorde-
nadas es

x’k:xk—xé‘+l roR (e =xf)(x* —x§
2L () g

entonces se€ encuentra

), rials (4], -

que al aplicarlo a (10) se deduce

], (), (),

tal como habiamos indicado antes.
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1.7.- Tensor y vector de torsion
Definimos el tensor de torsion o de Cartan por
k_p k k_ k
T, =0 =Ty —ZF[,-S] (14)
que tiene caracter tensorial ya que es la diferencia entre dos conexiones. En
el caso de que la conexion sea simétrica el tensor de torsion es nulo. En el
caso de un espacio de cuatro dimensiones el nimero de componentes inde-
pendientes del tensor de torsion es 24 (ya que al ser antisimétrico hay 6
posibilidades de indices inferiores por cuatro de los superiores) y si el espa-
cio tiene N dimensiones son V! las componentes independientes.
Se llama vector de torsion o de Cartan a la contraccion del tensor de
torsion
ok _p k kT
T, =0y =Ly -y =0T, -1,
que como ya hemos dicho es un vector covariante.
A partir de una conexién ', * se puede obtener otras dos conexiones
para un espacio de N dimensiones
1
N_1 4 f T
que tienen asociados vectores de torsion nulo. La conexion

ka:]'—" k+ﬁ5ikrs’ Ffskzrisk_

LS s

* K k 1 k k
F[S :ris + 2N—2(5l Ts _55 Ti)
también tiene un vector de torsion nulo. 3

En el caso de existir torsion las derivadas covariantes Dy D estan

relacionadas por
Dyu'=Dyu' =u'r
naturalmente si la conexion es simétrica ambas derivadas coinciden.

1.8.- Tensor de curvatura

La conexion asociada a un espacio es el principal elemento para definir
las propiedades no métricas. Pero ella sola no permite informar de algunos
rasgos caracteristicos del espacio, como es el caso de la curvatura, que nos
dice como se aparta el espacio de un espacio plano o euclideo

El grado de curvatura de un espacio es dado por el tensor de Riemann-
Christoffel de cuarto orden. Para obtener su valor vamos a hallar la diferen-
cia entre las derivadas segundas de un campo vectorial cualquiera

17
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D,(Dy*)-D,(Dp")
que en el caso de un espacio euclideo se anula; aunque su anulacién no
significa que el espacio sea euclideo. Haciendo los correspondientes calcu-
los y teniendo presente que la derivada covariante de un vector es un tensor
y que es de aplicacion la definicion (3), se llega a la expresion

D,(Dy*)-D, (D)=
SR LIRS URLIRS oL G o S T e L

Si’l kY Na
donde la coma representa derivacién parcial respecto a las coordenadas.

La expresion anterior queda
D,(Dy*)-D,(Dy*)=v'R*,, + D'z, (15)

donde se ha utilizado la definicion de tensor de torsion (14) y se ha definido
el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel por
RF, =T f-r *+r r f-r Tt (16)
que en efecto es un tensor por ser los restantes términos de (15) también
tensores.
Si en vez de la definicion de derivada covariante (3) utilizamos la (4)
obtendremos otro tensor de curvatura

RY,, =T, }-r f+r T, T, T f (7

rs,1
diferente al anterior. En el caso de la geometria de Rlemann (ver epigrafe
1.15) coinciden ambos tensores de curvatura ya que la conexion es simétri-
ca en esta geometria. Naturalmente se pueden obtener otros tensores de
curvatura con otros tipos de conexiones.
Como ya indicamos, si a una conexion le sumamos un tensor volvemos a
encontrar una nueva conexion

T Kk _ k k
ris _ris +Tis

) . Bk .
que tendra asociada un nuevo tensor de curvatura R relacionado con

sir

(16) por la expresion
Dk k k k
R sir:R sir+DiTsr _DrTsi + (18)
k n n n k k
+Tsn (rri _Fir )+Tsr Tm' _Tsi nan

o bien de forma mas compacta

18
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Rksir :Rksir + 2D[1T‘5‘l;] +Tsnkrrin + 2Ts rnT‘n":-C]

donde los corchetes significan antisimetrizacion y los indices encerrados
entre lineas paralelas vienen a significar que no entran en la antisimetrizacion
y permanecen inalterables. Hay que advertir que las derivadas covariantes
que aparecen en (18) se calculan respecto a la conexién originaria I k Es
posible readaptar (18) al objeto que las derivadas covariantes se expresen
respecto a la nueva conexion T,

Rksir :Rksir +51'Tsrk_5rTsi ¢ +
k(T ™ k n k
+Tsn (Frin_rirn)_TsrnTni +Tsi an

donde D representa la derivada covariante calculada respecto a la nueva
conexion.

Cabe relacionar una variacién del tensor de curvatura 6R* sir con la
correspondiente variacion de la conexion 6T l-k .De (16) y de la definicion
de derivada covariante se obtiene

k k k k

OR*,,=D;oT ) -D,sT " +7, 06T, 19)
donde hemos tenido presente que 6T s,-k es un tensor por ser la diferencia
entre conexiones y nos esta permitido conmutar la variacion Jy la derivada

respecto a las coordenadas espacio-temporales. A (19) la llamamos identi-
dad de Palatini para el tensor de curvatura.

1.9.- Desplazamiento paralelo de un vector

Seael vector v =v*e, definido en el punto P de un espacio euclideo. Si
trasladamos paralelamente ese vector al punto P’ infinitamente cercano a P,
no tendra las mismas componentes, puesto que los vectores basicos e, , al
venir el espacio en coordenadas curvilineas, seran diferentes en P que en P’
y a consecuencia de esta variacion de los vectores basicos se producira una
variacion en las componentes del vector v atn cuando se traslade paralela-
mente al punto P’.

La variacion del vector v a consecuencia del cambio de vectores basi-
cos de P a P’ viene dado por

vide, =v'T,"dx'e,
donde dx' es la diferencia de coordenadas entre los puntos P y P’. Enton-

ces podemos decir que un vector se ha trasladado paralelamente del punto
P al P’ si sus componentes cambian segun
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dv’ = T, Tdx'
lo que neutraliza la variacion ocasionada por el cambio de vectores basicos,
consiguiendo, por tanto, que la diferencia entre el vector en P y en P’ sea
nula: dv =0. O dicho de otra forma, un vector es trasladado paralelamente
de un punto a otro punto infinitamente cercano si la derivada absoluta del
vector calculada entre los dos puntos es nula

Dyt =dv* +v T dx' =0.
Podemos generalizar esta definicion a un espacio genérico y decir que
cuando un vector se traslada paralelamente desde el punto P de coordena-

das x' a otro punto infinitamente cercano P’ de coordenadas x' +dx’la
diferencia de sus componentes en ambos puntos es
dvF = T dx'. (20)
Cuando en un espacio euclideo se traslada paralelamente un vector a
partir de punto para seguir un trayecto cerrado y volver al mismo punto de
partida, el vector original coincide con el que resulta de la traslacion parale-
la. Pero esto no se cumple en general. Vamos a demostrar a continuacién
que la variacion de las componentes de un vector cuando se traslada para-
lelamente a través de un circuito cerrado elemental esta relacionado con el
tensor de curvatura y en general es distinto de cero.
Consideremos el paralelogramo infinitesimal de la figura 1. Al transpor-
tar paralelamente un vector de componentes v* desde el punto A al B sus
componentes varian segun (20)

—vs(xk)l“sir(xk)dai.

Figura 1
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Al hacer el transporte de B a C las componenes del vector se modifican
seglin

v (xk +dak)l"s,-’ (xk +dak)db[ :
La variacion de las componentes del vector cuando se traslada paralela-
mente desde C a D seran las mismas que cuando se traslada de D a C pero
cambiado de signo

v (x*+db* )T (x* +db*)da'.
La traslacion de D a A sera la misma que de A a D cambiando el signo

vs(xk)l"s[r (xk)dbi.

Ahora determinemos la variacion total experimentada por las componentes

del vector cuando se hace la traslacion paralela a lo largo del paralelogramo
infinitesimal considerado

dv’ ==v*(x*)0 " (x*)da’ —v* (x* + da* )07 (x* +da*)ab’ +
¥ (ke db* )T (x4 db*)dat v ()T (xF)ab!,
o en primer orden de aproximacion
dv' =—v°T ) da*db' -8, v°T "da*db’ +
+v°T ) da'db* +0,v°T [ "da'db"
y teniendo presente que la variacion de las componentes del vector es
o' ==v"T .}
nos queda finalmente
dv" =R", v'da*db’,
con lo que queda demostrado que al trasladar un vector paralelamente a si
mismo a través de un recinto infinitesimal cerrado, el vector resultante no
coincide con el de partida, salvo en el caso especial en que el tensor de
curvatura sea cero. En general, por tanto, la traslacion paralela de un vector
por un circuito cerrado no reproduce al mismo vector.

1.10.- Regla del paralelogramo
Consideremos en un espacio con torsién un vector de componentes
Sx* cuyos extremos son los puntos infinitesimalmente cercanos Ay B. Si
trasladamos este vector paralelamente hasta los puntos infinitamente cer-
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canos C y D, cuyas coordenadas se diferencian en dx* de las de Ay B,
obtendremos un nuevo vector desplazamiento de coordenadas
sxk -1, fox'dx".

Si ahora repetimos la operacion pero con el vector de extremos Ay C,
que tiene de coordenadas dx ¥,y lo trasladamos paralelamente hasta que el
extremo que estaba en A se sitlie en el punto B, obtendremos un vector de
componentes

dx* -1, dx'sx".
Al sumar los cuatro vectores que forman el paralelogramo
AB+BD-CD—-CA=1, 6x'dx"
lo que no es nulo en general. Esto significa que el paralelogramo construido
no es cerrado, es decir el extremo del vector resultado de la traslacion de
AC no coincide con el punto D. Por tanto la regla del paralelogramo no se
cumple en espacios con torsion.

El resultado inverso también es cierto, es decir que si no se cumple la
regla del paralelogramo (o sea, los paralelogramos no se cierran) entonces
el espacio tiene torsion.

1.11.- Tensor de Ricci
Del tensor de curvatura se pueden definir dos nuevos tensores median-
te la contraccion de indices. Se le llama tensor de Ricci a la contraccion

_pk  _p Kk k i+ k -k
Rst’ =R sik _rsk,i_rsi,k+rskrti _Fsi Ftk (21)
compuesta tanto de parte simétrica como antisimétrica.

La otra posible contraccion del tensor de curvatura recibe el nombre de
curvatura homotética y es definida por

Vir :Rkkir =rkrﬁ' _rkt,l; +rkrnrnik _rktnrnrk :rkrﬁ' _rkt,kr >
que es un tensor antisimétrico. Las otras contracciones posibles del tensor
de curvatura no dan lugar a nuevos tensores.
Por calculo directo es facil comprobar que la derivada de la curvatura

homotética cumple la relacion

Vie i ®Vii ¥V i =0. (22)
Debemos tener presente que si aceptamos como definicion de derivada
covariante la (4) entonces obtenemos un tensor de Ricci y una curvatura

homotética diferentes en general de las anteriores.
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s

Si derivamos otra conexion afiadiéndole a I',,* un tensor 7, * enton-

ces el tensor de Ricci se obtendra de (21)
o k k n n k
R,=R, +2D[l.TMk] +T1,° 1, +2Ts[k T\"\i]'
Si utilizamos las derivadas covariantes calculadas con la conexion
frks =T rks + Tr/cs
entonces el tensor de Ricci quedara
D _ A k k= n _ n k
Rsi—Rsi+2D[iT‘s‘k]+Tsn T, 2Ts[kT\n\,-]’
donde la barra significa que se utiliza la conexién T, * .
La variacion del tensor de Ricci se relaciona con la variacion de la co-
nexion por
k ko, _k
5Rsi :Diérsk _Dk5rsi +Tmi5rskm (23)
que representa la identidad de Palatini para el tensor de Ricci, y al igual que
en (19), hemos conmutado la derivacion respecto a las coordenadas espa-
cio-temporalesconlavariacion o. La expresion (23) resultara especialmen-
te altil en el calculo de variaciones que nos permite obtener las ecuaciones
de campo a partir de un principio variacional.
La identidad de Palatini también se puede extender a la variacion de la
curvatura homotética, obteniéndose

_ k ko, s k
oV,.,=D;oT " =D, ol ;" +7;,6T,, .
El tensor de Ricci no es en general simétrico, no obstante siempre se
puede descomponer en parte simétrica y antisimétrica

Rsi :R(Si) +R[Si]'
En el caso especialmente importante en que la conexion sea simétrica (o

sea, no haya torsion) entonces la parte antisimétrica del tensor de Ricci esta
relacionada con la curvatura homotética por

1
Ry =5V 24)
y la parte simétrica toma la forma
R(si) =Ry, _EVsi :Ersk,i +§Fik,s_rsi,k+rsktrti _rsitrtk :

Laidentidad de Palatini se extiende a las partes simétricas y antisimétricas
del tensor de Ricci
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1
5R(Si) = 5(5le + 5Rk[ )
entonces utilizando (23) y teniendo en cuenta que

5%-’)‘ =T ,* —lé'r“.k
l 2

queda

k k 1 k k
5R(si) =D(551“l.)k —Dké‘rsi +5Dk§rsi T [é‘rs)l;n

m(
y en el caso particular de que la conexion sea simétrica la anterior expresion
se reduce a

k k
5R(Si) = D(S5Fi)k —Dké'l—‘”- .
En cuanto a la variacion de la parte antisimétrica del tensor de Ricci
1
5R[si] = E(5Rsi ~6R)

utilizando (23) se deduce

B k1 k k m
5R[si] —D[i5Fs]k _EDkgrsi +Tm[1' 5Fs]k

y para el caso especial de conexion simétrica
_ k
5R[Sl.] = D[l. 5FS]k .
Debemos afiadir que si existiera un tensor métrico entonces seria posible

subir y bajar los indices, de tal forma que podriamos obtener otra contrac-
cion del tensor de curvatura

ro_ ro_ _rm n
Rik _Ri k=8 ginR mrk
si de nuevo se aplicara un nueva contraccion se obtendria una curvatura

escalar (ver mas adelante) de signo opuesto a la que hallariamos con el
tensor de Ricci.

1.12.- Identidades de Bianchi
La derivada covariante del tensor de curvatura es

k k k k k k
DmR sir:amR sir+Rtsirrtm -R Fsmt_R strrimt_R

si consideramos que la conexion es simétrica, existira en cada punto un
sistema de coordenadas localmente geodésico, donde las conexiones son

t
tir sitr rm>
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nulas. Si elegimos este sistema entonces

p,R*, =0, -8, =0 % T *

Sr,l SLr srm si,rm*

Permutando los indices m, i, r se obtiene

DR* =r k -r k. DR* =T -T_k

sm,r,l sr.mi > r sm st,m,r smlr
Al sumar las tres expresiones encontradas se llega a
D,R*, +DR*  +DR* =0 (25)
m sir 1 srm r smi

que al ser una identidad tensorial y valida en un sistema de coordenadas
determinado (sistema localmente geodésico), se mantendra en cualquier otro
sistema de referencia. A (25) se le llama identidad de Bianchi y es valida en
el caso de conexion simétrica.

Es posible generalizar las identidades de Bianchi para el caso en que la
conexion no sea simétrica, en este caso se encuentra por calculo directo
DmRksir +DiRksrm +DrRksmi = RkpmiTrsp +Rkp1rrmsp + Rkprm is b

0 en notacién mas compacta

k k
R s{ir;m} =R Tr} sp

p{mi
donde el punto y coma representa la derivacion covariante y {...} es la suma
de las permutaciones.

1.13.- Tensor métrico
Consideremos un espacio euclideo expresado en coordenadas curvilineas.
En cada punto existe un conjunto de vectores basicos (e i ) que dependen
del punto en que estan definidos. Sus productos escalares nos dan un con-
junto de numeros que dependen del punto del espacio, que tiene caracter de
tensor de segundo orden covariante y al que llamamos tensor métrico

ik =€; €.
El cuadrado del modulo de un vector dx = dx ‘e , , que corresponde al cua-
drado de la distancia infinitesimal entre sus extremos ds > = dX - dX , es
ds? = g,kdxidxk
que le llamamos elemento de linea del espacio euclideo.

Este resultado lo extendemos a un espacio genérico y decimos que el
tensor métrico es un tensor covariante de segundo orden asociado al espa-
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cio, es decir, que se trata de un campo tensorial g,,(x") que no es singular,
lo que significa que su determinante es distinto de cero.

Consideremos dos puntos A y B definidos por las coordenadas x" y
x" +dx" respectivamente; se llama distancia entre los dos puntos a la can-
tidad infinitesimal dada por

ds* = gl-kdx"dxk . (26)
El tensor métrico no es en general simétrico. Sin embargo, sdlo la parte
simétrica interviene en el calculo de la distancia, en efecto

ds? = g,;kdxidxk = &(ik) dx'dx* + 8k dx'dx* =g(ik)dxidxk ,
donde el sumando que contiene la parte antisimétrica del tensor métrico se
anula al tener en cuenta que se pueden intercambiar entre si los indices
mudos i y k.

Con el tensor métrico se puede realizar la elevacion o descenso de indi-
ces. Dado un vector cuyas componentes se encuentren en forma

contravariante v*, podemos obtener las componentes covariantes por la
operacion

Vs :gksvk’ (27)
entendemos que ambos conjuntos de componentes representan al mismo
vector, que de esta forma viene dado por dos conjuntos diferentes de com-
ponentes pero relacionadas entre si.

De igual forma se pueden descender los indices de un tensor, en opera-
ciones tales como las siguientes
trs =8ir&ks tlk
o bien como

_ k
t rs = 8kr l s>
ndtese el orden en que aparezcen los indices del tensor métrico.

Como el tensor métrico es invertible (por ser singular), debe tener un
inverso g’ ks tal que cumpla

rks _ ¢

&rk& - 5}’
Si g es el determinante del tensor métrico g,, ; " el menor adjunto aso-
ciadoalelementoi, sy a" =a*' su traspuesta, entonces el inverso del tensor

métrico es

g'kSZ&ks/gZOZSk/g.
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Pero se prefiere en vez de utilizar g'* | interpretar el tensor métrico en
componentes contravariantes como el traspuesto del tensor inverso, es de-
cir

ks 1 ks
g =—a", (28)
g
entonces la relacion entre las componentes del tensor métrico en funcion de
sus componentes contravariante y covariante es

g8 =5 (29)

Como se ve por el orden de los indices, (29) no es la operacion matricial

G-G'=1, donde G es la matriz de elementos g, , sino la ecuacion

G-G™'=1,donde G tiene de elementos los g'"* anteriormente definidos.
De (29) se obtiene

gug’t =5,
De (29) también se deduce que g** son las componentes de un tensor de
segundo orden contravariante.
El tensor métrico también nos permite elevar los indices tensoriales. En
efecto, multiplicando (27) por g

grsvs :g”gksvk :5;vk S
con lo que se logra subir los indices. Este método es extensible para subir o
bajar los indices de las componentes de los tensores, por ejemplo
1P =g g,
El determinante del tensor métrico en un espacio tetradimensional, tal
como el espacio-tiempo ordinario, es

g=¢""g,,2:,85 85>
que también se puede desarrollar haciendo uso de los menores adjuntos, por
ejemplo

1
g=g, (qu”gzq g3 g4s) =gpa’.
La derivada del determinante del tensor métrico se puede desarrollar por
sus menores adjuntos

dg=dg,, (8""”gzq g3 g4s)+dgzq (8’”’”g1p g3 g4s)+
+dgs, (6791 820 845 )+ 9245 (8791 820 €51 )
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o bien
dg=dg,, a"

donde «?? es el menor adjunto asociado al elemento p, g del tensor métri-
co. Haciendo uso de (28) queda

- q P
dg=gg™dg,, = 0Jg=gg’dg,, (30)
y la derivacion parcial y covariante son

0,8=2g"0,g,,5 Dyg=gg"" Dig,,.
Insistamos en que la expresion (30) es valida para una variacion general del
determinante del tensor métrico. Ademas como g,,8 9P = 4 entonces
g2,,08" =-g"15g,, ypor tanto

0g=-gg ,,08"". 31)

Consideremos un tensor cualquiera a;,, al determinante de la matriz
cuyos elementos son los a,, lo representamos por a, mientras que o ik es
el menor adjunto asociado al elemento (i,k) de la matriz g, . El inverso de
la matfiz (a,;) (si existe, es decir si a # 0) es la matriz cuyos elementos

son a ¥ tal que
*kr _ or
) aga’” =0, .
por tanto a “" es un tensor. Por definicion de determinante, los elementos
riz inv relaci ju
de la matriz inversa se relacionan con los menores adjuntos por

k

# 1
a kr :_ark

a
Aligual que antes con el tensor métrico, se calcula la variacion del determi-

nante de a,, que en nuestro caso es
— P4 — 4470
da=éda, a =aa "éa,,. (32)
Un tensor métrico asimétrico se descompone en parte simétrica y
antisimétrica
ik =8 (k) T &[ik) =V ik T Pik
donde y,, representa la parte simétricay ¢,, la antisimétrica. El tensor
métrico en forma contravariante también se descompone en parte simétrica
h'* y en parte antisimétrica f ik
gik — hik + fik
Como hemos visto anteriormente el menor adjunto del elemento 7, kde y,,
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€S

k =yt

donde y es el determinante de la matriz cuyos elementos son 7, y y 'k
son los elementos de la matriz inversa de y,, . Vamos a definir las compo-
nentes »'* como

yik =y ki
es decir que las »'* son los elementos de la matriz traspuesta de la inversa
de 7, . Como por definicion de 7/ k- cumple i Ik = 5 entonces multi-

plicando ambos miembros por » " queda
*jro_, *kigr _ |, Fkr *ki _ ¢k
y g =yl =y = My =67,
y por la definicién de y'* tenemos
ik _ ki _ ok
Yy?" =yyr =0y
e iguamente hacemos con las otras componentes
ik _ <k, ik _ ck. ik _ ok
gol'jgo _51" hijh _51" fijf _6]"
En un espacio de cuatro dimensiones, al que suponemos con signatura
-2, el determinante de un tensor antisimétrico como @;; es

2
P =(P12 P34 + 031 P24 + P23 P14)
Por cémputo directo se comprueba que

& ikpq¢ik¢pq = 8\/5
eigualmente
£"10,,0,4=0
si k #m. Entonces
& ikpq¢)[m¢pq = 2\/55:;!
multiplicando ambos términos por ¢’ se llegaa

01
2y
que nos relaciona las componentes contravariantes de la parte antisimétrica
del tensor métrico con sus componentes covariantes. Una formula igual que
(33) se aplicaa f'¥.
Como 7;; es simétrico y real es siempre posible elegir en cada punto del
espacio un sistema de coordenadas respecto al cual 7,; tenga la siguiente

gy (33)
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forma diagonal
A 0 0 O
0 -4 0 0
0 0 0 -4

donde A es un niimero positivo cualquiera. En el sistema de coordenadas
elegido el determinante de y,, es y =—A*. Démonos cuenta que en otro
punto del espacio el tensor y;, tendra, en general, una forma distinta de la
diagonal, pero nosotros los calculos lo estamos haciendo con referencia a un
s6lo punto, aquel en el que y;; tiene forma diagonal.

La parte antisimétrica del tensor métrico es

0 -6 p -X
5 0 -a -Y
- a 0 -Z
X Y Z 0
al hallar directamente el determinante de g,, se encuentra

(Pi)=

>

g:—/14—12(a2+ﬁ2+§2—X2—Y2—22)+(aX+ﬁY+§Z)2,
un calculo directo nos da

o=(aX+pr+67)°
entonces

g:y+(p—/12(a2+ﬂz+52—X2—Y2—Zz).

Teniendo presente que

1 0 0 0
(7,k):l 0 -1 0 0
A0 0 -1 0

00 0 -1

entonces se calcula directamente que
2
AT im ke e B S X2y g2
) VU PuPir =& +IB + - - -
por tanto nos queda
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im, kr

g= 7/+¢+27 e ¢mr¢tk9
si suponemos que los determinantes de gy 7 son negativos, tendremos

~—fgl=—bl+o- Ly 0, 0,
| | 34)
gl =lr|-o+5 y””7’”¢mr(ﬂlk

Esta expresion la hemos calculado para un determinado sistema de coorde-
nadas, aquel en que la parte simétrica del tensor métrico tiene forma diago-
nal. Los tres sumandos del segundo miembro de (34) dependen del determi-
nante de un tensor de segundo orden y los ltimos cuatro factores forman
un invariante. Ante una transformacion de coordenadas los tres determi-
nantes que aparecen en (34) se transforman con la misma ley, es decir, (34)
es una expresion invariante aunque no tensorial. Entonces si es valida para
un determinado sistema de coordenadas, seguira siendo valida en cualquier
otro sistema, por tanto (34) tiene caracter general.

Para obtener las partes simétrica y antisimétrica de las componentes
contravariantes del tensor métrico partimos de (30)

dg =ggikdgik =g[g(ik) +g[ikq[d7/ik +d§0ik] =

ik ik
=gg My +ggl™dp,
hemos tenido en consideracion que son nulos los productos de las compo-
nentes simétricas por las antisimétricas.

(3%

De (35) deducimos
i 1 0
g( ky _1 08
807k
g1 %2 (36)
g0

Para llevar a cabo la diferenciacion (36) debemos considerar la relacion
32) apllcada a y,;; que recordemos es un tensor simétrico e igual propiedad
tiene y ik

a * i *[
Ltk =gyt (37)
57/1k
ademas como
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d(y "y 1y g )=dy ™ =dy ™ e dy ey Ty My,
d}/*lk =—7*pk7*qld7pq ,

entonces
8}/*[k 1 * %7 * %7
(PR sy "y (38)
OVpg 2
donde hemos simetrizado la expresion dado el caracter simétrico de ' y
de 7 ,,-

Ahora estamos en condiciones de resolver las dos ecuaciones (36), utili-
zando para ello (34), (37 y (38) resultando

ik j 1 mr i
g )=1{7’”(1+—¢W¢ j—(pqcﬂkq}
g 2

ikl _ V| i 1(1 i
S - e e

. . , . . %7
indiquemos que los indices de ¢;; han sido elevados por y /% .

Si suponemos que y,, es del orden launidady ¢,, es infinitesimal o de
primer orden, entonces tenemos

g=r+0(2): ¢ =y"+0(2)
0(2) representa infinitésimos de segundo orden o de orden superior ya que

se encuentran productos de ¢,, por si mismo; ndtese que en el célculo
hemos tenido en cuenta que g = . Ademas

(39

gy +0(2)=0(1)+0(2)
por tanto en las condiciones establecidas podemos hacer

ik i i ik i
grys g W aphi oyt gkl Lk
o bien

i

g =00 gyel~0
donde los indices son bajados por y,, , obteniéndose el mismo resultado si
se utilizara &(ik) © & Para bajar los indices.
Para terminar este epigrafe indiquemos que la derivada covariante de la
delta de Kronecker es nula, en efecto

D8] =0,8] +8!'T,,  ~6,T,"=0+T " ~T " =0,
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al aplicar la regla de Leibnitz de la derivacion a (29) se halla la derivada
covariante de g'*. En particular, si es nula la derivada covariante de g,
también lo serd la de g ik y viceversa.

1.14.- Espacio euclidiano tangente

Consideremos un espacio V donde se ha definido un tensor métrico. Es
siempre posible asociar en cada punto P de ese espacio un espacio euclideo
E, de la misma dimension que V, que contenga al punto P y que en un
entorno de este punto coincidan las propiedades métricas de E y V. Al espa-
cio E se le llama euclidiano tangente.

Si gl.ok es el tensor métrico de V en el punto P que tiene de coordenadas
x(/)c , el espacio euclideo tangente E tiene en el punto P el tensor métrico
g (Ol. K- Los puntos M del eslgacio E en un entorno del punto P tienen las
coordenadas curvilineas X, los puntos m(x*) de V en un entorno de P
estan relacionados con los puntos M(X ¥) de E mediante una relacion de la
forma

X"‘=xk—x§+‘1’é‘2)(xr—)cg)JrX(’;C (40)

donde X ¢ son las coordenadas del punto P en el sistema de coordenadas
del espacio euclideo Ey ¥ é‘z) representa una funcién de segundo orden
respecto a x" —xj .

Consideremos el punto m(xé‘ +dx"*) situado en un entorno infinitesimal
del punto P. La distancia entre ese punto y el punto m(xé‘ ) viene dada, tal
como sabemos, por

ds? = g(oik) dx'dx*

Sea M(X é‘ +dX ¥y el punto del espacio E que corresponde por (33) al pun-
to m(x(’)‘ +dx¥), la distancia entre los puntos M y P pertenecientes al
espacio euclideo sera

dS? =gy dXx'dx*
ahora bien como por (40)

dx* ~dx*
entonces la distancia infinitesimal entre puntos del entorno infinitesimal de P
es igual tanto en el espacio euclideo tangente E como en el espacio V

ds? =ds?.
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O sea, las propiedades métricas de ambos espacios son localmente idénti-
cas. Esto significa que podemos, sin mas, extender los resultados métricos
conocidos del espacio euclideo al espacio V, al menos en un entorno
infinitesimal de cada punto.

Hay que darse cuenta que esta identidad encontrada solo se refiere a las
propiedades métricas. No se garantiza la coincidencia entre las conexiones
asociadas a los espacios E y V, lo que significa que las propiedades diferen-
ciales seran diferentes en uno y en otro espacio.

1.15.- Espacio de Riemann

Hasta ahora hemos estado considerando espacios genéricos. Ahora va-
mos a considerar los dos que tienen mas importancia en Fisica, los espacios
de Riemann y los euclidianos.

Un espacio de Riemann viene caracterizado por las siguientes propieda-
des:
a) Tiene un tensor métrico simétrico.
b) Tiene asociada una conexidn afin también simétrica.
¢) La derivada covariante del tensor métrico es nula.

De la tlltima condicion y permutando los subindices £, p, ¢

D8 pg =0k8pg ~&sql pi —8&psl i’ =0
Dqgkp :aqgkp_gsprkqs _gksrpqs =0
ngqk zapqu _gsqups _gqsrkps =0

restando la segunda de la primera, sumandole la tercera y teniendo presente
las propiedades de simetria se encuentra

1
kas:Lkps:_gsq(akgpq+apgkq_aqgkp)> (41)

2
a esta conexion, caracteristica de los espacios riemannianos, se le llama

simbolos de Christoffel. De ellos se pueden obtener otros simbolos total-
mente covariantes

Lkpr = grstps :
Téngase presente que esta coincidencia entre la conexion y los simbolos de
Christoffel es una caracteristica de los espacios de Riemann y no es exten-
sible, en general, a otros tipos de espacios.
Se distinguen los espacios propiamente riemannianos como aquellos que

34



Wenceslao Segura Gonzdlez

quedan definidos porque el cuadrado de la distancia entre dos puntos (ds *)
siempre es mayor que cero. Reservandose el nombre de espacios
impropiamente riemannianos para aquellos en los que no se cumple el ante-
rior requisito, pudiendo ser en este caso el cuadrado de la distancia mayor,
menor o igual a cero.

Una clase especial de espacios de Riemann lo representan los espacios
euclideos, que vienen caracterizados porque es siempre posible encontrar
un sistema de coordenadas respecto al cual el tensor métrico sea el mismo
en todos los puntos del espacio. De aqui resulta que la conexion, obtenida a
partir de (41) es nula en todos los puntos de este espacio y respecto al
sistema de coordenadas anteriormente elegido.

Como el tensor métrico en el caso de un espacio euclideo es simétrico y
real existira siempre una transformacion de coordenadas que ponga al tensor
métrico en forma diagonal y posteriormente mediante un cambio de escala
llevar estos elementos diagonales a los valores +1 6 —1.

1.16- Teorema de unicidad

Vamos a demostrar que en un espacio de Riemann el tensor de curvatu-
ra es el tnico tensor que puede ser construido a partir del tensor métrico, de
su primera derivada, siendo lineal respecto a las segundas derivadas. Para
la demostracién nos vamos a referir a un sistema localmente geodésico, en
el que tanto los simbolos de Christoffel como las primeras derivadas del
tensor métrico son nulas en un punto dado.

Nos proponemos buscar un tensor que dependa del tensor métrico y de
sus derivadas segundas. Consideremos una transformacién de un sistema
de coordenadas localmente geodésicas a otro sistema de igual caracteristi-
ca. La ley de transformacion de la conexion sera (10) que al derivarla se
obtiene

0, L, " =BiBIAKD, L} +0, (B} 4F). (42)
donde hemos tenido en cuenta que las conexiones, tanto en el sistema de
coordenadas original como en el transformado, son nulas

Estamos buscando un tensor que dependa linealmente de las segundas
derivadas del tensor métrico, o lo que es lo mismo, que dependa de las
primeras derivadas de los simbolos de Christoffel. El unico tensor de estas
caracteristicas es el obtenido de la diferencia de las primeras derivadas de
los simbolos de Christoffel
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Tkrit = at Lrik _ai Lrtk
que al cambiar de uno a otro sistema localmente geodésico se transforma
como un tensor, en efecto de (42) se sigue
T'%m=BIBiBLAL (0., ~0,L,").

Se observa que en un sistema localmente geodésico se cumple

r krit =R g
entonces respecto al sistema de coordenadas considerado el tensor de cur-
vatura es el unico que depende linealmente de las derivadas segundas del
tensor métrico. Ahora tenemos que demostrar que esta propiedad del tensor
de curvatura se cumple en cualquier otro sistema de coordenadas.

Si hubiese otro tensor N* . con iguales caracteristicas, al represen-
tarlo en un sistema localmente geodésico se encontraria

k k
N rit =T

rit>

rit >
y por el resultado obtenido
N ¢ rit = R g
como los dos miembros son tensores, la igualdad se mantendra en cualquier
otro sistema de coordenadas, lo que demuestra la unicidad indicada del tensor
de curvatura.
Es evidente que los tensores derivados mediante contraccion del tensor
de curvatura también tendran la propiedad exigida de depender del tensor
métrico y de sus derivadas primeras y que sea lineal respecto a las segun-

das derivadas; tal sera el caso el tensor de Ricci y de su contraccion, la
curvatura escalar.

rit>

1.17.- Condicién necesaria y suficiente
para que un espacio riemaniano sea euclideo

Vamos a demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que un
espacio de Riemann sea euclideo es que el tensor de curvatura sea
idénticamente nulo.

Demostremos que la condicidén es necesaria. Supongamos un espacio
euclideo referido a un sistema de coordenadas respecto al cual el tensor
métrico toma el mismo valor en todos los puntos. Entonces seran nulas las
derivadas del tensor métrico y también los simbolos de Christoffel y por lo
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tanto sera nulo el tensor de curvatura de Riemann. Si este tensor es nulo
respecto a un sistema de coordenadas, sera nulo en cualquier otro sistema
de coordenadas, quedando demostrada la condicion necesaria.

Vamos ahora a demostrar que la condicion de nulidad del tensor de cur-
vatura es suficiente para que el espacio de Riemann sea euclideo. Conside-
remos un vector de componentes 4 definido en un punto cualquiera del
espacio. Segliin sabemos se puede a partir de este vector crear infinitos
campos vectoriales, obtenidos trasladando paralelamente el vector desde su
posicién inicial por caminos diferentes. Sea uno de estos infinitos campos
A (x" que debe tener la propiedad de que su derivada covariante es nula

04
_ s r k _ s
dAk—ASrkr X = ﬁ—Asrk},.
Vamos a demostrar que cuando el tensor de curvatura es nulo entonces
dA, es una diferencial exacta, es decir que su derivada se puede poner

como
0A
d4, = a—’; dx”,
X
esta circunstancia se dara cuando

0 s 0 s
axm (Asrkr )_ axr (Asrkm ) =0
que al desarrollar queda

kmr

0 0
ox™ (Asr krs ) _ﬁ(Asr krrf) = ASRS
que efectivamente es cero ya que hemos puesto de condicion que el tensor
de curvatura es nulo, con lo que queda demostrado que dA4, es una diferen-
cial exacta. Esto significa que cuando trasladamos paralelamente el vector
A, obtenemos un campo tnico independientemente del camino que se siga,
es decir que la integral de d4, es la misma con independencia del camino
seguido.

Consideremos cuatro campos vectoriales obtenidos a partir de traslaciones
paralelas de cuatro vectores A(’k) que en un punto dado sean linealmente
independientes

k 4i k
o A(k):O = a" =0 (43)

donde i representa las componentes y k identifica a cada uno de los cuatro
vectores.
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Comprobemos primeramente que la independencia lineal se seguira man-
teniendo después de hacer una traslacion paralela

a*| Al +dafy |=atafy +d(at 4l ) =0

expresion que solo puede ser nulasi o ¥4 (’ k) €S nula, pero en este caso por
(43) implica que o* =0, lo que nos muestra que los vectores desplazados
paralelamente siguen siendo linealmente independientes.

Lo anterior significa que los A(i k) Son funciones tnicas de las coordena-
das y linealmente independientes entre si. Si imaginamos las 4,
representandas por una matriz de orden N si el espacio tiene de dimension
N, debemos de concluir que su determinante es distinto de cero.

A continuacién vamos a realizar la siguiente transformacion de coorde-
nadas

i 40 k
dx"' = A( k) dx
que como ya hemos demostrado, es invertible por ser distinto de cero el
determinante formado por 4/,, . Con esta transformacion el tensor métrico
POT (k)
cambiara segun

!

_ g0 4k
8pq = A(p) A(g) &ik-

derivando
k i
0pg ik O . i 0dg) ¢ 04(,)
o A Al S T A ST T A S
o bien
0Lpg _ i gk O%u i s Tk 4k s T
oA A G A Eudigh e Al EuAipl s
y sacando factor comun
08 'vq i gk m m i gk
oo A A |:argik =&l iy~ &iml g J =AipyA(q) Dr8ix

que es nulo por serlo la derivada covariante del tensor métrico y como el
determinante de A/ 1 €s distinto de cero, resulta que la derivada del tensor
métrico g g €8 nula, es decir, el tensor métrico no depende de la coordena-
da x* y por tanto tampoco depende de la coordenada x'* . O sea, el tensor
métrico es el mismo en todos los puntos del espacio. Hemos encontrado, por
lo tanto, un sistema que retine los requisitos exigidos para que un espacio de
Riemann sea euclideo, con lo que queda demostrado el teorema.
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1.18.- Tensor de no-metricidad
Se define el tensor de no-metricidad de un espacio como la derivada
covariante del tensor métrico

qur = Di" gpq >
que resulta ser un tensor y en general no nulo. La anulacion del tensor de
no-metricidad impone 40 condiciones en el caso de tensor métrico simétrico
y 64 en el caso de no simetria del tensor métrico.
Se define el tensor contorsion por la expresion

K pg =T rpg T T pgr ~Tarp

donde

k

k
qur :gkerq zzgkrr[pq]

es el tensor de torsion (14) en forma covariante.

Si partimos de un espacio de tensor métrico simétrico, es posible estable-
cer una relacion entre el tensor de no-metricidad, el tensor de contorsion y
la conexion afin, de la que no se exige que sea simétrica; por tanto estaria-
mos tratando con un espacio no riemanniano. La relacion a la que nos refe-
rimos que se comprueba por calculo directo es

1 1
- =Lrpq+EKrpq+E(Qrpq_qur_qup) (44)
donde hemos definido
_ k. _ k
1—‘rpq_gkql—‘rp H Lrpq_gkql’rp .
(44) se descompone en parte simétrica y antisimétrica
1 1
r(rp) g =Lipgt E(qur “Tarp ) + E(Qrpq ~Qpgr = Qyrp ) 45)
1

Uipgr = 5 Frpg

por tanto, conocidos el tensor métrico, el de no metricidad y la parte
antisimétrica de la conexion (o sea, la torsion), se obtiene su parte simétrica.

De (44) podemos comprobar que incluso en el caso de que sean distintos
de cero el tensor de no-metricidad y el tensor de torsion, los simbolos de
Christoffel, tal como son definidos en (41), representan una conexion. En
efecto de (44) vemos que la diferencia entre la conexion I’ kps y los simbo-
los de Christoffel es un tensor, lo que garantiza que L kps se transforma
como (10), es decir es una conexion.
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En el caso de que no se considere nulo el tensor de Schouten (42) se
generaliza a la siguiente expresion

1 1
Frpq = Lrpq +5Krpq +E(Qrpq _qur _qup)+

1
+§[C(P\r\q) T pla) _C(r\q\p)}

En el caso particular de un espacio de Riemann, donde son simétricos
tanto el tensor métrico como la conexion y es nulo el tensor de no-metricidad,
entonces la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel.

Y viceversa, si la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel en-
tonces es nulo el tensor de no-metricidad y también el tensor de contorsion.
En efecto el caracter simétrico de los simbolos de Christoffel implica la
nulidad del tensor de torsion y por tanto sera también nulo el tensor de
contorsion. Ademas, y teniendo en cuenta la simetria del tensor métrico, se
comprueba de manera directa que la derivada covariante del tensor métrico
es nula si la conexion son los simbolos de Christoffel.

Finalmente advertimos que aunque el tensor de no-metricidad sea nulo,
ello no implica que la conexion sea simétrica. Dicho de otra forma, los
caracteres simétricos de la métrica y de la conexion y la nulidad del tensor
de no-metricidad son condiciones independientes entre si. Estas tres condi-
ciones definen, como hemos visto, al espacio de Riemann.

Se dice que una geometria es semimétrica si cumple

Oitr =9, &k >
donde O, es un vector covariante que llamaremos vector de Weyl. Si se
cumple esta condicion y ademas es nula la torsion, la relacion entre la co-
nexiony los simbolos de Christoffel es

r ro 1 s 1 ro 1 r
rkp =Lkp +EQ gkp_EQk§q_EQp5ka (46)

que es la conexion utilizada en la teoria de campo unificado de Weyl.

El caracter de conexion que tienen los simbolos de Christoffel nos per-
mite definir una nueva derivada covariante que caraterizaremos por un as-
terisco. Para el caso de un vector en forma contravariante definimos

Dy =8 +viL,, (47)

esta derivacion se puede extender a vectores covariantes y a tensores de
orden cualquiera.
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Notemos que la derivada covariante con asterisco del tensor métrico es
nula

Dltgir = akgir _gsrLikS _giSers =0
como se puede comprobar por sustitucion directa, donde tenemos en cuenta
que estamos considerando geometrias con tensor métrico simétrico, lo que
viene a significar que los simbolos de Christoffel son simétricos respecto a
los indices covariantes.

Advertimos que al utilizar como conexion los simbolos de Christoffel y
teniendo presente que el tensor métrico es simétrico obtenemos expresio-
nes geométricas en todo idénticas a las de la geometria de Riemann.

Si suponemos que es nulo el tensor de no-metricidad y simétrico el tensor
métrico, entonces de (45) tenemos que la parte simétrica de la conexion es

|
r(rp)s =Ly +5gqs (qur ~Tyrp ) =L, +8" gy (48)

que es a su vez una conexion. El tensor 7, cumple la siguiente propiedad
de simetria

1 1
Tgpr :E(Trqp _qur) - 5(_Tqrp + qur) =Tyrp (49)

donde se ha tenido en cuenta la antisimetria del tensor de torsion respecto

sus dos primeros indices. [gualmente el tensor 7 ,,, cumple la relacion

Tpp+Tpg +Tpgr =0 (50)
como se comprueba por calculo directo.
Por lo expuesto anteriormente podemos considerar una nueva conexion

rrp S:Lrps—"_gquqrp (51)
donde ahora el tensor 7, es un tensor general con las unicas condiciones
de cumplir las simetrias (49) y (50). A la conexion (51) le llamaremos co-
nexion de Schrodinger y tiene caracter simétrico.

La condicion necesaria y suficiente para que el modulo de un vector no
varie cuando se le somete a un desplazamiento paralelo en su propia direc-
cion es que la conexion simétrica sea la (51). Consideremos el vector 4 k
que al ser trasladado paralelamente cumple DA* =0, entonces

dA* =—A°T Fax"
como estamos tratando traslacion en la propia direccion del vector debe
ocurrir que dA* es paraleloa dx* o bien
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k
C_9X gk 44T R
dt
donde ¢ es un parametro afin.
Comprobemos que si la conexion es la (51) entonces el modulo
A% = gixA ‘4
no varia en la traslacion paralela anteriormente definida. En efecto
DA* _Dgy ik _D'8u yi gk,
dt dt dt
+(_gskgspTirp _gisgskarp)AlAkA =

:_E(T'kr +Tkr1' +Trik)AiAkA "=0

1

donde hemos tenido presente que D* g« =0 ylapropiedad (50).
Ahora falta comprobar la condicion necesaria, es decir que si no varia el
modulo el vector, la conexidn es la (51) con la propiedad (50)

2
DA™ _\_D8ix yiyk D ik ik
dt dt dt
ik
+(_gskg SpTirp —&is& Skarp )AIA A"
y como D*g,k =0 entonces
—2T,,4'4¥ 4" =0
como A’ es un vector arbitrario, podemos tomar en primer lugar sélo una
de sus componentes distinta de cero, primero tomamos la componente 1

distinta de 0, luego haremos otro tanto con la 2 y luego con la tercera com-
ponente, obteniendo

T,,;=0; Vi (52)
a continuacion tomamos dos componentes de 4’ distinta de cero, por ejem-
plola1yla2y obtenemos
11 42 142 42
(Ty 13+ Ty + o)A A A" +(T 1y + Ty 5 + 155, ) A 4747 =0,
donde tenemos en cuenta que 7}, =55, =0,como A' y A* sonarbitra-
rios, la anterior igualdad implica que
Tigg+ Ty +T211 =05 Ty +Tp5+ 715y, =0 (53)
y expresiones andlogas para las distintas combinaciones de las otras com-
ponentes. Finalmente tomamos las tres componentes de A’ distintas de
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cero
(Tio3 + T30 + 1513+ To3y + T35 JFT321)AIAZA =0
donde hemos aplicado (52) y (53). Ahora considerando (49) y llegamos a la
conclusion de que
T3 +T931+ 152, =0
pues las componentes de 4’ son arbitrarias; por lo tanto queda demostrada
laigualdad (50).

En nuestro razonamiento hemos supuesto que la conexion es simétrica,
pero notemos que si le agregamos una componente antisimétrica el teorema
demostrado seguiria siendo valido, excepto que ahora la unica condicion que
debe cumplir (51) es la (50).

Calculemos, por ultimo, el numero de funciones de las que depende la
conexion (51). Hay 10 diferentes componentes del tensor métrico, el tensor
T, tiene 64 componentes, pero por (49) se reducen a 40 y por (50) dismi-
nuyen en 20, por tanto el numero total de funciones de las que depende la
conexion (51) es de 30.

En el caso que estamos considerando de que el tensor métrico es simé-
trico se pueden obtener nuevas conexiones a partir de la expresion

p_g P P
1—‘rk _er +Yrk 4
donde Y,,” es un tensor cualquiera. Un ejemplo es la conexion de Straneo
P_7 PSP p
U=l +6,y =6y,
donde y; esun campo vectorial.

1.19.- Variacion del médulo de un vector
en un desplazamiento paralelo
Cuando a un vector de componentes contravariantes 4" se le somete a
un desplazamiento paralelo la derivada covariante del campo resultante se
anula DA" =0 y por lo tanto sus componentes cambian, segtin se vio en el
epigrafe 1.9, por la expresion

dA" =-A°T ;" dx*
dx* es la diferencia entre las coordenadas de los puntos entre los que se

desplaza el vector. Si suponemos nulo el tensor de no-metricidad, encontra-
mos para la derivada absoluta de las componentes convariantes del vector

D4, :D(gn'Ar):DgriAr +g,DA" =Dg ;A"
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que es, en general, distinto de cero. De la anterior expresion deducimos la
variacion que experimentan las componentes covariantes del vector cuando
es trasladado paralelamente

dd, = AT, dx* +Dg, A"

Entonces cuando se traslada paralelamente un vector sumédulo 4% = 4, A’
cambia segun

dA*=A4'A"Dg,. =0, 4" A" dx" (54)
que es en general distinto de cero. Notese que si el mdédulo de cualquier
vector no se modifica cuando se realiza un desplazamiento paralelo
infinitesimal, no podemos asegurar que el tensor de no-metricidad sea nulo.
De (54) también podemos deducir que si el tensor de no-metricidad fuese
antisimétrico en sus dos primeros subindices (una situacion no fisica), en-
tonces el médulo del vector no cambiaria cuando se ejecutase un desplaza-
miento paralelo infinitesimal.

Si consideramos un desplazamiento en la misma direccion del vector
habria que poner en (54)

A =dx'/dr
siendo de nuevo ¢ un parametro afin; si ademas ocurre que para cualquier
traslacion paralela su moédulo es nulo entonces significaria que o bien
0,1 =0 ose cumple la propiedad ciclica
Qrik + Qikr + rii =0.

Consideremos de nuevo el paralelogramo infinitesimal de la figura 1,
definido en un espacio sin torsion, pues en caso contrario tendriamos un
paralelogramo no cerrado; da® y db* representan las diferencias de coor-
denadas entre los vértices de ese paralelogramo infinitesimal. Vamos a ave-
riguar como cambia el médulo de un vector cuando es trasladado paralela-
mente a través de ese paralelogramo.

Consideremos un vector de médulo 4 en el punto A(x*) y lo traslada-
mos paralelamente al punto B(x* + da*), sumodulo cambiara segiin (54)

(dAy)” =0, (x7) A" (x7) 4" (x7)da",
al hacer ahora la traslacion de B al C el cambio de médulo sera
(ddy)* =0, (x7 +da? )4 (x? +da? ) 4" (x” +da”)db* ~
= O, (x7 )4 (x7) 4" (x7)db* + 0,y (x7) A" (x7) A" (x7 )daPdb* +
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+0,ik (xp)Afp (xp)Ar (xp)dapdbk +0,i (xp)Ai (xp)Afp (xp)dapdbk
y teniendo presente que el vector 4’ se desplaza paralelamente tendremos
(d4,)* =0,y A'A"db* + 0, ,A'A"da?db* —
~Q,A°A'T Jda?db* +Q,,4'A°T  [da?db*
estando todas las funciones definidas en el punto x 7.

La variacion de modulo del vector cuando se traslada paralelamente del
punto C al D sera el mismo que de D a C pero cambiado de signo

(ddy)* ==Q, (x7 +db?) 4" (x” +db?) A" (x7 +db? )da* ~
=-Q,,d'4"da* -0, ,A'A"da"db” +
+Q0,4A°A'T Jda*db? +Q,,4'4°T Jda"db?,
mientras que la variacion experimentada por el médulo al pasarde D a A es
la misma que de A a D pero con el signo cambiado

(ddy)’ ==0, (x7) 4" (x7) 4" (x7 )db*.
Por tanto el cambio total experimentado por el modulo del vector cuando ha
recorrido el paralelogramo es

dA? =(dA,)? +(d4,)’ +(d4;)’ +(d4,)’,
y al desarrollar hasta el primer orden
dA*=(D, 0,4 - D, Q,,,)A'A"da’db*
donde hemos tenido en cuenta el caracter simétrico de la conexion. Si ahora
introducimos el elemento de superficie del paralelogramo infinitesimal nos
queda

44> =2(D, 0, - D,0,,,)4'"ds " (55)
que representa la variacion que experimenta el cuadrado del mdédulo de un
vector cuando es trasladado paralelamente por un circuito infinitesimal ce-
rrado. Como en general la expresion entre paréntesis no es nula, el moédulo
del vector cambiara al hacer la traslacion. No obstante, si se cumple la
igualdad

Dp Qrik :Dk Qrip
entonces el vector no sufre ninguna modificacion en su modulo al hacer la
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traslacion paralela por el circuito cerrado.
En el caso especial en que la geometria sea semi-métrica y por tanto

Qrik = ngri

(55) se reduce a

dA :i(Qw ~0,,)4ds?*

siempre y cuando la conexion sea simétrica.

1.20.- Cambio de escala
El tensor métrico g,, caracteristico de un espacio lo podemos poner
como

Eik :‘//(xr)gik
donde g, representauncampo tensorial de iguales propiedadesque g;, y
w(x") es una funcioén escalar a la que llamaremos calibracion, escala o
gauge. Las componentes del tensor métrico pueden cambiar por efecto de
un cambio de coordenadas, pero también se ve alterado si hacemos un cam-
bio de calibracion tal como

k rf k
v(xt) ().
entonces el modulo de un vector que en la antigua calibracion era
4% = wguAd'4 ‘
pasa a tomar el valor diferente
7

donde A es una funcion de las coordenadas y distinta de cero.

Cuando tiene lugar un cambio de calibracion el tensor métrico queda
alterado. Si la nueva calibracion es la funcion /' entonces el nuevo tensor
métrico sera

, N A
gikzwgikzawgikzlzgik

y decimos que el tensor métrico es de peso 2, que es la potencia en la que
aparece la funcion A. Las componentes contravariantes del tensor métrico
también quedaran modificadas
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ro_rrk r 2 rrk r rrk -2 _rk
gug =0 = A'gug =0, = g =4"¢
entonces el peso de g’ " es —2. Mientras que el determinante de las com-
ponentes covariantes del tensor métrico se transforma ante un cambio de

calibracion por

siendo, por tanto, de peso 8.

Hay que observar que el cambio de calibracion queda definido para el
tensor métrico exclusivamente, por tanto no podemos establecer las leyes
de transformacion de los otros elementos geométricos, a menos que conoz-
camos su relacion con el tensor métrico.

En el caso especial de una geometria semi-simétrica, el vector de Weyl
cambia ante una transformacion de calibracion

Dg’y ZD(ﬂ2gik)=2ﬁ’dﬂgik +22¢,0,dx" =

2 6/1 ! r 1 r ! ! r
=——— &udx +g,;0,dx =0,.gdx
A Ox
entonces
, 2 04
= +— .
0.=0, A on’

Notemos que las coordenadas de un punto del espacio no cambian en
una transformacion de calibracion, pues sdlo son numeros que identifican al
punto. Por tanto, el elemento de linea queda modificado en un cambio de
calibracion por la ley

ds'=Ads
es decir, tiene de peso 1, el mismo peso que tendra el tiempo propio dz de
una particula. Definida la tetravelocidad por
k
k= dx
dr
encontramos que tiene de peso —1, mientras que la tetraaceleracion tendra
de peso —2.

1.21. Transformaciéon proyectiva
Una transformacion proyectiva de la conexién viene definida por

=T, +6l¢,
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donde ¢, esun vector arbitrario. Notemos que si la conexion no es simétri-
ca cabe otra transformacion proyectiva dada por

Uy =T, " +57¢; .
Frente a una transformacion proyectiva el tensor de Ricci se modifica
segun la ley
Ry =Ry 20,4, = R= R—Zgiké[[qﬁk]
si la métrica es simétrica entonces la curvatura escalar no se modifica.
Notemos que ante a una transformacion proyectiva la curvatura homotética
se transforma por la ley

Distinguimos otra transformacion de la conexion, parecida a la anterior,
y a la que llamaremos transformacion lambda definida por

rP_T PSP
w =0+,

donde A es un campo escalar arbitrario y la coma representa derivacion

parcial respecto a las coordenadas. Facilmente se comprueba que tanto el

tensor de Ricci, como la curvatura escalar y la curvatura homotética son
invariantes frente a esta transformacion.

1.22.- El tensor de Ricci en funciéon de los simbolos de Christoffel
Como se mostrd en 1.18 es posible relacionar la conexion de un espacio

con los simbolos de Christoffel. En el caso de un espacio métrico simétrico

la relacion es dada por (44), que se puede poner de la forma

1

1
k _ k qk _ k k
Tt =Lyt + g X =L, XS

en X,,, se encuentran agrupadas las componentes antisimétricas de la
conexion y el tensor de no-metricidad seglin aparecen en (44).

Utilizando (18) se puede poner el tensor de curvatura en funcion del
tensor de curvatura R © sir formado a partir de los simbolos de Christoftel

en vez de con la conexion F

k *k 1* k 1 * k
R¥, =R +5D,X” -oDX,,

sir

+%Xsnkrrin +%Xsranik _iXsianrk'

Igualmente es posible poner el tensor de Ricci en funcién de R ;i queesel
tensor de Ricci construido a partir de los simbolos de Christoffel, para lo
cual se contraen los indice k y 7 de la expresion anterior
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* 1 * k 1 * k 1 k
Rsisti'i'EDiXsk _EDszi +EXsn z-kin-i-

1 n k 1 n k
+ZXsk Xni _ZXsi Xnk :
Por ejemplo, para el caso de una geometria semi-métrica sin torsion el

tensor de Ricci queda

* * 1 * *
Rsi:Rsi_DiQs—i_E(DsQi_DiQs)_
1

NS | P
—EgskaQ +EgsiQkQ _EQsQi‘

La contraccion del tensor de Ricci es la curvatura escalar R y para el
caso considerado de geometria semi-simétrica es

R=g“R, =R’ -3Dj0" +30,0".

1.23.- Simetrias del tensor de curvatura
El tensor de curvatura en un espacio de N dimensiones tiene N * com-
ponentes. Sin embargo, no todas son independientes. Vamos a comprobar
que existe un conjunto de relaciones que hacen descender considerablamente
el nimero de componentes independientes del tensor de curvatura.
El tensor de curvatura completamente covariante tiene las componentes

_ koo k k ~ k +~ k
Rpsri_gka sir_gpk(rsr,i_rsi,r+rsrrti _Fsi Ftr )’
limitandonos al caso de un espacio de conexion afin simétrica, obtenemos

que la anterior expresion se reduce en un sistema localmente geodésico a

_ k k
Rpsri =& pk (F sri I Si,r )’
teniendo presente que las derivadas primeras del tensor métrico son nulas
por asi serlo la conexion, se encuentra

1

Rpsri = E(g rpsi ~ 8srpi = &ipsr T &sipr )

A partir de la anterior ecuacion es facil comprobar que se cumplen la si-
guientes relaciones de simetria

Rpsri =R

Rpsrr = Rppri

psri =-R
+R

psir»

+R

rips; R
=0; R, =0.

pSri pirs
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En el caso de un espacio tetradimensional el tensor de curvatura tiene
256 componentes, que quedan reducidas a 20 al tener en cuenta las anterio-
res relaciones de simetria.

En un espacio genérico el tensor de curvatura es antisimétrico con res-
pecto a la dos tltimos indices. Siempre podemos descomponer el tensor de
curvatura totalmente covariante en dos partes

Rikpq = R[ik]pq + R(ik)pq = Pikpq + Fikpq (56)
siendo Py, antisimétrico respecto al primer par de indices y F
simétrico respecto al primer par de indices.

Cuando un vector A% es trasladado paralelamente a través de un
paralelogramo infinitesimal de lados da*y db’, sus componentes
contravariantes cambian segun se dedujo en 9 por

dA" =R", . A"da"db'. (57)
Como la superficie elemental tiene de area (ver epigrafe 1.25)
dS" =da'db’ —da’da’
y el tensor de curvatura es antisimétrico respecto a sus dos tltimos indices,
tendremos que (57) queda

A,dA" =1/2R

ikpq s

onix AP A"dS'™

entonces como
A, dA" =ld(A,A’):ldA2,
2 2

la variacion que experimenta el mddulo de un vector cuando es trasladado
paralelamente a través de un circuito elemental cerrado es

dA* =R, AP 4"dS"" .
Sustituyendo (56) en la anterior expresion resulta
d4*=P,, ., A"4"dS"* +F 47 4"dS"™

el primer sumando es nulo por la propiedad de antisimetria del tensor de

curvatura respecto a sus dos primeros indices, entonces queda
2 ik

d4==F,, ;A" 4"dS"™,

de (55) obtenemos

1
Fpnik ZE(Diank _Danpi)‘
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Si nos limitamos a una geometria semi-métrica de conexion simétrica
obtenemos de la anterior expresién

pnzk (ka Qi,k)gpn:_EFikgpn’
donde hemos definido
Fiy = (Qi,k —Qk,i)>
lo que significa que en una geometria semi-métrica
ani Pqnlk 5}":1Fik >

donde el primer tensor del segundo miembro es antisimétrico respecto al
primer par de indices (cuando estan en forma covariante) y también respec-
to al segundo par. La anulacion del tensor F, significa que el espacio se
puede reducir a un espacio de Riemann por un adecuado cambio de calibra-
cién y por tanto en este caso P? . seria su tensor de curvatura.

1.24.- Tensor de Einstein
Las simetrias del tensor de curvatura pueden utilizarse para obtener un
nuevo tensor que tiene importante aplicacion en la Relatividad General don-
de se toma el continuo espacio-tiempo como siendo un espacio de Riemann.
Partimos de la identidad de Bianchi (25) y la multiplicamos por g ; , tenien-
do en cuenta la nulidad de la derivada covariante del tensor métrico queda

D, R +D,R +D,R,,,..=0,

m*tpsir i“‘Ypsrm r*fpsmi
multiplicando ahora por g 7"y teniendo presente la definicion (21) del tensor
de Ricci

D,R,~DR,,+D,(g"R
multiplicando una vez mas por g*'
D,R-D,R',-D,R", =0,
que se puede poner de la forma

Dr(R’m —%5,;1{}:0

a la expresion entre paréntesis se le llama tensor de Einstein, un tensor de
segundo orden construido exclusivamente a partir de los tensores geométricos
que definen el espacio de Riemann y que tiene la notable propiedad de tener
nula su derivada covariante. Cabe poner el tensor de Einstein en forma
covariante

pami ) =0
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1
Ry~ 5 gikR
expresion que es especialmente relevante en la teoria relativista de la gravi-
tacion.

1.25.- Volimenes y areas
Consideremos en un espacio genérico (que tomaremos tridimensional
para concretar) un paralelepipedo infinitesimal cuyos tres lados diferentes
estan formados por tres vectores infinitesimales de componentes da’, db*
y dc” . A partir de ellos se puede obtener el tensor antisimétrico formado
por el siguiente determinante

da' db' dc'
dQ'* =|da* ab* dc*|,
da” db" dc”

que evidentemente es un tensor por ser la suma de productos de tres vectores.

Ya hemos indicado que en el caso de un espacio con torsion no es posible
obtener un paralelogramo cerrado y por tanto tampoco un paralelepipedo
cerrado. No obstante, podemos utilizar para este tipo de geometrias las for-
mulas que vamos a deducir a continuacion, puesto que la diferencia de area
entre el cuadrilatero cerrado que se obtendria en un espacio con torsiony el
area de un paralelogramo (como mas adelante calcularemos) es de segundo
orden y por tanto despreciable. Y lo mismo ocurrira con el volumen de un
paralelepipedo.

dQ ™ es untensor que se puede poner en funcién de los simbolos com-
pletamente antisimétricos de Levi-Civita

inkr — ngikr
donde JQ es la tnica componente distinta de cero de dQ'*"
dQ=dQ'*? =da'dbdc’.

Téngase presente que ni dQ ni &'¥ son tensores, pero su producto si lo
es.

Se define el volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores
infinitesimales por la expresion

dv =.JgdQ (58)
donde g representa el valor absoluto del determinante del tensor métrico
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puesto en forma covariante.

Debemos comprobar que el volumen como es definido por (58) es un
invariante, lo que significa que su valor no depende del sistema de coorde-
nadas. Ante una transformacion de coordenadas tendremos

dQ =dQ'"? = 4] 4747 dQ™ = 4] 4; 4] dQe™ =|4|dQ
donde |A| es el determinante de la matriz de la transformacion de coordena-
das.

En la transformacion de coordenadas las componentes del tensor métri-
co cambian segun

' _ppRY
gik = Bi Bk gpq
que podemos representar como una ecuacion matricial
G'=B-G-B,
calculando los correspondientes determinantes se tiene

g'=|B|2g = \/_ |A|\/_’ (39

donde siempre tomamos el valor absoluto del determinante del tensor métri-
co. (59) se aplica en (58)

dV’:\/?dQ’:ﬁ\/aAMQ:\/EdQ:dV,

que demuestra el caracter invariante del volumen.

La formula (58) es generalizable para un espacio de cualquier nimero
de dimensiones.

Para cualquier vector de segundo orden a,;, se cumple la relacion

1
V7= a.
|4
siendo a y a' los valores absolutos de los determinantes del tensor a,;, en
cada uno de los dos sistemas de coordenadas; por tanto

JadQ

es un invariante que es llamado volumen generalizado.

En un espacio de tres dimensiones se define el area de una superficie
bidimensional a partir de un vector. De forma similar a como hemos hecho
anteriormente, definimos el tensor superficie antisimétrico a partir del deter-
minante
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da? db?
dsi = . (60)
da" db"
donde da?y db" son los vectores que conforman el paralelogramo
bidimensional cuya vector area se quiere calcular. El vector asociado al
elemento de superfice anterior es

ds’? =%qurdSq,.

En el caso de un espacio tetradimensional (como el espacio-tiempo) te-
nemos dos tipos de «superficies», las bidimensionales y las tridimensionales.
Las primeras vienen representadas por el tensor (60) y las segundas por un
vector. En efecto, el tensor antisimétrico volumen tridimensional del espacio
de cuatro dimensiones viene definido por

da? db*? dc?
dSP1" =\da? db? dc1 (61)

da" db" dc"
donde, como en los casos anteriores da” , db? y dc” sonlos vectores que
forman el paralelepipedo infinitesimal cuyo volumen tridimensional se cal-
cula. A partir del tensor completamente antisimétrico se puede obtener de

(61) un vector asociado a la superficie tridimensional de un espacio
tetradimensional

1 rs
dS? = APIdS,,.

Esta expresion se puede generalizar a espacios de dimension N cualquiera

ds’? =%qur3----d5q”__..-

(N-1)!

Nos debemos fijar que para un espacio tetradimensional con métrica de
Minkowski, que corresponde al espacio-tiempo en ausencia de campos, el
volumen espacial es dado por dS°.

En (11) habiamos definido el tensor de cuarto orden completamente
antisimétrico en forma contravariante para espacios tetradimensionales. Ate-
niéndonos a (59), la definicion (11) de este tensor totalmente antisimétrico
toma la forma
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qurs: 1 gpqrs

g
de donde se deduce el correspondiente tensor en forma covariante

B

1 gPI"s —

qu}’s:gpl_qu g-"mg-sn\/g =

Aikmn:gpiqugrmgsn

1
) ﬁgpl 8q28r3 8 54 gpq”gikmn = \/ggikmn >

donde g,;,,, son unos simbolos con igual propiedad que los simbolos de
e . ik
Levi-Civita, es decir ¢"*"" =&, . Notemos que &,,,,, no son las compo-
nentes covariantes de & Mientras que &*™" es una densidad tensorial
de peso 1 (ver epigrafe 1.35), &,;,,, s una densidad tensorial de orden -1.
Con el tensor A, se puede hacer otra definicion de los tensores «su-
perficiesy, en el sentido de que aparezcan con sus componentes covariantes.

Por ejemplo, para el caso de un espacio tetradimensional

1

p =38 pars 45

ds

1.26.- Geodésicas

Pretendemos generalizar el concepto de linea recta del espacio euclideo.
La vamos a definir de dos formas diferentes, una de ellas es estableciendo
que la linea recta entre dos puntos tiene como propiedad que representa la
minima distancia entre esos puntos extremos. La otra definicién que consi-
deramos afirma que la linea recta tiene la propiedad de que sus vectores
tangentes en cualquier punto son paralelos entre ellos.

Ambas definiciones son equivalentes en un espacio euclideo, pero en un
espacio general representan conceptos diferentes. A la curva tal como es
definida por la primera propiedad antes expuesta le llamaremos curva de
menor longitud o geodésica métrica, mientras que reservaremos el término
de geodésica o geodésica afin para designar las curvas autoparalelas defini-
das por la segunda de las definiciones.

Nos limitamos de momento al espacio euclideo y buscamos la condicion
matematica que debe cumplir la geodésica afin, curva que vendra dada por
la ecuacion x* =x* () donde  es un parametro arbitrario que caracteriza
a cada punto de la curva y las x* son las coordenadas cartesianas de los
puntos de la curva geodésica. Consideramos dos vectores tangentes
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dr ; dx*k
= o v =—,
dt dt
siendo r el vector de posicién de un punto de la curva, o sea r=(x"); v
es un vector que no tiene el mismo mddulo en cada uno de los puntos de la
geodésica a consecuencia de la arbitrareidad del parametro £ Ademas
utlizaremos el vector unitario tangente
dr . dxk
= o u =—-:,
ds ds
donde s es la distancia desde un extremo de la curva al punto considerado.
Observemos que el vector u tiene la misma direccion y el mismo moédulo en
cualquier punto de la geodésica.
Sea el punto P(¢) de la curva geodésica al que le corresponde el vector
tangente V(t) , en otro punto P(z+dt) el vector tangente sera
V(t+dt) = V(t) +dv,
el requisito para que ambos vectores tangentes sean paralelos es que dv
sea paralelo a v. Matematicamente el anterior requisito se puede estable-
cer de dos formas
VAﬂ:O; ﬂzq)(t)v (62)
dt dt
es decir, que su producto vectorial sea nulo o bien que sean proporcionales.
La funcién ¢ que aparece en la segunda condicion (62) es arbitraria y
puede depender del parametro ¢. Las ecuaciones (62) se pueden expresar
en funcion de las coordenadas
pdve pdvt o dvF '
o v o 0; 7 go(t)v . (63)
Si en vez de coordenadas cartesianas utilizamos coordenadas curvilineas,
entonces habria que sustituir las derivadas por derivadas absolutas y ten-
driamos para las condiciones (63)
k i k
viD_v_kav =0; Dy =(p(z‘)vk. (64)
dt dt dt
Tenemos otra forma de representar la ecuacion de una geodésica, utili-
zando para ello el vector unitario tangente u , que como hemos dicho es el
mismo en todos los puntos de la geodésica, es decir debe cumplirse

56



Wenceslao Segura Gonzdlez

du_,
ds
o bien en coordenadas curvilineas
k
Du_ o o uiD,u*=o. (65)
ds

Las ecuaciones (64) y (65) son equivalentes y validas en un espacio euclideo.
Ahora hacemos la generalizacion y las extendemos a un espacio cualquiera,
donde conservaran la misma forma. Notemos que la ecuacion (64) se pue-
de definir en un espacio donde no esté dada una métrica, es decir en un
espacio afin; no obstante, la ecuacion (65) requiere el concurso de un tensor
métrico para poder definir la distancia, es por tanto un concepto utilizable
solamente en un espacio métrico-afin.

La variable ¢ utilizada para parametrizar la curva geodésica es arbitraria,
es por tanto posible elegir un nuevo parametro 7 , relacionado con el ante-
rior por

1= f(1).
Al hacer el cambio de variable la derivada absoluta se transforma segiin

Dvd d%F L dx? dxq_d[dxkdf}rr x dx” dxq(dsz_

+ = —= = |
dt  di? P4 dr dt  dt\ di dt Pa o di di \dt
A2k (di ' ax* d* . pdxP dx?(di\’
o ol B rrarsr T Rrrrral Rl B
dr = \ dt dt dt dt dt \ dt
y la segunda de las ecuaciones (64) queda
d*x* dx? dx? "Ndx* o dxk
T = B L K
df dt dt fof dt dt
obteniéndose una ecuacién idéntica a la segunda ecuacion (64), porque si
bien las funciones ¢ y ¢ son distintas, son completamente arbitrarias (como

lo son los parametros ¢y 7 ).
La ecuacion (64) se reduce a la (65), para ello es necesario que

oL
f
o lo que es lo mismo
f'=expj¢dt.
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Es decir, cuando se cumple la anterior condicion el parametro de la curva
geodésica coindice con la distancia s.

La condicion necesaria y suficiente para que dos conexiones simétricas
sean geodésicamente equivalentes, es decir reproduzcan la misma geodésica,
es que estén relacionadas por

bk _1+ k ok k
qu —qu +5p‘//q+5q Yp- (67)
Veamos que la condicion (67) es suficiente. Si la sustituimos en la primera

de las ecuaciones (64) queda inalterbale y si la sustituimos en la segunda
ecuacion (64) obtenemos

d*x* dx? dx? dx? \dx* _dx*
+T), ————=| p+2 = 68
dt? e g ar \TT VY w Tan T a (68)

y al igual que anotamos antes, aunque @y ¢ sean funciones diferentes, al
ser arbitrarias en nada afectan a la ecuacion de la curva geodésica, o sea
que (68) representa la misma geodésica que la segunda ecuacion (64).
Veamos que la condicion es suficiente, es decir que si I',.° y
F’p q k=1 ki@ » qk son conexiones que reproducen la misma geodésica

pq
deben estar relacionadas por (67). Para que esto ocurra es necesario que

pdx? dx? dx*

@
PEdydt di
siendo @ una funcidn arbitraria de 7, entonces las geodésicas formadas por

las dos conexiones seran las mismas. De la anterior expresion se deduce
que

dx? dx? dx"
dt dt dt
relacion que se tiene que mantener sea cual sea dx” / dt , entonces

kei ick kei ick kei ick _
0,6 -0,6/+0,%5, -0, '5,+0 5 -0 ,5,=0,
contrayendo respecto a i, r

(®qu5ri -0 pqi5rk)

0, =é(@,p’5§ +0,,"5%)

si se define

encontramos finalmente que
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k _ k k
® rqg l//p5q + l//q5p
lo que demuestra la condicion necesaria antes afirmada.

También son conexiones geodésicamente equivalentes las que se en-
cuentran relacionadas mediante la expresion
F'qu - rptl; + quk
donde Y, qk es un tensor antisimétrico respecto a los indices inferiores. En
efecto
k k k
Dv =dL+vsF”kvr =dL+v T, kyr —Y”kvsvr
dt dt dt
pero como el tltimo sumando es nulo por la antisimetria de Y, ¥ entonces la
derivada covariante de v* no se modifica y las ecuaciones de las geodésicas
(64) quedan inalteradas.
En un sistema localmente geodésico (ver epigrafe 1.6) las componentes
simétricas de la conexidn se anulan en un punto dado. Entonces en este
sistema de coordenadas la ecuacion geodésica queda

2k
dx —0
ds
que tiene por solucion
K= 4rs+B* (69)

siendo A4* y B* constantes. Para un determinado valor de k (69) corres-
ponde a la ecuacion de uno de los ejes coordenados. O dicho de otra forma,
en un sistema localmente geodésico los ejes coordenados son geodésicas.

A continuacién vamos a tratar el problema de determinar la curva de
menor distancia entre dos puntos, lo que llamamos curva de menor longitud
o0 geodésica métrica. Para ello vamos a considerar un espacio métrico dota-
do de un tensor métrico no simétrico. El elemento de linea (26) nos permite
determinar la distancia entre dos puntos. Pretendemos determinar la ecua-
cion paramétrica de la curva x* = x* (t) que uniendo dos puntos dados
tenga la menor longitud.

Tenemos que determinar la funcion que haga minima la distancia entre
dos puntos dados Ay B

SAB—_‘-\/g,k a’x’dx —J.\/g,k ’i(t)x’k(t)dt
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o bien

S 4B =i/f(xr,x'r)dt
4

donde la prima significa derivacion respecto al parametro ¢. Aplicando las
técnicas del método variacional, encontramos la curva extremal, que debe
cumplir la ecuacion de Euler

i{ﬂ}ﬂzo,

de\ ox'" ) ox"
y si la desarrollamos tenemos
g{( of j__af _Lof dr (70)
de\ox'") ox" fox'" dt

En vez de utilizar el parametro arbitrario # para describir la curva, vamos a
utilizar como parametro la propia distancia s de cada punto de la curva al
punto inicial. Ahora tendremos

f=gud'it =1
donde el punto significa derivacion respecto a s y la ecuacion (70) queda
11(§£J_ji;:0
ds\ox") ox"
desarrollando y teniendo presente el valor de f queda

B

.m .k

.k .k
g irX +grkx +(amgkr+amgrk_argmk)x x"=0.
Introduciendo las partes simétricas y antisimétricas del tensor métrico

. 1 o
g(rk) i +E|:6mg(rk) +akg(rm) _8rg(mk)i|x it =o0.
Definiendo el simbolo

% 1
Lmkr = E|:a mg(rk) +0 kg(rm) -0 rg(mk):|

que es simétrico respecto a los dos primeros indices, entonces la ecuacion
de la linea de menor longitud se pone

(k) B+ Loy 135 =0, (71)

*

Debemos notar que L,,;, coincide con los simbolos de Christoffel en
forma covariante en el caso de que el espacio tuviera una métrica simétrica.
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Entonces la ecuacion de la geodésica métrica (71) tomaria la forma habitual
en un espacio de Riemann

el r.m-.k _
X'+, x7x" =0.
Como antes hemos seifialado, la geodésica afin no es lo mismo que la

curva de menor longitud. No obstante, cuando la conexion del espacio se
puede poner de la forma

*
quk =quk +a(t)5;fz//q +,B(t)5;‘ v,
donde L; q * esta formada exclusivamente por la parte simétrica del tensor
métrico y ¥ , es un campo vectorial arbitrario, entonces ambas curvas, la
geodésica afin y la de menor longitud coinciden, pues como hemos demos-
trado las dos ecuaciones (64) quedan inalterables, excepto que ahora la
conexion sera L; qk . Esto es lo que ocurre en el espacio euclideo y también
en el espacio de Riemann, en ambos casos ocurre que o= =0, 0 sea la
conexion coincide con los simbolos de Christoffel.
En general si la conexion se puede poner de la forma

k_ 7 k k
. I rqg L pa T Y rq
donde ¥, " esun tensor antisimétrico, entonces las geodésicas afin'y métrica

coinciden, siempre y cuando el tensor métrico sea simétrico.

1.27.- Desviacion geodésica

La desviacion geodésica mide la variacion de la separacion de dos pun-
tos que se mueven a través de lineas geodésicas diferentes.

Consideremos una familia de geodésicas que etiquetamos con un
paramétro continuo 7. Los puntos de cada una de las curvas geodésicas
estan definidos por el parametro s.

El vector tangente en un punto s de la geodésica de coeficiente ¢ es
definido como es habitual por

k
dx
uk = ==
ds
t

El vector desviacion entre dos puntos de parametro s situados en dos
geodésicas distintas es

k dxk
v =
dt

Con la desviacion geodésica significamos la aceleracion experimentada
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por la separacion geodésica entre dos puntos que evolucionan por geodésicas
diferentes y es definida por

l-_Dzvi D[ Dv* _dxk dx’

D' =uka(uijv").

a - = k
ds? ds\ ds ds ds 7
Como
u"D v —vED ' =u*o v +u*vT ] —vko . u' —vFuT | =
k k k sk k sk
ek (72)
=—T L uv",
entonces la aceleracion geodésica se pone como
2. i
D%y . . . :
=u*D, (v/D u")-u'D (r ] u'vF)=
ds? J J\" sk

_ i k. J J ik i sk
=DyDuu v’ +Dv’'Du'u” —u’D ;|7 uv).
De la definicion de tensor de curvatura del epigrafe 8 se encuentra que
i i Ipi i1
donde hemos utilizado las propiedades de antisimetria de la torsién, por tanto
la aceleracion geodésica es

D!
ds?

_ ik j_pi Lok j Iy ik j
=D ;Diuu"v’ =R jquu v =7 Dyuv? +

J ik J ioos k\_
+Dv D utu” —u Dj(rsku v )—
=DjDkuiukvj —R"Ukulukvj —rjle,uiukvj +
i,k J_ Jo k1Y g i sk
+D u (v D’ —7,/u”y ) u'D\Tguv
en la que de nuevo hemos usado la identidad (72). Una posterior simplifica-
cion nos lleva a

D ' N ok . "
=D (u Dku’)vf—R’,vku wv! —u’D (7, u'v")=
ds 2 J j i\"s

__pi
=—R 1KY

D :
uv _d_(rskz usvk)
s
donde hemos aprovechado la propiedad de antisimetria del tensor de torsion
y tenemos en cuenta que el vector tangente de una curva geodésica cumple
. Du'
u D' = =0,
ds
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finalmente tras un intercambio de indices obtenemos la ecuacion de la des-
viacion geodésica

i s k|_ pi g k1
+T Uy j—RJ-k,uuv.

D( Dy
ds\ ds

1.28.- Divergencia de un vector
La divergencia de un vector viene definida por
k k sp k

D" =0,v" +v'T ", (73)
vamos a encontrar una nueva expresion mas util. Partimos para ello de la
derivada covariante del tensor métrico

D,gi=0,8u~8iLlty —&sl'is” = Qikr»

al hacer la multiplicacion contracta con g'*

1, 1
1—‘er:Eg kargik _Eg inkr‘ (74)
Insertando (30) en (74) encontramos
o1 1 1 aJg 1oy

r $=—90.0-——g*0, =— NS -
sr 2g r& 2g szr \/E ox’ 2g szr
al vector

|7 |
K, :Zg Qikr :ZQi r
le llamaremos vector de no-metricidad. En el caso particular de que la geo-
metria sea semi-métrica, el vector de no-metricidad coincide con el vector

de Weyl. Introduciendo el tensor de no-metricidad en la anterior expresion
obtenemos

Oln
r,* =—*/§—2K,. (75)
ox"

Limitandonos al caso de un espacio riemanniano donde tanto el tensor mé-
trico como la conexion son simétricas y nulo el tensor de no-metricidad, la

expresion (75) se reduce a
;1 aJg

rsr _\/E ox” : (76)

Por (73) y (76) la definicion de divergencia de un vector para el espacio
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considerado queda

1 a(x/_V)
\/_ oxk 7

valida para los espacios de Riemann. Para el caso general tendremos por
las definiciones de los vectores de torsion y no-metricidad

D kv (77

rskk =Tskk +rksk =T +8irln\/§_2’(r
b
entonces de (73)

1oVt )
\/_ axk

que es la expresion general de la divergencia de un vector.

Si usamos la derivada covariante con asterisco, tendremos para la diver-
gencia de un vector la expresion

1 o)
\/E oxk

Para el caso particular de una geometria semi-métrica de torsion nula ten-
dremos para la divergencia de un vector la expresion

Dkvk =Dka _2Vka
donde Q, es el vector de Weyl.

A partir de (75) podemos obtener una nueva expresion para la curvatura
homotética

Dk = +vF (7, —2x;) (78)

D

k k
Vip =l gy =Ly =25, =25

ir r,i?
por tanto si se cumple
Kir= Kr,t'

ir
entonces es nula la curvatura homotética. Por otra parte si el tensor de no-
metricidad fuera nulo, también lo seria el vector de no-metricidad y por
consiguiente seria nula la curvatura homotética.

Como el tensor de no-metricidad es nulo en los espacios de Riemann,
también sera nula la curvatura homotética y como la conexion es simétrica
entonces es valida (24), siendo nula la parte antisimétrica del tensor de Ricci.

Por tanto en un espacio de Riemann el tensor de Ricci es simétrico.
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29.- Rotacional de un vector
En un espacio euclideo tridimensional el rotacional es definido en coor-
denadas cartesianas por el siguiente vector (no hacemos distincion entre
componentes covariantes y covariantes, es decir hacemos uso de coorde-
nadas cartesianas)
VAA:%‘EW Zﬂ—%
X, Oxy
que es el vector dual asociado al tensor de componentes
(rotA)j_k :%—%.
Ox; Oxy
Esto nos permite generalizar el concepto de rotacional de un vector a un
espacio genérico, con sdlo sustituir las derivadas parciales por derivadas
covariantes

€ (79)

(rotA)  =D;4, —D,A,
que en el caso de un espacio con conexion simétrica se reduce a

De (79) se deriva el vector rotacional
1 .
Z A DIk
54 (rotA) .

Si el espacio tiene mas de tres dimensiones ya no es posible reducir el tensor
rotacional a un vector como ocurre en el espacio tridimensional.

1.30.- Gradiente
Sea ¢(x*) un campo escalar que tiene la propiedad de ser invariante
ante un cambio de coordenadas, esto quiere decir que la funcion g(x")
toma el mismo valor en un punto dado, con independencia del sistema de
coordenadas.
El gradiente de una funcién escalar es definido por
0
(srad ), =040 = ¢
que se comprueba facilmente que es un tensor covariante.

1.31.- Laplaciana
El operador laplaciano es definido en coordenadas cartesianas en un
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espacio euclideo como
La_z B v 0’
2 4,2 T Ak
c” ot Ox"0x,,

en el caso de un espacio genérico, la laplaciana toma la forma D, D k.

1.32.- Angulos
En un espacio euclideo el angulo entre dos vectores de componentes
dx"y dy" se define a partir de su producto escalar
igk
cosa = g”‘dx dy _ (80)
\/gtkdxldxk \/gtkdyldyk
en esta expresion se anulan los términos que contienen la parte antisimétrica
del tensor métrico, es decir que el angulo solo depende de la parte simétrica
de g, -
Dada la propiedad que tienen los espacios métricos de permitir que en
cada punto se defina una espacio euclidiano tangente (ver epigrafe 1.14), es
posible extender (80) para un espacio genérico.

1.33.- Teoremas integrales
El teorema de Stokes en el espacio tridimensional euclideo es

qSA-dl:HVAA-dS,
I z

donde I es la curva perimetral de la superficie =. En funcion de las coorde-
nadas queda

(ﬁAkdxk:”(V/\A)dek

donde usamos coordenadas cartesianas y por tanto no establecemos dife-
rencias entre indices covariantes y contravariantes. Por las definiciones de
rotacional de un vector (79) y del elemento de superficie tenemos para el
teorema de Stokes del espacio euclideo tridimensional

1 0A, 0A 1
4, dx, =jj§gkpq(—ax‘1 ——aprdSk =E”(rotA)pq ds ,y» (81)
T P p q P

habiendo hecho uso de la relacién
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(81) se generaliza a una variedad genérica
k1 rq
?Akdx —E_L_[(rotA)pqu .

Notese que solo en el caso tridimensional es posible obtener un vector su-
perficie bidimensional, que es el vector dual del tensor superficie de orden
dos.

Se puede, igualmente, generalizar el teorema de Gauss, que en el caso
del espacio euclideo tridimensional es

IIJ;IVAdV:gEﬁA-dS

donde X es la superfice cerrada que engloba el volumen V. Lo anterior se
pone en funcidn de las coordenadas

o4* -
J’J’ja dQ={pa*ds,, (82)
o %k s
donde
. 1
Sk :(N—_l)!gkpqupq’

notemos que (82) es un resultado formal, sin referencia a las caracteristicas
geométricas del espacio en que estan definidas las magnitudes implicadas.
Por tanto (82) es valida en cualquier espacio con independencia de su di-
mension y propiedades.

Como se comprobo en el epigrafe 1.25 el vector asociado a una superfi-
cie bidimensional en un espacio de N dimensiones es

1 1 -
k (N—l)' kmn.... (N_l)'\/g kmn.... \/g k
Como veremos en el siguiente epigrafe el teorema de Gauss puede for-
mularse de varias formas en un espacio genérico.

1.34.- Densidades tensoriales
Se llama densidad de un vector 4* a

Af =g 4k,

en un cambio de coordenadas se transforma segiin
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Ak \/_A/k |A|\/_A Ar_ﬂAkAr
donde hemos usado (59). Para el caso especial de una densidad escalar su
ley de transformacion es
La
]

Por ejemplo, £ 77" es una densidad tensorial de peso 1, puesto que por
lo deducido en el epigrafe 1.25 g7 = \/EA Pa"sy AP1" es un tensor.

El concepto de densidad se puede extender a un tensor de cualquier
orden e incluso de un peso distinto del primero, por ejemplo una densidad
tensorial de segundo orden y de peso # tiene de ley de transformacion

A=

At ——A Ar AP
4]
como ejemplo vemos que d Q) es una densidad escalar de peso -1 ya que
dQY=|4]dQ.
El concepto de densidad tensorial se puede generalizar. Supongamos un
tensor de segundo orden covariante a; , de determinante a. Ante una trans-
formacion de coordenadas

IA ™
o sea la misma propiedad que tiene el determinante del tensor métrico; por
esta circunstancia generalizamos la densidad de un vector 4%

A* =Jaa*
definicion que se puede extender a tensores y escalares. Las propiedades
de las densidades son las mismas con independencia de que se utilice para
su definicion las raices cuadradas de g o de a. No obstante, sus radicandos
deben ser positivos, por lo que siempre entenderemos que tomamos el valor
absoluto de g o de a aunque no lo indiquemos expresamente.

En lo que sigue consideraremos las densidades definidas a partir del
determinante del tensor métrico, pero igualmente podriamos utilizar el de-
terminante de un tensor de segundo orden covariante.

Los indices, ya sea superior o inferior, de un densidad tensorial se pue-
den bajar o subir mediante la técnica habitual del tensor métrico, por ejem-
plo
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Air = grkAik :\/EgrkAik :\/EAir .
La derivada covariante de la densidad tensorial de un vector es
D,A' =Dz 4')= Difea’ D' -
- pga +g(0,4" 4T/ 4%),
2z

para calcular la derivada covariante del determinante del tensor métrico
tenemos en cuenta que

D,g=gg""Dyg,,=88"10 pui -
Por (74) tenemos
Poo LANE Loy,
\/E ox’ 2 prq
entonces nos queda
DA =0,A+AT /-A'T .
En cuanto a la divergencia de la densidad de un vector tenemos

DkAk=Dk(«/gAk):Dk«/gAk+1/ngAk=
1 k k k g5
=——D,gd" +[g(a,4" +1 [fa*),

) ,—g 84+ g( A T )

de donde se deriva

D A* =D (g 4")=0,(Jga" )+ [g4',. (83)

Siguiendo las mismas técnicas se calcula la derivada covariante de una
densidad tensorial. Para el caso concreto de un tensor de segundo orden
covariante tendremos

1
DkAir :Dk (\/gAtr) = akAir - Asrriks -AJ .} _Airrlk

ist rk

que facilmente se puede extender a otros tipos de densidades tensoriales. Si
nos limitamos a la divergencia de una densidad tensorial tendriamos para el
caso de un tensor de segundo orden

DA% =0,A"+ AT [+ A",

Finalmente mostramos que la derivada covariante de una densidad esca-
lar es
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D,A=0,A-AT ;.
Notemos que la derivada covariante de una densidad tensorial es una
nueva densidad tensorial. Para ello notemos que 0 ,+/g es una densidad
tensorial, en efecto

1
5k\/_=5\/§gququ

que resulta ser un vector multiplicado por \/g . Afiadir que la derivada par-
cial de una densidad escalar A es una densidad vectorial

1
ﬁkA=\/§(§gququA—akAj

y como A4 es un escalar lo encerrado dentro del paréntesis es un vector
covariante.

Podemos generalizar el teorema integral de Gauss (82) para el caso de
existir torsion, para lo que se utiliza (83) de donde resulta

[Di(Jea*)da=[Jga*dS, + [Jga*r,d=
14 % Vv

= [4tds, +[Jga"z dq,

x Vv
para el caso en que el vector A* se anule en los limites de la integracion
nos queda simplemente

[Di(Jea")dQ=[Jga s a0 (84)
V V

que es nulo si suponemos un espacio sin torsion como el de Riemann.
Otra forma de poner el teorema de Gauss es

[Diatav =[ga*dS, <[ a*as,.
z

Finalmente otra forma del teorema de Gauss se basa en la aplicacion de
(78)
[Dyatay =[atds, + [v¥(z,-2x,)d .

Consideremos ahora un tensor de segundo orden simétrico 7 definido
en un espacio de Riemann. Su divergencia sera

a
DI, % =o,1,% +1,°T ) -1.*T ,*=0,T,* - TS1 f r.r,°

\/_ﬁx
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donde se ha utilizado (76). Simplificando

\/ngTi ¢ =ak(\/§Tik)_\/§Tskrtks-

Analizando el segundo sumando de la anterior expresiony teniendo presen-
te la simetria del tensor 7%

1 1
Tskrtks :TskLtks ZETskgsr(gkr,i +8irk _gik,r):ETrkgkr,i,

finalmente nos queda

\/EDkTi ¢ =D,T, g =0,T, g _%rrkgkr,

IR

Si ahora suponemos que el tensor 7% es antisimétrico

JaD, T =3, (JaT ™)~ Jg T
y como la conexion es simétrica
D, T"* =5,T"",
donde tenemos en cuenta la nulidad de la derivada covariante del determi-
nante del tensor métrico en un espacio de Riemann.

1.35.- Relaciones utiles de las densidades tensoriales
Es de interés expresar la variacion de la raiz cuadrada del determinante
del tensor métrico en funcion de la variacion de la densidad tensorial

g'* =g g"; por (30) tenemos

1 1 1
5\/§ :_E\/Egpqé‘g b4 z__gqpé‘gqp +qupg qpé‘\/g

2
y como g,,g% =

4 entonces

1
) gzzgqpé'gqp. (85)

Podemos también expresar la variacion de /g en funcion de las com-
ponentes covariantes de la densidad del tensor métrico. Para ello partimos
de

1 1 1
5\g =§J§g”5gpq =58"159 —Eg”gpq5x/§

entonces

]
) g=gg""5gpq- (86)



LA CONEXION AFIN

De (85) se deduce que si D, g""c =0 entonces D, gik =0. En efecto,
por (85)

1
Dr\/gzagqurgpq:O

entonces de

(\/_gik):O:D \/_gik+\/_D,gik
se deduce D,g'* =0. La inversa también es cierta, es decir que si D, g’
es nula entonces D,.g' k¥ también lo es. En efecto, por (30) se encuentra

que si D,g =0 entonces D @ 0 y por tanto Drg’k =0.
Consideremos la transformacion infinitesimal de coordenadas

ox'* :5k+577k, Bkzé»k_aﬁk

r > r r
ox" ox" ox"
entonces el tensor métrico se transforma segun la ley

x'kzxk+77k; Afz

>

o, _ont - on” __on? ~_on”
8k =8k =5 T &g~ T 8k = 5gik——6 F8iq =5 7 8 pk
y la funcién escalar L =L(g;, ) cambiara segin

SL—0— oL 5g., = oL 677 g1 - 877 e
08k 0gy | ox* ox'
_ on?( oL g+ oL g
ox* \ogy " ogy "

donde suponemos que el tensor métrico es asimétrico. Como las funciones

n* son arbitrarias e independientes entre si entonces se deduce

oL g oL
ogiy 1 Ogp
La ecuacion (87) se puede extender para el caso de una densidad esca-

lar del tipo
k):\/gl‘(gik)’

2, =0. (87)

teniendo en cuenta (30)
\/_ \/’ rq
08 pq
y (87) toma la forma
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oL g+ oL
0g ik Y og ki
como se puede deducir por calculo directo. Las formulas (87) y (88) siguen
siendo validas si en vez del tensor métrico tenemos cualquier otro tensor de
segundo orden.
Sea L= l(x[ ko ) una densidad escalar que depende entre otros del
tensor x' k , vamos a demostrar que

gqi =041 (88)

oL
T ogik
es la densidad de un tensor de segundo orden covariante y de las mismas
propiedades de simetria que x'*. La densidad escalar se puede escribir
como L =+/a L donde a esel valor absoluto del determinante de un determi-
nado tensor de segundo orden «,;, y L es un escalar. Consideremos una
variacion arbitraria del vector x,

ik

Xip =X +0X;
donde los tres tensores anteriores estan definidos en el mismo punto. A
consecuencia de la anterior variacién también varia L y L. Ahora bien,
como L es un escalar dL , que es la diferencia de dos escalares evaluados
en el mismo punto, también sera un escalar. La variacion de L es

st=5(JaL)=sVar+~asL= %\/Ea “PSa,, +~asL  (89)

donde hemos aplicado (32). Los dos sumandos del segundo miembro de
(89) son densidades escalares ya que son escalares multiplicados por Ja,
entonces 5L es una densidad escalar. Por otra parte tenemos que
oL
Sx ik
como SL es una densidad escalary 5x'* es un tensor de segundo orden,
forzosamente b,, debe ser una densidad tensorial de segundo orden
covariante tal como queriamos demostrar. Notemos que si x'* es simétrico
o antisimétrico entonces b;, también tendra esa misma propiedad. Como
corolario es facil compobar que o L/ ox' es un tensor de segundo orden
covariante. Este teorema que acabamos de demostrar se puede extender
para densidades escalares que dependan de tensores de cualquier orden y
caracter.
Consideremos otro caso, aquel en que L= l(Fl. kr) entonces

SL= sx'* =b,ox"*
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oL = ot —oT ]
or
como S, k’ €s un tensor, entonces 6[/ or',,” esuna densidad tensorial.
Podemos generalizar estos razonamientos al caso en que la dependencia

de L searespectoa x'* y T',” oaotros ordenes de derivacion, entonces

sp=—2t ST,/ + a‘_kéx;’;=i ot ST, |-
or ., Toox!, 7 ooxPlor,,
_o ] ot s i 9 a‘.kéx”‘ _9 az_k Sx'k
ox? or,, ox?| ox’, ox’| ox!,
por tanto
0 oL | 0 | oL

p r 2 p ik
ox ar,.kyp ox 6x7p

son densidades tensoriales.

1.36.- Tensores y densidades duales
En un espacio tetradimensional asociamos a un vector de componentes
covariante 4,, el tensor dual
*ikl _ A iklm
A" =A""4,,
también se le puede asociar a 4,, una densidad tensorial dual mediante
. .
A ikl _ gtk/mAm )
donde tenemos en cuenta el caracter de densidad tensorial de los simbolos
de Levi-Civita.

Para el caso en que tengamos un tensor 4, antisimétrico su tensor

dual es
e 1
ik _ % A ikpg
A —2A qu,

de donde también se obtiene una densidad tensorial
A*ik :lgikqu
2 pq-

El concepto de tensores y densidades duales se puede extener a tensores
de otro orden e igualmente a espacios de dimensiones distintas de cuatro.
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1.37 .- Tensor de Weyl

Buscamos un tensor de cuarto orden definido en un espacio de Riemann
que tenga las mismas propiedades de simetria que el tensor de curvatura y
ademas que todas sus trazas sean nula. Este tensor solo se puede construir
a partir de Rijk, . Ry-RY g,y esllamado tensor de Weyl

Ciyn =ARjy +Bg Ry +Cgy R, +Dg; R +Eg Ry +
+Fg ;R +GgyR; +Hg ;g yR+1g,g 1R+ Kg,gyR.

El coeficiente 4 es una constante numérica que, en realidad, multiplica a
todo el resto del segundo miembro, por lo que podemos adoptar el valor
arbitrario 4=1. Los coeficientes en los que aparece B y G tienen que
anularse, puesto que al ser simétrico frente a transformaciones i — jo k —
harfa que el tensor C', perdiera sus propiedades de antisimetria respecto a
los dos primeros y a los dos ultimos pares de indices. El coeficiente K tam-
bién es cero ya que multiplica a una expresion simétrica respecto al cambio
i— j oak—1,loqueyahemos dicho que no es permitido.

Para conseguir la deseada antisimetria del tensor de Weyl es necesario
que se cumpla

I=-H

entonces la suma de los sumandos que contienen esos coeficientes son
antisimétrico. Por tanto el tensor de Weyl queda

Cijni =Riju +CguR;  +Dg; R +Eg j Ry +
+Fg Ry +Hg, g, R-Hg;g ;R.
Aligual que para el tensor de curvatura, también el tensor de Weyl tiene dos
contracciones posibles C';;;y C' ki Ya que todas las restantes o coinciden
con las dos anteriores o son sus opuestos. Vamos a exigir que las dos con-
tracciones anteriores se anulen. Al aplicar este requisito se encuentra
C+D+E+F=0.

donde hemos tenido en cuenta que R',;; =V}, =0. De la segunda contrac-
cion del tensor de Ricci se deducen las siguientes dos identidades

1+C+4D+ F =0; E+H-4H =0,

donde tenemos en cuenta que el tensor de Ricci no puede ser proporcional
al tensor métrico. Al imponer la condicion

C ijkl = _Cjikl
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se encuentra
C=-E;, D=-F,
y finalmente por la condicion de antisimetria
Cijk/ == Cijlk
tenemos
C=-D;, E=-F.
Reuniendo todas las relaciones encontradas hallamos que los coeficien-
tes tienen que ser
1 1 1 1 1
C==; D=-7; E=—7; F=7; H=——
2 2 2 2 6
donde suponemos que el espacio es de cuatro dimensiones. Con estos resul-

tados el tensor de Weyl en forma completamente covariante es
1
Cijki = Riju +E(gikle —guRjx —g xR+ gleik)+

1
+g(gl-zg,k ~&ik& ji )R-
Si el espacio tuviera N dimensiones ( N > 3 ) el tensor de Weyl seria

1
Ciiri =R +m(gthj/ —8iR; — &Ry + gleik)+

+;(gilgjk +gikgjl)R'
(N-1)(N-2)

El tensor de Weyl en forma mixta C' sk tiene la propiedad de ser
invariante conforme, es decir que no se altera si se realiza la transformacion
conforme definida por

’ 2
ik =4 gk
donde A es una funcion escalar de las coordenadas. Por esta invariancia a
C',4, también se le llama tensor conforme de Weyl.

1.38.- Unidades
Las coordenadas contravariantes de un punto del espacio no son mas
que etiquetas para su identificacion. Estas coordenadas representan un con-
cepto previo a la métrica, es decir que no estan relacionadas con la distan-
cia, concepto este ultimo que requiere la introduccién del tensor métrico.
Por tanto, las coordenadas contravariantes de un punto del espacio no tie-
nen unidades fisicas.
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No obstante, el elemento de linea de un espacio si tiene unidades, pues
representa la distancia. Se trata de unidades de longitud, que representamos
genéricamente por L. Entonces el elemento de linea ds tiene de unidad Z, lo
que significa que el tensor métrico en forma covariante debe tener la unidad
L?; sus componentes contravariantes tienen la unidad L™* y el determi-
nante obtenido de las coordenadas covariantes tiene la unidad L>" , donde
N es la dimension del espacio.

La conexion afin es adimensional, como facilmente se puede comprobar
apartir de la definicion de derivada covariante. Por tanto el tensor de curva-
tura R*,, , el tensor de Ricci R, y la curvatura homotética V', son tam-
bién adimensionales, puesto que dependen de la conexion o de sus deriva-
das respecto a las componentes contravariantes, que como antes hemos
dicho son adimensionales. Pero la curvatura escalar R por depender de las
componentes contravariantes del tensor métrico tiene la unidad 172 .

Las componentes covariantes de las coordenadas tienen de unidad L ?
pues se construyen de las componentes covariantes del tensor métrico.

Por lo dicho queda claro que un tensor puede tener una u otras unidades
segun venga expresado por coordenadas covariantes o por las coordenadas
contravariantes.

Para completar digamos que el tensor de torsion 7, kel vector de tor-
sion 7; y el vector de Weyl O, son adimensionales. El tensor de no metricidad
O kp tiene la unidad L 2 yelvolumen LV .

1.39.- Vierbein
En cada punto del espacio-tiempo siempre podemos elegir un sistema de
coordenadas K caracterizado por tener la métrica de Minkowski 7, al menos
en el punto elegido. Sean & ¥ las coordenadas de un punto en ese sistema y
x* las coordenadas del mismo punto respecto a un sistema general de
coordenadas. La cantidades definidas por

m
ey, = O¢ (90)
ox*
se le llaman vierbein (del aleman «cuatro patas») o tetrad. Notese que utili-
zamos letras latinas para identificar las coordenadas del sistema de
Minkowski, a las que llamaremos coordenadas Lorentz y las letras griegas
las reservamos para las habituales coordenadas del espacio.
Respecto a un cambio de coordenadas, el vierbein se transforma como
un vector covariante. En efecto, sea la transformacion
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xH=x* (x"),
frente a este cambio de coordenadas el vierbein se transforma segiin
o o&™ _og" ox"  ox" o
. =
ox'* ox" ox'# ox'“

lo que muestra su caracter de vector covariante. Esto significa que pode-
mos entender el vierbein como cuatro vectores covariantes, donde el
superindice (o indice latino o de Lorentz) nos numera a cada uno de los
cuatro vectores y el subindice (o indice griego) nos identifica las cuatro
componentes de cada uno de los vectores.

Como la transformaciéon de coordenadas & =¢&" (x “ ) es invertible,
existira el inverso del vierbein, definido como

o ox*
tal que
=6, ehel =56l

El elemento de linea entre dos puntos infinitesimales respecto a las coor-
denadas del sistema K es

ds* =1, d5"ds" 1)
puesto que entendemos que hay diferencias infinitesimales entre los tensores
métricos asociados a puntos a su vez también infinitesimales; introduciendo
el vierbein

ds*=n,, ey e, dxtdx” =g dx"dx"
entonces se encuentra la relac1on entre el vierbein y el tensor métrico
g/w:e;’;e:nmn 92)
démonos cuenta que existen 10 componentes independientes del tensor mé-
trico (por su simetria), mientras que son 16 las componentes del vierbein. O
dicho de otra forma, el vierbein nos determina el tensor métrico pero no

ocurre al contrario.
Dado un vector 4# podemos contraerlo con el vierbein

A" =eZ’A”

que tiene como efecto el reemplazar el vector por un conjunto de cuatro
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escalares coordenados, que representan las componentes de un vector
Lorentz. L.a misma operacion se puede hacer con vectores covariantes y
con tensores de cualquier orden. Para el caso especial del tensor métrico
tendremos

—pH LV —pH Vol 4 =
gmn_emeng,uv_emene,uevnpq_nmn-

El sistema de coordenadas K no es unico, siempre es posible hacer una
transformacion de sus coordenadas tales que el nuevo tensor métrico siga
siendo el de Minkowski, es decir

_APAG
Nmn= A m A n npq
entonces reencontramos la transformacion de Lorentz de la relatividad es-

pecial.
Frente a transformaciones de Lorentz el vierbein cambia como un vector
contravariente

g 05" 35" g™ _

n
“ooax# ox# oaEm MM
y en general un vector Lorentz contravariante se transformara por la ley
A"=AA".

Nos encontramos, por tanto, con dos tipos de vectores (y en general de
tensores), aquellos que se transforman por la ley usual cuando se produce
un cambio en las coordenadas del espacio y que llamamos vectores (o
tensores) coordenados, cuyas componentes vienen identificadas por indices
griegos. Ademas se encuentran las vectores Lorentz, que son escalares
ante transformaciones de coordenadas pero cambian como vectores cuan-
do hay una transformacion en las coordenadas de Minkowski.

1.40.- La conexion spin
La derivada covariante de un vector Lorentz se define de forma similar
a como se establecio para la derivada covariante de un vector coordenado
(epigrafe 1.2), exigiendo los siguientes requisitos:
a) La derivada covariante de un vector Lorentz D, V/ ™ esun vector Lorentz
contravariante y un vector coordenado covariante.
b) La derivada covariante de un vector Lorentz se define por la regla

Dy"=0,V"+V’w,". (93)
donde " es llamada la conexion spin cuya ley de transformacion obten-
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dremos mas adelante.

c¢) La derivada covariante de un vector Lorentz cumple la regla de Leibnitz
de derivacion del producto.

d) En el caso de un campo escalar f'se cumple

D,$=0,¢.

La condicién a) nos permite determinar la regla de transformacion de la
conexion spin cuando hay una transformacion Lorentz. En efecto, el caracter
de vector Lorentz de la derivada covariante implica que debe transformarse
segun la ley

(D,v™) =D, V" =A}D, V" (94)
desarrollando el primer miembro
0u(AS V" )+ AV P @, " =V "0 A+ NSO+ NV P @,
mientras que el segundo mlembro de (94) es
AP +v i, ),

igualando ambas expresiones se obtiene la ley de transformacion de la co-
nexion spin ante transformaciones de Lorentz
a)rm:A Am n (—lpaAm
uoq Ou p g Mo

Noétese que ante transformac1ones de coordenadas genéricas la conexion
spin debe transformarse como un vector covariante. En efecto, dada la
transformacion

dx'* =4} dx" = dx"=B,dx""
es facil ver que la conexidn spin se transforma como

@, "y =Bu0,",.
Las condiciones ¢) y d) nos permiten obtener la derivada covariante de
un vector Lorentz puesto en forma covariante y en general, la derivada

covariante de un tensor Lorentz. Por ejemplo
D,1,"=0,I,"+T7,’0," ~T, "0,

Nos encontramos ahora con dos tipos dlferentes de derlvadas covariantes,
la anteriormente definida, que da lugar a la conexion spin y la habitual deri-
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vada covariante coordenada D,V " cuya definicion exige la conexion afin,
que sigue poseyendo sus propiedades habituales. Es posible mezclar ambas
derivadas, algo que ocurre cuando se trata de la derivada de un tensor que
tiene tanto componentes Lorentz como componentes coordenadas (es de-
cir, indices latinos y griegos). Por ejemplo

D, 1" =0,T""+T"w," +T“"T},,.

En un espacio de Riemann la derivada covariante del tensor métrico es
nula. Esta propiedad permite expresar la conexion afin en funcion del tensor
métrico y sus primeras derivadas. Algo similar se puede hacer con la técni-
ca del vierbein. Si se impone la condicién de nulidad de la derivada covariante
del vierbein

D,e=0 (95)
entonces es posible relacionar la conexion spin con la afin y como ésta
ultima se puede expresar en funcion del vierbein, sera posible expresar la
conexion spin en funcidn del vierbein y sus derivadas primeras. Debemos
advertir que la condicion (95) no la hemos deducido sino la hemos impuesto,
y naturalmente cabe la posibilidad de una geometria en donde (95) no se
cumpla. Notemos también que (95) implica que la derivada covariante del
tensor métrico es nula, pero la afirmacion inversa no es valida. La razén se
encuentra en que D, g, , =0 implica cuarenta ecuaciones, pero (95) son
64, dado que el tensor métrico tiene 10 componentes independientes y el
vierbein tiene 16.

Al desarrollar (95) se encuentra la relacion entre ambas conexiones, la
spiny la afin

w,",=-e,0,e +e,e T, 5. (96)

Si nos limitamos a espacios de Riemann, la conexién afin coincide con
los simbolos de Christoffel, de tal forma que esta conexién se puede poner
en funcion del vierbein, para lo cual usamos (92) conjuntamente con la defi-
nicion de simbolos de Christoffel

1
Fvﬂa :Lvﬂa =Eef’(8#eﬁ +8Vef,)+

D)

1
+Ef7rqnsnef’e£[ei(6#e;} —Gﬁe:’,)+e;(8vezy —aﬂef)],

que al sustituir en (96) da
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m 1 v _pPm
Pup=560° (CﬁﬂV+CVﬁﬂ_C#Vﬂ)’ ©8)

donde se ha definido
Cpuv =eﬂn(6‘vez —6/,6,',’).
Como es nula tanto la derivada covariante del tensor métrico como la

derivada covariante del vierbein, por (92) también debe ser nula la derivada
covariante del tensor métrico de Minkowski

D,unmnzo = W_nsnwysm_nmsw,usn:o
de donde se deduce la antisimetria de los indices latinos de la conexion spin

a),unm = _a),umn .

1.41.- Tensor de curvatura en funciéon de la conexion spin
La derivada covariante de un vector Lorentz no es conmutativa y al
igual que en la derivada covariante de vectores coordenados, el conmutador
de las derivadas covariantes esta relacionada con el tensor de curvatura,
ahora expresado en funcion de la conexion spin.
Sea V'™ un vector Lorentz, vamos a calcular el conmutador

(D,.0, V" =D,(D,¥")-D,(D, V"),
teniendo presente
D,(D,v")=8,(D,V")+D,V0," ~D,V"T*
y que
D, V"=0,V"+D,V0,"
entonces después de algin calculo se obtiene
[D,.D, 7" =R"

donde R™ , es el tensor de curvatura en funcion de la conexién spin

definida por

s m 4
sV DV Ty,

m _ m m r m r
R syv_a,ua)vs aVa),u s+a)v sa)ur U s

y 7, es el tensor de torsion definido en funcion de la conexién afin

a _ a a
Ty _Fuv _Fuv .

o, 0" (99)

r
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Cabe definir otra derivada covariante de vectores Lorentz por
D,=e,D,.
al desarrollar el conmutador
[D,.D, V" =D, (D,V")-D,(D,V")

se obtiene un nuevo el tensor de curvatura pero ahora puesto en funcion del
vierbein

ro__ r S p r
[D,.D, V" =R",,,V*+S,FID,V
donde el tensor de torsion en funcion del vierbein es definido por
P_pPlot V_oH v KoV b a
Sn =el [em D#en el D#em]+em €nCyTyy -
mientras que el nuevo de tensor de curvatura con todos sus indices latinos
es

R m=emen Ry, (100)
al desarrollar el tensor de torsion comprobamos que viene dado solamente

en funcién del vierbein, de sus primeras derivadas y de la conexion spin, en
efecto
S,..L=el [e,ﬁ (8#e,f —e;/a)# Sn)—e,‘,’ (8#6,‘; —e;/co# Smﬂ

Nos encontramos con tres tensores de curvatura, dos de ellos dados en
funcion de la conexion spin, R, y R',,,; relacionados por (100) y el
tercero R, v S€ obtiene por la conexion afin segin se expresa en (16).
Este ultimo esta relacionado con los anteriores, como ahora vamos a de-
mostrar. Para ello sustituimos en (99) la expresion (96), encontrandose

R rsuv = e?e;Raa,u

de donde se deduce la relacion

14

o
auv-*

U

r _ v _a._r
R smn _em en es eO'R

Es posible definir el tensor de Ricci en funcion del vierbein

_pr  __ M V o _rpoc  _ i apoc  _ U A
Rsm =R smr —€m€yr €5 eO'R apv =Cm esR a,ucr_em € Ra,u'

Igualmente se define una curvatura escalar en funcion del vierbein R,
que también se puede relacionar con la curvatura escalar del espacio

r__ . Ssm _aaSsm i _ ,ou —
R=n""R,, =n emesRaﬂ—g Raﬂ—R
donde R es la curvatura escalar del espacio en funcion del tensor métrico.
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En orden a obtener invariantes que puedan servir para formular densida-
des lagrangianas, vamos a calcular el determinante del vierbein. De (92)
entendida como una expresion matricial, se calculan los determinantes, en-

contrandose
e=\g

donde e y g son los determinantes del vierbein y del tensor métrico y donde
se entiende que tomamos siempre sus valores positivos.
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2.1.- Introduccion

En este y en el siguiente capitulo vamos a exponer ejemplos de aplica-
cion a la teoria clasica de campo de la geometria diferencial analizada en el
primer capitulo. Estudiamos primeramente la ecuaciones de campo
gravitatorio de la Relatividad General, utilizando el principio de minima ac-
cion, del que hay que decir que no es un principio fisico, como lo es en la
mecanica clasica, pero no obstante es un poderoso método que nos facilita
la bisqueda de las ecuaciones de campo. Vamos a hallar las ecuaciones de
la gravitacion en el vacio utilizando tres formalismos: el métrico, el métrico-
afin y el puramente afin, los resultados seran los mismos, con la excepcion
que el procedimiento puramente afin produce forzosamente la constante
cosmologica, que puede o no aparecer en los dos primeros formalismos.

2.2.- Principio de minima accién
Las ecuaciones de campo las vamos a obtener a partir del principio de
minima accién. Sea

L= [(¢ik’ ¢ik,r)
una densidad lagrangiana que depende de los potenciales ¢, (que supone-

mos que es un tensor para concretar) y de sus derivadas primeras. La ac-
cion del campo viene definida por

lszdQ

donde d Q= dx dx'dx?dx? . Supongamos que los potenciales los somete-
mos a una variacion arbitraria § ¢, con la condicion de que se anule en los
limites de la integral de la accion. Bajo estos supuestos la variacion de la
accion es nula
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51=5jzdg=o.

El principio de minimo de accion que hemos formulado es equivalente a
afirmar que las ecuaciones de campo se derivan de las ecuaciones de Euler-

Lagrange
0 oL oL
0, (101)

ox” a¢ik,r 6¢ik
como ya demostramos en 1.35 (101) es una ecuacion tensorial, por serlo
cada uno de los dos sumandos.
Elprincipio de minima accion se generaliza cuando la densidad lagrangiana
depende no sélo de los potenciales y sus primeras derivadas sino también de
las segundas derivadas

L= l(¢ik9 ¢ik,r > ¢ik,rp)

entonces la variacion de los potenciales & ¢;, debe cumplir no sélo la condi-
cion de que se anule en los limites de la integracion, sino que igual condicion
posea su derivada primera 6@, , . Las ecuaciones de Euler-Lagrange son
entonces

b

8’ oL | o[ oL | oL _

ox"ox? 8¢ik,rp ox" 8¢1'k,r a¢ik
que también es una ecuacion tensorial. Facilmente se llega a mas amplias
generalizaciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.3.- Los potenciales del campo gravitatorio

Se admiten tres posibles formas de obtener las ecuaciones del campo
gravitatorio en la Relatividad General. Si suponemos que los potenciales son
unicamente las componentes del tensor métrico, tenemos el formalismo
métrico. En este caso hay que indicar cuales son las componentes de la
conexion, que en la teoria de la Relatividad General coincide con los simbo-
los de Christoffel (ver 1.15).

El otro formalismo consiste en tomar simultaneamente las componentes
del tensor métrico y de la conexion como los potenciales del campo. En
principio la conexion se supone que no es igual a los simbolos de Christoffel.
Esto significa que debemos obtener, ademas de las ecuaciones de campo,
unas ecuaciones auxiliares que nos relacionen al tensor métrico con la co-
nexion. A este formalismo se le llama métrico-afin o de Palatini.
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Finalmente es posible hallar las ecuaciones de la gravedad suponiendo
que los unicos potenciales son las componentes de la conexion. En este
método que llamamos puramente afin, es necesario establecer un método
para obtener las componentes del tensor métrico a partir de la densidad
lagrangiana.

Es interesante sefialar que para todos los formalismos sefialados existen
ademas de las ecuaciones de campo unas ecuaciones auxiliares que rela-
cionan la conexion y el tensor métrico.

2.4.- Formalismo métrico
Admitimos una geometria caracterizada por un tensor métrico simétrico
y por una conexion que coincide con los simbolos de Christoffel. Entonces
el formalismo métrico establece que el campo gravitatorio viene expresado
por una densidad lagrangiana con la dependencia funcional

L= l(gik’gik,r »&ik,rp )
Mas concretamente, se elige la densidad lagrangiana

L=gR=\[gg"Ry.

Al aplicar el principio de minima accién

51=5[Jgg" R, dQ=0
o1 es cero si se hace una variacion arbitraria del tensor métrico 6g;, con
tal que esta variacion y su derivada (5g;;) . =0&, se anulen en los
limites de integracion. Aunque es posible obtener las ecuaciones de campo
utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, es mas simple proceder por el
método de las variaciones. Entonces obtenemos

51=[(5\g)RdQ+ [JgR, 0" d Q+[\[gg*sR, d 2=

:j\/g(—%g,kR+R,kj5gl”‘dQ+j@g”‘éR,de:o,

nétese que al variar el tensor métrico se induce una variacion en la co-
nexion, ya que ambas magnitudes estan relacionadas entre si, lo que a su
vez origina una variacion del tensor de Ricci. También hay que seiialar que
lavariacionde g, induce una variaciénen g’ k En efecto, de (29) obtene-
mos

(102)

5gik :_girgské‘gsr.
por tanto la anulacion de Sg,, y su derivada implica la anulacion de 5g'*
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y su derivada. Para abordar la ultima integral de (102) hacemos uso de la
identidad de Palatini (23)

5Rik = Dk 5rirr _Dr 5Fikr + T;zk 5rirm
cuyo ultimo sumando es nulo por ser la conexion simétrica. Al aplicar esta
identidad en la ultima integral de (102)

[Jeg"sR,dQ=[g"D,oT ,"d0~[g"D, 5T, dQ. (103)
Para tratar (103) integramos por partes y después aplicamos el teorema de

Gauss. Veamos el procedimiento para la primera integral del segundo miembro
de (103)

[g"D o1 ,"dQ=[D;(g"sT, )d0-[D,g™sT ,"dQ,
a la primera integral se le aplica el teorema de Gauss (ver 1.34)

[Di(g™or,")d0=[g"sT, "dS, +[g"oT "7, d0

como las variaciones del tensor métrico y de su primera derivada en los
limites de integracion son nulas, también lo seran las variaciones inducidas
en la conexion por depender del tensor métrico y sus primeras derivadas,
siendo nula por tanto la primera de las integrales. Ademas, la segunda inte-
gral también se anula por no exisitr torsion dado que la conexion es simétri-
ca.

Ahora bien, la derivada covariante del tensor métrico es nula, a conse-
cuencia de la simetria del tensor métrico y ser la conexion igual a los simbo-
los de Christoffel, resultado que se puede comprobar por calculo directo al
sustituir el valor de la conexion en la expresion de la derivada covariante del
tensor métrico. Ademas, la anulaciéon de D, g, significa que también es

nula la derivada covariante del determinante de g, vy D,g;, =0. Por
tanto son nulas D, g "y D, g'* . Todo lo anterior nos lleva al resultado

[g"DyoT,"d0=0.

Aplicando el mismo procedimiento a la segunda integral de (103) llegamos
al resultado de que es nula, entonces (102) se simplifica para quedar

1 .
.[\/E(_EgikR“‘ Rik)églkdg =0,
como las 5g 'k son arbitrarias lo anterior implica que el radicando es nulo

1
Ry _EgthZO (104)
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al contraer
R=0
y por tanto llegamos a las ecuaciones de campo gravitatorio en el vacio
R, =0.

Hay que notar que en (104) las §g’* son arbitrarias pero no son inde-
pendientes entre si por ser el tensor métrico simétrico. Pero como el parén-
tesis de (104) también es simétrico el resultado que obtenemos es simple-
mente duplicar las ecuaciones. Obsérvese que la situacion cambiaria si el
paréntesis de (104) no fuera simétrico, tal como veremos mas adelante.

A la densidad lagrangiana le podemos afiadir el término

[=22¢g

Aes una constante indeterminada; con este afiadido se sigue manteniendo la
dependencia funcional de la densidad lagrangiana. Al tener en cuenta £’
entonces (104) se transforma en

j\/g(_%gikR+ Ry + ﬂgikjé‘g *dq=o,
de donde se deduce
Ry _%gthJr Agik =0

al contraer

R=42
y por tanto las ecuaciones gravitatorias quedan
Rix =g

A la identificcamos con la constante cosmologica, de tal forma que la ante-
rior ecuacion coincide con la correspondiente de la Relatividad General.

2.5.- Formalismo métrico-afin o de Palatini
Ahora admitimos que la dependencia funcional de la densidad lagrangiana
es

L= l(gik Ll ’rik[;)
donde tomamos simétrico tanto al tensor métrico como la conexion, que no
identificamos previamente con los simbolos de Christoffel. La conexion y
sus derivadas van a aparecer en la densidad lagrangiana a través del tensor
de Ricci, entonces
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L=L(g,.Ry).
Para obtener las ecuaciones de campo gravitatorio por este formalismo se
vuelve a utilizar la misma densidad lagrangiana que en el caso métrico, es

decir
ik
L=\/gg" Ry.
Al variar la accion encontramos

51:I\/E(—%g,kR+RikJ5g’de+I\/ggikéRide =0. (105)

en la segunda integral no aparece la variacion del tensor métrico, ya que el
tensor de Ricci s6lo depende de la conexion y sus derivadas, mientras que la
variacion de la conexion no aparece en la primera integral, donde so6lo se
encuentra la variacion del tensor métrico. Como las variaciones del tensor
métrico y de la conexion son independientes, podemos descomponer (105)

I\/g(—%gikR+Rikj5g’de=O

[Veg" or, dQ=0.
De la segunda integral de (106) hallamos la ecuacion auxiliar, aquella que
nos relaciona la conexion con el tensor métrico; mientras que de la primera
integral obtenemos las genuinas ecuaciones de campo gravitatorio.
El paréntesis de la primera integral de (106) lo descomponemos en parte
simétrica y antisimétrica, pero como Sg'* es simétrico su producto por un
tensor antisimétrico se anula, por tanto la primera integral de (106) queda

1 ik 1 ik
_[\/g(_ggthJr Rtkj5g dQ= _[\/E(_EgthJr R(ik)j5g dQ=0
y como las §g'* son arbitrarias nos queda
Ry =0

que es la ecuacion del campo gravitatorio en el vacio. Néotese que dada la
simetria del tensor métrico solo la parte simétrica del tensor de Ricci inter-
viene en el calculo de la curvatura escalar R, es decir

R= gikRik = gikR(ik) ‘

(106)

Para aplicar el principio de minima accion a la segunda integral de (106)
utilizamos la identidad de Palatini (23)
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5Rik = Dk 5rirr _Dr 5rikr + Tirnk 5rirm
siendo el ultimo sumando nulo ya que suponemos que la conexion es simétri-
ca. Entonces la segunda integral de (106) queda

[Jeg"oR, d=[g"6RdQ=[g" D, 5T, dQ~[g"D, 5T, dQ

_ _ (107)
donde g’ =\/§g’k es la densidad del tensor métrico en forma
contravariante. Para resolver las dos integrales de (107) primero se hace

una integracion por partes y luego se aplica el teorema de Gauss al igual que
hicimos en el anterior epigrafe. Veamos la primera integral

[g*D o1, 7dQ=[D(g"sT,")dQ-[D, g"sT, d0 (108)

seguidamente aplicamos el teorema de Gauss (ver 1.34) a la primera inte-
gral de (108)

[Di(g*oT,")dQ=[g"sT " dS, +[g™oT "7, dO

al suponer que la variacion de la conexion se anula en los limites de integra-
cion y que es simétrica (o sea el vector de torsion es nulo), entonces las dos
integrales del segundo miembro se anulan, por tanto (108) queda

[g"DoT,"d0=-[D, g"*sT ,"d2=~[5}D 75T, dQ,
utilizando la misma técnica con el ultimo sumando de (107) encontramos
~[¢"D,oT 'dQ=[D,g"sT , dQ.
Reagrupando términos
_[\/Egik&]eide:J.(Drgik_5rkngip)5rikrdQ' (109)

Las componentes 5T",," son arbitrarias pero no son independientes debido
a su caracter simétrico. Por esta razéon descomponemos el paréntesis del
integrando de (109) en parte simétrica y antisimétrica, esta ultima desapare-
ce cuando se multiplica por §T",," que es simétrica, entonces (109) queda

1 ik ki ok ' i k
EJ‘(Drg +Drg l_éerglp_éerg P)é‘rl_k’dgzo
y dado el caracter arbitrario de la variacion de la conexion

ik ok i i kp _
2D,g" -6,D,g" —=5,D,g"" =0(110) (110)
que es la ecuacion auxiliar. Al contraer (110) respecto a k'y » hallamos
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D,g" =0
y al sustituiren (110)

D, gik =0,
como se dedujo en 1.35 lo anterior es equivalente a afirmar que
D,g'* =0 = D,g,, =0 ysiaiiadimos que tanto el tensor métrico como
la conexion son simétricos, concluimos que el espacio es de Riemann (epi-
grafe 1.15) y por tanto la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel,
igualdad que establece la relacion entre el tensor métrico y la conexion.

Como estamos en un espacio de Riemann entonces el tensor de Ricci es

simétrico y la ecuacion de campo es

Rik = O
Al igual que con el formalismo métrico, también aqui se admite afiadir a la
densidad lagrangiana el sumando

r=-2¢
lo que hace transformar las ecuaciones de la gravitacion a la forma
Ry =Agix .

2.6.- Formalismo puramente afin
Finalmente vamos a obtener las ecuaciones de la Relatividad General
usando el formalismo puramente afin, en el que los tnicos potenciales son
las componentes de la conexion que consideramos simétrica. Entonces la
dependencia funcional de la densidad lagrangiana es
L :l(rtkp ’rik[;)
obien
L=L(R;)
indicar que el tensor de Ricci tiene parte simétrica y antisimétrica. También
sefialar que la curvatura homotética (ver 1.11) no aparece explicitamente
en la lagrangiana, ya que al ser simétrica la conexion la curvatura homotética
esta relacionada con la parte antismétrica del tensor de Ricci [ver (24)] la
que ya estd incluida en la densidad lagrangiana.
El tensor métrico se introduce en la teoria por la definicion
% OL

= 111
o (111)
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que a su vez se convierte en la ecuacion de campo gravitatorio cuando es
conocida la densidad lagrangiana. Afiadir que g”" tal como se obtiene de
(111) es una densidad tensorial como fue deducido en 1.35.

Como el tensor de Ricci tiene parte simétrica y antisimétrica podemos
poner

L= [|:R(ik) ) R[ik]:|
entonces

oL oL 9R,, , ot OR[,g oL , ot
OR,; GR(M) OR,; GR[M] OR,;, 6R(l.k) aR[[k]
como se mostro en 1.35 el primer sumando del ultimo miembro es una den-
sidad tensorial simétrica y el segundo sumando lo es antisimétrica.
Ahora bien, como en la teoria general de la relatividad suponemos que el
tensor métrico es simétrico entonces debe ocurrir
% Ol oL

8R,k 8R(lk)
lo que significa que la densidad lagrangiana no puede depender de la parte
antisimétrica del tensor de Ricci.

Debemos advertir una notable propiedad del formalismo puramente afin.
Consiste en que para obtener las ecuaciones auxiliares, que como ya sabe-
mos son las que relacionan tensor métrico y conexion, no necesitamos co-
nocer la densidad lagrangiana sino sélo su dependencia funcional. Sigamos
con este procedimiento. El principio de minima accion es

51 =5[L(R,)dQ= j—adeQ=jg”‘5R,.de=o (112)

recordando que el tensor métrico, la conex1c’>n y el tensor de Ricci son simé-
tricos, (112) es idéntica a la segunda ecuacion (106), obteniéndose los mis-
mos resultados, es decir que la conexion coincide con los simbolos de
Christoffel.

Para terminar tenemos que hallar la ecuacion de campo a partirde (111)
paraello es necesario especificar la densidad lagrangiana, la adoptada en la
teoria puramente afin de la Relatividad General es

2 2
lzz\/—detRl.k :Z\/—|R| (113)

|R| representa el determinante de R, que debe ser negativo y A es una
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constante indeterminada.
Para calcular (111) utilizamos (32)

gik: oL :E -1 6|R| :l |R| R*kizlmR*ki (114)
OR;, A2 —|R| OR;, A —|R| A

R™ representa los elementos de la matriz inversa de la matriz de elementos

R .

Como hemos dicho (ver 1.34), una densidad tensorial (o escalar) es el
producto de un tensor (o escalar) por la raiz cuadrada del determinante de
un tensor de segundo orden. Cabe preguntarse cual es el tensor cuya raiz
cuadrada se utiliza para definir la densidad escalar de la lagrangiana en
(113). Este tensor esta indefinido, vamos a elegirlo arbitrariamente como
R, /A entonces la raiz cuadrada de su determinante, que define a las den-
sidades, es 1/—|R| / A2, eleccion que hacemos por razones que veremos
mas adelante.

Multipliquemos los dos miembros de (114) por R, g,

ﬂR[pgrkg[k = R[pgrk \/_|R R*k[

1
AFRFP4/—|R|:,/—|R|g,p = R,,=2g,, (115)

que son las ecuaciones de campo gravitatorio. Notemos que (115) es dife-
rente de las correspondientes ecuaciones obtenidas en los formalismos an-
tes estudiados, puesto que ahora existe un segundo miembro distinto de
cero. La constante A es entendida como la constante cosmologica que en el
formalismo afin surge naturalmente, mientras que en los formalismos métri-
co o métrico-afin hay que introducirla ad-hoc. La naturalidad con la que
surge la constante cosmologica hay que entenderla como otra prueba de la
superioridad del formalismo puramente afin.

Es posible poner la ecuacion de campo (115) en forma contravariante; si
multiplicamos (115) por g"? R™*"

g[pR*krRrp:ﬂ«grpgipR*kr = glk:AR*kl
Ahora podemos explicar la eleccion hecha anteriormente en la defini-
cion de densidad tensorial. De (115) deducimos que

Ve = TR]

o bien
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o0 sea, que la eleccion que hicimos era para que las densidades se calculen
con la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico. Advertimos que g
representa el valor absoluto del determinante de g, .

El formalismo puramente afin, que hemos expuesto en el marco de la
Relatividad General, admite una facil generalizacion, ya sea para desarrollar
nuevas teorias gravitatorias, como para dar cabida a otros campos, como
sera visto en el siguiente capitulo.
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3 TEORIA PURAMENTE AFIN DE CAMPO

3.1.- Introduccion

Como una segunda aplicacion vamos en este capitulo a exponer la teoria
de campo puramente afin, que se caracteriza porque los Uinicos potenciales
son las componentes de la conexion, que ahora suponemos asimétrica, ge-
neralizando, por tanto, a la Relatividad General. La densidad lagrangiana
depende de la conexion y su primera derivada

L=1(r,".r,/,)

Ahora surge una circunstancia que no se da cuando la conexion es simé-
trica. Consiste en que el tensor de Ricci, que tiene parte simétrica y
antisimétrica, es independiente de la curvatura homotética (ver 1.11), que
depende exclusivamente de las derivadas de la conexion; es decir, aparece
un nuevo tensor adecuado para formar la densidad lagrangiana. Esto nos
obliga a desarrollar dos teorias diferentes, segin contenga o no a la curvatu-
ra homotética.

En la teoria que a continuacién desarrollamos el tensor métrico es
asimétrico, al serlo también el tensor de Ricci del que deriva.

Las teorias que se examinan son capaces de incluir varios campos, no
solo el gravitatorio. Como veremos es posible la unificacion de la gravedad
con el electromagnetismo, e incluso todavia queda lugar para un tercer campo.

3.2.- Ecuacion auxiliar
Como ya expusimos en el capitulo precedente debe existir una relacion
entre el tensor métrico y la conexion, a la que llamamos ecuacion auxiliar.
Para hallar esta ecuacion en la teoria puramente afin no se necesita cono-
cer la densidad lagrangiana, sino solamente su dependencia funcional. Es el
procedimiento que seguimos a continacion.
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De momento vamos a limitarnos al caso en que la densidad lagrangiana
dependa exclusivamente del tensor de Ricci

L=L(R;)= l|:R(ik) ’R[ik]:|‘

El tensor métrico aparece en la teoria como una magnitud derivada y

definida por
ik OL
OR;;

como R, es asimétrico asi también lo sera el tensor métrico. Al tomar
', como los potenciales, podemos cons1derar g'" dado por (116) como
las intensidades de campo, pero en g’ hay dos intensidades correspon-
dientes a las partes simétrica y la antisimétrica. Mientras que la parte simé-
trica es la intensidad gravitatoria, la parte antisimétrica corresponde a otro
campo, que en estas teorias se asocia con el campo electromagnético

Para obtener la ecuacion auxiliar aplicamos el principio de minima ac-
cion

(116)

SI=5[LdQ = J’ §R,de [g"oRd=0.  (117)

Para hacer la variacion usamos la identidad de Palatini [véase (23)]

5le :Dk 51—‘[55 _Ds5rlks +T;’lk 5Flsm
donde el tensor de torsion no es nulo. La técnica es la misma que la aplicada
al formalismo puramente afin de la Relatividad General (epigrafe 2.5), ex-
cepto que ahora tenemos que utilizar el teorema de Gauss con el término en

el que aparece el vector de torsion (ver 1.34) que no es nulo en la teoria que
examinamos

[ a*dQ=[4%ds, +[ A%z dQ.
J

v z

Aplicando la identidad de Palatini a (117) queda
51=[g""sR;d=[g"D, T *d-
-[g"D,oT ,*dQ+ gt} 6T, "dQ=0

ahora hay que integrar por partes y aplicar el teorema de Gauss; para la
primera integral del iltimo miembro de (118) se tiene

[g"D;oT,2d0=[D,(g"sT,*)d0~ D, g"oT *d Q=

(118)

102 |



Wenceslao Segura Gonzdlez

=[g"oT,°dS, +[g"*oT  *1,dQ~ D, g"sT ,*d O
como las variaciones de las componentes de la conexion se anulan en la
superficie de integracion, entonces

[g"D,oT,d0=[g"z, 6T, *d-[D,g"oT ,dQ=
~[5!(g"z,~D,g")oT *dQ,

haciendo el mismo razonamiento con la segunda integral del ultimo miembro
de (118) se encuentra

s1=[[stg" 7, ~5!D,g" ~g"r,+D,g" +g"c, 6T} dQ=0

y como las 6T, son todas independientes y arbitrarias, nos queda las
ecuaciones auxiliares

5;9"7,-6,D,9" -g"t,+D,g" +g"7},=0. (119
Al contraer (119) respecto a ky s

ir ir

Drg = E g 7,
que al sustituir en (119) queda

k
K

Dsgik—gikrs+§é' gt +g"t, =0 (120)

que son 64 ecuaciones correspondientes a las 64 componentes de la co-
nexion.

(120) es la ecuacion auxiliar, es decir aquella que nos relaciona la co-
nexion con el tensor métrico. Recordamos que para deducir (120) no nece-
sitamos conocer la densidad lagrangiana, s6lo su dependencia funcional. Sin
embargo, para hallar las ecuaciones de campo, que se derivan de (116),
necesitamos saber la forma de la densidad lagrangiana.

3.3.- Las ecuaciones de campo
De la (120) se averigua la conexion si es conocido el tensor métrico, que
tiene 16 componentes distintas. Entonces para resolver el sistema necesita-
mos otras 16 ecuaciones, que son las ecuaciones de campo propiamente
dichas. Estas ecuaciones se derivan de (116). Vamos a suponer que la den-

sidad lagrangiana es
2 2
L:T/—detR,.k =z1/—|R| (121)
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A es una constante indeterminada; (121) es la expresion mas simple que
podemos encontrar y que en efecto es una densidad lagrangiana, o sea,
producto de un escalar (el nimero 2/1) por la raiz cuadrada del determi-
nante de un tensor de segundo orden. Una condicidn que exigimos al tensor
de Ricci es que tenga determinante negativo, por razones que veremos mas
adelante.

Al aplicar el principio de minima accién a (121) nos encontramos en la
situacion analizada en 2.5, con la excepcion que ahora la conexion no es
simétrica. De tal forma que llegamos al resultado (115)

R, =g (121)
aunque ahora ni el tensor de Ricci ni el tensor métrico son simétricos.

Si hacemos una comparacion entre el principio de minima accidén que
hemos usado con el mismo principio que se aplica en la mecanica clasica de
un sistema de particulas, encontramos que las coordenadas generalizadas
de un sistema de particulas ¢, son equivalentes a las componentes de la
conexion; las velocidades generalizadas dg , /dt corresponden en nuestro
analisis al tensor de Ricci; el tiempo de la mecanica clasica son para noso-
tros las coordenadas espacio-temporales; y el tensor métrico, que se deriva
de la densidad lagrangiana, equivaldria al momento lineal p,, que igualmen-
te se deriva de la langragiana del sistema de particulas.

3.4.- Ecuaciones de campo en funcion de la conexion
Se define la conexion afin estrellada por

*

Iy =Ty +l5tr7k
3
que es una conexion puesto que es la suma de una conexién y un tensor. La
conexion afin estrellada tiene la propiedad
* *
I rkr = krr ’
los correspondientes vector y tensor de torsion son

_ X s _*g l §_* l s _*
T,==T,; Ty =Ti +Z5i7k_—5k71-

r r

Es posible expresar (120) en funcién de la conexion afin estrellada. Para
ello recordamos que la derivada covariante de la densidad del tensor métri-
co es (ver 1.34)

D,g"=0,g"+g"T,/ +g"T,[-g"T,/ .
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entonces de (120) tenemos
0,9+ g7 (110 - als; Jrg" [T atel | g (11 -ol)-

3 ik v Vok i v i vk Lop v 1 og
—Zg’ TS—Z5sg’ T,+9g (z’” +Z551,—25 7, |=0

r-s

y al simplificar

1

0,9" +g"' T} +g" T\ } -~ g () +T)=0.  (122)

Ahora vamos a poner (122) en funcién del tensor métrico en vez de la
densidad del tensor métrico. Para lo cual multiplicamos (122) por g,, y
desarrollamos

: 8 : % % : * *
gikglk j/\ég +gikasglk +Frsr +Fsrr _2gikglk (Frsr +Fsrr):0
como sabemos que

0,2

1 .
N =2 &udg"

%%(FZ’ ) (123)

de nuevo volvemos a (122) en donde sustituimos (123) y se encuentra
0,8" +g"T ./ +g"T . =0.
Al multiplicar la anterior expresion por g,,g,., queda

obtenemos

asgmn_grnl—‘*m;_gmrl—‘inr:()’ (124)
en este célculo debemos advertir que por definicion g;, g ik = sy
g, g =5 entonces g,,2,i & =2 -

Hay que notar que el primer miembro de (124) no coincidecon D g ..,
ambas ecuaciones se diferencian en el orden de los subindices de la co-
nexion afin que aparece en el ultimo sumando.

El tensor de Ricci puede ponerse en funcion de la conexion afin estrella-
da, obteniéndose

Ry =Ry +Fy
donde R;, es el tensor de Ricci calculado respecto a T’ y el tensor
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antisimétrico F;, es definido por

1({o0r, Ot
Fp=—| —-—%|,
ik 3(8xk Gx’)

entonces por (121) se puede poner la ecuacion de campo (124) en funcion
de los dos tensores anteriores

as(R:m +an)_(R:n +Frn)r:1; —(R:“, +Fmr)r:n}; =0 (125

que representan 64 ecuaciones diferenciales mas las 4 condiciondes
Fik’ = F;rr , para 68 variables de campo: 64 componentes de T’ fk’ y4de
Ty -

Las ecuaciones (125) son las ecuaciones de campo de la teoria pura-
mente afin de conexion asimétrica. Sobre la ecuacion (121) indicar que
incluye el término cosmologico A, como ocurre, en general, en las teorias
puramente afin, término que no puede ser nulo.

3.5.- Integrales primeras
De (123) y de la propiedad T',” =T"} ", se obtiene
r ro_ 0 s \/g
rs
Jg
entonces debera de cumplirse
or, ; _or,,’
ox' ox?®
que corresponde a las integrales primeras de la ecuacion de campo (125).
Contrayendo (122) primero respecto a i y s y luego respectoaky s,y
restando los resultados, es facil encontrar que

=0

(4]
‘9;’ 0 (126)
. x _
donde g[lk] representa la parte antisimétrica de g’k . Ademas de (121)
R+ Fy =28 - (127) (127)

entonces las 80 ecuaciones (125) y (127) son otra forma de representar las
ecuaciones de campo. Descomponiendo (127) en parte simétrica y
antisimétrica nos permite replantear las ecuaciones de campo sin que apa-
rezca F;, esdecirsin 7,

R;ik)_ﬂ'g(ik) =0 (128)
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Riyy =281y = —Fu (128)

hallando la derivada parcial de la segunda ecuacién y permutandola
ciclicamente conseguimos que desaparezca F;;,

0, Ry = 481y |+ 00| Ry~ 2810 |+01| Ry =gy |=0 (129
las nuevas ecuaciones de campo estan formadas por (126), la primera ecua-
cion (128) y por (129), lo que nos sirve para obtener las componentes del
tensor métrico.

Si el tensor métrico y la conexidon fueran simétricos entonces de (124) se
encuentra que I’ j kr coincide con los simbolos de Christoffel, por tanto R:k
seria simétrico, con lo que la ecuacion (129) deja de existir, quedando nica-
mente la primera de las ecuaciones (128), recuperandose, por tanto, la
Relatividad General. De (124) y (121) obtenemos otra forma de las
ecuaciones de campo

asRmn _anrm; _Rmrrsnr =0.

3.6.- Teoria puramente afin de conexion simétrica
Vamos a considerar un caso particular de la teoria puramente afin, aquel
en que la conexion es simétrica, aunque el tensor métrico siga siendo
asimétrico. Para hallar las ecuaciones auxiliares utilizamos las mismas téc-
nicas aplicadas en 3.2, excepto que ahora la conexion es simétrica y por
tanto la identidad de Palatini se escribe sin el tensor de torsion que es nulo

5le =Dk5r[SS_D55rl-ks

el resultado es el mismo que en 2.3 pero sin aparecer en el resultado final ni
el vector ni el tensor de torsion

s1=[D,g" -5tD,g" 6T dQ=0.

Ahora las §T",,° son arbitrarias pero no independientes, a causa de su ca-
racter simétrico, teniendo en cuenta esta propiedad encontramos del princi-
pio de minima accioén

D.g*+D.g"-6*D,g" -5'D,g" =0, (130)
contrayendo respecto a los indices ky s

4Drgir :Drgri

si hacemos la definicion
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D g[”]
entonces
. 2 .
D ir __ Z s
g 3
y sustituyendo en (130)
Dsg(“‘uéas"iu%(s;ik ~0. (131)

El paso siguiente es hallar I" ", para lograr este objetivo vamos a definir
un nuevo tensor que representaremos por s;, y cuyo determinante es

s :det(s,k)zdet[g(ik)}

y sus componentes contravariantes son definidas por

(ik)
gik_9
Js
con s representamos el valor positivo del determinante de s,, . La relacion
entre las componentes covariante y contravariante es

ik _ ok
Sir - 6}’ ’
lo que significa que utilizamos el mismo criterio que el usado para el tensor
métrico (29), ahora bien como s es simétrico entonces (s;4) sera su

matriz inversa cuyos elementos también son simétricos. Con esta definicion
(131) queda

D s +§5fi"+§5;’ik _0 (132)

de donde es posible hallar las componentes de la conexién como a continua-
cion veremos. La conexion la podemos descomponer como

Ty’ =Ly +X;"
donde L, " son los simbolos de Christoffel respecto a s, que es una co-
nexiony X, " es un tensor. Advertimos que como s, es 51metrlco yporla
deﬁnlclon de los simbolos de Christoffel encontramos que D 8 =0 don-

de D" es la derivada covariante calculada respecto a L , entonces de
(132)

ik ik  pq m m
(\/_S ) \/_S ( S pg =S omX gr ~ S mgX pr )+
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+s(D)s™* +s™ X, +si’”erk):—%(§fii +o1i%)  (133)
donde hemos tenido en cuenta que

— gl
D,s=ss""D,s,,.

(133) se simplifica
. o 1 S
S GRETLL GRETLD o) :—5(5,"1" +5;ik),

multiplicando ambos miembros por §, 5, y luego permutando los indices
se encuentran las tres relaciones

1
_ q___ . .
X o+ Xy = Sy X 0 = 3(srplm+srmlp)
1
q _ - . .
X ¥ X rpm =8 X g ——3(spmlr+sp,lm)
1
q_ . .
Xy ¥ X gy =5 X gt ——g(smrlp+smplr)

nétese que estamos subiendo y bajando los indices con el tensor s, ; su-
mando la primera de las anteriores ecuaciones con la tercera y restandole la
segunda queda

2X —s X 945 X 9_¢g X q=—g

mrp mp qr rm qp pr qm 3 lep

donde hemos considerado el caracter simétrico de X, respecto a los

indices covariantes y la simetria de s,,. El siguiente paso es multiplicar
ambos miembros por s "

IX T_STX dagPls X d_ghy 4__2¢ n (g3

mr m*“> qr rm<> gqp r qm 3 rm
al contraer n y r se encuentra

=i,/3
que se sustituye en (134)

R 1
mrp__asrmlp+6 mp r+6sprm

elevando el indice p y sumando el resultado a los simbolos de Christoffel
encontramos la conexion afin que estabamos buscando

" [ IR IR P
rmrp:Lmrp_gsmrlp—i_gé‘/glr+85rplm' (135)
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Sustituyendo (135) en (121) se obtiene

+ 1o . 1.
Ry =R+ (i =i )+ s =280 (136)
donde R;, es el tensor de Ricci calculado a partir de los simbolos de
Christoffel le yen el calculo hemos considerado 7 k =0 como se des-

prende de la definicion de ¥y de (83). Descompomendo (136) en parte
simétrica y antisimétrica y teniendo en cuenta que R’ ;x €s simétrica

Ry +%ii iy = Ag (k)
1, - (137)
g(li,k _lk,i) = ig[ik] :

Las ecuaciones de campo (137) corresponden a 16 ecuaciones: 10 de la
primera ecuacion (ndtese que R,-*k es simétrico) y 6 de la segunda, a las que
hay que sumar las 4 ecuaciones ii =0 habiendo 20 funciones: 16 del
tensor métrico y 4 del vector i, .

En esta teoria se exige que i, no sea nula, puesto que de serlo entonces
por la segunda ecuacion (137) gp;,1 =0 y por tanto s, =8(ik) = &ik>Y la
primera ecuacion (137) seria idéntica a la ecuacion de la Relatividad Gene-
ral.

De la segunda ecuacion (137) tenemos

81w) , %8 [u) , O8]
+ — + =
oax” o oaxt o oxt
quecon i'=D.g ("] forman las ecuaciones de campo electromagnético,
con gr;,1 como su tensor de campo, mientras que i* es proporcional tanto
a la densidad de corriente como al potencial del campo electromagnético.

La primera ecuacion (137) es la de campo gravitatorio, que se reduce,
como hemos visto, a la Relatividad General cuando no existe campo elec-
tromagnético &) = 0.

Si se supone campo electromagnético débil, nos encontramos que es de
aplicacion los resultados de 1.13, por tanto

Sik ~ & ik)
entonces de la primera ecuacion (137) encontramos que

R" =s"R;, —41—61 i’

y volviendo a utilizar la primera ecuacion (137)
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1 . |
Rik_zsikR +lstk:_g(’t’k_astklr’rJz_ZTtk

1 1
T, =—/|ii, ——s.,i'i"
ik 6}((1k 2 ik J

es interpretado como el tensor energia-momento del campo electromagné-
tico y y es una constante indeterminada.

donde

3.7.- Densidad lagrangiana dependiente de la curvatura homotética
Como hemos indicado, si la conexién no es simétrica, la curvatura

homotética V;, es independiente del tensor de Ricci R, , por tanto ambos

tensores son adecuados como argumentos de la densidad lagrangiana

L=L(R; .V ) (138)
Es posible elegir en vezde R,y V;, como argumentos otros tensores
Py =aR + PV

1
OQu =a'Ry + BV
que deben ser linalmente independiente
Las ecuaciones auxiliares del campo son obtenidas de (138), aunque
para hallar las ecuaciones de campo se necesitara especificar la densidad

lagrangiana. Al aplicar el principio de minima accion a (138)

ol ol
oI =8 \L(R;;, .V )dQ=|| —OR,, +——0V;, |[dQ=0,
J‘ ( ik k) J.(R[k k aV,‘k kJ
definimos una densidad tensorial antisimétrica
pik = 0L (139)
Vi

indiquemos que la densidad lagrangiana no puede depender exclusivamente
de ¥, , pues entonces sélo podriamos obtener la densidad tensorial A'*
que por ser antisimétrica no puede ser interpretada como el tensor métrico,
el cual necesita una parte simétrica para definir el elemento de linea. En
este tipo de teorias nos encontramos con tres campos, dos de ellos asocia-
dos a gik (uno su parte simétrica y el otro la antisimétrica) y a A% que
como hemos visto solo tiene parte antisimétrica. Por tanto, estas teorias
ademas de al campo gravitatorio y electromagnético puede acoger a un
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tercer campo que también es de caracter vectorial al igual que el electro-
magnético.
Con la definicion (139) el principio de minima accidén queda

51=[(g"oR, +h™ 5V, )dQ=0,

su resolucion se hace con las mismas técnicas usadas anteriormente, es
decir, aplicamos la identidad de Palatini, luego se integra por partes y se
aplica el teorema de Gauss. El primer sumando de la integral origina el
primer miembro de (119). Para resolver el segundo sumando de la integral
usamos la identidad de Palatini deducidaen 1.11

y tras integrar por partes

[a" sv,dQ=[D,(h*sT 2’ )d0-[D h"ST a0~
~[Dy(h*6T,*)dQ+ [ D™ ST JdQ+ [h¥ 25T 2dO)
ahora se aplica el teorema de Gauss (84)
[Di(h*oT 0 )d0=[h"sT J7,d0
[Di(n*sT 7 )d0=[h"*sT  PridQ
reuniendo todos los términos
A" 5V, d=[(2h"c, 2D, h™ + bz}, )5 16T, d Q
teniendo en cuenta lo deducido en 1.34 para D, A'* se encuentra
[h* sV, da=2[0, h* 55T, °dQ
que es el término que hay que sumarle a la ecuacion (119) que ahora queda

ki k ' ik k kr gi
53 gerr _53 Drg” _gl Ts +Dsg +gersr +2arh r§sl =0, (140)
contrayendo respecto a ky s

2 2 .
D H’:_ H’T +_a hlr
g 39 r T3
sustituyendo en (140)
D, g -g"r +35kg 7, +g"t, —551‘6 A" +250,A" =0 (141)

que es la ecuacion auxiliar correspondiente a la densidad lagrangiana (138).
De (141) podemos obtener las integrales primeras, al igual que en 3.5. El
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camino para hacerlo es primeramente introducir en (141) la conexion afin
estrellada, al igual que se hizo en 3.4, llegando al resultado

asgikJrgrkr’;SiJrgirrzrk_%gik(r* r+1—~’;rr)_

rs
2550 B 2510 h* =0
_5 sYr + sYr -
ahora se contrae i, s y luego £, s, los resultados se restan y queda
a . .
—k{g[”‘] +8h’k} =0
Ox
que es la generalizacion de (126) cuando en la densidad lagrangiana tam-
bién aparece la curvtura homotética. Esta ecuacion puede cambiar si se
utilizan como argumentos de la densidad lagrangiana P, y O;; que hemos
definido antes.
Para hallar las ecuaciones de campo aplicamos (139) para lo que nece-
sitamos conocer la densidad lagrangiana, que vamos especualitvamente a
elegir como

L=2 ety + 2 \det?, (142)

donde Ay A’ son constantes indeterminadas. (142) es una densidad escalar
y con la dependencia funcional requerida. La ecuacion de campo que se
deriva de (116) ya la hemos obtenido y es la (121). Ahora tenemos que
aplicar (139) a la densidad lagrangiana (142) y obtener el otro conjunto de
ecuaciones de campo.

La técnica a usar es la descrita en 2.5, excepto que se cambia el tensor
de Ricci por la curvatura homotética, la densidad g’ ¥ por A'* ylaconstan-
te A por A’

Vie = Ahy
que dado el caracter antisimétrico de ambos términos son 6 ecuaciones a
afiadir a (121), incrementandose también en 6 las funciones a determinar.
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