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Sinopsis. En el año 1943 Erwin Schrödinger inició una serie de publicaciones de lo que llamó Teoría Unitaria

de Campo, con la que pretendía unificar los campos gravitatorio, electromagnético y mesónico sobre una

base geométrica. En este artículo que, es continuación de [36] y [37], analizamos la tercera de las teorías

puramente afín de Schrödinger (Schrödinger-III), que basó en una conexión asimétrica sin ningún

condicionamiento y capaz de acomodar los citados tres campos que quería unificar.

Abstract. In 1943 Erwin Schrödinger began a series of publications on Unitary Field Theory, with which

wanted to unify the gravitational, electromagnetic and mesonics fields on a geometric basis. In this article,

which is a continuation of [36] and [37], we analyze the third of the purely affine theories Schrödinger

(Schrödinger-III), where he used a connection asymmetric capable of accommodating the unification of the

three fields.
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1.- Introducción

Durante los años cuarenta del siglo pasado Erwin Schrödinger desarrolló una amplia investigación sobre lo

que hoy llamamos teoría puramente afín, un proyecto que tiene sus antecesores en Weyl, Eddington y principal-

mente Einstein a quien hay que considerar como el primero que desarrolló una teoría de estas características en

varios trabajos publicados en el año 1923. Schrödinger, al igual que antes Einstein, consideró como el principal

elemento geométrico la conexión, cuyas componentes son los únicos potenciales de los campos, debiendo la

densidad lagrangiana depender de esta conexión y de sus derivadas primeras. El tensor métrico aparece como

magnitud derivada y por tanto en un segundo nivel con relación a la conexión.

El primer trabajo de Schrödinger sobre este asunto data del año 1943, posteriormente fue formulando distin-

tas teorías cada vez más generales. La teoría que denominamos Schrödinger-I la examinamos en [36] y consi-

dera una conexión simétrica. Si bien en esta investigación Schrödinger pudo formular las ecuaciones de campo

sólo logró la unificación de la gravitación y del electromagnetismo. El proyecto de Schrödinger era incluir en esta

unificación el campo mesónico, en la época entendido como el responsable de las fuerzas de cohesión de las

partículas nucleares. Por esta razón Schrödinger se vio en la necesidad de generalizar Schrödinger-I.

En esta investigación sobre teoría unitaria de campo Schrödinger quería obtener tres conjuntos de intensida-

des de campo que sirvieran para la descripción de los campos gravitatorio, electromagnético y mesónico. Mien-

tras que el primero tiene que venir descrito (tal como ocurre en Relatividad General) por un tensor de segundo

orden simétrico, los dos restantes que corresponden a campos vectoriales, vienen descritos por sendos tensores

de segundo orden antisimétricos.

En su primera teoría puramente afín formulada en 1943 Schrödinger partió de una densidad lagrangiana que

dependía de las componentes simétricas y antisimétricas del tensor de Ricci, que se derivan de una conexión

simétrica. De esta densidad lagrangiana se obtienen los tensores de las intensidades de campo gravitatorio y

electromagnético por las ecuaciones

;ik ik

ik ikR R

� �
� �
� �

g f
L L

pero no era posible obtener las intensidades del campo mesónico. (Las densidades escalares y tensoriales son

representadas con letras negritas).

La primera sugerencia de Schrödinger se inclinó en suponer la existencia de dos conexiones ambas simétri-

cas de las que se derivarían dos tensores de Ricci ikR y ikR� , que serían los argumentos de la densidad lagrangiana.

De esta manera se derivarían dos tensores antisimétricos de segundo orden: los asociados a 
ik

R  y a 
ik

R� ,

pero, a su vez, aparecerían dos tensores métricos, lo que no puede ser. Para evitar esta situación es necesaria

condicionar la dependencia funcional de la densidad lagrangina. Schrödinger supuso

; ;ik ik ik ik i k ikR R R R R R� � �� � � �L L
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entonces como

ik ikR R

� �
�

�� �

L L

el tensor métrico es único, existiendo a su vez dos tensores antisimétricos diferentes

;ik ik

ik ikR R

� �
� �

�� �
f m

L L

los cuales representarían al campo electromagnético y al mesónico.

Al final del artículo de 1943 [16] el mismo Schrödinger decía que había sido advertido por A. J. McConnell

que no era necesario duplicar la conexión afín porque la idea «aunque admisible era después de todo extraña» y

que si se partía de una conexión asimétrica, además de la parte simétrica de la conexión, existiría su parte

antisimétrica, las cuales podrían servir para acomodar los tres campos.

En la generalización que llamamos teoría Schrödinger-II publicada en 1944 bajo el título «La unión de los tres

campos fundamentales (gravitación, mesón, electromagnetismo)», Schrödinger consideró una conexión no si-

métrica, lo que permitía acomodar además del campo tensorial de la gravitación, dos campos vectoriales. No

obstante, y probablemente por razones simplificadoras, Schrödinger impuso la condición semisimétrica (ver

[37]) por la cual reducía a sólo cuatro las componetes de la parte antisimétrica de la conexión.

Si la conexión no es simétrica entonces surge un nuevo vector dependiente de las derivadas de la conexión.

Se trata de la curvatura homotética ikV , que en el caso especial de conexión simétrica coincide con la parte

antisimétrica del tensor de Ricci. Por tanto, Schrödinger-II considera una densidad lagrangiana con la dependen-

cia funcional

,, ikik ikR R V� ��
� 	

L L

de la cual se derivan los tres campos (uno tensorial y dos vectoriales).

El siguiente intento de Schrödinger se publicó en el año 1946 con el título «The general affine field laws». En

esta teoría que llamaremos Schrödinger-III [20] avanza en la generalización pues considera una conexión

asimétrica sin ninguna limitación. Al igual que en las teorías anteriores, también ésta es puramente afín en el

sentido de que el tensor métrico aparece como un elemento derivado, tomándose como potenciales de campo las

componentes de la conexión.

Schröndiger abordó esta tercera teoría descomponiendo la conexión en tres campos: las componentes simé-

tricas de la conexión, las componentes sin traza de la parte antisimétrica y un vector. Esta descomposición no

significa ninguna limitación de la conexión, pero nos permite simplificar los cálculos matemáticos.

Con esta teoría que a continuación analizamos, Schrödinger pretendía la unificación de los campos: gravitatorio,

electromagnético y mesónico. No obstante, en esta tercera teoría encuentra que los dos campos antisimétricos

que deben representar a los campos electromagnético y mesónico eran únicos y su identificación inequívoca, en

el sentido de que uno de los campos era estrictamente lineal como corresponde a las ecuaciones de Maxwell,

mientras que el otro campo antisimétrico no lo era y por tanto debía ser entendido como el campo de los

mesones.

Señalar, por último, que en Schröginder-III no se elige ninguna densidad lagrangiana, es decir sólo se tienen

en consideración la dependencia funcional de la densidad lagrangiana pero sin proponer ninguna función especí-

fica para ella. Esto significa que Schrödinger pudo encontrar las relaciones auxiliares que surgen en la teoría

puramente afín, o sea, expresiones que nos permiten relacionar la conexión con las intensidades secundarias de

campo y sus primeras derivadas.

Entiéndase que este trabajo es continuación de [36] y [37] por lo que se aconseja previamente su lectura. En

lo referente la matemática empleada seguimos la notación y las definiciones de [33].

2.- Las variables de campo

La teoría Schrödinger-III es una teoría puramente afín basada en una conexión asimétrica sobre la que no se

impone ninguna limitación. La conexión se descompone en parte simétrica y antisimétrica

r rr
pq pq pq

� � � � �

donde la parte antisimétrica r

pq
�  es un tensor de tercer orden. Si hacemos la definición

3
r

qrq
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podemos descomponer 
r

pq
�  en dos partes, una de ellas libre de traza r

pqW  y la otra dependiente del vector

qV

r r r r
pq p q q ppq

W V V� �� � � �

donde comprobamos que 0r
rqW �  y 0

r
qrW � . Notemos que qV  es igual a un tercio del vector de torsión.

Ahora es necesario expresar el tensor de Ricci y la curvatura homotética en función de estas nuevas varia-

bles: 
r

pq
� , 

r
pqW  y pV para posteriormente hacer la variación de la acción respecto a estas variables y aplicar

el principio de mínima acción.

Definiendo el tensor de Ricci y la curvatura homotética por la siguientes relaciones

, ,s

, ,

s s s tt s
ik i s tsis k ik tk ik

s s
i k sk i si k

R

V

� � �� � � � �� �

� � ��

se obtiene

* * * *

*
, ,

2 3 3

3

s s st
ik i k i k k i i k s i s sik tk ik

ik ik k i i k

R R D V D V V V D W W W V W

V V V V

� � � � � � �

� � �

el asterisco significa que el cálculo se realiza exclusivamente con la parte simétrica de la conexión.

Debemos notar que tenemos 68 variables de campo: 40 de 
r

pq
� , 24 de r

pqW  y 4 de qV . No obstante

existen las 4 restricciones 0
r

rqW � .

La densidad lagrangiana del campo tiene la dependencia funcional

, , ,si si sisi siR V R R V� �� �
� 	

L L L

lo que significa que depende de los anteriores potenciales de campo y de sus primeras derivadas. Las correspon-

dientes ecuaciones de campo se obtienen por el principio de mínima acción

0.I d� �� � ��L
Entendemos como intensidades de campo unas cantidades tensoriales que se derivan de los potenciales

(componentes de la conexión) y de sus derivadas, como son , , sisi siR R V  a las que denominamos intensida-

des de campo primarias. Definimos las intensidades de campo secundarias por

; ;ik ik ik

ikik ikR R V

� � �
� � �
� � �

L L L
g f v

siendo ikg  una densidad tensorial simétrica; ikf  y ikv son densidades tensoriales ambas antisimétricas. La

aplicación del principio de mínima acción exige el uso de los multiplicadores de Lagrange ip  (con lo que se tiene

en consideración la restricción 0r
rqW � ) de tal forma que tenemos

0.
kik ik ik i

ik kiik ikI R R V W� � � � �� � � � �� g f v p (2)

3.- Variación respecto a 
r

pq
�

Vamos a calcular la variación (2) realizada respecto al primer conjunto de variables de campo r

pq
� . Para

ello usamos las siguientes identidades de Palatini

* * * *

* * *

1 1

2 2
1 1

.
2 2

s s s
i k sik ks is ik

s s
k iik is ks

R D D D

R D D

� � � �

� � �

� � � � � �

� � � �

De (1) se deduce que las partes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci son

* * *

* * * *

3 3
3

2 2
1

3
2

st
k i i k i k is tkik ik

s s
i k k i s sik ikik ik

R R D V D V V V W W

R R D V D V D W V W

� � � � �

� � � � �

de donde se deduce

* * * *

* *

1 1
3 3

2 2

3

s s s s sik ik ik ik ik ik ik
s i k s sik ik ik ks is ik ik

s s sik ik ik
i s sks ik ik

R R V D D D V

D D V

� � � � � � �

� � �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � �

g g g g g g g

g g g
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y también calculamos

* *

* * *

1 1

2 2

2 .

s s t s s t tik i k ik ik ik ik s
k i i tik tkik is ks t s is ks

s s sik ik ik i k
ik i k isk s i sk

R D D W W W

V D D D

� � � � � �

� � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � �

f f f f f f

v v v v

La expresión resultante de sumar (3) y (4) se llevan a (2) y luego se aplica el teorema de Gauss, así por

ejemplo, integrando por partes el primer sumando de (3)

* * *1 1 1

2 2 2

s s sik ik ik
i i iks ks ks

D d D d D g d� � �� �� � � � �� � �
� 	� � �g g

y ahora se aplica el teorema de Gauss a la primera integral del segundo miembro

* s sik ik
i iks ks

D d g dS� �� �� � � �
� 	� �g

que es nulo si suponemos que la variación arbitraria de la conexión se anula en los límites de la integral de

superficie. Nótese que definimos un tensor de segundo orden ikg  tal que cumpla ik ik
g g�g  donde g es el

determimante de ikg  componentes que son a su vez son definidas por la relación rk k
ik ig g �� .

Aplicando el teorema de Gauss con los restantes sumandos de (3) y (4)

* * * *

*

1 1
3

02 2

2

ik i tk ik k i t i t k
ss s t s s t s t

ik
i r t k i t k tk i i tk
s r t s t ts s t

D D V D D
d

W W W D

� � �
�

� �

� 	
� � � � �
 � � � �


 �
� � � �� 


�
g g g f f

f f f v

antes de tener en cuenta la arbitrareidad de la variación de la conexión, hay que advertir que como es simétrica

encontramos que si i k�

> 0
s sik ik ki ik ki

ik ik
b b b i k b b� �� � � � � � �

porque si i k�  entonces todas las s

ik
� �  son independientes. Si embargo si i k�  entonces

0 0
si i i i i i i i

i i
b b b b� � 
 � 
 � �

en resumen

0.
s sik ik ki ik ki

ik ik
b b b i k b b� �� � 
 � � � 
 �

Aplicando esta última propiedad encontramos que del principio de mínima acción se obtiene

* * * * *

* *

2 6

2 2 2 2 0.

ik i tk k ti ik k it i kt
s s t s t s s t s t

i rt k k rt i i t k kt i i tk k ti
s rt s rt st st s t s t

D D D V D D

W W W W D D

� � � �

� � � �

� � � � � �

� � � � � � �

g g g g f f

f f f f v v

Al contraer (5) respecto a los índices s, i

* * *2 5 3 10 3ks sk k t r t k tk
s s t rt tD g V D W D� � � �g f f v

al sustituir en (5) se obtiene

* 1 2 1 2
3 0,

3 3 3 3

i k i k k rk k i i r i ik i t k kt i
s s r s r s st stD V V V W W� �

� � � �
� � � � � � � � � �� � � �

� � � �
g i r g i r g g f f

donde hemos hecho las definiciones
* *; .k kt k kt
t tD D� �i f r v

Como ktf  y ktv  son antisimétricos las fórmulas anteriores son equivalentes a

; .
kt kt

k k

t tx x

� �
� �

� �

f v
i r

Indiquemos por últimos que (7) es la primera de las tres ecuaciones auxiliares, que son aquellas que nos relacio-

nan las componentes de la conexión con 
ikg , ktf  y ktv  y sus derivadas primeras.

4.- Variación respecto a 
r

pq
W

De nuevo volvemos a (2) y variamos respecto a r
pqW  que es la componente sin traza de la parte antisimétrica

de la conexión. Analizando los distintos términos de (2) que intervienen en el cálculo se encuentra

* * * *
3 3

s s sik ik t ik t ik t tr k
is is i s srtk tk tkik

s s s s sik ik ik ik ik tk tk
s s s s s sik i k ik ik tkik

R W W W W W W W

R D W D W V W D W D V W

� � � �

� � � � � �

� � � �

� � � � � � � �

g g g g g

f f f f f f f
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k si t k
ski tkW W� � ��p p

ahora debemos de calcular la acción, tener en cuenta el teorema de Gauss y aplicar el principio de mínima

acción. Como s
tkW� es antisimétrico tendremos que

0
s sik ik ki ik ki

tk tkb W b b W i k b b� �� � � � � �

entonces

*2 6 0rk t tr k r t k kr t tk tk t k k t
sr sr sr sr s s s sW W W W D V � �� � � � � � � �g g + g g f f p p

para determinar el multiplicador de Lagrange, contraemos (8) respecto a t y s

*2
2

3

k sk sk
s sD V�� �p f f

resultado que sustituimos en (8) obteniendo

* 1 1
3 0

3 3

t k t k sk k t st rk t tr k tk
s s s s s rs sr sD V V W W V� �

� � � �
� � � � � � � �� � � �

� � � �
f i f i f g g f

que es el segundo conjunto de las ecuaciones auxiliares.

5.- Variación respecto a 
s

V

Finalmente obtenemos de (2) la ecuación correspondiente a la variación de los vectores qV

* * * *

* * *

* * * *

*

3 3 3 3
3 3

2 2 2 2
3 3

3 6
2 2

1 1 1 1
3

2 2 2 2
1

2

ik ik ik ik ik ik ik
k i k i i k i k i k k iik

ik ik ik ik
k i i k k k i

sik ik ik ik ik ik
k i k i i k i k sikik

ik
k

R D V D V D V D V V V V V

D V D V D V V

R D V D V D V D V W V

D V

� � � � � � �

� � �

� � � � � �

�

� � � � � � � �

� � � � �

� � � � � � �

�

g g g g g g g

g g g g

f f f f f f

f * *

* * * *

* * *

1
3

2

3 3 3 3

3 3 6

iik ik sk
i i k k isk

ik ik ik ik ik
ik i k i k k i k i

ik ik ik
i k k i k i

D V D W V

V D V D V D V D V

D V D V D V

� �

� � � � �

� � �

� � �

� � � � �

� � �

f f f

v v v v v

v v v

ahora se aplica el principio de mínima acción y teniendo presente el teorema de Gauss

* * *
3 6 3 6 0

iik i k ik sk i k
k k k kskD V D W D� � � � �g g f f v

que se simplifica con (6) quedando finalmente

* *4 0 4 0.ik it i i
k tD D� � � � �f v i v

al sustituir esta expresión en la anterior se obtiene

* * *3
3 6 3 0.

2

iik i k ik sk ik
k k k kskD V D W D� 
 
 
 �g g f f v

Notemos que las ecuaciones (7), (9) y (10) han sido halladas sin necesidad de conocer explícitamente la

densidad lagrangiana del campo, sólo hemos necesitado la dependencia funcional de la densidad lagrangiana.

Naturalmente las ecuaciones (7), (9) y (10) no son las ecuaciones de campo, son unas relaciones complementa-

rias que nos permite relacionar la conexión con los tensores ikg , ikv  y i kf y sus derivadas primeras.

6.- Ecuaciones de campo

Llamamos intensidades de campo primarias a los tensores

; ;ik ik ikik ik
R R V� �� �

entonces las ecuaciones de campo son

* * *

*
, ,

3 3
3

2 2

1 1
3

2 2

st
ik k i i k i k is tkik

s s

sk si s s
ik k i i k s sik iki k

R D V D V V V W W

V V D W V W
x x

�

�

� � � � �

� 	�� ��

 �� � � � � � �

 �� �
� 
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, , , ,3 3 3

s s

sk si s s
ik k i i k i k k isk sii k i k

V V V V V
x x x x

�� �� � �� � � �� � � � � � � � � �
� 	 � 	� � � �

a las que hay que añadir las ecuaciones complementarias (7), (9) y (10). Ciertamente para cada campo existen

dos conjuntos de intensidades de campo. Así la gravedad viene descrita por i kg  y i k� ; y los otros dos campos

antisimétricos por ikf  y ik� , y por ikv  y i kV . Los dos conjuntos de intensidades de campo se encuentran

relacionada por

; ;
ik ik ik

ik ik ikV� �

� � �
� � �
� � �

L L L
g f v

que podrán ser resueltas cuando se conozca la expresión de la densidad lagrangiana. Notemos que considera-

mos como intensidades de campo primitivas a ik� , ik�  y ikV , es decir la densidad lagrangiana es

, ,ik ik ikV� ��L L . También es posible encontrar la relación inversa, para ella calculamos la densidad

lagrangiana transformada de Legendre

ik ik ik
ik ik ikV� �� � � �L g f v L

y entonces

; ; .ik ik ikik ik ik
V� �

� � �
� � �
� � �

L L L

g f v

Es fácil ver el paralelismo de este razonamiento con el utilizado en la mecánica clásica. Si q, p representan

genéricamente las coordenadas y los momentos de una partícula entonces la equivalencia con nuestro razona-

miento es

; , , ; ; ; .
r ik ik ik

ik i k ikikq q V p� �� � � �� g f v

7.- Las nuevas intensidades de campo

Como hemos señalado, Schrödinger buscaba una teoría que describiera tres campos. Schrödinger-III consi-

gue con este objetivo y los tres campos podrían venir dados por las intensidades i kg , ikf  y 
ikv  o por las

intensidades adjuntas i k� , ik�  y i kV , lo que permite acomodar tanto el campo gravitatorio como el electromag-

nético y el mesónico.

No obstante, los dos campos antisimétricos no tienen que venir descritos forzosamente por las intensidades
ikf  y ikv , una combinación lineal de estas intensidades también cumpliría con el requisito de ser antisimétricos.

Buscamos, por tanto, unas nuevas intensidades de campo

11 12

21 22

ik ik ik

ik ik i k

a a V

V a a V

� �

�

� �

� �

lo que induce una transformación equivalente en las intensidades adjuntas. En efecto, la transformación inversa

de (12) es

22 12

21 11

ik ik ik

ik ik ik

a a V

V a a V

� �

�

� �

� � �
donde suponemos que el determinante de la matriz de los coeficientes de la transformación es la unidad. Por

definición

;
i k ik

ik ikV�

� �
� �
� �

L L
f v

entonces la transformación buscada es

22 21

12 11 .

ik ik ikik ik

ik ik ik ik ik

ik ik ikik ik

ik ik ik ik ik

V
a a

V

V
a a

V V V V

�

� � � �

�

�

� �� � �
� � � � �
� � � � �

� �� � �
� � � � � �
� � � � �

L L L
f f v

L L L
v f v

Como antes hemos señalado, buscamos unos nuevos campos antisimétricos capaces de describir el campo

electromagnético y el mesónico. O sea, tratamos que uno de los nuevos campos (por ejemplo 
ikV ) cumpla con

las ecuaciones lineales de Maxwell, entonces

0ik kr ri

r i k

V V V

x x x

� � �
� � �

� � �

8

(11)

(12)

(13)
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lo que se cumple si ikV  es un rotacional, pero dada la definición (11) de i kV esto sólo se cumplirá si ik i kV V�  es

decir si 21
0a � .

No parece muy razonable la relación 4 0
i i� �i v , Schrödinger señalaba al respecto que «sería totalmente

ridículo tener las divergencias de dos campos físicos fundamentales iguales entre sí». Como se debe de cumplir

el segundo conjunto de ecuaciones de Maxwell

* 0ik
kD �v

se podría tomar

1

4

ik ik ik� �v v f

entonces 
11 12

1, 1 4a a� � y como el determinante tiene que ser la unidad entonces 
22

1a � . Por tanto las

nuevas intensidades y sus adjuntas están relacionadas con las antiguas por

1
;

4
1

; .
4

ik ik ik ik ik

ik ik ik ik ik

V V V� �� � �

� � �v v f f f

Hemos identificado ikV  y i kv  con las intensidades electromagnéticas que cumplen las leyes de Maxwell *,

por lo tanto ikf  y ik�  serán las intensidades de campo mesónico.

8.- La conexión en la aproximación lineal

De las ecuaciones (7), (9) y (10) se pueden obtener las componentes de la conexión en función de las

intensidades ikg , ikv  y ikf y sus derivadas. A continuación vamos a hacer este cálculo pero en la aproxima-

ción lineal.

De (9) se sigue que k
stW  es de primer orden respecto a itf , por tanto en (7) pueden despreciarse los

términos it k
stWf  y kt i

stWf  ya que son de segundo orden. Si además tenemos en cuenta que por (10)

1 2 1

3 3 6

k k k� �i r i

entonces (7) se simplifica a la expresión

* 1 1
3

6 6

ik i rk k k ri i ik
s s r s r sD V V V� �

� � � �
� � � � �� � � �

� � � �
g g i g i g

de donde podemos deducir las componentes de la parte simétrica de la conexión. Para ello se tiene en cuenta

que cuando existe una métrica simétrica, como es nuestro caso, la conexión se descompone según

r r p
ik ikik

L X� � �

donde r
ikL  son los símbolos de Christoffel y p

ikX  es un tensor simétrico respecto a sus índices inferiores.

Debemos de notar que la derivada covariante del tensor métrico, cuando se utiliza como conexión los símbolos

de Christoffel, es nula por definición de estos símbolos, entonces la derivada covariante de la densidad del tensor

métrico es

* * 1

2

i k ik ik pq r r rk i i r k
s s pr qs rq ps rs rsD D g g g g g g X g X g g X g X� � � � � �g

donde hemos tenido en cuenta que

* *1
,

2

pq
s s pqD g gg D g�

simplificando (17) queda

* ik ik q rk i ir k
s qs rs rsD g g X g X g X� � 
 
g

9

(14)

(15)

(16)

(17)

* Las ecuaciones de Maxwell puestas en función del tensor de campo electromagnético 
ik

F  son

*0; 0 ,ikik kr ri

kr i k

F F F
D

x x x

� � �
� � � �

� � �
F

por tanto se tiene que cumplir que 
ik ik

g V�v  si se quiere que (13) y (14) sean las ecuaciones de campo electromagné-

tico, esto se consigue si la densidad lagrangiana del campo electromagnético es ik

ik
g V V�L , puesto que entonces

ik ik

ik
V gV� � � �v L .
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multiplicando por kp img g

* ik q
kp im s psm msp mp qsg g D g X X g X� � �g

permutando los índices de la anterior expresión encontramos

*

*

*

q ik
psm msp mp qs kp im s

q ik
mps spm sm qp km is p

q ik
smp pms ps qm ks ip m

g X X g X g g D

g X X g X g g D

g X X g X g g D

� � �

� � �

� � �

g

g

g

sumando la primera con la tercera y restándole la segunda obtenemos

* * *
2

q q q ik ik ik
msp mp qs ps qm sm qp kp im s ks ip m km is pg X g X g X g X g g D g g D g g D� � � � � �g g g

donde hemos considerado el carácter simetrico de p
ikX  y de ikg . Ahora multiplicando la anterior expresión

por pn
g  queda

* * *
2

n n q n q pn q n ik n ik pn ik
ms m qs s qn sm qp k im s i ks m km is pg X X X g g X g D g D g g g D� � � �� � � � � �g g g

contrayendo respecto a los índices n, s

*1

2

s ik
ms ik mgX g D� � g

que al sustituir en (18) da

* * *1 1 1
2 .

2 2 2

ik ik ik
msp kp im ik mp s ks ip ps ik m km is sm ik pg X g g g g D g g g g D g g g g D

� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

g g g

A continuación sustituimos (16) en la expresión anterior

1 1 1

4 12 12
msp ms p ps m m mp s sX g i g V i g V i

� � � �
� � � � � �� � � �

� � � �
y finalmente encontramos que la parte simétrica de la conexión es

1 1 1

4 12 12

n n n n n
ms ms s m m m s sms

L g i V i V i� �
� � � �

� � � � � � �� � � �
� � � �

expresión válida en la aproximación lineal.

El siguiente paso es obtener p
ikW  para ello sustituimos (19) en (9) y seguimos en la aproximación lineal.

Primeramente vamos a calcular

* * * * * *1

2

ik ik ik ik pq ik ik
s s s s s pq sD D g f D g f gD f gg f D g gD f� � 
 � 
f

igual que hemos hecho en el epígrafe anterior, descomponemos la conexión y la expresión anterior quedando

* * * *

1

2

ik ik ik ik
s s s s

pq ik r r ik rk i ir k
pr qs rq ps s rs rs

D D g f D g f gD f

gg f g X g X g D f f X f X

� � � �

� � � � � �

f

donde D  representa la derivada covariante calculada respecto a los símbolos de Christoffel. Como estamos en

la aproximación lineal los términos del tipo i f�  no los consideramos por ser de segundo orden, entonces de (19)

tenemos
n n n n

ms s m m sms
L V V� �� � � �

en esta aproximación

* 1
2 2

2

3

ik pq ik ik ik i rk k ir
s pq s ps q qs p s s s r s r

ik ik i rk k ir
s s s r s r

D g g f g V g V g V g D f f V f V f V

g f V g D f g f V g f V

� �

� �

� � � � � � � � �

� � � � �

f

insertando este resultado en (9)

1 1
0

3 3

t k t k k t rk t tr k
s s s rs srD f i i g W g W� �� � � � �

en donde observamos que ha desparecido la dependencia del vector qV . Multiplicando la anterior expresión por

tm kng g y teniendo en cuenta que 0ikDg �  llegamos a

(18)

(19)
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1 1
0

3 3
s mn sm n sn m nsm snmD f g i g i W W� � � � �

y permutando los índices encontramos las tres ecuaciones

1 1
0

3 3
1 1

0
3 3
1 1

0
3 3

s mn sm n sn m nsm smn

n sm ns m nm s mns nsm

m ns mn s ms n smn mns

D f g i g i W W

D f g i g i W W

D f g i g i W W

� � � � �

� � � � �

� � � � �

sumando la segunda con la tercera y restándole la primera queda

1 1 1

2 3 3
mns n sm m ns s mn sm n sn mW D f D f D f g i g i� � 
 � � 


o bien en forma mixta

1 1 1

2 3 3

r rs r r
mn n sm m ns s mn m n n mW g D f D f D f i i� �� � � � � �

que conjuntamente con (19) son las expresiones íbamos buscando que nos relaciona las componentes de la

conexión con las densidades tensoriales ktf  y ktv  y sus primeras derivadas.

9.- Las ecuaciones de campo mesónico en la aproximación lineal

Las ecuaciones del campo de mesones se deducen de (11) y (12)

*
, ,

1 5
3

4 4

s s

sk s i s s
ik k i i k s sik iki k

V V D W V W
x x

�

� 	�� ��

 �� � � � � � �

 �� �
� 


a la que tenemos que añadir

* .
kt

kt k k
t t

D
x

�
� � �

�

f
f i i

Vamos a modificar la ecuación de campo (21) para el caso de la aproximación lineal. Para ello tenemos que

de (19) se obtiene

ln 1
5

6

m
s sms s

g
i V

x

�
� � � �

�
que conjuntamente con (20) se sustituye en (21). Para hacer este largo cálculo empezamos evaluando * s

s ikD W que

aparece en (21)

* s s t s ts t s
s s ts is i tik ik i k tk ksD W D W W X W X W X� � � �

como no tenemos en cuenta los términos W i�  por de ser de segundo orden nos quedaría

n n n
ms s m m sX V V� �� �

entonces

5 3
t s t t t t ts t s

ts is i t t t t tik tk ks ik ik ik ikW X W X W X V W W V W V W V� � � � � �

donde hemos tenido en cuenta que 0
t

tkW � , encontramos por tanto

*
, ,

1 1
3 .

2 3

s ts t
s s k ti s i kt s t ik i k k i tik ikD W g D D f D D f D D f i i V W� � � � � � �

Llevando este resultado a (21) encontramos finalmente

, ,
3 1

8 2

st
ik k i i k s k ti s i kt s t iki i g D D f D D f D D f� � � � � � �

que corresponde a la ecuación de campo mesónico para el caso de campo débil donde será válida la aproxima-

ción lineal.

En su investigación Schrödinger notó el parecido de (23) con la ecuación de Proca que describe un campo

másico de spin la unidad. Se puede percibir mejor esta similitud en el caso de ausencia de campo gravitatorio (en

rigor estaríamos en el supuesto de que el campo gravitatorio es muy débil, puesto que la existencia de ikf
produce gravedad). Entonces eligiendo coordenadas cartesianas tendremos que los símbolos de Christoffel se

(20)

(21)

(22)

(23)
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anulan y el tensor métrico se reduce al tensor métrico de Minkowski, por tanto las derivadas covariantes kD
quedan sustituidas por derivadas parciales

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

s s
i ks t s s

s k t i s i k t s k i t i s i k k s i s

f f
g D D f D D f D D f f D D f

x x x x

� � � �� �� �
� � � �� � � � �
� � � �� � � �� � � �

esto significa que los sumandos anteriores los podemos unir con los del primer sumando de (23) de tal forma que

si tenemos presente que para el caso de coordenadas cartesianas se cumple

*

ssks ks
kk ks k k k

s k ks s s s

fff
D i i i

x x x x

��� �
� � � � � � � � � �

� � � �

f
i f i

(23) nos queda

2

, , , ,

1 1 1 1
.

8 2 8 2

st ik
ik k i i k s t ik k i i k t

t

f
i i g D D f i i

x x
�

�
� � � � � �

� �

Si imponemos la condición gauge Lorentz 0k ki x� � � , entonces

2 2 2
1 1 3

8 2 8

ik i i i

k t k
k k t k

i i i

x x x x x x x

�� � � �
� � � �

� � � � � � �

ahora bien, en la aproximación lineal que estamos considerando 
ik ikf� �� donde ��es una constante de propor-

cionalidad, entonces la ecuación del campo de mesones queda

2
8

0
3

ii

k
k

i
i

x x

��
� �

� �

que es exactamente la ecuación Proca en la gauge Lorentz y con 8 3�� representando la masa al cuadrado del

mesón.

En la investigación que analizamos, Schrödinger advertía que las intensas fuerzas nucleares que se darían a

escalar nuclear haría que la ecuación de los mesones no se ajustara a la aproximación lineal, por lo que la

identificación de sus ecuación mesónica con la de Proca la entendía como una prueba de control de su teoría

unificada.

10.- Ecuaciones de campo gravitatorio

La ecuación de campo gravitatorio es la primera de las ecuaciones (11). Nos queda por investigar si de estas

ecuaciones se obtienen las correspondientes a la Relatividad General. Desarrollándola se tiene

* *1 3 3
3

2 2 2

s s s

ik i s ks t s t s st
ik k i i k i k i s tkis tk ik tss k i

D V D V V V W W
x x x

�

� ��� �� ��
� �� � � � � � � �� � � � � �
� �� � �
� �

en donde sustituimos (22) y (19) que ahora ponemos en la forma

1 1 1

4 12 12

n n n n n n
ms ms s m m m s s msms

L g i V i V i� �
� � � �

� � � � � � � ��� � � �
� � � �

donde n
ms�  es un tensor simétrico en el que se encuentran agrupados los términos que habíamos despreciado

cuando hicimos la aproximación lineal. Para realizar este cálculo vamos a elegir un sistema localmente geodési-

co en el que 0
s

ikL �  y por tanto son nulas las derivadas parciales del tensor métrico.

1 1

2 24

s s ss t
ik ik s k s i i i s i kik sk tkR D D D W W i i� � � � � � � � � �

ikR  es el tensor de Ricci calculado con los símbolos de Christoffel y como antes D  es la derivada covariante

utilizando para su cálculo s
ikL ; en el sistema localmente geodésico elegido coincide la derivada covariante D

con la derivación parcial.

Multiplicando (24) por ikg  obtenemos la curvatura escalar R y entonces

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

4 2 24 2

s spq pq s s
ik ik ik i k pq s ik s pq k s i iik sk

spq s s t pq t s s
ik p sq q sp is ik ps tq i k ik stk

R g R g g D g g D D D

g g D D W W g g W W i i g i i

� �� � � � 
 � 
 � 
 � 
 �

� �
� 
 � 
 � � � �� �

� �
Como , ,ik ik ikV� ��L L entonces se cumple la propiedad (ver [33])

(24)

(25)
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1

2

k
iq iq iq q

ik ik ik

V
V

� � �
� �

� � �
� � �

� � �

L L L
L

que en nuestro caso toma la forma

1 1

2 2

ik ik ik k ik k ik ik
iq iq iq q iq q iq iqV g f v V

g
� � � � � �� � � � � � �g f v L L

de (26) también se deduce

1
.

2

mn mn
ik ik ni mk ni mkg g f g v V

g
� �� � �L (27)

Llevamos (26) y (27) a (25)

1 1 1 1

2 2 22

mn pq mn pq
ik ik ik ni mk ik pq ni mk ik pq ikR g R g g f g f g v V g v V Y

g
� �� � � � � � � �L

siendo i kY  un tensor dependientes solamente de las g y las f

1 1 1

24 2 2

1 1 1
.

2 2 4

ss t pq t s
ik i k ik s i s ik ps tqtk

s spq s s pq s s
s ik s pq k s i i ik p sq q spik sk

Y i i g i i W W g g W W

D g g D D D g g D D

� �
� � � � � �� �

� �

� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � 


(28) es  por tanto la ecuación de campo gravitatorio que se deduce de la teoría Schrödinger-III. En el caso de

ausencia de campo electromagnético y mesónico se reduce a la correspondiente ecuación de la Relatividad

General. Si por ejemplo gR�L  entonces encontramos 0ikR � . Si además existiera un término del tipo

2 g��L  nos encontraríamos con la ecuación 0ik ikR g�
 �  que corresponde a la Relatividad General con

término cosmológico.

Notemos que tanto el campo electromagnético (que viene dado por 
ikV  o por su conjugada ikv ) como el

mesónico (cuya intensidad es 
ik�  o su conjugada ikf ) son fuentes de campo gravitatorio.

11.- Conclusiones

La tercera de las teorías de campo unificado que Schrödinger desarrolló durante los años cuarenta del siglo

pasado y que presentamos en este trabajo, parte de una conexión asimétrica. La densidad lagrangiana debe

depender de la conexión y de sus derivadas primeras, lo que se consigue a través de dos tensores: el tensor de

Ricci y la curvatura homotética . Si bien el tensor de Ricci se descompone en parte simétrica ( ikR ) y antisimétrica

( ik
R ) la curvatura homotética ( ikV ) es antisimétrica. Esto significa que tenemos tres conjuntos de intensida-

des de campo (en el sentido que se derivan por diferenciación de los potenciales que son las componentes de la

conexión) que nos sriven para describir tres campos: uno tensorial y dos vectoriales.

Al igual que en investigaciones anteriores. Schrödinger obtiene un conjunto de relaciones auxiliares sin nece-

sidad de conocer explícitamente la densidad lagrangiana, sólo requiere conocer su dependencia funcional. Estas

relaciones auxiliares son las que relacionan a la conexión con las intensidades de campo ikg , ikf y ikv  y sus

derivadas primeras y no son las ecuaciones de campo, puesto que para obtener éstas es necesario conocer

explícitamente la densidad lagrangiana.

Al igual que en los trabajos que precedieron al que ahora analizamos, Schrödinger utiliza dos conjuntos de

intensidades de campos, adjuntas unas de otras, a saber los ikg , ikf y ikv , y ,ik ikik ik
R R� �� � y ikV y

que se relacionan entre sí a través de la densidad lagrangiana. En la teoría que hemos llamado Schrödinger-III

no se establece ninguna densidad lagrangiana, lo que significa que no se dan las relaciones que ligan las intensi-

dades primarias de campo ( ik� , ik� , ikV ) con las intensidades secundarias ( i kg , ikf , ikv ).

Como hemos dicho, de esta teoría surgen dos intensidades de campo representados por tensores de segundo

orden antisimétrico. Para Schrödinger no sólo el campo electromagnético sino también el campo de mesones

vienen dados por tensores antisimétricos pero cualquier combinación lineal de estos campos antisimétricos, al

ser también antisimétricos, podrían igualmente representar a los dos campos físicos. No obstante teniendo en

cuenta que el campo electromagnético es un campo lineal que se ajusta a las ecuaciones de Maxwell, es posible

encontrar una única combinación de tensores de intensidad de campo uno de ellos con las adecuadas caracterís-

ticas del campo electromagnético, lo que significa que el otro campo debe ser el mesónico.

Schrödinger expresa las ecuaciones de campo pero en función de los dos conjuntos de intensidades de

campo, los primarios y los secundarios, puesto que a falta de una densidad lagrangiana específica es imposible

relacionar ambos conjuntos de tensores.
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De Schrödinger-III se deducen las habituales ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo así como las
ecuaciones de la Relatividad General. Schrödinger analiza las ecuación de campo mesónico y obtiene las corres-
pondientes ecuaciones en la aproximación de campo débil. Esta ecuación es idéntica a la de Proca que repre-
senta a un campo másico de spin 1.

En todo nuestro análisis aunque hemos seguido el trabajo de Schrödinger hemos hecho todos los cálculos
explícitos, explicando detenidamente todo el razonamiento matemático, lo que está ausente en el trabajo original
de Schrödinger.
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Sinopsis. En el año 1943 Erwin Schrödinger inició una serie de publicaciones de lo que llamó Teoría Unitaria

de Campo, con la que pretendía unificar los campos gravitatorio, electromagnético y mesónico sobre una

base geométrica. En este artículo que, es continuación de [36] y [37], analizamos la tercera de las teorías

puramente afín de Schrödinger (Schrödinger-III), que basó en una conexión asimétrica sin ningún

condicionamiento y capaz de acomodar los citados tres campos que quería unificar.

Abstract. In 1943 Erwin Schrödinger began a series of publications on Unitary Field Theory, with which

wanted to unify the gravitational, electromagnetic and mesonics fields on a geometric basis. In this article,

which is a continuation of [36] and [37], we analyze the third of the purely affine theories Schrödinger

(Schrödinger-III), where he used a connection asymmetric capable of accommodating the unification of the

three fields.
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1.- Introducción

Durante los años cuarenta del siglo pasado Erwin Schrödinger desarrolló una amplia investigación sobre lo

que hoy llamamos teoría puramente afín, un proyecto que tiene sus antecesores en Weyl, Eddington y principal-

mente Einstein a quien hay que considerar como el primero que desarrolló una teoría de estas características en

varios trabajos publicados en el año 1923. Schrödinger, al igual que antes Einstein, consideró como el principal

elemento geométrico la conexión, cuyas componentes son los únicos potenciales de los campos, debiendo la

densidad lagrangiana depender de esta conexión y de sus derivadas primeras. El tensor métrico aparece como

magnitud derivada y por tanto en un segundo nivel con relación a la conexión.

El primer trabajo de Schrödinger sobre este asunto data del año 1943, posteriormente fue formulando distin-

tas teorías cada vez más generales. La teoría que denominamos Schrödinger-I la examinamos en [36] y consi-

dera una conexión simétrica. Si bien en esta investigación Schrödinger pudo formular las ecuaciones de campo

sólo logró la unificación de la gravitación y del electromagnetismo. El proyecto de Schrödinger era incluir en esta

unificación el campo mesónico, en la época entendido como el responsable de las fuerzas de cohesión de las

partículas nucleares. Por esta razón Schrödinger se vio en la necesidad de generalizar Schrödinger-I.

En esta investigación sobre teoría unitaria de campo Schrödinger quería obtener tres conjuntos de intensida-

des de campo que sirvieran para la descripción de los campos gravitatorio, electromagnético y mesónico. Mien-

tras que el primero tiene que venir descrito (tal como ocurre en Relatividad General) por un tensor de segundo

orden simétrico, los dos restantes que corresponden a campos vectoriales, vienen descritos por sendos tensores

de segundo orden antisimétricos.

En su primera teoría puramente afín formulada en 1943 Schrödinger partió de una densidad lagrangiana que

dependía de las componentes simétricas y antisimétricas del tensor de Ricci, que se derivan de una conexión

simétrica. De esta densidad lagrangiana se obtienen los tensores de las intensidades de campo gravitatorio y

electromagnético por las ecuaciones

;ik ik

ik ikR R

� �
� �
� �

g f
L L

pero no era posible obtener las intensidades del campo mesónico. (Las densidades escalares y tensoriales son

representadas con letras negritas).

La primera sugerencia de Schrödinger se inclinó en suponer la existencia de dos conexiones ambas simétri-

cas de las que se derivarían dos tensores de Ricci ikR y ikR� , que serían los argumentos de la densidad lagrangiana.

De esta manera se derivarían dos tensores antisimétricos de segundo orden: los asociados a 
ik

R  y a 
ik

R� ,

pero, a su vez, aparecerían dos tensores métricos, lo que no puede ser. Para evitar esta situación es necesaria

condicionar la dependencia funcional de la densidad lagrangina. Schrödinger supuso

; ;ik ik ik ik i k ikR R R R R R� � �� � � �L L
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entonces como

ik ikR R

� �
�

�� �

L L

el tensor métrico es único, existiendo a su vez dos tensores antisimétricos diferentes

;ik ik

ik ikR R

� �
� �

�� �
f m

L L

los cuales representarían al campo electromagnético y al mesónico.

Al final del artículo de 1943 [16] el mismo Schrödinger decía que había sido advertido por A. J. McConnell

que no era necesario duplicar la conexión afín porque la idea «aunque admisible era después de todo extraña» y

que si se partía de una conexión asimétrica, además de la parte simétrica de la conexión, existiría su parte

antisimétrica, las cuales podrían servir para acomodar los tres campos.

En la generalización que llamamos teoría Schrödinger-II publicada en 1944 bajo el título «La unión de los tres

campos fundamentales (gravitación, mesón, electromagnetismo)», Schrödinger consideró una conexión no si-

métrica, lo que permitía acomodar además del campo tensorial de la gravitación, dos campos vectoriales. No

obstante, y probablemente por razones simplificadoras, Schrödinger impuso la condición semisimétrica (ver

[37]) por la cual reducía a sólo cuatro las componetes de la parte antisimétrica de la conexión.

Si la conexión no es simétrica entonces surge un nuevo vector dependiente de las derivadas de la conexión.

Se trata de la curvatura homotética ikV , que en el caso especial de conexión simétrica coincide con la parte

antisimétrica del tensor de Ricci. Por tanto, Schrödinger-II considera una densidad lagrangiana con la dependen-

cia funcional

,, ikik ikR R V� ��
� 	

L L

de la cual se derivan los tres campos (uno tensorial y dos vectoriales).

El siguiente intento de Schrödinger se publicó en el año 1946 con el título «The general affine field laws». En

esta teoría que llamaremos Schrödinger-III [20] avanza en la generalización pues considera una conexión

asimétrica sin ninguna limitación. Al igual que en las teorías anteriores, también ésta es puramente afín en el

sentido de que el tensor métrico aparece como un elemento derivado, tomándose como potenciales de campo las

componentes de la conexión.

Schröndiger abordó esta tercera teoría descomponiendo la conexión en tres campos: las componentes simé-

tricas de la conexión, las componentes sin traza de la parte antisimétrica y un vector. Esta descomposición no

significa ninguna limitación de la conexión, pero nos permite simplificar los cálculos matemáticos.

Con esta teoría que a continuación analizamos, Schrödinger pretendía la unificación de los campos: gravitatorio,

electromagnético y mesónico. No obstante, en esta tercera teoría encuentra que los dos campos antisimétricos

que deben representar a los campos electromagnético y mesónico eran únicos y su identificación inequívoca, en

el sentido de que uno de los campos era estrictamente lineal como corresponde a las ecuaciones de Maxwell,

mientras que el otro campo antisimétrico no lo era y por tanto debía ser entendido como el campo de los

mesones.

Señalar, por último, que en Schröginder-III no se elige ninguna densidad lagrangiana, es decir sólo se tienen

en consideración la dependencia funcional de la densidad lagrangiana pero sin proponer ninguna función especí-

fica para ella. Esto significa que Schrödinger pudo encontrar las relaciones auxiliares que surgen en la teoría

puramente afín, o sea, expresiones que nos permiten relacionar la conexión con las intensidades secundarias de

campo y sus primeras derivadas.

Entiéndase que este trabajo es continuación de [36] y [37] por lo que se aconseja previamente su lectura. En

lo referente la matemática empleada seguimos la notación y las definiciones de [33].

2.- Las variables de campo

La teoría Schrödinger-III es una teoría puramente afín basada en una conexión asimétrica sobre la que no se

impone ninguna limitación. La conexión se descompone en parte simétrica y antisimétrica

r rr
pq pq pq

� � � � �

donde la parte antisimétrica r

pq
�  es un tensor de tercer orden. Si hacemos la definición

3
r

qrq
V� �
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podemos descomponer 
r

pq
�  en dos partes, una de ellas libre de traza r

pqW  y la otra dependiente del vector

qV

r r r r
pq p q q ppq

W V V� �� � � �

donde comprobamos que 0r
rqW �  y 0

r
qrW � . Notemos que qV  es igual a un tercio del vector de torsión.

Ahora es necesario expresar el tensor de Ricci y la curvatura homotética en función de estas nuevas varia-

bles: 
r

pq
� , 

r
pqW  y pV para posteriormente hacer la variación de la acción respecto a estas variables y aplicar

el principio de mínima acción.

Definiendo el tensor de Ricci y la curvatura homotética por la siguientes relaciones

, ,s

, ,

s s s tt s
ik i s tsis k ik tk ik

s s
i k sk i si k

R

V

� � �� � � � �� �

� � ��

se obtiene

* * * *

*
, ,

2 3 3

3

s s st
ik i k i k k i i k s i s sik tk ik

ik ik k i i k

R R D V D V V V D W W W V W

V V V V

� � � � � � �

� � �

el asterisco significa que el cálculo se realiza exclusivamente con la parte simétrica de la conexión.

Debemos notar que tenemos 68 variables de campo: 40 de 
r

pq
� , 24 de r

pqW  y 4 de qV . No obstante

existen las 4 restricciones 0
r

rqW � .

La densidad lagrangiana del campo tiene la dependencia funcional

, , ,si si sisi siR V R R V� �� �
� 	

L L L

lo que significa que depende de los anteriores potenciales de campo y de sus primeras derivadas. Las correspon-

dientes ecuaciones de campo se obtienen por el principio de mínima acción

0.I d� �� � ��L
Entendemos como intensidades de campo unas cantidades tensoriales que se derivan de los potenciales

(componentes de la conexión) y de sus derivadas, como son , , sisi siR R V  a las que denominamos intensida-

des de campo primarias. Definimos las intensidades de campo secundarias por

; ;ik ik ik

ikik ikR R V

� � �
� � �
� � �

L L L
g f v

siendo ikg  una densidad tensorial simétrica; ikf  y ikv son densidades tensoriales ambas antisimétricas. La

aplicación del principio de mínima acción exige el uso de los multiplicadores de Lagrange ip  (con lo que se tiene

en consideración la restricción 0r
rqW � ) de tal forma que tenemos

0.
kik ik ik i

ik kiik ikI R R V W� � � � �� � � � �� g f v p (2)

3.- Variación respecto a 
r

pq
�

Vamos a calcular la variación (2) realizada respecto al primer conjunto de variables de campo r

pq
� . Para

ello usamos las siguientes identidades de Palatini

* * * *

* * *

1 1

2 2
1 1

.
2 2

s s s
i k sik ks is ik

s s
k iik is ks

R D D D

R D D

� � � �

� � �

� � � � � �

� � � �

De (1) se deduce que las partes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci son

* * *

* * * *

3 3
3

2 2
1

3
2

st
k i i k i k is tkik ik

s s
i k k i s sik ikik ik

R R D V D V V V W W

R R D V D V D W V W

� � � � �

� � � � �

de donde se deduce

* * * *

* *

1 1
3 3

2 2

3

s s s s sik ik ik ik ik ik ik
s i k s sik ik ik ks is ik ik

s s sik ik ik
i s sks ik ik

R R V D D D V

D D V

� � � � � � �

� � �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � �

g g g g g g g

g g g
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y también calculamos

* *

* * *

1 1

2 2

2 .

s s t s s t tik i k ik ik ik ik s
k i i tik tkik is ks t s is ks

s s sik ik ik i k
ik i k isk s i sk

R D D W W W

V D D D

� � � � � �

� � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � �

f f f f f f

v v v v

La expresión resultante de sumar (3) y (4) se llevan a (2) y luego se aplica el teorema de Gauss, así por

ejemplo, integrando por partes el primer sumando de (3)

* * *1 1 1

2 2 2

s s sik ik ik
i i iks ks ks

D d D d D g d� � �� �� � � � �� � �
� 	� � �g g

y ahora se aplica el teorema de Gauss a la primera integral del segundo miembro

* s sik ik
i iks ks

D d g dS� �� �� � � �
� 	� �g

que es nulo si suponemos que la variación arbitraria de la conexión se anula en los límites de la integral de

superficie. Nótese que definimos un tensor de segundo orden ikg  tal que cumpla ik ik
g g�g  donde g es el

determimante de ikg  componentes que son a su vez son definidas por la relación rk k
ik ig g �� .

Aplicando el teorema de Gauss con los restantes sumandos de (3) y (4)

* * * *

*

1 1
3

02 2

2

ik i tk ik k i t i t k
ss s t s s t s t

ik
i r t k i t k tk i i tk
s r t s t ts s t

D D V D D
d

W W W D

� � �
�

� �

� 	
� � � � �
 � � � �


 �
� � � �� 


�
g g g f f

f f f v

antes de tener en cuenta la arbitrareidad de la variación de la conexión, hay que advertir que como es simétrica

encontramos que si i k�

> 0
s sik ik ki ik ki

ik ik
b b b i k b b� �� � � � � � �

porque si i k�  entonces todas las s

ik
� �  son independientes. Si embargo si i k�  entonces

0 0
si i i i i i i i

i i
b b b b� � 
 � 
 � �

en resumen

0.
s sik ik ki ik ki

ik ik
b b b i k b b� �� � 
 � � � 
 �

Aplicando esta última propiedad encontramos que del principio de mínima acción se obtiene

* * * * *

* *

2 6

2 2 2 2 0.

ik i tk k ti ik k it i kt
s s t s t s s t s t

i rt k k rt i i t k kt i i tk k ti
s rt s rt st st s t s t

D D D V D D

W W W W D D

� � � �

� � � �

� � � � � �

� � � � � � �

g g g g f f

f f f f v v

Al contraer (5) respecto a los índices s, i

* * *2 5 3 10 3ks sk k t r t k tk
s s t rt tD g V D W D� � � �g f f v

al sustituir en (5) se obtiene

* 1 2 1 2
3 0,

3 3 3 3

i k i k k rk k i i r i ik i t k kt i
s s r s r s st stD V V V W W� �

� � � �
� � � � � � � � � �� � � �

� � � �
g i r g i r g g f f

donde hemos hecho las definiciones
* *; .k kt k kt
t tD D� �i f r v

Como ktf  y ktv  son antisimétricos las fórmulas anteriores son equivalentes a

; .
kt kt

k k

t tx x

� �
� �

� �

f v
i r

Indiquemos por últimos que (7) es la primera de las tres ecuaciones auxiliares, que son aquellas que nos relacio-

nan las componentes de la conexión con 
ikg , ktf  y ktv  y sus derivadas primeras.

4.- Variación respecto a 
r

pq
W

De nuevo volvemos a (2) y variamos respecto a r
pqW  que es la componente sin traza de la parte antisimétrica

de la conexión. Analizando los distintos términos de (2) que intervienen en el cálculo se encuentra

* * * *
3 3

s s sik ik t ik t ik t tr k
is is i s srtk tk tkik

s s s s sik ik ik ik ik tk tk
s s s s s sik i k ik ik tkik

R W W W W W W W

R D W D W V W D W D V W

� � � �

� � � � � �

� � � �

� � � � � � � �

g g g g g

f f f f f f f

6

(4)

(5)

(6)

(7)
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k si t k
ski tkW W� � ��p p

ahora debemos de calcular la acción, tener en cuenta el teorema de Gauss y aplicar el principio de mínima

acción. Como s
tkW� es antisimétrico tendremos que

0
s sik ik ki ik ki

tk tkb W b b W i k b b� �� � � � � �

entonces

*2 6 0rk t tr k r t k kr t tk tk t k k t
sr sr sr sr s s s sW W W W D V � �� � � � � � � �g g + g g f f p p

para determinar el multiplicador de Lagrange, contraemos (8) respecto a t y s

*2
2

3

k sk sk
s sD V�� �p f f

resultado que sustituimos en (8) obteniendo

* 1 1
3 0

3 3

t k t k sk k t st rk t tr k tk
s s s s s rs sr sD V V W W V� �

� � � �
� � � � � � � �� � � �

� � � �
f i f i f g g f

que es el segundo conjunto de las ecuaciones auxiliares.

5.- Variación respecto a 
s

V

Finalmente obtenemos de (2) la ecuación correspondiente a la variación de los vectores qV

* * * *

* * *

* * * *

*

3 3 3 3
3 3

2 2 2 2
3 3

3 6
2 2

1 1 1 1
3

2 2 2 2
1

2

ik ik ik ik ik ik ik
k i k i i k i k i k k iik

ik ik ik ik
k i i k k k i

sik ik ik ik ik ik
k i k i i k i k sikik

ik
k

R D V D V D V D V V V V V

D V D V D V V

R D V D V D V D V W V

D V

� � � � � � �

� � �

� � � � � �

�

� � � � � � � �

� � � � �

� � � � � � �

�

g g g g g g g

g g g g

f f f f f f

f * *

* * * *

* * *

1
3

2

3 3 3 3

3 3 6

iik ik sk
i i k k isk

ik ik ik ik ik
ik i k i k k i k i

ik ik ik
i k k i k i

D V D W V

V D V D V D V D V

D V D V D V

� �

� � � � �

� � �

� � �

� � � � �

� � �

f f f

v v v v v

v v v

ahora se aplica el principio de mínima acción y teniendo presente el teorema de Gauss

* * *
3 6 3 6 0

iik i k ik sk i k
k k k kskD V D W D� � � � �g g f f v

que se simplifica con (6) quedando finalmente

* *4 0 4 0.ik it i i
k tD D� � � � �f v i v

al sustituir esta expresión en la anterior se obtiene

* * *3
3 6 3 0.

2

iik i k ik sk ik
k k k kskD V D W D� 
 
 
 �g g f f v

Notemos que las ecuaciones (7), (9) y (10) han sido halladas sin necesidad de conocer explícitamente la

densidad lagrangiana del campo, sólo hemos necesitado la dependencia funcional de la densidad lagrangiana.

Naturalmente las ecuaciones (7), (9) y (10) no son las ecuaciones de campo, son unas relaciones complementa-

rias que nos permite relacionar la conexión con los tensores ikg , ikv  y i kf y sus derivadas primeras.

6.- Ecuaciones de campo

Llamamos intensidades de campo primarias a los tensores

; ;ik ik ikik ik
R R V� �� �

entonces las ecuaciones de campo son

* * *

*
, ,

3 3
3

2 2

1 1
3

2 2

st
ik k i i k i k is tkik

s s

sk si s s
ik k i i k s sik iki k

R D V D V V V W W

V V D W V W
x x

�

�

� � � � �

� 	�� ��

 �� � � � � � �

 �� �
� 


7

(8)

(9)

(10)

(11)
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, , , ,3 3 3

s s

sk si s s
ik k i i k i k k isk sii k i k

V V V V V
x x x x

�� �� � �� � � �� � � � � � � � � �
� 	 � 	� � � �

a las que hay que añadir las ecuaciones complementarias (7), (9) y (10). Ciertamente para cada campo existen

dos conjuntos de intensidades de campo. Así la gravedad viene descrita por i kg  y i k� ; y los otros dos campos

antisimétricos por ikf  y ik� , y por ikv  y i kV . Los dos conjuntos de intensidades de campo se encuentran

relacionada por

; ;
ik ik ik

ik ik ikV� �

� � �
� � �
� � �

L L L
g f v

que podrán ser resueltas cuando se conozca la expresión de la densidad lagrangiana. Notemos que considera-

mos como intensidades de campo primitivas a ik� , ik�  y ikV , es decir la densidad lagrangiana es

, ,ik ik ikV� ��L L . También es posible encontrar la relación inversa, para ello calculamos la densidad

lagrangiana transformada de Legendre

ik ik ik
ik ik ikV� �� � � �L g f v L

y entonces

; ; .ik ik ikik ik ik
V� �

� � �
� � �
� � �

L L L

g f v

Es fácil ver el paralelismo de este razonamiento con el utilizado en la mecánica clásica. Si q, p representan

genéricamente las coordenadas y los momentos de una partícula entonces la equivalencia con nuestro razona-

miento es

; , , ; ; ; .
r ik ik ik

ik i k ikikq q V p� �� � � �� g f v

7.- Las nuevas intensidades de campo

Como hemos señalado, Schrödinger buscaba una teoría que describiera tres campos. Schrödinger-III consi-

gue con este objetivo y los tres campos podrían venir dados por las intensidades i kg , ikf  y 
ikv  o por las

intensidades adjuntas i k� , ik�  y i kV , lo que permite acomodar tanto el campo gravitatorio como el electromag-

nético y el mesónico.

No obstante, los dos campos antisimétricos no tienen que venir descritos forzosamente por las intensidades
ikf  y ikv , una combinación lineal de estas intensidades también cumpliría con el requisito de ser antisimétricos.

Buscamos, por tanto, unas nuevas intensidades de campo

11 12

21 22

ik ik ik

ik ik i k

a a V

V a a V

� �

�

� �

� �

lo que induce una transformación equivalente en las intensidades adjuntas. En efecto, la transformación inversa

de (12) es

22 12

21 11

ik ik ik

ik ik ik

a a V

V a a V

� �

�

� �

� � �
donde suponemos que el determinante de la matriz de los coeficientes de la transformación es la unidad. Por

definición

;
i k ik

ik ikV�

� �
� �
� �

L L
f v

entonces la transformación buscada es

22 21

12 11 .

ik ik ikik ik

ik ik ik ik ik

ik ik ikik ik

ik ik ik ik ik

V
a a

V

V
a a

V V V V

�

� � � �

�

�

� �� � �
� � � � �
� � � � �

� �� � �
� � � � � �
� � � � �

L L L
f f v

L L L
v f v

Como antes hemos señalado, buscamos unos nuevos campos antisimétricos capaces de describir el campo

electromagnético y el mesónico. O sea, tratamos que uno de los nuevos campos (por ejemplo 
ikV ) cumpla con

las ecuaciones lineales de Maxwell, entonces

0ik kr ri

r i k

V V V

x x x

� � �
� � �

� � �

8

(11)

(12)

(13)
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lo que se cumple si ikV  es un rotacional, pero dada la definición (11) de i kV esto sólo se cumplirá si ik i kV V�  es

decir si 21
0a � .

No parece muy razonable la relación 4 0
i i� �i v , Schrödinger señalaba al respecto que «sería totalmente

ridículo tener las divergencias de dos campos físicos fundamentales iguales entre sí». Como se debe de cumplir

el segundo conjunto de ecuaciones de Maxwell

* 0ik
kD �v

se podría tomar

1

4

ik ik ik� �v v f

entonces 
11 12

1, 1 4a a� � y como el determinante tiene que ser la unidad entonces 
22

1a � . Por tanto las

nuevas intensidades y sus adjuntas están relacionadas con las antiguas por

1
;

4
1

; .
4

ik ik ik ik ik

ik ik ik ik ik

V V V� �� � �

� � �v v f f f

Hemos identificado ikV  y i kv  con las intensidades electromagnéticas que cumplen las leyes de Maxwell *,

por lo tanto ikf  y ik�  serán las intensidades de campo mesónico.

8.- La conexión en la aproximación lineal

De las ecuaciones (7), (9) y (10) se pueden obtener las componentes de la conexión en función de las

intensidades ikg , ikv  y ikf y sus derivadas. A continuación vamos a hacer este cálculo pero en la aproxima-

ción lineal.

De (9) se sigue que k
stW  es de primer orden respecto a itf , por tanto en (7) pueden despreciarse los

términos it k
stWf  y kt i

stWf  ya que son de segundo orden. Si además tenemos en cuenta que por (10)

1 2 1

3 3 6

k k k� �i r i

entonces (7) se simplifica a la expresión

* 1 1
3

6 6

ik i rk k k ri i ik
s s r s r sD V V V� �

� � � �
� � � � �� � � �

� � � �
g g i g i g

de donde podemos deducir las componentes de la parte simétrica de la conexión. Para ello se tiene en cuenta

que cuando existe una métrica simétrica, como es nuestro caso, la conexión se descompone según

r r p
ik ikik

L X� � �

donde r
ikL  son los símbolos de Christoffel y p

ikX  es un tensor simétrico respecto a sus índices inferiores.

Debemos de notar que la derivada covariante del tensor métrico, cuando se utiliza como conexión los símbolos

de Christoffel, es nula por definición de estos símbolos, entonces la derivada covariante de la densidad del tensor

métrico es

* * 1

2

i k ik ik pq r r rk i i r k
s s pr qs rq ps rs rsD D g g g g g g X g X g g X g X� � � � � �g

donde hemos tenido en cuenta que

* *1
,

2

pq
s s pqD g gg D g�

simplificando (17) queda

* ik ik q rk i ir k
s qs rs rsD g g X g X g X� � 
 
g

9

(14)

(15)

(16)

(17)

* Las ecuaciones de Maxwell puestas en función del tensor de campo electromagnético 
ik

F  son

*0; 0 ,ikik kr ri

kr i k

F F F
D

x x x

� � �
� � � �

� � �
F

por tanto se tiene que cumplir que 
ik ik

gV�v , si se quiere que (13) y (14) sean las ecuaciones de campo electromagné-

tico, esto se consigue si la densidad lagrangiana del campo electromagnético es ik

ik
g V V�L , puesto que entonces

ik ik

ik
V gV� � � �v L .
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multiplicando por kp img g

* ik q
kp im s psm msp mp qsg g D g X X g X� � �g

permutando los índices de la anterior expresión encontramos

*

*

*

q ik
psm msp mp qs kp im s

q ik
mps spm sm qp km is p

q ik
smp pms ps qm ks ip m

g X X g X g g D

g X X g X g g D

g X X g X g g D

� � �

� � �

� � �

g

g

g

sumando la primera con la tercera y restándole la segunda obtenemos

* * *
2

q q q ik ik ik
msp mp qs ps qm sm qp kp im s ks ip m km is pg X g X g X g X g g D g g D g g D� � � � � �g g g

donde hemos considerado el carácter simetrico de p
ikX  y de ikg . Ahora multiplicando la anterior expresión

por pn
g  queda

* * *
2

n n q n q pn q n ik n ik pn ik
ms m qs s qn sm qp k im s i ks m km is pg X X X g g X g D g D g g g D� � � �� � � � � �g g g

contrayendo respecto a los índices n, s

*1

2

s ik
ms ik mgX g D� � g

que al sustituir en (18) da

* * *1 1 1
2 .

2 2 2

ik ik ik
msp kp im ik mp s ks ip ps ik m km is sm ik pg X g g g g D g g g g D g g g g D

� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

g g g

A continuación sustituimos (16) en la expresión anterior

1 1 1

4 12 12
msp ms p ps m m mp s sX g i g V i g V i

� � � �
� � � � � �� � � �

� � � �
y finalmente encontramos que la parte simétrica de la conexión es

1 1 1

4 12 12

n n n n n
ms ms s m m m s sms

L g i V i V i� �
� � � �

� � � � � � �� � � �
� � � �

expresión válida en la aproximación lineal.

El siguiente paso es obtener p
ikW  para ello sustituimos (19) en (9) y seguimos en la aproximación lineal.

Primeramente vamos a calcular

* * * * * *1

2

ik ik ik ik pq ik ik
s s s s s pq sD D g f D g f gD f gg f D g gD f� � 
 � 
f

igual que hemos hecho en el epígrafe anterior, descomponemos la conexión y la expresión anterior quedando

* * * *

1

2

ik ik ik ik
s s s s

pq ik r r ik rk i ir k
pr qs rq ps s rs rs

D D g f D g f gD f

gg f g X g X g D f f X f X

� � � �

� � � � � �

f

donde D  representa la derivada covariante calculada respecto a los símbolos de Christoffel. Como estamos en

la aproximación lineal los términos del tipo i f�  no los consideramos por ser de segundo orden, entonces de (19)

tenemos
n n n n

ms s m m sms
L V V� �� � � �

en esta aproximación

* 1
2 2

2

3

ik pq ik ik ik i rk k ir
s pq s ps q qs p s s s r s r

ik ik i rk k ir
s s s r s r

D g g f g V g V g V g D f f V f V f V

g f V g D f g f V g f V

� �

� �

� � � � � � � � �

� � � � �

f

insertando este resultado en (9)

1 1
0

3 3

t k t k k t rk t tr k
s s s rs srD f i i g W g W� �� � � � �

en donde observamos que ha desparecido la dependencia del vector qV . Multiplicando la anterior expresión por

tm kng g y teniendo en cuenta que 0ikDg �  llegamos a

(18)

(19)
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1 1
0

3 3
s mn sm n sn m nsm snmD f g i g i W W� � � � �

y permutando los índices encontramos las tres ecuaciones

1 1
0

3 3
1 1

0
3 3
1 1

0
3 3

s mn sm n sn m nsm smn

n sm ns m nm s mns nsm

m ns mn s ms n smn mns

D f g i g i W W

D f g i g i W W

D f g i g i W W

� � � � �

� � � � �

� � � � �

sumando la segunda con la tercera y restándole la primera queda

1 1 1

2 3 3
mns n sm m ns s mn sm n sn mW D f D f D f g i g i� � 
 � � 


o bien en forma mixta

1 1 1

2 3 3

r rs r r
mn n sm m ns s mn m n n mW g D f D f D f i i� �� � � � � �

que conjuntamente con (19) son las expresiones íbamos buscando que nos relaciona las componentes de la

conexión con las densidades tensoriales ktf  y ktv  y sus primeras derivadas.

9.- Las ecuaciones de campo mesónico en la aproximación lineal

Las ecuaciones del campo de mesones se deducen de (11) y (12)

*
, ,

1 5
3

4 4

s s

sk s i s s
ik k i i k s sik iki k

V V D W V W
x x

�

� 	�� ��

 �� � � � � � �

 �� �
� 


a la que tenemos que añadir

* .
kt

kt k k
t t

D
x

�
� � �

�

f
f i i

Vamos a modificar la ecuación de campo (21) para el caso de la aproximación lineal. Para ello tenemos que

de (19) se obtiene

ln 1
5

6

m
s sms s

g
i V

x

�
� � � �

�
que conjuntamente con (20) se sustituye en (21). Para hacer este largo cálculo empezamos evaluando * s

s ikD W que

aparece en (21)

* s s t s ts t s
s s ts is i tik ik i k tk ksD W D W W X W X W X� � � �

como no tenemos en cuenta los términos W i�  por de ser de segundo orden nos quedaría

n n n
ms s m m sX V V� �� �

entonces

5 3
t s t t t t ts t s

ts is i t t t t tik tk ks ik ik ik ikW X W X W X V W W V W V W V� � � � � �

donde hemos tenido en cuenta que 0
t

tkW � , encontramos por tanto

*
, ,

1 1
3 .

2 3

s ts t
s s k ti s i kt s t ik i k k i tik ikD W g D D f D D f D D f i i V W� � � � � � �

Llevando este resultado a (21) encontramos finalmente

, ,
3 1

8 2

st
ik k i i k s k ti s i kt s t iki i g D D f D D f D D f� � � � � � �

que corresponde a la ecuación de campo mesónico para el caso de campo débil donde será válida la aproxima-

ción lineal.

En su investigación Schrödinger notó el parecido de (23) con la ecuación de Proca que describe un campo

másico de spin la unidad. Se puede percibir mejor esta similitud en el caso de ausencia de campo gravitatorio (en

rigor estaríamos en el supuesto de que el campo gravitatorio es muy débil, puesto que la existencia de ikf
produce gravedad). Entonces eligiendo coordenadas cartesianas tendremos que los símbolos de Christoffel se

(20)

(21)

(22)

(23)
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anulan y el tensor métrico se reduce al tensor métrico de Minkowski, por tanto las derivadas covariantes kD
quedan sustituidas por derivadas parciales

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

s s
i ks t s s

s k t i s i k t s k i t i s i k k s i s

f f
g D D f D D f D D f f D D f

x x x x

� � � �� �� �
� � � �� � � � �
� � � �� � � �� � � �

esto significa que los sumandos anteriores los podemos unir con los del primer sumando de (23) de tal forma que

si tenemos presente que para el caso de coordenadas cartesianas se cumple

*

ssks ks
kk ks k k k

s k ks s s s

fff
D i i i

x x x x

��� �
� � � � � � � � � �

� � � �

f
i f i

(23) nos queda

2

, , , ,

1 1 1 1
.

8 2 8 2

st ik
ik k i i k s t ik k i i k t

t

f
i i g D D f i i

x x
�

�
� � � � � �

� �

Si imponemos la condición gauge Lorentz 0k ki x� � � , entonces

2 2 2
1 1 3

8 2 8

ik i i i

k t k
k k t k

i i i

x x x x x x x

�� � � �
� � � �

� � � � � � �

ahora bien, en la aproximación lineal que estamos considerando 
ik ikf� �� donde ��es una constante de propor-

cionalidad, entonces la ecuación del campo de mesones queda

2
8

0
3

ii

k
k

i
i

x x

��
� �

� �

que es exactamente la ecuación Proca en la gauge Lorentz y con 8 3�� representando la masa al cuadrado del

mesón.

En la investigación que analizamos, Schrödinger advertía que las intensas fuerzas nucleares que se darían a

escalar nuclear haría que la ecuación de los mesones no se ajustara a la aproximación lineal, por lo que la

identificación de sus ecuación mesónica con la de Proca la entendía como una prueba de control de su teoría

unificada.

10.- Ecuaciones de campo gravitatorio

La ecuación de campo gravitatorio es la primera de las ecuaciones (11). Nos queda por investigar si de estas

ecuaciones se obtienen las correspondientes a la Relatividad General. Desarrollándola se tiene

* *1 3 3
3

2 2 2

s s s

ik i s ks t s t s st
ik k i i k i k i s tkis tk ik tss k i

D V D V V V W W
x x x

�

� ��� �� ��
� �� � � � � � � �� � � � � �
� �� � �
� �

en donde sustituimos (22) y (19) que ahora ponemos en la forma

1 1 1

4 12 12

n n n n n n
ms ms s m m m s s msms

L g i V i V i� �
� � � �

� � � � � � � ��� � � �
� � � �

donde n
ms�  es un tensor simétrico en el que se encuentran agrupados los términos que habíamos despreciado

cuando hicimos la aproximación lineal. Para realizar este cálculo vamos a elegir un sistema localmente geodési-

co en el que 0
s

ikL �  y por tanto son nulas las derivadas parciales del tensor métrico.

1 1

2 24

s s ss t
ik ik s k s i i i s i kik sk tkR D D D W W i i� � � � � � � � � �

ikR  es el tensor de Ricci calculado con los símbolos de Christoffel y como antes D  es la derivada covariante

utilizando para su cálculo s
ikL ; en el sistema localmente geodésico elegido coincide la derivada covariante D

con la derivación parcial.

Multiplicando (24) por ikg  obtenemos la curvatura escalar R y entonces

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1
.

4 2 24 2

s spq pq s s
ik ik ik i k pq s ik s pq k s i iik sk

spq s s t pq t s s
ik p sq q sp is ik ps tq i k ik stk

R g R g g D g g D D D

g g D D W W g g W W i i g i i

� �� � � � 
 � 
 � 
 � 
 �

� �
� 
 � 
 � � � �� �

� �
Como , ,ik ik ikV� ��L L entonces se cumple la propiedad (ver [33])

(24)

(25)
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1

2

k
iq iq iq q

ik ik ik

V
V

� � �
� �

� � �
� � �

� � �

L L L
L

que en nuestro caso toma la forma

1 1

2 2

ik ik ik k ik k ik ik
iq iq iq q iq q iq iqV g f v V

g
� � � � � �� � � � � � �g f v L L

de (26) también se deduce

1
.

2

mn mn
ik ik ni mk ni mkg g f g v V

g
� �� � �L

Llevamos (26) y (27) a (25)

1 1 1 1

2 2 22

mn pq mn pq
ik ik ik ni mk ik pq ni mk ik pq ikR g R g g f g f g v V g v V Y

g
� �� � � � � � � �L

siendo i kY  un tensor dependiente solamente de las g y las f

1 1 1

24 2 2

1 1 1
.

2 2 4

ss t pq t s
ik i k ik s i s ik ps tqtk

s spq s s pq s s
s ik s pq k s i i ik p sq q spik sk

Y i i g i i W W g g W W

D g g D D D g g D D

� �
� � � � � �� �

� �

� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � 


(28) es  por tanto la ecuación de campo gravitatorio que se deduce de la teoría Schrödinger-III. En el caso de

ausencia de campo electromagnético y mesónico se reduce a la correspondiente ecuación de la Relatividad

General. Si por ejemplo gR�L  entonces encontramos 0ikR � . Si además existiera un término del tipo

2 g��L  nos encontraríamos con la ecuación 0ik ikR g�
 �  que corresponde a la Relatividad General con

término cosmológico.

Notemos que tanto el campo electromagnético (que viene dado por 
ikV  o por su conjugada ikv ) como el

mesónico (cuya intensidad es 
ik�  o su conjugada ikf ) son fuentes de campo gravitatorio.

11.- Conclusiones

La tercera de las teorías de campo unificado que Schrödinger desarrolló durante los años cuarenta del siglo

pasado y que presentamos en este trabajo, parte de una conexión asimétrica. La densidad lagrangiana debe

depender de la conexión y de sus derivadas primeras, lo que se consigue a través de dos tensores: el tensor de

Ricci y la curvatura homotética . Si bien el tensor de Ricci se descompone en parte simétrica ( ikR ) y antisimétrica

( ik
R ) la curvatura homotética ( ikV ) es antisimétrica. Esto significa que tenemos tres conjuntos de intensida-

des de campo (en el sentido que se derivan por diferenciación de los potenciales que son las componentes de la

conexión) que nos sriven para describir tres campos: uno tensorial y dos vectoriales.

Al igual que en investigaciones anteriores. Schrödinger obtiene un conjunto de relaciones auxiliares sin nece-

sidad de conocer explícitamente la densidad lagrangiana, sólo requiere conocer su dependencia funcional. Estas

relaciones auxiliares son las que relacionan a la conexión con las intensidades de campo ikg , ikf y ikv  y sus

derivadas primeras y no son las ecuaciones de campo, puesto que para obtener éstas es necesario conocer

explícitamente la densidad lagrangiana.

Al igual que en los trabajos que precedieron al que ahora analizamos, Schrödinger utiliza dos conjuntos de

intensidades de campos, adjuntas unas de otras, a saber los ikg , ikf y ikv , y ,ik ikik ik
R R� �� � y ikV y

que se relacionan entre sí a través de la densidad lagrangiana. En la teoría que hemos llamado Schrödinger-III

no se establece ninguna densidad lagrangiana, lo que significa que no se dan las relaciones que ligan las intensi-

dades primarias de campo ( ik� , ik� , ikV ) con las intensidades secundarias ( i kg , ikf , ikv ).

Como hemos dicho, de esta teoría surgen dos intensidades de campo representados por tensores de segundo

orden antisimétrico. Para Schrödinger no sólo el campo electromagnético sino también el campo de mesones

vienen dados por tensores antisimétricos pero cualquier combinación lineal de estos campos antisimétricos, al

ser también antisimétricos, podrían igualmente representar a los dos campos físicos. No obstante teniendo en

cuenta que el campo electromagnético es un campo lineal que se ajusta a las ecuaciones de Maxwell, es posible

encontrar una única combinación de tensores de intensidad de campo uno de ellos con las adecuadas caracterís-

ticas del campo electromagnético, lo que significa que el otro campo debe ser el mesónico.

Schrödinger expresa las ecuaciones de campo pero en función de los dos conjuntos de intensidades de

campo, los primarios y los secundarios, puesto que a falta de una densidad lagrangiana específica es imposible

relacionar ambos conjuntos de tensores.
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De Schrödinger-III se deducen las habituales ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo así como las
ecuaciones de la Relatividad General. Schrödinger analiza las ecuación de campo mesónico y obtiene las corres-
pondientes ecuaciones en la aproximación de campo débil. Esta ecuación es idéntica a la de Proca que repre-
senta a un campo másico de spin 1.

En todo nuestro análisis aunque hemos seguido el trabajo de Schrödinger hemos hecho todos los cálculos
explícitos, explicando detenidamente todo el razonamiento matemático, lo que está ausente en el trabajo original
de Schrödinger.
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