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Epilogue (Abstract)

En este trabajo se generalizan las seis operaciones aritméticas fundamentales en términos de la n-
ésima operacion, la n-operacion (donde n € Z), y se descubren muchas propiedades muy interesantes
de las m-operaciones. Ademas este nuevo tipo de operaciones se aplican al céalculo, desarrollando
con ello muchas nuevas leyes en las matematicas modernas (derivadas, integrales, ecs. diferenciales).

This paper generalizes the six basic aritmetic operations in terms of the n-th operation, the
n-operation (where n € Z), and many interesting propierties of the n-operations are discovered.
Besides this new tipe of operations are applied to the calculus, thereby developing many new laws
in modern mathematics (derivatives, integrals, eqs. differentials).






Prologue

Cuando yo estaba en la escuela secundaria aprendi la definicion de los exponentes a” como una
abreviaciéon de la multiplicacion de un mismo nimero a n veces (a - a - - - a), siendo que la
multiplicacién a - n es a su vez, como ya sabemos, la suma de un mismo nimero a n veces
(¢ + a+ -+ + a); ademas, aprendi la operacion inversa de los exponentes, los radicales, siendo
que las operaciones inversas de la adicion y la multiplicacién son la sustracciéon y la division.
Motivado por esas definiciones concebi la idea de la definiciéon de una operacién que representara
a un numero a elevado a la potencia a n veces (((a®)*...)*), y de una operacién que abreviara a
esta operacion hecha con un ntmero a sobre s{ mismo n veces, y asi sucesivamente. Esta fué mi
primera visualizaciéon de lo que en un futuro seria este articulo presente.

Durante el resto de mis estudios secundarios y de preparatoria no intenté desarrollar esta idea,
y solo fue hasta la universidad cuando comencé a desarrollar ciertos aspectos interesantes sobre este
tema; y es hasta ahora cuando he decidido (teniendo finalmente algo de tiempo y las herramientas
matematicas necesarias) desarrollar profundamente dicho trabajo.

En la primera parte de este articulo desarrollo dichas operaciones, las n-operaciones, sobre los
campos complejo y real. En la primera seccién empiezo con la definicién de las n-operaciones y
definiciones generales, para después desarrollar las n-operaciones inversas y por ultimo establezco
ciertas propiedades generales. En la segunda seccion desarrollo propiedades y definiciones par-
ticulares de las n-operaciones 4% y 52. Y finalmente en la tercera secciéon elaboro los temas de
funciones, funciones analiticas, derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales en términos de las
n-operaciones.

En un futuro proximo desarrollaré una segunda parte de este trabajo, la cual considero que
serd aun mas interesante que esta primera.

Espero les guste mi obra.
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Chapter 1

Definicion de las m-operaciones Yy
propiedades generales.

1.1 Definicién de las n-operaciones.

Dadas las tres operaciones aritméticas fundamentales

Operacion Simbolo

Adicion a+b
Multiplicacion a-b '
Potenciacion a’b

éstas, como sabemos, son operaciones binarias sobre el campo de los niimeros reales o complejos
(salvo ciertas excepciones, como la potenciacion, que es multivaluada en el campo de los complejos).
No obstante, podemos hacer la redefiniciéon (en principio aparentemente innecesaria y complicada)

+ = o1, (1.1)
= O, (1.2)
"= @, (1.3)

donde hemos definido al simbolo de la adiciéon como un primer operador, al de la multiplicaciéon
como un segundo operador y al de la potenciacién como un tercer operador. Bajo esta logica,
parece natural redefinir de igual manera a los operadores inversos de los tres respectivos operadores
mencionados, como

- = @_1, (14

/ ®727
7\L/ = ©O_3.

ot
=

Definicion 1.1. Entonces podemos representar el conjunto de estas seis operaciones binarias
aplicadas sobre un par ordenado (a,b) como

a+b=a®1b, a—b=a®_1b,
a-b=a®sb, a/b=a®_gb, . (1.7)
a"b=a ©3b, Va=a®_3b

Ademas, dadas estas definiciones, resulta que
a0 a=a0p+12y (... (@ORa) Op...) Ona =a Opy1m

m a’s

paran=1,2, m=2,3,4,...; e igualmente podemos establecer la definicion

a Oyl =a,

para n=2,3.

11



12 DEFINICION DE LAS n-OPERACIONES Y PROPIEDADES GENERALES.

Definicion 1.2. En base a lo anterior establecemos la siguiente definicion general:

(... (@ Opa)...) Opa =a Opi1m

ma's

para a €C, m=2,3,4,..., neN, y
, (19)
para a € C, n=2,3,4,...; donde en la simbologia
a®pb=c (1.10)

tenemos que a es el operando o base (quien se va a operar), b es el operante o exponente e indica
el grado de la operacion,®,, es el operador de n-ésimo orden ¢ n-operador ¢ simplemente operador
(si el contexto no causa ambigiiedad), e indica el orden de la operacion, a ®nb es la operacion de
n-ésimo orden ¢ m-operacion ¢ simplemente operacion (si el contexto no causa confusion) y c es
el resultado de dicha operacion. Ademds, la expresion a ®,b se leé como a, operador ene, b, ¢ a,
op ene, b (ver figura 1).

n-operacidh

= c—b resultado de

la n-operacich

n-operador

operando operante o
o base expunen’re

Figura 1.

Corolario 1.3. Como caso particular tenemos que
a4 Ona=0a Opt12. (1.11)
Definiciéon 1.4. Como en las n-operaciones sequiremos haciendo vdlida la jerarquia de opera-

ciones, entonces al tener operadores del mismo orden podemos quitar los paréntesis asociativos
sobreentendiendo que se opera segiun la ley de izquierda a derecha, i.e.

aOpa Op... Ona = (... ((aOpa) ®pa)...) Ona
— ——
mveces m veces : (1.12)
= aOpy1m

Ademds, cuando tenemos operadores de distinto orden, primero se realizard la operacion dada por
el operador de orden mayor.

Ejemplo 1.5. 2033 ©32=202(3032)=2-(3%)=2-32=18
#(223) ®32=(2-3)?=36

Asi, la operacion cuarta se define como una abreviacion de la operacion tercera (la poten-
ciacion), la operacion quinta se define como una abreviacion de la operacion cuarta, y as{ sucesiva-
mente.



1.1 DEFINICION DE LAS n-OPERACIONES. 13

Remarcacion 1.6. Para O1=+, O2=- y ©@3=", podemos sequir usando los dominios y propiedades
ya conocidos para dichas operaciones (como el dominio complejo para el operando y operante, las
propiedades de campo para el triplete (C,+,-) y las leyes de los exponentes).

Remarcacion 1.7. La forma en que asociamos las repetidas ©n en la formula (11.8), con aso-
ciacion por izquierda, equivale a la jerarquia de operaciones aceptada, donde para operaciones de
tgual orden operamos de izquierda a derecha; sin embargo, pudimos haber dado dicha formula con
asociacion por derecha, haciendo las repetidas operaciones de derecha a izquierda, es decir

a®p(... (a @na)...z =a Onpi1m

’ )
mas

lo cual no necesariamente debe arrojar el mismo resultado que la formula (1.8), pues es lo mismo
para n=1,2 debido a la propiedad asociativa de la suma y la multiplicacion, mas para n=3 ya no
se presenta la igualdad debido a que los exponentes no poseen la propiedad asociativa. No obstante,
debido a como se definen la multiplicacion y la potenciacion, con asociacion por izquierda
a-n= at+a+--+a = ((a+a)+a)+-+a
[ EER—

7

nveces
anz a.a.-...a P ((a.a).a).....a
—— —_————
nveces nveces ’

decidi definir de igual forma a las n-operaciones.

Teorema 1.8. Recursividad. Ahora, de la férmula (11.8) obtenemos a la inversa el prin-

cipio
a©O,m =(a®p-1a)... Op_1a
n ( n—1 ) n—1 ; (113)
ma's
donde n, m = 2, 3, 4, ... Por lo tanto, dada una operacion cualquiera a ®,m, con n > 3,

podemos obtener su resultado aplicando la identidad (1.13).

Ejemplo 1.9. Por ejemplo, 352 =343 =3 033033 =(3%)>=3%=19,683,

263 2052052=(2042) ©52

= (2032) ©52=(22) ©52=4 52

(4044)=4034 034 O34

(a1t =4*

= 340’282, 366’920, 938’ 463, 463’ 374, 607’ 431, 768’ 211, 456,

es decir, mds de 340 exallones!; ademds

3062 = 3053=3®43043
[3©33 ©33] ©43

[3 ©33 ©33] ©3[3 ©33 ©33] ©3[3 ©33 ©33]

(((3%)%) @) 3 = ((3%)3")% =19,6831965° =111,

resultando ser una cantidad exorbitante; lo cual demuestra que para operaciones de orden
mayor a tres obtenemos resultados astronomicos y mucho mds que eso aun siendo pequenos
el operando y el operante.

Por otro lado, a partir del operador quinto, el operando a € N, pues para n <3 a ®,b queda
definido incluso para un operando a complejo (el dominio de las operaciones adicién, multiplicacion
y potenciacion esta extendido hasta los complejos), y para a ©®4m, m € N, tenemos que

m—1

a®Om=a@sza...03a=((a*)*...)%=a*"
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sin importar que a sea complejo; mas para a ®sm tenemos el problema
a®Osm=a®4a...ga=a®3!7=17,

es decir tenemos indefiniciones del tipo a ®4a, con el operante complejo, real o racional. Por lo
tanto, para que puedan quedar definidas las operaciones, debemos establecer la siguiente remar-
cacion.

Remarcaciéon 1.10. Para un operador menor a cinco la base puede definirse en el dominio
complejo. A partir del quinto operador la base solo estd definida por ahora como un natural:

| ena®,b,sin=>5,6,7,...entoncesa € N,sin=1,2, 3,4, entoncesa € C. | (1.14)

Remarcacion 1.11. Cuando trabajamos con operaciones de orden menor a cinco, para algunos
valores del operando y el operante la operacion puede no estar definida.

Ejemplo 1.12. (-1)©zn=(-1)"=!?2, (—7)02=(—m) "=12.

También, para valores complejos del operando a (con la parte imaginaria distinta de cero) la
cuarta operacion es multivaluada [1] (operador n=4), pues por ejemplo
[

1042 = i @32 _ ’L'i _ eiLni _ eiln {1- cos (g+27rk)+isin (%+27rk)}}

iln (ei(%+2ﬂk)> i(i(Z427k)) _ —Z42nk
= e =e 2 =e 2 ,keZ,

no obstante, podemos crear la definicién que sigue.

Definicion 1.13. Operaciones monovaluadas y multivaluadas. Para z € C, m €
N, z ®4 m se define de acuerdo a su wvalor principal en términos del valor principal del
logaritmo natural de un complejo (In ) [1], y z©4m se define como el conjunto de todos los
posibles valores que se pueden tomar en términos del logaritmo natural general (Ln) [1].
Igualmente, para z1, zo € C, 21 ®3 22 se define de acuerdo a su valor principal en términos
del valor principal del logaritmo natural de un complejo (In ), y 21@3 z2 se define como el
conjunto de todos los posibles valores que se pueden tomar en términos del logaritmo natural
general (Ln).

A zOsm y az O3 29 se les lamard 4-operacion y 3-operacion principales, respectiva-
mente, mientras que a z@4m Yy a 2103 2o se les ha de llamar 4-operacion y 3-operacion
generales, respectivamente. Y en general a a ®n b se les llamard también n-operaciones
principales (o simplemente n-operaciones, si el contexto lo permite) y a a ©, b se les
ha de llamar n-operaciones generales; lo anterior siempre y cuando puedan definirse esas
operaciones para ciertos valores de a, b yn, y solo cuando dichas operaciones arrojan varios
resultados en términos de Ln pero un solo resultado en términos de In. Si para una operacion
n-ésima podemos definir a dicha operacion y ella nos genera un solo resultado en términos
del In de nmimeros reales o de otra operacion (pues el logaritmo natural es monovaluado
para un arqgumento real) para ciertos valores de operando, operante y operador, entonces
para ese caso diremos que a®,b=a ®,b.

Ejemplo 1.14.
i 042 = iG3i=1i'(valor prz‘ncipal):efg, pero

1042 i @37 =1i'(todos los valo7"es):e_%+27rlC ,keZ.
3042 = 3033=33=27=3033=3042(nos da un solo valor).

1.2 m-operaciones inversas.

Definicion 1.15. Las n-operaciones inversas de las operaciones principales se definen de la
manera usual en que se definen las operaciones inversas a las operaciones binarias, es decir

|c®_nm:at.q. a@nm:c|, (1.15)
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donde a,ceC, m,neN y ©_, se define como el operador inverso al operador ®,. Cabe mencionar
que para ciertos valores del operando, el operante y el operador, las operaciones inversas ¢ ®_,m
pueden no arrojar ningun valor a tal que a ©@,m = ¢, o podrian dar muchos valores a (funciones
multivaluadas).

Ejemplo 1.16. 10_32=+1==+1; (—1) ®_32=+/—1=+4, por lo que dicho resultado no existe
en el dominio y codominio reales.

™

Ejemplo 1.17. e ZG_42=c tal que c©42=€ 2, es decir, c(op3)c=e 2, 0 sea que c°=¢ 2,

mas como sabemos del ejemplo 1.14, i (valor principal)=e™ 2, por lo que ¢ 2 (op —4) 2 =1i.

Ademds, claramente también pueden existir soluciones reales cr tales que cif*=e 2. Para encontrar
™
dichas soluciones graficaremos la funcion x™—e 2 para encontrar sus raices, obteniendo el grdfico
siguiente:
30 T T T T

x**x-exlp(-pi/Z)

Figura 2.

donde vemos que dicha funcion no posee raices reales positivas No obstante estd abierta la posi-
bilidad a mds soluciones ¢ complejas, a menos que se demostrara lo contrario.

Ahora definiremos a la operacion inversa de una n-operacion general.

Definicion 1.18. Las operaciones inversas de las operaciones generales z104m y z1@3 22, donde
z1, 22€ C, meN, se definen asi:

o Siv, w, {2;} €C, meN, entonces w©_sm=wv t.q. v©@sm={z;} (conjunto contable),
donde existe un z € {z;} tal que w = z,. Como vemos, pudieran existir muchas v que
satisfagan esa definicion i.e. w ©_4 m pudiera ser multivaluada a menos que se llegara a
demostrar lo contrario.

1
o Siw, z€C, entonces w©®_3z=w=, de acuerdo a la teoria de variable compleja [1].
Y en general, para a,b,c,{d;} €C yneN, a@_p,b=c sii cO,b={d;} t.¢q. dpr€{d;} ydr=c.
Aqui vemos que pudieran existir muchos numeros ¢ que satisfagan dicha condicion y entonces
a ©®_n b seria multivaluada, o podria no existir ningiun c que cumpla con ello y entonces a © _, b
no estaria definida para esa tripleta particular de operando, operante y operador.
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Ejemplo 1.19. e 2 t2m ©® 42=ct.q cO©42= e_%+2w, mas del ejemplo 1.14 vemos que

1042 = {675+2ﬂ—k} (k € Z), por lo que para k = 1 tendremos que e 2T ¢ {675+2ﬂ—k} i.e.

e 2" ©_42=i como un resultado dentro de otros posibles (si e 2o 42 fuera multivaluada).

Teorema 1.20. Para operante c=1,n=2,3,4..., a € C, tenemos que

la@_,1=aG_,1=al, (1.16)

ademds, dichas operaciones son monovaluadas e inyectivas; pues a®, 1 =a ®,1 =a por (11.9), y
parab£a, b(opn)1=b%a por el mismo (1.9), ademds si b®_, 1=a, entonces a ©,1=a=> por

(1.9)

Definicion 1.21. Operacion cero. Ademds definiremos de manera natural a la operacion
cero u operacion identidad, para a € C y m € N, como

: (1.17)

|a©om:a®om:a

es decir, es la operacion que deja a la base a intacta ( operacién que no opera sobre a ).

Definiciéon 1.22. Operacion inversa. Por lo tanto, por (1.17) queda completada la
definicion de operacion principal inversa como

| cO_,m=atalquea ®,m=c,a,ce C,meNyn Ny |; (1.18)
y de operacion general inversa como
c®_,m=atalquea®, m={c¢;},conc=ci €{c;}, (1.19)
a,ceC,méeNyn e Ny '

Definicién 1.23. Operador inverso. Y para los operadores (no asi para las opera-
ciones), podemos definir al operador inverso del operador ®, (u ©,) como el operador
O_n (v ©_y), paran €.

Corolario 1.24. FEl operador inverso de un operador inverso es el operador original.
[Eso es una deduccion evidente de la definicion Operador inverso.P

Ejemplo 1.25. Asi pues, tenemos por ejemplo que el operador inverso del operador sustraccion
es el operador adicion, y el operador inverso del operador inverso del operador 4 es él mismo.

Definicion 1.26. Orden de una operacion. Ahora definiremos de manera general el
orden de una operacion a ©nb (0 ©n) o de un operador ©, (0 ®,) como el nimero n, es
decir

| Ord(a ®nb)=n y Ord(a ©®,b)=n,neZ ‘ (1.20)

Una vez definidas las n-operaciones para n entero pasaremos a dar la siguiente definicion.

Definicion 1.27. Jerarquia de operaciones. La jerarquia de operaciones que estable-
ceremos es la usual jerarquia dada para las operaciones aritméticas, es decir, tendremos
en orden descendente de prioridad (sin importar que se trate de operaciones principales o
generales) que:

1. En primer lugar se respetard la asociatividad dada por los paréntesis, corchetes y
llaves.

2. Operaciones binarias con operadores de orden n se ejecutardn con prioridad sobre
operaciones de orden m cuando |n|>|m]|.
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3. Para operaciones del mismo orden en valor absoluto (|n|=|m|) las operaciones se
realizardn de izquierda a derecha.

Teorema 1.28. Fxzponente unidad. A continuacion estableceremos la siguiente
propiedad general para n € Z —{—1,1} y a €C, basados en (1.9), (11.16) y (11.17):

la@,1=aGnl=al (1.21)

(no es casualidad que a-1=a'=a/1=3/a=a, aqui mostramos las razones de fondo).
Las expresiones (1.17), (1.18) y (1.19) nos inspira a establecer el siguiente corolario evidente.

Corolario 1.29. Fl operador inverso del operador cero es él mismo:

|a©,0m:a©0m:a®,0m:a®om,aG(C,mGN|. (1.22)

Teorema 1.30. Operaciones monovaluadas. Para un dominio natural {p} en
la base, las n-operaciones generales de orden no negativo son monovaluadas (i. e.
coinciden con las m-operaciones principales), con codominio natural e, inyectivas
para distintas p' s y mismos operador n y operante m € N. Ademds, las n-operaciones
generales de orden no positivo son monovaluadas, inyectivas para distintas bases y
necesariamente de dominio natural cuando su codominio {p} es natural, y dichas n-
operaciones generales coincidirdn con sus respectivas n-operactones principales.
Solucion. Para un operador n no negativo resulta que:

-. Para n <3 resulta obvio que p©,m es monovaluada, de codominio natural y
que para distintos valores de p siempre tendremos resultados distintos. Por
ejemplo, si p™ = q™, entonces, aplicando logaritmos llegamos a que p=q.

-. Para n > 4 resulta que p©,m = pOp_1 P ... Op_1p = -+ = ((p@Oap...) ...) =
((pP) ...), es decir, tendremos una expresion en términos de p' s elevadas a
las p' s anidadas muchas veces, y como p es natural, entonces es cierto que la
operacion serd monovaluada y de codominio natural. Ahora, para demostrar
la inyectividad usaremos la induccion, donde si p #+ q entoces sin pérdida de
generalidad podemos decir que p < q. Asi pues, para n < 3 tenemos que si
P1<q1 ¥y p2< qa, entonces p1 Onp2 < q1 On g2 (por ejemplo, para O3 tenemos
que p2Inp1 < g2ln qq, de donde pY? < qf?), por lo que también serd cierto que
si p < q entonces p Opm < q On m. Ahora supondremos que dicha hipdtesis
se cumplen para algun n=k. por lo tanto para n=k+1 y, p1 < q1, p2 < g2,
tendremos que

P1Oky1P2 = P1OkP1Ok...p1 = P1OkP1Ok...p1OKLl O 1... O 1

P2 veces P2 veces Q2—p2 veces

< 1Ok Ok...q1 = Q1 Ok+192
—_—

qa2 veces

’

pues por hipdtesis, p1 Orp1 < q1 Ok q1, por lo que de igual forma p1 Orp1 Orp1 <
q1Orq1 Ok q1, Yy asi sucesivamente. Asi que también se cumplird la desigualdad
P Op+1m < q¢ Opy1 m. Luego pues, si p # q entonces no puede ser cierto
que p O m = q O m. Y por ultimo, para el caso particular de m =1, la
demostracion es inmediata debido a (11.9).

-. Por lo tanto tendremos, debido a la definicion
Operaciones monovaluadas y multivaluadas, que p©, m=p©O,m.

Ejemplo 1.31. 3052 = 3043 = 3033033 = (3%)3, que es monovaluado y de
codominio natural; ademds, si cambiamos al 3 por cualquier otro natural,
por ejemplo 4, tendremos 4052 = 40,44 = 4034034034 = ((41)H)* que serd
claramente un resultado distinto al anterior.
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Para las operaciones inversas, con n €N, tendremos que c@_,m=p, t. q. p@,m=c,
mas por hipdtesis p estd en codominio natural, por lo que, debido a la demostracion
para n. positivo, pO,M=pOpm, i.e. cO_,m=cO_,m. Ademds, nuevamente por
la demostracion para n positivo, p ©,m = ¢ es inyectivo y con ¢ natural, y por lo
tanto existe solo un p € N tal que p ©,m = ¢, siendo entonces que c ®_,m = p es
monovaluado y ¢ es natural. Por iltimo, supongamos que c1O_,m=coO_,m=pE€E
C, lo cual implica que p ©,m={c1,ca} € C, pero por definicion ©,, es un operador
monovaluado, asi que ci=cs, y entonces c ©_,m=p€ C es inyectivo (aunque tal vez
multivaluado), i.e. en nuestro caso particular ¢ ©_,m=p €N también es inyectivo.

Ejemplo 1.32. a® _2=21t.q. 2@22=a, por lo que 2-2=a=4.

Y para n = 0 obtenemos p ©—_g m = p ©om = p, debido a (1.22), por lo que
claramente es una operacion monovaluada, inyectiva y de dominio natural cuando el
codominio es natural.ll

Del teorema anterior se deducen de forma inmediata los siguientes corolarios.

Corolario 1.33. Las ecuaciones t® _, m=p, para x incognita, n € Ng y m, p €N, siempre poseen
solucion unica y natural, la cual es x=p O, m.

Corolario 1.34. Inyectividad. Para n€ Ny, meN, ce C, tenemos que c®_,m, con c
variable y n, m constantes, es una operacion inyectiva, aunque no necesariamente mono-

valuada, excepto para el caso n =0, donde ahi obviamente la operacion si es monovaluada

(ver figura 3).

Figura 3.

cC %Z’—ﬂc
»1

-1/2+i8Y2
-1/2 - 372

-1 »-1

1/2 + i3V2
112 -372

-
B2 +ir
-BV2 +if2

|
1

B2 -ir
B2 -ir2

Teorema 1.35. Despejes. Tenemos, para n € Ng,m € N, que

a®_,mO,m=a | (1.23)
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siempre y cuando la operacion inversa esté definida.
Mas para n,meN

la©wm©_,m={a;}]|, donde un ar=a , (1.24)

para ap € {a;}; y paran=0, meN,

| a®om®_om=a ‘ (1.25)

Por dltimo, para n € Ng, m, a € N, y codominio natural, tenemos que

‘ a®O,mO_,m=a | (1.26)

Ademds, siempre estard definida la operacion para el operador inverso —n en los ultimos
tres casos.

Solucion. Para n, m € N tenemos que a ©@_,m = {b;} (la operacion inversa pudiera
ser multivaluada) t.q. {b;} ©n,m=a (por (1.18)), asi que a ©_,m @,m = {b;} ©, m = a;
y para meN, n=0, por (1.17) y (1.22) la demostracion resulta obvia. Por otro lado, si
n € N, entonces a ©, m = b, por lo que a ©, m ©_, m =b ©_, m = {a;}, tal que
ar Onpm =b, mas como a ©®, m =b, se sigue que a = ay € {a;}, i.e. {a;} es no vacio y
la operacion inversa si estd definida; y st m = 0, por (1.17) y (11.22) resulta evidente
que a ®om ©_gm =a. Por ultimo, tenemos que paran=1,2,... ym, a €N, a ®, m=be
N (teorema Operaciones monovaluadas), por lo que a ©, m O_,m=bO_, m={c;}
t.q {¢;} ©n m = beN , ademds {c;} es no vacio (operacion inversa existe) pues por lo
menos a € {c; }, entonces, por la inyectividad del teorema Operaciones monovaluadas,
{¢;}={c}, pero a ®, m=b, por lo que c=a, i.e. a @, mO_p,m=a; yparan=0ym, aeN
tenemos a (11.25).1

Ahora observemos que si tenemos la operaciéon a ©,4+1a ©®_pa, con a=3,4,5, ..., n €Ny
si tenemos solo una imagen natural para el operador ®_,, obtendremos, debido al teorema
Operaciones monovaluadas,

AOp410P—na = AORA..OpaORaO_pna = AaORA.. Ona = aOpt1(a—1)
N————— D e — .

a — 1 veces a — 1 veces

Y para ¢ =2 y una imagen natural para el operador ©_,
20n4120-22=20p20_,2=2=20p4+11,

por (1.21) y el teorema Operaciones monovaluadas; es decir, tendremos el siguiente teorema.

Teorema 1.36.

4Op+1aO0_na=aOnt1(a—1) |, (1.27)

para a=2,3,4,..., n €N e imagen natural para el operador ©_,.

Remarcacion 1.37. Y si nuestro codominio no es natural, el teorema anterior sigue siendo
vdlido pero sélo como un resultado entre otros posibles donde ya no se presenta la igualdad al tener
resultados distintos en la parte derecha de dicha igualdad. Eso es debido a la multivaluacion ya
mencionada de las operaciones inversas.

Ejemplo 1.38. 20,20_32=20320_32=V22=42, donde +2=2N=2041. Mas por otro
lado, si trabajamos con n-operaciones naturales (base e imagen naturales), entonces 3 ©43®_33=

30330330 _33= 3/(3%)3=32=27c N=3% =3033=30,2.

Basados en (1.14), en la definicién Operaciones monovaluadas y multivaluadas,
en (1.15), en la definicion 1.18, en (1.17), (1.18), (1.19), en (1.22) y en lel teorema
Operaciones monovaluadas, podemos establecer la siguiente remarcacion.
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Remarcacion 1.39. Para un operador de orden n=—4,—-3,...,3,4, la base puede definirse en
el dominio complejo. A partir del operador cinco en valor absoluto la base solo estd definida por
ahora como un natural:

sien a®pbd en a®,b|n| <5, entonces a €C,

. 1.2
ysiena®pbd en a®,bln|>5, entonces a €N (1.28)

Ejemplo 1.40. i ©_52=c t.q. c®52 =1, mas por el teorema Operaciones monovaluadas,
claramente ¢ no debe ser natural, i.e. cO52=c®4c=17

Definicién 1.41. En base a remarcacion 1.6 y (11.17) podemos extender (11.17) de la forma

la@b=a®yb=a, a,beC| (1.29)

De la misma manera podemos extender (1.22) de la manera siguiente.

Teorema 1.42. El operador inverso del operador cero es €l mismo:

|a©,0b:a®,0b:a®0b:a,a,b€(c|. (1.30)

Remarcacion 1.43. Las expresiones (1.29) y (11.30) son, en esta seccion, los unicos casos en los
que hemos considerado un dominio complejo en lugar de natural para el operante. Mas adelante
definiremos un operante de dominio complejo para algunos operadores mayores a 3 o menores a —3.

En seguida obtendremos algunas propiedades fundamentales y generalizaciones de las n-opera-
ciones.

1.3 Propiedades de las n-operaciones.

Las siguientes propiedades generales de las n-operaciones son vélidas siempre, debido al teorema
Operaciones monovaluadas mas las razones que expliquemos en cada propiedad.

He aqui las propiedades:

Si escribimos 2 ®, 2 resulta que aplicando la identidad (1.13) tenemos

2002 = 20,.12=20p_22="--=2032
= 2092=2012=22=2.-2=2+2=4,

es decir, tendremos el siguiente teorema.

Teorema 1.44. | 20,2=20,2=4, YneN (1.31)

(lo cual explica las razones profundas del por qué se presenta la curiosa igualdad 2°=2-2=2+2=

4).
Teorema 1.45. Para un codominio natural,
40_,2=2,n€eN | (1.32)
por la propiedad anterior y (11.26).
Paran=3,4,5,..., m=2,3,4,5, ...

loom=10,m = 10,-110n-1...Op-11 = 10,-110n-1... Op_11 = ... = 1,

m veces m — 1 veces

debido a la propiedad (1.21). Y para m =1 tenemos
1on1=1,
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también debido a (1.21). Es decir, es cierto el siguiente teorema.

Teorema 1.46. loym=10,m=1,n=34,5,.. | (1.33)

Teorema 1.47. Para un codominio natural,

[lo_,m=10_,m=1,n=3,4,5,..] (1.34)

mas para codominio en general complejo

lo_,m
1o, m

}zlu{cj},con los c, € C, n=3,4,5,... |, (1.35)

por (1.18), (1.33) y la multivaluacion de las operaciones inversas.
Ejemplo 1.48. 1032=12=1; pero 1®_32=3/1==+1, mas +1=1€N.

Ejemplo 1.49. 1033 =13=1; pero 1 ®_32 = Y1 = 13(cos (%’“) +isin (%)) k=0,1,2, es
V3 1 V3.

decir, 1 ®_32= {1, f% + 731', —5 = Tz}, mas tomando solo un codominio natural tenemos que
10_32=1.

En seguida haremos un anélisis particular de las n-operaciones 4* y 5% y de sus propiedades.






Chapter 2

n-operaciones 4% y 5%

2.1 n-operacién 4¢

Hasta ahora hemos definido de manera estricta al operante dentro del dominio de los naturales. Lo
que sigue es tratar de extender la definicién del operante para valores racionales, reales e incluso
complejos.

Dada una n-operacién a ®,b, como sabemos, si n < 3, entonces a y b estan perfectamente
definidos en el dominio de los complejos. Para n = 4, debido a (1.14) a puede ser complejo,
pero b se definia hasta ahora como estrictamente natural. Asi que si tratamos de generalizar
ab= %, con m,n € Z, n+ 0y con m.c.dim,n) =1 (fraccion simplificada), entonces la nueva
expresion serd a (O4 %7 la cual se podria definir como a ©®4 m ®_4 n (tratando de generalizar
la definicion de las operaciones 2% y 3% con exponente fraccionario). Sin embargo se esperaria
que se diera la igualdad a @4 m ©_4n =a ©_4n @4 m (atendiendo nuevamente a la definicion
de exponente fraccionario para las operaciones 22 y 3%), la cual no es cierta en general. Por
ejemplo para el operador 4° tenemos que 2 ®4 3 ©®_4 2 =16 ©®_4 2 = c t. q. c® = 16, es decir
c=20430_42=2.7454, y por otro lado 2©_42®43=d ©43 tal que dé= 2, es decir d=1.5596, por
lo que 20_-42043=1.5596 (op4)3= 1.55961-5596* = 2.947 7. Es decir, 243 ®_42 #2042 043,
por lo que ya no parece ser tan buena idea definir de la forma anteriormente planteada a las
operaciones a ®4 %

Asi pues, cambiaremos de enfoque. Para ello primeramente veamos de qué forma son las
expresiones a ®4m, con m natural y a complejo.

a®sm = a®3a@3...03a = (((a®)*))* = a°

m veces m veces

Vemos que para m =1 la férmula también es valida debido a (1.9). Por lo tanto, basados en
dicha formula, podemos definir las expresiones siguientes.

Definicion 2.1.

[a@p=a", acC, peqQl (2.1)
ademds
|a®4r:aarfl,ae(C,r€R; (2.2)
y en general
zo—1
21 D429 = zle (valor principal) , 21,20 € C (2.3)
se define como la 4-operacion principal, y
zo—1
21@429 = zflz (todoslos valores) » 21, 22€ C |, (24)

se define como la 4-operacion general, de manera andloga a la definicion
Operaciones monovaluadas y multivaluadas.

23
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Definicion 2.2. Y de igual manera, se definen las n-operaciones inversas como

zg—1

21 O_gz0=23t.q.230420=25° (valorprincipal) = z1, 2; €C | (2.5)

_ _ Lzt — v eC (2.6)
21@_420=231. q. 2304 22 = 25 {vj}t.qop=2, z;,v,€C |

de manera andloga a la definicion 1.18.

Teorema 2.3. Para un dominio real positivo en la base y complejo en el exponente, las n-opera-

ciones de orden mo negativo menor a cinco son monovaluadas e inyectivas para distintas bases r y

mismos operador n y operante z, donde r#0 para el operador 3 y r+0,1 para el operador 4.
Solucion. Para las n-operaciones no negativas con n <2 la demostracion es obvia.

Para n = 3 tenemos que r @3 z = r* = " = e#"" (Pyes el Ln es monovaluado en los

reales) =e** = z3, lo cual es claramente monovaluado. Ademds, si tenemos v’ #+ r, entonces
’ ’ ; ’ . . ..

rF = erInr’ = o' (@) — ea't(cos (a'y) +isin (a'y)), y por otro lado r* = e**(cos (ay) +isin (ay));

donde a=1Inr+#1Inr'=a’. Por lo tanto r'* # 1%, ya que la magnitud de r'* es e*'*, mientras que la
de 1% es €% % e ; ademds, sir!>1 (sin pérdida de generalidad), entonces |r'*| > |r?|.

e . z—1 —
Por iltimo, para n =4 se tiene que r@42 =717 =1r?', donde el exponente r* "1 =2, € C es

. . L L . z—1
monovaluado e inyectivo, como ya se demostré en el pdrrafo anterior, por lo que r" = r?
. . . . el 12— 1 .
también serd monovaluado; ademds, si r" =" , entonces, (x + iy — 1)lnr + In In r =

(x+iy —1)Inr’+Inlnr’, donde x +iy =z, por lo que iylnr=1diylnr’, i.e. r'=r, siendo de esa
manera T4z inyectivo para r#+0,1, pues Inlnr se indefine en esos valores.

Definiciéon 2.4. Debido a las expresiones (2.3), (2.4), (2.5) y (12.6) vemos que ya podemos
definir a expresiones como z@sm, con z € C y meN, de la forma

204 2...042
m veces

e igualmente definimios a

204%2...042
2@5m = %4,_4/ , (28)
m veces

y, de manera andloga a la definicion 1.15 definimos a las operaciones inversas

zO_sm=ctal que cOsM =12,

2.
2@_sm=c t.q. cOsm={z;},t.q.zx==2 (2.9)

Lo anterior implica que la remarcacion 1.39 se debe modificar por la siguiente remarcacion.

Remarcacion 2.5. Para un operador n=—5,—4,...,4,5, la base puede definirse en el dominio
complejo. A partir del operador seis en valor absoluto la base solo estd definida por ahora como
un natural:

sien a@®pb, In| <6, entonces a € C,

y si en a®Opb, In|>6, entonces a €N (2.10)

Solucion. Paran >6 y a,b € Z, tenemos el problema a ©, b=12. Y para n <5 estin (11.28),
(2.7), (2.8) y (2.9).1

Remarcacion 2.6. Ahora debemos generalizar la remarcacion 1.11 diciendo que para algunos
valores de operando, operante y operador, la operacion puede no estar definida

Ejemplo 2.7. 0(op4)z=0"""=1?

Ahora procederemos a hacer el analisis de la n-operaciéon quinta.
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2.2 mn-operaciéon 5¢

Para la quinta operaciéon empezaremos desarrollando algunas definiciones particulares, para
observar el patron y con ello tratar de establecer la férmula general pero con operante natural.

Teorema 2.8. Férmulas particulares para la operacion 5%. Para z©52, con z € C,
debido a (2.4) tenemos

| 2052 =204z =27 (todos los valores) |, (2.11)
y andlogamente, debido a (2.8) tenemos
|2:®52:2:®42::,2Z271 (valor principal)‘ (2.12)

zzfl z—1
Para z ©5 3, z € C, resulta z ©53 = 2 Q4 2 O4 2 = T oy = (zzkl)(z ) =

(Zzzfl)zzzflmzfl) *ZZZ?LZZZ?L(Z?I) 722(271)}22*14271) B ZZ(271)2»2271

, es decir

71)2,227

' (valor principal) | (2.13)

(
2053=2%"

Para z ®5 4, z € C, usando el resultado anterior te?dremos 2054 =20420O42z Og2z=
z—1

Lz=12Z 22T LNET 13
S(z=1)2.22 1 Lz—12z2 1N 2 Z(z,l)B.z(Zf )2z
z Ouz=\z2 =z , por lo que

RN CES I CE A e (2.14)
z2054=z2 (valor principal)
Andlogamente, tenemos que
VSR N e
2@55=27""" (valor principal) | (2.15)
Y
5 ,z—1
I O L e 2.1

2@56=2"""" (valor principal) | (2.16)

Asi que ya podemos comenzar a ver el patrén, segin el cual inducimos que para m=2, 3,4, ...

m—1

m—1 -
S (zil)cm,flz(zfl) m—1
L — -z

I m—1 cl
ol T e

z Osm=z* (valor principal). (2.17)

Ahora demostraremos que la formula anterior es verdadera por el método de induccion. Para ello
primero suponemos que dicha férmula es cierta para algin m, siendo que ya probamos su veracidad
para m=2,3,4,5,6, y demostraremos que entonces es cierta para m+ 1. Asi pues:

z@5(m+1)=

— A -1\ z—1
m—1 m—1 mo1 m
S z<z71)cr7472 L(z—1ym—lt z<z71)cr7472 L-n Mot

_ . -1 -
eyt c!
Sz=1) 1 (-T2 . Zzufl) |

m—1 m
C1" 7 -2

m—1 cm—1 cm—l eIl
Cm—2 (:—1) m~1 (s—p)fm—2 (-1 ™
(z—1) m—2.; _ z
m—1 em—1 % et 1)C;n '
z—
_zz(z,l)cl L(z-1)72 sz(zfl) 1 -z (z—1)
. . em—1,om—1 om
1 1 »z(zfl)cm’frc:x*g'»z(z*l) m-1+Cm—2_,(z—1)"m
_ _ m— m—
PR ey E T e
z
=Z

mas por la formula de combinatorias

_ pn—+1
Ci +Ciy1=Cpiy,
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del libro de la serie schaum [3], tenemos que el resultado anterior coincide con la férmula (2.17),
pero para m + 1.
Por otro lado, usando (1.9), tenemos que z ®51=1, i.e.

m—1
em=1 . cmT]
1 cm—1 C§L71 L(z—1) m=2..( D
zOsm = Z(z—l)cl (=D 2 === L R
4 (valor principal), m=2,3,4,...
1, m=1
(2.18)
y
em=1 cm—1
1 cm—1 C§L71 (-1 i
2@5m = (el LGe-nf2 =D
z* (todos los valores), m=2,3,4, ...
1, m=1

(2.19)

Lo que sigue es comenzar a introducir el dlgebra y el calculo en las n-operaciones.
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Calculo con las n-operaciones

3.1 Funciones

En base a las n-operaciones podemos expresar funciones de formas nuevas, por ejemplo
f(z,m,n)=20,m, (3.1)

representa una funciéon f: C x N x Z — C, donde el dominio para la tercera variable es n = —5,
—4,...,4,5, debido a (2.10). También

Ja(ri,r2) =r1 042 (3.2)
representa a la funcion fi: R xR —R. Y
frg.mo(P) =P Onymo (3.3)

representa a la funcién fy, m,: N — N, para operante y operador fijos y, operando variable; todos
naturales.

A continuacion mostraremos dos graficos de la funcion (3.2), con dominios {. 01 < r; < 5,
01<ry<1.5}y {01<r;<7,.01<ry<2}; para ello nos basaremos en la formula (2.3).

x**x**(y-l)

Figura 4.

27
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x**x**(y- 1)

900000
800000

900000 - 700000

800000 | 600000

700000 | 500000

600000 [ 400000

400000 200000

300000 | 100000

200000 |

100000 | 0

0

Figura 5.

También podemos definir funciones composicion con los operadores, por ejemplo, si f(z) es una
funcién de variable real, entonces

e@if(z)=e"""" (3.4)
debido a (2.3). Otro ejemplo es

(z4+1) 052 = (2 +1)FD", (3.5)

donde z es una variable compleja y hemos empleado (2.11).
Ahora trataremos con las funciones analiticas.

3.2 Funciones analiticas

Axioma 3.1. Para los operadores individuales o combinaciones de ellos, de orden n = —3, —2,
—1,1,2, 3, con el operando, el operante o ambos variables en el dominio complejo, obtendremos
funciones elementales y por lo tanto analiticas, por lo que en ellas podremos calcular derivadas e
integrales de la manera usual [2].

Ejemplo 3.2. 2 ®3z =27 la cual es una funcion de variable compleja elemental y por lo tanto
analitica. x ©22 @3y =z -2Y. Otros ejemplos de funciones analiticas son las funciones (13.4) y

(3.5).

Axioma 3.3. Para operadores de orden 0 con operando constante zg y operante variable z, ambos
complejos, tendremos la funcion constante

| f(z)=20002=20 |, (3.6)

debido a (1.29), la cual es analitica.

Axioma 3.4. Para operadores de orden O con operando variable z y operante constante zy, ambos
complejos, tendremos la funcion identidad

|.ﬂ@=2®0%227 (3.7)
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por (11.29), la cual es analitica.

Axioma 3.5. Para la operacion de orden 0 con operando y operante variables complejos, tendremos
la funcion de dos variables

| f(z1,22) = 21 ®g 20 = 21 |7 (3.8)

la cual es analitica.

Axioma 3.6. Para la operacion cuarta, debido a (2.8) resulta que para operando, operante o
ambos variables complejas tenemos una funcion elemental y por lo tanto analitica.

Axioma 3.7. Para la operacion quinta, si en ella la base es variable compleja y el exponente es
constante natural, debido a (2.7) resultara una funcién elemental y por lo tanto analitica.

Axioma 3.8. Si tenemos combinaciones de las expresiones permitidas en el axioma 3.1 y en
los axiomas 3.343.7, entonces obtendremos una funcion elemental y por ende analitica.

Ejemplo 3.9. 201 mO42032=2+ (W”zjl)z =247 (valor principal), debido a la definicion
Jerarquia de operaciones (Jerarquia de operaciones) y a (2.3).

Ahora estudiaremos las derivadas de las funciones analiticas

3.3 Derivadas

En el axioma 3.1 hemos dicho que podemos calcular las derivadas de la manera usual para
operadores n=—-3,—-2,—1,1,2,3.
Por otro lado, debido a (3.6)-(3.8)), tendremos el siguiente teorema.

Teorema 3.10. Derivadas de la operacion cero.

d

1 &[ZO@OZ] =0
d

2 @[2@0,20] =1

0
3 8—21[21%22] =1

4 %[21 ®@o2z2) =0
Tabla 1
Ahora estableceremos el siguiente teorema.
Teorema 3.11. Derivadas de la operacion 4.
1 L oiz] = #0214 (- 1)In(e)] [z )
2 % (20042 = 25102 (20) [0 @4 2]
8 5ol ozl = 7+ (- V()] 1042
4 aizQ[Zl O429] = 27 n%(z1) [21 Oa 22

Tabla 2

Demostracion.
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3.4
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Debido al axioma (3.6, a (12.3) y a las formulas de [2]

d du
L qul@) — qu fadad
ddx a a"1n (a)dz, ) (3.9)
) g1 AUy 4
dzu(z) vutT ot ln(u)dz, (3.10)
(ya muy conocidas) se deriva lo siguiente:
1. diz [z ®4 20] = % 270 = gl L 20Tl (0 = 1) 220 I (2) - 22 =

2072 27 1 4 (20— 1) In (2)] = 220 2[1 + (20 — 1) In (2)] [z @4 20)

z—1

d d z—1 _
2. —l20@az]l=7-2° =2 In(z0) 25 'In(20)=

25~ n 2(20) [20 ®4 2]

3. 21 @4 20) = 272721+ (22— 1) In(21)] [21 @4 22], usando la demostracion 1 de este

o |
0z
teorema.

4. 61@ [21 ®429] :szlan(zl) [21 @429, usando la demostracion 2 de este teorema.l

Integrales

Teorema 3.12. Debido a (3.6) y (13.7) podemos calcular las integrales indefinidas para las si-
guientes expresiones .

/ [20(0p0) 2] dz:/zodz:zoz—i—c , (3.11)
/[Z(OpO)Zo]dZ:/ZdZ:%'Z2+C , (3.12)
donde C' es una constante compleja de integracion.
Teorema 3.13. Ahora presentamos las siguientes dos integrales para la 4-operacion.
1
z—1
/[20642]2’0 dz = m'[Zo@z;Z]ﬁLC,Zo#O, (313)
1
Inz®4(29)]dz = —Inlz®4(20+1)] - 22504 C 2920 . 3.14
[ ot = ool : (3.14)
Demostracion.
e Por el axioma 3.6 podemos obtener la integral indefinida de la expresion analitica de

la formula 2. de la tabla 2, ddindonos [ [z0®42] 25 ' In%(20)dz=20®42+ C, de donde
[ [20042] 25 'd 2 :m~ [20©42] +C. Ademds si en la dltima formula zo=0 tendremos
una indefinicion.
d [z 04 20]

Manipulando la expresion 1. de la tabla 2, obtenemos B @dij] =27"2[14 (20— 1)In(2)],
% = 27721+ (20 — 1) In (2)] d 2, lo cual se puede integrar idefinidamente
de acuerdo al axioma 3.6, produciendo In [z Oy 20) + C = [ 2°72d z + [ 277 %(z9 —
)In(2)d 2z = 201_1 sz b4 (20— 1) [ In (zzzod) d z, de donde despejando resulta
[ In (7)) dz= (Zo—l_l) In [z G4 20) — ﬁ - 2%~ 4 O, lo que es lo mismo

1
le111[2@4(2071)]d2:m1n[z®420]7@
con el cambio de variable zo — zo + 1 finalmente obtendremos f In (z ®4 20)d z =

1 1
mln[2®4(2’0+1)]—w

formula es vdlida para zo#0, pues para zo=0 tenemos division entre cero.l

es decir

- z%0~1 1 C, por lo que

-z + C. En esto ultimo se puede ver claramente que dicha
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Teorema 3.14. Como casos particulares especiales de la féormula (8.14) presentaremos las inte-
grales

/1n[z®4(71)]dz 71n[z@4(0)]—%+c : (3.15)
/1n[z®4(1)]dz = W[eu(2)]-24C |, (3.16)
/1n[z®4(2)]dz - %m[z@(g)]_%zuc . (3.17)

Teorema 3.15. Por ultimo, gracias al axioma 3.6, presentaremos mds integrales para la 4-

operacion, obtenidas del formulario de la seria Schaum [3], donde ahi aparecen en términos de
q . < - . ., zp—1

z*1n z, pero aqui se expreserdn en términos de In [z ®420] mediante la transformacion In z* =

In [z ®4 20).

1 /ln [z@40]dz = %anZ
2 /ln2 [z@41]dz = In? [z ©42] — 2In[z ©4 2] + 22
1. ., In"+1z
3 /;ln [z@41]dz = —— ,re€R
dz
4 /—ln[z®42] = In (In 2)
dz In?z  In3z
_ 4z — In (1 1 e e,
5 /1n[z®41] n(lnz)+ nz+2.2!+3.3!+
dz _ 5In? 2 3In3 2
7 /lnr[z®41]dz = zlnr[z®41]fr/ In" !z 41)dz
SInT — ZS+11HT[Z®41] r s1yr—1
8 /zln [z@41]dz = P —S+1/zln [z ®41]dz
Tabla 3

Ahora veremos ejemplos de ecuaciones diferenciales que pueden surgir aplicando las n-opera-
ciones, y sus soluciones.

3.5 Ecuaciones diferenciales

Con la 4-operacion podemos expresar ecuaciones diferenciales de variable real como la siguiente:

| r @4y’ =s, r,s=-ctes reales positivas |, (3.18)

la cual sabemos , debido al axioma 3.6, que es una expresiéon analitica para alguna funcién
y(z) que sea su solucion; por lo tanto se pueden hacer integraciones en dicha ecuacion y con ello
resolverla. Asi que, por la definiciéon 2.2, tendremos la ecuacién equivalente

y'—1
r" =s,

y aplicando logaritmos repetidas veces obtendremos

r¥~L.lnr = Ins,
Py’ -1 Ins
Iny’

(y—Dlnr = ln<$—i->,

T 1 ln(lns_)_i_l, (3.19)

nr  \Inr
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de donde

y=|— 1n(lns.)+1 2+ C| (3.20)

o

siendo C = cte de integracion.

Note 3.16. En las ecuaciones diferenciales siguientes tendremos de igual manera debido al axioma
3.6/ expresiones analiticas y por lo tanto integrables.

Otra ecuacién més general es la siguiente:

|r®4y’:f(z), r=cte |,

la cual se resuelve de manera analoga a la anterior, para asi obtener finalmente

1 I /(2)
Y= 1n< Ty >dx+x ) (3.21)
o de manera equivalente
yﬁ{/ Inln f(x)dx — (lnlnr)z] + x| (3.22)

donde debe resolverse analiticamente para cada problema concreto la integral f In (%)dx o)

la integral [ Inln f(x)dz, segn como resulte mas facil, o pueden emplearse métodos o numéricos.
Por ejemplo, para

f(x) — 7 (3.23)
obtenemos
y = L{/ lnlnezdx(lnlnr)z]er,
Inr
— L{/ lnxdx—(lnlnr)x}—i—x,
Inr
1
= m[xln(x)—x—(lnln?‘)l‘]-f—w‘f'c,
de donde
y{ﬁ[ln(x)l(lnlnr)]Jrl}anC. (3.24)

Otro ejemplo es con
f(x)=e",

en donde, con un procedimiento analogo al caso anterior, obtendremos finalmente

y:{ﬁ-[2(1nx—1)—lnlnr]+1}x+0. (3.25)

Otra ecuacién atn mas general es
lg(z) Oay'= f(2)], (3.26)

en donde, aplicando la formula (3.19), pero con funciones en lugar de constantes, llegamos a

/(@)

n
_ I g(2) . (3.27)
v= | Tgteyete

Por ejemplo, para

= o (3.28)
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resultara la expresion

l42)

Ine”

In <ln (e:;>> —Inlne”

Ine®
2
In (%) —Inz
= / — 7 dx+zx
T

/ 2Inz —Inz —1n2

y = dz+x

de+z

de +z

o T
= lnxdx—/ln—2dx+x

x X

es decir,

yz%anx—(ln2)~ln:c+z+C’ : (3.29)

Otro tipo de ecuacion diferencial, esencialmente distinta a las anteriores, es la ecuacion
yosy'= f(z) ], (3.30)

la cual, por la definicién 2.1 es equivalente a

y" = fa),
i.e aplicando logaritmos de manera anéaloga al primer caso, llegamos a una expresion similar a la
ecuacion (3.19), es decir
y = L.]n M +1 | (3.31)
Iny Iny

la cual en general es una ecuacién muy dificil de resolver analiticamente, mas siempre existe la
alternativa de los métodos numeéricos.

Y en general, las ecuaciones diferenciales donde intervienen n-operaciones de orden mayor a tres
son muy dificiles de resolver, ya que se trata de ecuaciones diferenciales no lineales con expresiones
complejas, mas siempre esta la opciéon practica de los métodos numeéricos.

Note 3.17. Para resolver las integrales de esta secciéon se utilizaron las formulas de integrales
logaritmicas del libro de la serie schaum [3].
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