A deflexao da luz pelo Sol. O calculo de Einstein em 1916
(The deflection of light by the sun. The Einstein's calculation in 1916)

Valdir Monteiro dos Santos Godoi
valdir.msgodoi@gmail.com

1. Introdugao

E bastante previsivel que encontremos problemas no calculo do desvio da luz
ao passar nas proximidades do Sol, conforme feito por Einstein. Einstein obteve um
valor em 1911 e o dobro deste valor em 1916%, mas ao olharmos um e outro artigo
ficamos sem condi¢Ges de entender o que estd errado em um e certo no outro, ou se
ambos estdo errados. Analisaremos aqui o segundo artigo, mais elaborado, completo,
qgue da o valor considerado correto: 1”,75. Em préximo artigo calcularemos este desvio
segundo a teoria newtoniana, que é tido como igual a 0",875, a metade do valor da
Relatividade.

O mais importante aqui é a percepcdo da necessidade de se efetuarem mais
verificagcbes experimentais da deflexdo da luz pelo Sol. Ndo bastaria apenas comparar
posicoes de estrelas proximas ao Sol na ocorréncia de um eclipse com as respectivas
posicdes separadas por 6 meses. Devemos comparar as posicdes das estrelas também
em dois momentos separados por 6 meses, mas agora na auséncia de eclipses do Sol
em ambas as datas. E quando houver os eclipses solares, comparar as posicoes destas
estrelas nos eclipses também com relacdo aos dias (noites) anteriores ou posteriores.
Somente assim teremos mais dados para concluir sobre a influéncia de uma massa M
na passagem da luz préxima a ela.

2. O célculo

No § 4 de [2] Einstein assume para a coordenada temporal x4 uma unidade de
medida tal que a velocidade da luz no vacuo, medida no sistema de coordenadas
considerado local, seja igual a 1. Esta unidade especial de velocidade, assim, é c vezes
menor que a unidade de velocidade habitualmente considerada, 1 m/s, para c = 299
792 458 (o valor da velocidade da luz no sistema MKS).

Nesta nova unidade, ¢’ =1 m’/s’ deve ser a maior velocidade possivel, no vacuo
e na auséncia de campos de gravidade, onde m’ e s’ devem ser os novos metros e
segundos (unidades de distancia e tempo), respectivamente, compativeis com a nova
unidade de velocidade. Este é um assunto pouco (ou nada) explorado nos textos de
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Relatividade: ndo se pode alterar uma unidade composta sem alterar ao menos uma
das unidades componentes.

No § 21 de [2], onde trata-se da teoria de Newton como primeira aproximacao
da Relatividade Geral, Einstein obtém para o potencial gravitico (em primeira ordem
de aproximacao)

dt
V=X [kZ
81 r

) (1)

sendo X uma constante.

Segundo a teoria newtoniana este mesmo potencial deve ser
pdt
V=-G|— 2
J=—. (2)

na unidade convencional. Se o tempo estda na nova unidade s’ e a unidade da
constante G no sistema MKS é m® kg* s, podemos fazer 1s=cs’elm=1m,
portanto

__ et
v=-zI7 8

é o valor do potencial gravitacional newtoniano na nova unidade temporal adotada
por Einstein.

Igualando (1) e (3) obtemos

7= = 1,8664x107%, (4)

cz
usando o nosso valor habitual da velocidade da luz e G = 6,674287 x 10 m? kg'1 s2,
Entendamos entdo, e isto é importante, que os potenciais (2) e (3), se diferem, é
porque nao estdao nas mesmas unidades de medidas.

No § 22 Einstein fornece os valores dos coeficientes g,;, em primeira ordem de
aproximacdo (mais uma vez, pode-se ver que as “confirmacdes” experimentais da
Relatividade Geral se fazem em primeira ordem de aproximacdo da teoria),

XpXg
Gpo = =8, — ‘;3 (1<p,0<3)
9ps =94p=0(1<p<3) (5)
944=1_%

sendo §,; o delta de Kronecker, r a distancia espacial

r=+x2 +x2 +x2 (6)



=22 (7)

¢ o raio de Schwarzschild, onde M é a massa do corpo que gera o campo gravitacional.

Continuando, e este § 22 é o ultimo de [2], Einstein passa a investigar a
influéncia que o corpo de massa M exerce sobre as propriedades métricas do espaco.

Deve ser valida a relacao
ds® = g,,dx,dx, (8)

que existe entre os comprimentos e tempos medidos localmente (ds) e as diferengas
de coordenadas (dx,). Usa-se, evidentemente, a conven¢do da soma.

Para a marcha dos raios luminosos num campo gravitacional estatico, a
velocidade da luz sera dada pela equacao

ds® = g,,dx,dx, = 0. (9)

Convém mencionar que (9), de fato, s6 podera valer para o movimento da luz.
N3do tem sentido algum, por exemplo, usa-la no estudo de um movimento de planetas,
ou pior, no movimento de um automadvel na Terra. O que poderia significar a equacgao
ds =0?
De (9) e (5) podemos obter as quantidades % % di, componentes do
dx,’ dx,’ dx,
vetor velocidade, e também a velocidade ydaluz (valendo0 <y < 1)

y= 2+ 7+ G2y, (10)

novamente em primeira ordem de aproximagdo, pois neste caso despreza-se os

coeficientes Gup para p # v # 4, mantendo-se os coeficientes Iup = -1,1<u<3,

J44 = 1, e onde se assume implicitamente que r > 1.

Dividindo (9) por dx? obtemos entdo

11(dx1)2 gzz(dxz)z (dx3)2 —Y44. (11)

Para o movimento da luz no plano xix, e “inicialmente” paralelo ao eixo x,
consideramos dx; = 0 e assumimos também que a componente da velocidade da luz



sobre o eixo x; € muito proxima de zero, ao contrario da componente sobre o eixo xj,

.odxg .
i.e., — = 0, ou ainda
dxy

11(dx1)2 gzz(dxz)z zz(dxz)z- (12)

Sendo assim, (11) pode ser aproximado por

de)Z _

922 (= —Ya4 (13)

ou, igualando a componente x; da velocidade da luz a velocidade y da luz,

1 a
2 _ —Y944 _ 1
y2 = o, (14)
922 1+a=%
T

A expansdo de (14) em uma série de Taylor de duas varidveis até a primeira
ordem (novamente a primeira ordem),

0 0
w:ém+£@, (15)
da entdo
o |94 4 _ @ X3
V= 922 ~1 2r (1 T r2/’ (16)

Recorrendo agora ao principio de Huyghens para determinar a curvatura (ou
angulo de deflexdo por unidade de percurso) que um raio de luz adquire quando passa
a distancia A de uma massa M, se n for uma direcao perpendicular a direcao de
propagacao da luz esta deflexdo é igual a

dB ay
— = —— (17)
dx on

Para o movimento da luz numa regido de dimensGes astronOmicas, (17)
fornecerd o valor total desta deflexdao integrando-se através dos limites de percurso da
luz, da sua emissao na estrela até a posicao do observador, e supondo-se a massa M

na origem das coordenadas.

Einstein assume que estrela e observador estdo infinitamente afastados do Sol
e integra (17), obtendo o angulo de deflexdo total (considerado positivo quando a
concavidade da curva fica voltada para a origem, onde estd a massa)



A c2A
~ 8,488-10"%rad =~ 1”,75

+ 5] 2 4GM
B=[""-Xdx,="= (18)
X1 2

para o valor de y obtido em (16), r dado por (6) e as constantes

G=6,674287 x 10" m’> kg™ s
M = 1,989 x 10°° kg
c=299792458ms"

A =6,96342 x 10° m

onde A é o raio do Sol, mais exatamente a distancia em que os raios de luz emitidos da
estrela passam do centro do Sol.

N3o bastassem os termos de segunda ordem anteriormente eliminados, em
mais de uma ocasido, também se deixa liberdade infinita para as distancias das
estrelas, e em especial para a distancia da Terra, ao Sol. Seria possivel supor que neste
raciocinio estrela e observador deveriam estar simétrica e infinitamente afastados do
Sol, mas também é possivel provar, calculando a integral através de limites finitos, que
mesmo com limites mais realisticos o valor obtido estd de acordo com (18). E o que
faremos na préxima secao.

Todas estas “estratégias” foram usadas para facilitar os calculos, tirando do
caminho tudo que é mais complicado, mas ndo foi dada nenhuma prova de que tal
procedimento ndo conduzird a resultados errados, a conclusdes indevidas. Certamente
ndo seria o trabalho de um matematico rigoroso, nem de fisicos com viés matematico,
fisico-matematicos.

3. Aintegracao

Vamos agora integrar explicitamente a expressdo indicada em (18) com a ajuda
do manual de Spiegellg], a fim de entendé-la com mais detalhes.

Usando y dado por (16) obtemos

— = 2y (F +xF + D)+ (19)
axl 2

3x _
+7x1x22(xf + x2 + x2)75/2
Definindo

L = f(xlz + xzz)—s/z dx, (20)
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I, = fxzz (xf + xzz)—S/z dx;, (21)

fazendo o movimento da luz em x3= 0 e no plano x;x, temos

I = f+°° _a_yde =%x1(11 + 3]2) (22)

—0o axl

Para calcular I; usamos a férmula (14.196) de Spiegel®,

f dx _ x (23)
(x2+a2)3/2  q2Jx?+a?

e entdo (a menos da constante aditiva)

n=—%2_-2 (24)

Para obter I, usamos a férmula (14.142) de Spiegel®)
f xMdx f xM2dx 2 f xM2dx (25)
(x2+a2)n - (x2+a?)n-1 (x2+a?)"
donde, param=2en=5/2,
_ de 2 dxz _ 2
L = | Grgyr ~ ¥ G = ¥l 26)
Para a segunda integral de (26),
_ dxz
13 - f(xf+x§)5/2' (27)
usamos a férmula (14.139) de Spiegl®®,
f dx _ x 2n-3 f dx (28)
(x2+a®)"  2(n-1)a?(x2+a?)""1  (2n-2)a?? (x2+a?)n-1’
Fazendo n =5/2 em (28) obtemos
13 _ X2 2 dXZ X2 2 11 (29)

= 32 T 32 372~ 35273 ' 322
3x? (x3+x%) /27 3 (x3+x3) / 3xir>  3x]

Entdo, a partir de (22) e com o uso de (24), (26) e (29), obtemos a seguinte
integral indefinida (a menos da constante aditiva):



I = f—aaTydxz = %xl(ll + 312) = %x1(411 - 3x1213) (30)
1

11
=%x1 20, ——2 :aﬂ(___ﬂ)_
(x3+:3)?

Para |x,| > x; valer = |x,]| e xr—z - sgn(x,), onde sgn(x) é o sinal de

xl
+1, x>0
sgn(x) =4-1,x <0 (31)
0, x=0
e assim obtemos para (30)
I - iS(gn(xz) — lcxx—ésgn(xz). (32)
X1 2 x5

Fazendo com que os limites de integragao sejam —oo e +00 temos entao

B = f+°° dxz—l(x2—>+00)—1(x2—> w)—x—a, (33)

1
GM
conforme (18) parax; = Aea = 2 —

Obtemos o mesmo valor para a declinacdo B se os extremos de integracao nao
sdo simétricos, mas ainda infinitos, i.e.,

ay 2a

. +d
B = llmd_>+oo’k>0 f—kd - a_xldxz = x—l, (34)

como é facil de ver em (32).

Se os extremos de integracdo em (18) sdo finitos e simétricos obtemos de (30)

D 2

Jp2ex G~ e 33)

Para D = 1,496 x 10* m, a distancia média Terra-Sol, e x; = A = 6,96342 x 10° m,
o raio médio do Sol, obtemos também B = 1”,75 em (35), o mesmo ocorrendo para

B = f+D ay dxz =

__ r+D _6_]/ A
B = f_pD o dx, ~1",75 (36)

com p = 0,20, aproximadamente.



Notamos nestes calculos que x; = A é mantido fixo durante toda a integracdo,

. N . ~ ay . . . .
apos a derivagdo parcial de y em relagdo a xy, EY ou seja, no calculo de Einstein a luz
1

parte de (A, -00, 0) e vai a (A, +00, 0), mas tal procedimento traz implicito que ndo
poderia haver desvio da luz, ou este seria completamente desprezivel.

Para um pequeno desvio 0A da luz é compreensivel ndo se preocupar com essa
diferenca no percurso total, se o percurso é pequeno, mas ja que integramos de -oo a
+00 qualquer desvio A mensurdvel, ndo nulo, ndo infinitesimal, produziria um desvio
infinitamente grande em relacdo a x; = A. Ou seja, ndo podemos considerar,
despreocupadamente, que o Sol e o observador, bem como a estrela e o Sol, ora estdo
infinitamente distantes entre si, ora estdo na distancia astronomicamente correta.

Outro problema que ocorre é quando a luz estd cruzando com o eixo xy, i.e.,
estd tangenciando a borda do Sol em (A, 0, 0). Nesta posi¢do, por simetria, ela ja
deveria ter completado 50% de seu desvio total, o que ocasionaria a colisdao deste
féton com o Sol, e ndo chegaria ao observador da Terra. Mas, como se diz na Fisica,
varre-se tudo isso para debaixo do tapete.

Vamos entdo admitir, algo mais razodvel, que a deflexao sofrida pela luz ocorra
apenas nas imediacdes da sua passagem pela massa M (ou o Sol). Alcangada a deflexao
total, sem ter colidido com o Sol em nenhum momento neste modelo simplificado, a
luz seguiria em linha reta sua trajetéria, até o observador.

Se B é o angulo de deflexdao e D é a distancia do observador ao Sol entdo por
trigonometria simples podemos estimar qual seria o deslocamento dA que a luz teria
em relacdo ao observador:

OA = D tg B. (37)

Sendo B o angulo de 17,75 (~ 8,488 x 10 rad) obtido em (18) e D a distancia
da Terra ao Sol (Drs = 1,496 x 10™* m) obtemos

SA ~ 1269 805 m. (38)

Subtraindo do valor de D os raios da Terra (Rt = 6,371 x 10° m) e do Sol (Rs =
6,96342 x 108 m) obtemos, para melhor estimativa,

SA ~ (Drs— Ry —Rs) tg B ~ 1 263 840 m, (39)

proximo de 20% do raio da Terra, ou seja, um deslocamento (paralelo ao eixo xi)
bastante significativo, muito superior a largura de um olho humano, e mesmo de uma
lente telescépica, radar, etc. Nao é possivel portanto concluir que foi o mesmo raio de
luz (ou o correspondente foton) que se desviou de um angulo B em relagdo a posicdo



gue seria visto (ou medido), pelo mesmo observador (ou equipamento), na auséncia
da massa M (o Sol).

4. Conclusao

Vimos que
1o ay R T +d ay
B = f_oo _a_xldxz ~ Mg, 4 o0 k>0 f_kd a_xldxz (40)
+D ay +D ay 1"
~ _— ~ —_— ~1" 7
f_D o dx, f_pD o dx, ,75

onde D é a distancia Terra-Sol e p = 0,20, aproximadamente, mas chama-nos a
atencdo que a confirmacdo experimental deste valor envolve a comparacdo de
posi¢cdes em duas datas diferentes, separadas por 6 meses™*. Neste periodo de tempo
¢é possivel que os movimentos da Terra ou das estrelas influenciem nas medidas, talvez
de maneira ainda hoje desconhecida. Por exemplo, a paralaxe anual da estrela Proxima
Centauri é de 0”,765, embora a de estrelas mais afastadas seja menor. Isto ja mostra,
entretanto, que as chamadas estrelas fixas ndo sdo assim tdo fixas, e que seria
necessario repetir medicdes mais apuradas das posi¢cdes das estrelas separadas por 6
meses, desta vez na auséncia de eclipses solares, e também longe do Sol, para que
novas andlises possam ser efetuadas. Também deveriamos comparar a posi¢dao das
estrelas ndao apenas no momento do eclipse, mas também em um dia (noite) posterior
ou anterior a este eclipse. Assim poderemos ter mais dados para concluir sobre a
influéncia de uma massa M na passagem da luz préxima a ela.

Em [5] vimos uma tabela extraida de [6] com dados sobre a declina¢dao da luz
de estrelas na passagem das proximidades do Sol. Vemos nesta tabela que em
21/09/1922, na Austrélia, mais de 60 estrelas foram analisadas, chegando a um
maximo de 145 estrelas. Embora eu ndo seja astrénomo, considero dificil que se
encontre visualmente até 145 estrelas nas “proximidades” do Sol, mais exatamente
visualizadas nas proximidades externas da borda do Sol. E se boa parte destas estrelas
estavam mais afastadas do Sol o desvio da luz deveria ser menor que o valor
considerado correto, de 1,75, ja que de (18) temos que este desvio é inversamente
proporcional a distancia A. Sendo assim, o angulo de deflexao esperado para a luz das
estrelas ndo é “sempre” de 17,75, mas valores menores ou iguais a este, variando
conforme a distancia da luz ao centro do Sol. Na URSS, em 19/06/1936, foi obtido um
desvio médio de (2,73 + 0,31)”, com fotografias de 16 a 29 estrelas, o que contraria
bastante a previsao da Relatividade Geral.

Vale lembrar que se o extremo inferior das integrais anteriores for igual a zero
obteremos a metade de 1”,75, ou 0,875, para o valor de B, devido a paridade do
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integrando. Ou seja, podemos supor que o Sol, sozinho, ja é capaz de desviar qualquer
raio de luz préoximo a ele deste angulo de 0,875, inclusive a sua propria luz, sem a
necessidade de ter mais nenhuma outra estrela visivel na sua vizinhanca. Claro que
durante um eclipse solar este desvio deve ser ocultado pela passagem da Lua, e assim
nao poderemos observa-lo.
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