RTeorialdelcampol
relativistagss

- R, _igikRz -gD/R' +D; R+

+3¢ ik¢lR,l +2g,RD; ¢’ ~3g:R ;. -
~36,R .~ RD;¢; ~ RD;§; +8R4,9; -
_zgikR¢l¢l ==l

Fundamentos fisico-matematicos

de los campos clasicos
1

/ s € WT

Ediciones

N
L
‘©
N
=
o
o
©
o
=
(o7
Q
7))
o
e
n
Q
3
c
g







Teoria de
campo relativista

WENCESLAO SEGURA (GONZALEZ

csWT

Ediciones



TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA

Esta obra se edita bajo una licencia Creative Commons (Atribuciéon-
NoComercial-SinObraDerivada 4.0 Internacional).

© Wenceslao Segura Gonzalez
e-mail: wenceslaoseguragonzalez@yahoo.es

Primera edicion:
20 de septiembre de 2014

Edita:
ceWT Ediciones

ISBN:
978-84-617-1463-6

Depésito Legal:
CA 299-2014

Descargas:
www.wenceslao-segura.es



Contenido

N 66 a h~ & DN

Introduccidn . ... . i
Geometriadiferencial ... ........ ... . ... ... ... 1

Formulacién lagrangiana de la teoria de campos. . 45

Campo electromagnético..................... 79
Campogravitatorio.......................... 95
Teoria de campo unificadode Weyl ............ .17
Apéndice1....... ... ... .. ... 147

Apéndice 2. ...... ... .. ... 153






Teoria de campo relativista
Wenceslao Segura Gonzalez
ISBN: 978-84-617-1463-6

Introduccion

Pretendemos con este libro exponer, en la forma mas
clara que hemos podido, las técnicas fisico-matemati-
cas usadas en el estudio de los campos clasicos relativistas.
En este sentido, el libro quiere cumplir una funcion peda-
gogica y esta dirigido a aquellos, que ya teniendo un cono-
cimiento basico de electromagnetismo y de Relatividad,
quieran profundizar en los aspectos formales de la teoria
de campo.

Hemos huido del rigorismo matematico, porque enten-
demos que el fisico no gana nada con ello; al contrario, los
enfoques excesivamente «matematicistas» ocultan la esen-
cia fisica de la materia que se estudia.

Hemos dividido esta obra en cinco capitulos y dos apén-
dices, los suficientes para entender las técnicas usadas
en el estudio de los campos clasicos relativistas.

El primer capitulo lo dedicamos a la geometria diferen-
cial, base matematica utilizada en la formulacién de los
campos relativistas no cuanticos. Lo hemos desarrollado,
al igual que los restantes capitulos, de forma cerrada, de
manera que no se exigen lecturas complementarias, ni
tampoco conocimientos especificos previos.

El segundo capitulo trata de las técnicas lagrangianas
aplicadas a los campos. Entendemos que es el capitulo mas
novedoso del libro, en cuanto hemos desarrollado con plan-
teamientos originales muchos de los asuntos alli tratados,
en especial el teorema de Noether y las técnicas para cal-
cular el tensor de energia-momento.



Introduccion

El tercer capitulo se dedica al campo electromagnético,
entendido como un campo relativista y obteniendo sus
ecuaciones a partir de un principio variacional.

Al campo gravitatorio se le dedica el cuarto capitulo.
Obtenemos sus ecuaciones utilizando tres procedimien-
tos, segun cuales sean los potenciales de campo conside-
rados: el tensor métrico y/o la conexién afin, a los que
anadimos la formulacion tetrad de la relatividad general.

Durante la primera mitad del siglo XX se desarrollaron
numerosas teorias de campo unificado en un intento de
geometrizar las fuerzas electromagnéticas y gravitatorias.
Como ejemplo de estas teorias de campo hemos desarro-
llado en el quinto capitulo la teoria de Weyl, lo que nos
sirve para profundizar ain mas en las técnicas expuestas
en otros lugares de esta obra.

Finalmente encontrara el lector dos apéndices. En el
primero de ellos aclaramos algunos conceptos de la teoria
relativista que aun siguen originando confusién, incluso
entre autores destacados. En fin, el segundo apéndice hay
que considerarlo especulativo y plantea desde un punto de
vista novedoso el significado que tiene la transformacion
conforme en las teorias de la gravitacion.

Este libro se edita en acceso abierto pues entendemos
que la publicaciéon cientifica ha registrado un cambio pro-
fundisimo con la extension de internet. Es imposible que
una obra impresa pueda llegar a tantos lectores como un
libro, que tal como éste, se encuentra a disposicion de
cualquier lector con s6lo unos cuantos clics de ordenador.

Wenceslao Segura Gonzdlez
Tarifa (Espafa), septiembre de 2014
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1

Geometria diferencial

1.1 Algebra tensorial

Un espacio es un conjunto de infinitos elementos a los que llamamos
puntos, cada uno de ellos definidos por N ntimeros reales independientes
entre si, a los que llamamos coordenadas del punto. Impondremos la condi-
cion de que el espacio sea continuo, es decir que si un punto tiene coordena-
das x* existen otros puntos con coordenadas x5 +dx* , donde dx ¥ son
valores infinitesimales, es decir que «infinitamente cerca» de un punto exis-
ten infinitos puntos. Al ntimero N de coordenadas necesarias para identifi-
car a cada punto se le llama dimensién del espacio.

La representacién de los puntos del espacio por sus coordenadas no es
tnica. En efecto, es posible definir nuevas coordenadas relacionadas con las
antiguas por /N funciones

x'" =x”(xk) (1.1)
o bien *
. ox'’ .
dx'" = kdxsz];dxk,
X

donde suponemos que la transformacion es invertible, o sea que el jacobiano
o determinante de la matriz 4 ]: es distinto de cero, debiendo existir por tanto
la relacién inversa

_0x’
- a x! k
Vamos también a exigir que las funciones (1.1) sean derivables y con sufi-
cientes propiedades de regularidad.

dx’ dx'*=B;dx"".

* En lo que sigue utilizaremos el criterio de sumacion de Einstein.
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Capitulo 1.- Geometria diferencial

Esta operacién de cambio de coordenadas nos permite definir los elemen-
tos basicos que operan en un espacio, como son, entre otros: vectores, tensores,
escalares y espinores. Un vector es un ente geométrico que puede venir defi-
nido por Nntimeros v*, llamados sus componentes contravariantes, y que
estan relacionados con el espacio de tal forma que al hacer un cambio de
coordenadas (1.1) estas componentes se transforman segtin la ley

V' k =4 :{ v r ,
es decir se transforman con la misma ley que las diferenciales de las coorde-
nadas. Otra posibilidad es que el vector venga definido por un conjunto de N

niimeros v, , llamados sus componentes covariantes, que ante el cambio
(1.1) se transforman como
Vi, =Bv,.

Hay que advertir que un vector viene expresado por las componentes
contravariantes o por las covariantes. No obstante, y como veremos mas
adelante, es posible definir un vector de orden dos, como es el caso del tensor
métrico, que nos sirva para «subir o bajar los indices», es decir establecer una
correspondencia entre las componentes contravariantes de un vector y sus
componentes covariantes. En este caso el vector viene definido tanto por
unas como por las otras componentes, pues ambas se encuentran relaciona-
dos entre si.

Debemos distinguir entre el vector simpley el campo vectorial. En el pri-
mer caso se trata de un vector definido en un tinico punto del espacio. En un
campo vectorial nos encontramos con un vector definido en cada punto del
espacio, lo que significa que las componentes del campo vectorial son fun-
ciones de las coordenadas.

El concepto de vector es facilmente generalizable para alcanzar el con-
cepto de tensor. Por ejemplo, un tensor de segundo orden contravariante es
un ente matematico definido por N> componentes 7 7Y que se transforman
en un cambio de coordenadas (1.1) por la ley

1 =An AP
El concepto de tensor se puede generalizar tanto en su orden como en su
caracter, sea éste covariante, contravariante o mixto. Por ejemplo, las compo-
nentes de un tensor de segundo orden mixto se transforman segiin
(P =APB1,".
Aligual que lo sefialado para los vectores, cabe hablar de un tensor defi-
nido solamente en un punto del espacio o de un campo tensorial, en este caso

sus componentes son funciones de las coordenadas.
Se definen los escalares como entes matematicos ligados con el espacio y

2 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA
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definidos por un solo niimero que no varia cuando se hace un cambio de
coordenadas, o sea, es invariante. Puede existir un campo escalar, entonces
el namero que lo define depende del punto del espacio que se considere, pero
estos niimeros seguiran siendo los mismos al realizar un cambio de coorde-
nadas.

Facilmente se pueden definir operaciones tensoriales como la suma, res-
ta, multiplicacién y contraccion. Esta tltima consiste en igualar dos indices,
uno superior y otro inferior y luego sumar respecto a ellos. La contraccion,
por ejemplo, de un tensor de cuarto orden tres veces contravariante y uno
covariante 7, " s un nuevo tensor de segundo orden ¢ *7

rkp __ rkp __
1, =, =

P
Notese que es importante el orden en que estdn colocados todos los indices
de las componentes de un tensor, no solamente los indices que estdn en la
misma linea, sino los indices contravariantes respecto a los covariantes. En
realidad lo que hay que distinguir es el orden entre los indices contravariantes
(o entre los covariantes), pero en el caso en que se defina un tensor de segun-
do orden para bajar y subir indices, entonces los indices contravariantes se
pueden convertir en covariantes y viceversa, por ello es también necesario
conocer el orden de un tipo de indice respecto a los del otro tipo. Debemos
también notar que de un tensor dado se pueden obtener varios tensores con-
traidos que, en general, seran diferentes entre si. De nuestro ejemplo anterior
también se pueden obtener los tensores contractos 7,7 y prkp .

Es posible combinar el producto con la contraccion, operacién especial-
mente ttil para los vectores, denominédndose en este caso producto interno o
escalar. Para los vectores de componentes v y w, su producto escalar serd
vFw « » donde como es habitual se sobreentiende la suma respecto a los indi-
ces repetidos, a los que se les llama indices mudos.

Una ecuacién cuyos dos miembros sean tensores de igual orden y caréc-
ter es una ecuacién invariante, es decir, que la relacion entre sus miembros se
mantiene cualesquiera que sea el sistema de coordenadas elegido. Y vicever-
sa, si encontramos una ecuacién invariante tal que uno de sus miembros
tenga caracter tensorial, podemos concluir que el otro miembro también sera
un tensor y de iguales caracteristicas.

2.1 Conexiones y derivadas
Cuando un espacio euclideo (o sea, el espacio ordinario, ver epigrafe
14.1) esta expresado en coordenadas curvﬂmeas, las derivadas parciales de
las componentes de un vector 0 v no tienen propiedades definidas de
transformacién, por ello es necesario introducir el concepto de derivada
covariante del vector. Sea el vector v =y ‘e i siendo e, los vectores basi-

ISBN: 978-84-617-1463-6 3



Capitulo 1.- Geometria diferencial

cos, al hallar lIa derivada de v se obtiene

ov* oe
dv=dv'e, +vide, =2 dx’e +v' Tt dx’
ox" ox"

como cualquier vector se puede poner como una combinacion lineal de los
vectores basicos, entonces

oe,

ox"
siendolos I',,.* unos coeficientes a determinar. Por lo anterior queda que la
derivada de un vector en un espacio euclideo es

dv=(6,vs+vkl"krs)dx’es=D,vsdx’es, (21

llamandoa D,v* las componentes dela derivada covariante del vector v .

Para obtener una definicién adecuada de diferenciacién en un espacio
genérico no euclideo, nos guiaremos por (2.1). Con esto queremos indicar que
la definicién que daremos de derivacion se reduce a la obtenida en la geome-
tria euclidea. Teniendo esto presente, definimos la derivada covariante de un
vector por los siguientes requisitos:
a) La derivada covariante de un vector es un tensor de segundo orden.
b) Si el campo vectorial tiene de componentes contravairantes v* las compo-
nentes de la derivada covariante es la expresién

k
D,v":%wSrs,":arvHvT”" (31
X

donde los simbolos I" rk son las componentes de un campo -normalmente
sin cardcter tensorial- al que llamamos conexién afin o simplemente co-
nexion.
¢) La derivada covariante cumple la regla de Leibnitz de derivacién de un
producto.
d) En el caso de un campo escalar ¢ la derivada covariante es idéntica a su
derivada parcial

_ s
_rkr es

D,$=0,4.

Una serie de aclaraciones exige la anterior definicién. Como I Srk no es

en general simétrica respecto a los indices inferiores, se podria haber defini-
do la derivada covariante por

Dyvk=ovF+vir, f @n
donde se ha invertido el orden de los subindices de la conexién con respecto
alausadaen (3.1). Como demostraremos mas adelante, si(3.1) es un tensor

también lo es (4. 1) 0 dlChO de otra forma si r,, k¥ es una conexion, también lo
essutraspuesta I' " =1",. (4 1) representa una derivada covariante dife-
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rente de (3.1). El uso de una u otra definicién es indiferente, pero debe indi-
carse cudl de las dos se esta usando. Es posible construir una geometria
diferencial donde se usen simultineamente ambas derivadas covariantes,
incluso se puede hacer una definicién mixta de ambas derivadas.

Es importante saber el orden de los indices de la conexiéon. En nuestra
definicién el indice contravariante o superior se encuentra en tercer lugar.
También es arbitrario el orden que se elija, pero dado un orden debe mante-
nerse en los célculos sucesivos. Se podria también representar la conexién
por las siguientes expresiones: I’ rk nal k o - La diferencia entre una u otra
surge cuando se baja el indice superior, ya que en este caso si es significativo
el orden del indice contravariante

Es posible definir una derivada covariante sin exigir el cuamplimiento de
los apartados c) y/o d). Entonces seria necesario utilizar dos conexiones:
una para la derivada de las componentes contravariantes y otra para la
derivada de las componentes covariantes. En esta situaciéon también seria
posible la definicién de la derivada de un tensor, siguiendo para ello la
similitud con lo deducido en la correspondiente derivada de un tensor en un
espacio euclideo.

Notese que de nuestra definicién de derivada covariante no se puede
obtener la expresién de la conexioén, por esta razén estos simbolos se convier-
ten en un elemeto basico que debe ser indicado para definir el espacio. El
establecimiento del campo de la conexién nos permite efectuar la diferencia-
cién de un campo vectorial o tensorial y a partir de estas operaciones obtene-
mos un conjunto de tensores que describen las caracteristicas y propiedades
del espacio.

Es facil deducir la derivada covariante de un vector definido por sus
componentes covariantes, para ello partimos de

k
p=u'v,
donde ¢ es unescalar como se deriva de la leyes de transformacion y u* es

un campo vectorial arbitrario. Teniendo en cuenta el apartado d) de la defini-
cion de derivada covariante

D, (ukvk) =v.Du*+u*Dv, =0, (ukvk) =v,0,u" +u*o v,
utilizando el valor ya encontrado de D u * entonces
uk(D,vk -0,V +vs1“krs)= 0
dado el caracter arbitrario de u* se encuentra

Dyv,y=0,v,—-v,I',° (5.1)
que es la expresién buscada.

ISBN: 978-84-617-1463-6 5



Capitulo 1.- Geometria diferencial

Démonos cuenta que si la derivada covariante se hubiera definido por
(3.1) entonces en vez (4.1) hubiéramos encontrado

Dy, =0,v,-v,T, .
El proceso lo podemos continuar para hallar la derivada de un tensor de

segundo orden con componentes en forma covariante. Partimos para ello del
escalar

_ ok
¢ =u'vy trk
donde u"y v* son dos campos vectoriales arbitrarios. Haciendo uso de un
procedimiento igual que el anterior se encuentra

— _ s s
Dptrk _aptrk trsrkp tskrrp :
Para terminar pongamos la expresién para el caso de la derivada covariante
de un tensor de segundo orden con componentes mixtas

k k k s s k
Dt =0,t," =t ,°T, +t,°T "

Como ya indicamos es posible definir una derivada mixta, es decir la que
utiliza tanto la definicion (3.1) como la (4.1)

A _ K K
Dptrk - apl‘rk _trsrpk - tskrrp :
expresion que recibe el nombre de derivaciéon covariante de Thomas.
Posteriores generalizaciones son faciles de hacer. Téngase presente en

todos los casos el orden de los subindices de la conexién, que s6lo pueden
alterarse en el caso de ser simétrica.

3.1 Ley de transformacion de las conexiones
Sibien la definicion de derivada covariante no permite definir la conexién,
sile impone severas limitaciones y esto es asi por la condicién de tensor que
debe poseer la derivada covariante, lo que establece la relacion de transfor-
macién que debe cumplir la conexiéon de un espacio.
Ante el cambio de coordenadas (1.1) la derivada covariante de un tensor
toma la forma

DV =o' vk v K 6.1)
que al ser un tensor debera cumplir la siguiente ley de transformacion
D =BPAf Dy’ 7.1)
Como
ox’ o : .
Ot = S (afv) =Bl Al v+ BlAfo v

ox'" ox’
desarrollando (6.1) y aplicando (7.1)

6 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA
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D'k =BrjAskjvs +BrjASk8jvs + ANV F =
_pp gk s _ pp 4k s p 4k, s t
=B A;D, v =B A0, v +B A vT
y dado que el vector de componentes v* es arbitrario, resulta tras la
simplifiacion
1k _ppns 4k t Jps 4k
Fri _Bi BrAthp _Bi BrAsj
que es la ley de transformacion de la conexién.

Es posible una ligera simplificacién de la anterior expresion. El segundo
sumando del segundo miembro se puede poner como

ox’/ ax® 3% @ [axs Gx'kJaxj

_BIJB;’YA;CJ = ri rr K} Jj + J 24 K} ri

ox'" ox'" ox"ox’ Ox’\ox" Ox” )Ox
donde hemos sumado una expresién que es idénticamente nula por serlo la
derivada del paréntesis que es el simbolo de Kronecker, & rk . Desarrollando
se llega a

%x® ox'*
ox'"ox"" ox*
con este resultado la ley de transformacién de una conexion frente a un
cambio del sistema de coordenadas queda

k s 4k s 4k
| =Bl-qBrAp1“ qu +B,Ag. (8.1)
Cualquier campo que ante una transformacién de coordenadas cambie como

(8.1) es una conexién. La anterior expresién se puede tomar como la forma
mas general de definicién de una conexion.

~B/BJAf = =B A"

4.1 Propiedades de las conexiones

Aunque sin carécter tensorial en general, cualquier conexién puede des-

componerse en parte simétrica y antisimétrica
k k k
r; =1“(l.s) +1“[l.s] ,

donde hemos utilizado el criterio de que los paréntesis redondeados repre-
sentan simetrizacion y los cuadrados antisimetrizacién, y que son definidos
por

r f —l(rm" +T %)

(is) 9
r[is]"zé(r,sk—r”").

Sus leyes de transformacion son diferentes, de tal forma que la parte
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antisimétrica se transforma como un tensor de tercer orden, algo que no ocu-
rre con la parte simétrica.

Si una conexidn es simétrica en un sistema de coordenadas, sera simétri-
ca con cualquieras otras coordenadas, pues en este caso la parte antisimétrica
es nula y al ser un tensor, seguira siendo nula en cualquier otro sistema de
coordenadas. No obstante, la conexidon antisimétrica no tiene caracter
invariante, es decir la conexién puede ser antisimétrica en un sistema de
coordenadas y no serlo en otro.

_ Esfacil comprobar que la diferencia entre dos conexiones distintas I y
I ¥ es un tensor. En efecto, por laley de transformacién (8.1) se encuentra

k 1~ k k roT r
I =T :ArBipBg(rpq Ty )’

lo que nos viene a decir que dada una conexién podemos obtener otra su-
mandole un tensor cualquiera 7'

e k _r k k
I is I is T T is

Si bien la suma de dos conexiones no forma en general una nueva co-
nexioén, la expresion

k ek
al is + IB r is

si serd una conexion siempre y cuando o+ =1.

La conexién admite dos contracciones

— k. o k
rs_rks ’ rs_rsk

que son diferentes salvo que la conexi6n sea simétrica. Los simbolos I' y
I'; sonlas componentes covariantes de un vector como se puede comprobar

por aphcac1on de (8.1).
Si I';," son las componentes de una conexién y A es una funcién
invarlante

r.f=r *+s5k0.2
es una nueva conexién puesto que se transforma segun (8. 1)
Si I',," esuna conexién, entonces su transpuesta F F k¥ también
es una conex1on, como facilmente se deriva al aplicar (8. 1)
Si F es una conexion, entonces

k_p &k k
Ut's _ris _ri 55
también es una conexién, ya que el segundo sumando del segundo miembro
es un tensor. Igualmente ocurriria siusamos I'; envezde I';.

5.1 Tensores especiales
La delta de Kronecker & ]k (=1sii=k ; =0sii#k)puedeserentendida

8 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA
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como las componentes de un tensor mixto que tiene en todos los sistemas de
coordenadas las mismas componentes, como la demuestra la identidad

sf=45Bisk.
El simbolo de Levi-Civita completamente antisimétrico & ”?"* tieneel valor
1 si hay una permutacion par de los indices, el valor -1 si la permutacién es
impar y 0 si hay al menos dos indices iguales. Este simbolo no tienen caracter

tensorial pero a partir de él podemos definir en un espacio tetradimensional
un tensor A”Y"  también de caracter antisimétrico, por la relacion

AP = JgPars 9.1)
donde J es un parametro que ante un cambio de coordenadas se transforma
segun la ley

J'=|4J
siendo |A | el determinante de la matriz de transformacién A l.k .Enefecto
i g J gk 4l 1 42 43 44 ijki
A;AéArASA Pars = A,A;A474; g JgPam =
:|A|Jgijk/ — Jrgijk/ = A/ PATS
lo que nos muestra el caracter de tensor de cuarto orden contravariante del

simbolo A 77" . Se puede hacer la generalizacién a un espacio de cualquier
dimensién.

6.1 Sistema de coordenadas localmente geodésico
Vamos a demostrar que para el caso de un espacio con una conexién
simétrica es siempre posible encontrar en cada punto P un sistema de coor-
denadas respecto al cual la nueva conexién sea idénticamente nula en ese
punto.
Consideremos la transformacién de coordenadas

x’k:xk—x§+%(1“isk)o(xi—xé)(xs—xé) (10.1)

donde el subindice 0 se refiere al punto P en donde pretendemos obtener las
componentes de la conexién respecto al nuevo sistema de coordenadas. Ha-
llando la derivacién parcial de la ecuacién de transformacion (10.1)

rk k i
Ox :é.f:@x +(risk) Ox (XS—XS) (11.1)
axVV 6er 0 aer
y particularizando para el punto P
ox*
k_|OX | _(pk kY _ sk
5k = o _(B,)O = (A,)O—ér,

0

ISBN: 978-84-617-1463-6 9



Capitulo 1.- Geometria diferencial

lo que nos indica que los tensores no sufren ningtin cambio en la transforma-
cién de coordenadas (10.1), ya que la matriz de la transformacién es idéntica
a la unidad.

Derivando (11.1)

oxk k 0%x! W Ox' ox*
o 1m+(ri5 ) ' /m(xs_xé)—i_(ris ) 'r oA
ox'"Ox 0 0x""0Ox 00x"" Ox

en el punto P nos quedara

62 k
seraw ) ~(Brn)y=(T),.

teniendo presenta la ley de transformacion de la conexién (8.1) se encuentra
Uﬂsk%;=5f5f5f(Fp;)O—(Fm’)05f=0

tal como queriamos demostrar; es decir, que para un espacio que tenga una
conexion simétrica existe, para cada punto, un sistema de coordenadas res-
pecto al cual la conexién transformada es nula en ese punto; lo que no impli-
ca que tengan que ser nulas sus derivadas. Al sistema de coordenadas donde
se cumple esta propiedad se la llama localmente geodésico, porque, como
veremos mas adelante, los ejes coordenados en ese sistema son lineas
geodésicas si el espacio es métrico (ver epigrafe 12.1).

El teorema inverso también es cierto, si para cualquier punto de un espa-
cio existe un sistema de coordenadas para el cual la conexién es idénticamente
nula en ese punto, entonces la conexién es simétrica respecto a cualquier
sistema de coordenadas.

En efecto, consideremos un sistema localmente geodésico definido en un
punto P, en ese punto la conexion referida a ese sistema es nula; al hacer un
cambio a otro sistema de coordenadas, la nueva conexién vendra dada por
(8.1) y en el punto P sera

(Fkk)O=O+B£Af

que es simétrica por serlo B/ . Elmismo procedimiento se puede hacer para
todos los demds puntos del espacio, encontrandose que en todos ellos la
conexion es simétrica.

Si la conexién no es simétrica no podemos obtener un sistema localmente
geodésico en todo punto, pues no es posible anular la parte antisimétrica de
la conexién por ser un tensor. No obstante, siempre podremos hacer una
transformacién de coordenadas que consiga en cada punto de la variedad
anular la parte simétrica de la conexién. Si la transformacién de coordena-
das es
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X =xkoxk +%[r(:‘sﬂo(xi _xé)(xs _xé)

entonces se encuentra

(), =il (1), =

que al aplicarlo a (8.1) se deduce

], {0, (),

tal como habiamos indicado antes.

7.1 Tensor y vector de torsion
Definimos el tensor de torsién por
k_1 &k k_ k
T, =1 —Tg, =2I [is] (12.1)
que tiene caracter tensorial ya que es la diferencia entre dos conexiones. En el
caso de que la conexién sea simétrica el tensor de torsion es nulo.
Se llama vector de torsién a la contraccion del tensor anterior

_ .k _ k k_T
=ty =Ly -L =0, =T,
que como ya se ha visto es un vector covariante.

. > k .
A partir de una conexién I';;" se puede obtener otra conexién para un
espacio de N dimensiones

% 1
k k k
ris :Fis +N—5i Ty

que tiene asociado un vector de torsién nulo. La conexién

% 1
k k K k
Iym =T +T(5i Ts_5sfi)

también tiene un vector de torsién nulo.

8.1 El tensor de Riemann-Christoffel

La conexién asociada a un espacio es el principal elemento para definir
las propiedades no métricas. Pero ella sola no permite informar de algunos
rasgos caracteristicos del espacio, como es el caso de la curvatura, que nos
dice como se aparta el espacio de una espacio plano o euclideo

El grado de curvatura de un espacio es dado por el tensor de Riemann-
Christoffel de cuarto orden. Para obtener su valor vamos a hallar la diferen-
cia entre las derivadas segundas de un campo vectorial cualquiera

D,(D,v*)-D,(Dy*)
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que en el caso de un espacio euclideo se anula; aunque su anulacién no
significa que el espacio sea euclideo. Haciendo los correspondientes célcu-
los y teniendo presente que la derivada covariante de un vector es un tensor
y que es de aplicacion la definicién (3.1), se llega a la expresién

D,(Dv*)-D,(Dy*)=
=v'(r A= ke, f o F) e Dk (T, T, )

Sr.i si,r

donde la coma representa derivacion parcial respecto a las coordenadas. La
expresion anterior queda

D,(Dy*)-D,(Dy*)=v'R, + D7, (13.1)

donde se ha utilizando la definicién de tensor de torsion (12.1) y se ha defini-
do el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel por
RY,, =T 5 =T+ T T, =T T, (14.1)
que en efecto es un tensor ya que los restantes terminos de (13.1) son todos
tensoriales.
Sienvez dela definiciéon de derivada covariante (3.1) utilizamos la (4.1)
obtendremos otro tensor de curvatura
R*,, =T, t-T M+ T, T, T, (15.1)
diferente al anterior. En el caso de estar en la geometrla de Riemann (ver
epigrafe 13.1) coinciden ambos tensores de curvatura ya que la conexion es
simétrica.
Como ya indicamos, si a una conexién le sumamos un tensor volvemos a
encontrar una nueva conexion

c k_1 &k k

ris _ris +Tis ~
que tendra asociada un nuevo tensor de curvatura R
(14.1) por la expresion

sir Telacionado con

jéksir:Rksir+DiTsrk_DrTsik+Tsnk(rrin_rirn)+
+T, T, " =T, "T,."
o bien de forma mas compacta
R*, =R*, ,+2DT) H] 42T, H] (16.1)

donde los corchetes significan simetrizacién y los indices encerrados entre
lineas paralelas vienen a significar que no entran en la simetrizacién y per-
manecen inalterables.
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9.1 Desplazamiento paralelo de un vector

Seaelvector v=v"‘e , definido en el punto P de un espacio euclideo. Si
trasladamos paralelamente ese vector al punto P’ infinitamente cercano a P,
no tendra las mismas componentes, puesto que los vectores basicos, al venir
el espacio en coordenadas curvilineas, seran diferentes en P queen P’ y a
consecuencia de esta variacién de los vectores basicos se producira una va-
riacién en las componentes del vector v atn cuando se traslade paralela-
mente al punto P’.

La variacién del vector v a consecuencia del cambio de vectores basicos
de P a P’ viene dado por

vide, =v*T,dx'e,
donde dx' esla diferencia de coordenadas entre los puntos P y P’. Entonces
podemos decir que un vector se ha trasladado paralelamente del punto P al

P’ si sus componentes cambian segin
k j
dv' =—v"T, dx'
lo que neutraliza la variacién ocasionada por el cambio de vectores basicos,
consiguiendo, por tanto, que la diferencia entre el vector en P y en P’ sea nula
dVv = 0.0 dicho de otra forma, un vector es trasladado paralelamente de un

punto a otro punto infinitamente cercano sila derivada absoluta del vector
calculada entre los dos puntos es nula

DvF =avF + T dx' =0.
Podemos generalizar esta definicion a un espacio genérico y decir que
cuando un vector se traslada paralelamente desde el punto P de coordena-

das x' a otro punto infinitamente cercano P’ de coordenadas x' +dx'la
diferencia de sus componentes en ambos puntos es

dvF =T dx'. (17.1)
Cuando en un espacio euclideo se traslada paralelamente un vector a
partir de punto para seguir un trayecto cerrado y volver al mismo punto de
partida, el vector original coincide con el que resulta de la traslacién parale-
la. Pero esto no se cumple en un espacio «curvo». Vamos a demostrar a
continuacién que la variacion de las componentes de un vector cuando se
traslada paralelamente a través de un circuito cerrado elemental esta relacio-
nado con el tensor de curvatura y en general es distinto de cero.
Consideremos el paralelogramo infinitesimal de la figura 1.1. Al trans-
portar paralelamente un vector de componentes v* desde el punto A al Bsus
componentes varian segtin (17.1)

—vs(xk)l"sir(xk)dai.
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Figura 1.1

Al hacer el transporte de B a C las componenes del vector se modifican segtin
v (xk +dak)l"s,’ (xk +dak)db[ :
La variacion de las componentes del vector cuando se traslada paralela-

mente desde C a D serdn las mismas que cuando se traslada de D a C pero
cambiado de signo

v (xk+db* )T (x* +db*)da'.
Por dltimo la traslacién de D a A serd la misma que de A a D cambiando el
signo
vs(xk)l“sir(xk)dbi.
Ahora determinemos la variacién total experimentada por las componentes

del vector cuando se hace la traslacion paralela a lo largo del paralelogramo
infinitesimal considerado

dv’ ==v* (x*)0 " (x*)da’ —v* (x* + da* )07 (x* +da*)ab’ +

¥ (ke db* )T (x4 db*)dat v (x )0 (xF)ab!,

o en primer orden de aproximacién
dv' =—v'T [} da*db' -0 ,v°T [ da*db' +
+v°T i da'db® +0,v°T "da'db*
y teniendo presente que la variacién de las componentes del vector es
o' ==v"T,;
nos queda finalmente
dv" =R", v"da*db’,

con lo que queda demostrado que al trasladar un vector paralelamente a si
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mismo a través de un recinto infinitesimal cerrado, el vector resultante no
coincide con el de partida, salvo en el caso especial en que el tensor de
Riemann sea cero. En general, por tanto, la traslacién paralela de un vector
por un circuito cerrado no reproduce al mismo vector.

10.1 Tensor de Ricci
A partir del tensor de curvatura se pueden definir dos nuevos tensores
mediante la contraccién de indices. Se le llama tensor de Ricci a la contrac-
cién
Rsi :Rksik :Fskl,ci _rsi,];c +rsktrt1'k -I
compuesto tanto de parte simétrica como antisimétrica.

La otra posible contracciéon del tensor de curvatura recibe el nombre de
curvatura homotética y es definida por

k k
V =R kir — rk}’l 1—‘klr—|—1—‘k}’nl—‘ni _rkinr 1—‘krl_l—‘klr"

que es un tensor antisimétrico. Las otras contracciones posibles del tensor de
curvatura no dan lugar a nuevos tensores.

Debemos tener presente que si aceptamos como definicién de derivada
covariante la (4.1) entonces obtenemos un tensor de Ricci y una curvatura
homotética diferentes en general de las anteriores.

Si derivamos otra conexién anadiéndolea I",,* untensor 7', * entonces
el tensor de Ricci se obtendra de (16.1)

R =R +2D[l +T "4 2T

T,* (18 .1)

S

sf]

" H]

11.1 Identidades de Bianchi
La derivada covariante del tensor de curvatura es

k _ k t k k t k t k
DmR sir_amR sir+R sirrtm -R Fsm_R strrim -R
si consideramos que la conexion es simétrica, existird en cada punto un
sistema de coordenadas localmente geodésico, donde las conexiones son
nulas. Si elegimos este sistema entonces
D,R* =o0,T k-0, 1T f=r % T *

Sr,l SLr srm si,rm*

t
tir sitr rm >

Permutando los indices m, i, r se obtiene

DR*, =r_F -1 *

smrt srmt
S k
DVR Sm rstmr rSmH’

Al sumar las tres expresiones encontradas se llega a
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DmRksir +DiRksrm +DrRksmi =0 (19-1)
que al ser una identidad tensorial y vélida en un sistema de coordenadas
determinado (sistema localmente geodésico), se mantendra en cualquier otro
sistema de referencia. A (19.1) se le llama identidad de Bianchi y es valida en
el caso de conexién simétrica.

Es posible generalizar las identidades de Bianchi para el caso en que la
conexion no sea simétrica, en este caso se encuentra

k k k _ pk P k P k P

DmR szr+D1R A'rm+DrR A‘nli_R pmlrm +R permA +R prm is
0 en notacién mas compacta
Rk

- R¥ T}P (20.1)

p{WIi rts
donde el punto y coma representa la derivacién covariantey {...} esla suma
de las permutaciones.

s{ir;m}

12.1 Tensor métrico
Consideremos un espacio euclideo expresado en coordenadas curvilineas.
En cada punto existe un conjunto de vectores basicos (e ‘ ) que dependen
del punto en que estan definidos. Sus productos escalares nos dan un con-
junto de nimeros que dependen del punto del espacio, que tiene caracter de
tensor de segundo orden covariante y al que llamamos tensor métrico

ik =€;-€y.

El médulo de un vector dX = dx "e , que corresponde al cuadrado de la
distancia infinitesimal entre sus extremos ds? =dx-dx , vendra dado por
ds* =g, dx'dx"

que le llamamos elemento de linea del espacio euclideo.

Este resultado lo extendemos a un espacio genérico y decimos que el
tensor métrico es un tensor covariante de segundo orden asociado al espacio,
es decir, que se trata de un campo tensorial g, (x") que no es singular, lo
que significa que su determinante es distinto de cero.

Consideremos dos puntos A y B definidos por las coordenadas x” y
x" +dx" respectivamente; se llama distancia entre los dos puntos a la can-
tidad infinitesimal dada por

ds* =g, dx'dx". (21.1)
El tensor métrico no es en general simétrico. Sin embargo, solo la parte
simétrica interviene en el cdlculo de la distancia, en efecto

ds? =g,-kdxidxk =8 (ik) dx'dx* + 8] dx'dx* =g(l.k)dx"dxk

1 6 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA



Wenceslao Segura Gonzdlez

donde el sumando que contiene la parte antisimétrica del tensor métrico se
anula al tener en cuenta que se pueden intercambiar entre si los indices
mudos i y k.

Con el tensor métrico se puede realizar la elevacion o descenso de indices.
Dado un vector cuyas componentes se encuentren en forma contravariante
v*, podemos obtener las componentes covariantes por la operacion

vszgksvk, (22.1)
entendemos que ambos conjuntos de componentes representan al mismo
vector, que de esta forma viene dado por dos conjuntos diferentes de compo-
nentes pero relacionadas entre si.

De igual forma se pueden descender los indices de un tensor, en operacio-
nes tales como las siguientes

_ ik
trs =8ir8ks t
o bien como

L =8kl ks >
nétese el orden en que aparezcen los indices del tensor métrico.
Como el tensor métrico es invertible (por ser singular), debe tener un in-
verso g’ ks tal que cumpla

g rkg ks = 5}f
Si g es el determinante del tensor métrico g ,, ; &' el menor adjunto asocia-
do alelemento i, sy & 5 —a¥su traspuesta, entonces el inverso del tensor
métrico es

Pero se prefiere en vez de utilizar g’ ks interpretar el tensor métrico en
componentes contravariantes como el traspuesto del tensor inverso, es decir

ks 1 ks
g == , (23.1)
g
entonces la relacién entre las componentes del tensor métrico en funcién de
sus componentes contravariante y covariante es

gir8 = 5; . (24 '1)
Como se ve por el orden de los indices, (24.1) no es la operacion tensorial
G-G'=1, donde G es la matriz de elementos g4, Sino la ecuacion

G-G'=1,donde G tiene de elementos los g "k anteriormente definidos.
De (24.1) se obtiene
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grk8 sk = 6rs .
De (24.1) también se deduce que g** son las componentes de un tensor de
segundo orden contravariante.
El tensor métrico también nos permite elevar los indices tensoriales. En
fecto, multiplicando (22.1) por g™

rs rs k rok r
g V=8 gy =0V =V
con lo que se logra subir los indices. Este método es extensible para subir o

bajar los indices de las componentes de los tensores, por ejemplo
tpq — gprgq t k-

El determinante del tensor métrico en un espacio tetradimensional, tal
como el espacio-tiempo ordinario, es

— o Pqrs
g=¢ glngqg3rg4s’
que también se puede desarrollar haciendo uso de los menores adjuntos, por
ejemplo
- pqrs - p
g_glp(g ngg3rg4s)_g1pa

La derivada del determinante del tensor métrico se puede desarrollar por

sus menores adjuntos

dg=dg,, (6" 22, 3 8as )+ dg2q (87721, &3, 845 )+
+dg3r(gpq”g1p ng g4s)+dg4s (gpqrsglp g2q g3r)

o bien
_ raq
dg=dg ,, o
donde & 77 es el menor adjunto asociado al elemento p, g del tensor métrico.
Haciendo uso de (23.1) queda
— rq
dg=gdg ,, &
y la derivacién parcial es
0,8=88"10,8pq-
La derivada covariante de la delta de Kronecker es nula, en efecto
Dp5; :8p5; +5S'"Fmpr —5,;1"5},”’ :O—i—Fspr —Fspr =0,

al aplicar la regla de Leibnitz de la derivacién a (24.1) se halla la derivada
covariante de g .En partlcular, si es nula la derivada covariante de g;,
también lo sera la de g , estas circunstancias se daran tanto en los espacios
de Riemman como en los euclidianos .
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13.1 Espacio euclidiano tangente
Consideremos un espacio V donde se ha definido un tensor métrico. Es

siempre posible asociar en cada punto P de ese espacio un espacio euclideo
E, dela misma dimensiéon que V, que contenga al punto Py que en un entorno
de este punto coincidan las propiedades métricas de Ey V. Al espacio E sele
llama euchdlano tangente.

kSl gl . €s el tensor métrico de V en el punto P que tiene de coordenadas
X ,elespacio euclideo tangente E tiene en el punto P el tensor métrico g
Los puntos M del espacio E en un, entorno del punto P tiene las coordenadas
curvilineas X ¥, los puntos m (x ) de V enun entorno de P estdn relaciona-
dos con los puntos M (X ) de E mediante una relacién de la forma

XK =xf—xf ) (27— xg )+ X (25.1)

donde X § son las coordenadas del punto P en el sistema de coordenadas
del espacio euclideo Ey ¥ é‘z) representa una funcién de segundo orden
respectoa x" —x .

Consideremos el punto m (xO +dx® ) situado enun entorno infinitesimal
del punto P. La distancia entre ese punto y el punto m (xO ) viene dada, tal
como sabemos, por

ds? = (()l.k)dx"dxk

Sea el punto del espac1o E M(X§ g+ dx"™) que corresponde por (25.1) al
punto m(xO +dx* ), la distancia entre los puntos M y P pertenecientes al
espacio euclideo sera

dS? =gy dx'dx*
ahora bien como por (25.1)

dx* ~dx*
entonces la distancia infinitesimal entre puntos del entorno infinitesimal de
P es igual tanto en el espacio euclideo tangente E como en el espacio V

ds? =ds’
O sea, las propiedades métricas de ambos espacios son localmente idénticas.
Esto significa que podemos, sin més, extender los resultados métricos cono-
cidos del espacio euclideo al espacio V, al menos en un entorno infinitesimal
de cada punto.

Hay que darse cuenta que esta identidad encontrada solo se refiere a las
propiedades métricas. No se garantiza la coincidencia entre las conexiones
asociadas a los espacios E y V, lo que significa que las propiedades diferen-
ciales seran diferentes en uno y en otro espacio.
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14.1 Espacio de Riemann

Hasta ahora hemos estado considerando espacios genéricos. Ahora va-
mos a considerar los dos que tienen mas importancia en Fisica, los espacios
de Riemann y los euclidianos.

Un espacio de Riemann viene caracterizado por las siguientes propieda-
des:
a) Tiene un tensor métrico simétrico.
b) Tiene asociada una conexién afin también simétrica.
c) La derivada covariante del tensor métrico es nula (teorema de Ricci).

De la tiltima condicién y permutando los subindices %, p, ¢

Dkgpq :akgpq _gsqrpks _gpsqus =0

Dqgkp :aqgkp _gsprkqs _gksrpqs =0

ngqk :apqu _gsqups _gqsrkps =0
restando la primera de la segunda, sumandole la tercera y teniendo presenta
las propiedades de simetria se encuentra

1
kas:Lkps:Egsq(é’kgpq+6pgkq—aqgkp), (26 .1)

a esta conexion, caracteristica de los espacios riemannianos, se le llama sim-
bolos de Christoffel. De ellos se pueden obtener otros simbolos totalmente
covariantes

Lkpr = grsl‘kps :
Téngase presente que esta coincidencia entre la conexion y los simbolos de
Christoffel es una caracteristica de los espacios de Riemann y no es extensi-
ble, en general, a otros tipos de espacios.

Se distinguen los espacios propiamente riemannianos como aquellos que
quedan definidos porque el cuadrado de la distancia entre dos puntos (ds *)
siempre es mayor que cero. Reservandose el nombre de espacios
impropiamente riemannianos para aquellos en los que no se cumple el ante-
rior requisito, pudiendo ser en este caso el cuadrado de la distancia mayor,
menor o igual a cero.

Una clase especial de espacios de Riemann lo representan los espacios
euclideos, que vienen caracterizados porque es siempre posible encontrar un
sistema de coordenadas respecto al cual el tensor métrico sea el mismo en
todos los puntos del espacio. De aqui resulta que la conexién, obtenida a
partir de (26.1) es nula en todos los puntos de este espacio y respecto al
sistema de coordenadas anteriormente elegido.

Como el tensor métrico en el caso de un espacio euclideo es simétrico y
real existira siempre una transformacion de coordenadas que ponga al tensor

20 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA



Wenceslao Segura Gonzdlez

métrico en forma diagonal y posteriormente mediante un cambio de escala
llevar estos elementos diagonales a los valores +1 6 -1.

15.1 El tensor de no-metricidad
Se define el tensor de no-metricidad de un espacio como la derivada
covariante del tensor métrico

qur = DV gpq >
que resulta ser un tensor y en general no nulo.
Se define el tensor contorsién por la expresion

K pg =T rpg T T pgr ~Tarp

donde

rpqr =8kr quk = ngrr[p];]
es el tensor de torsién (12.1) en forma covariante.

Si partimos de un espacio de tensor métrico simétrico, es posible estable-
cer una relacion entre el tensor de no-metricidad, el tensor de contorsién y la
conexion afin, de la que no se exige que sea simétrica; por tanto estariamos
tratando con un espacio no riemanniano. La relacién a la que nos referimos

es

1 1

U =Lipg +§Krpq +5(Qrpq _qur_qup) (27.1)
donde hemos definido
k. _ k
1—‘rpq:gkq]'—‘rp > Lrpq_gqurp .
(27.1) se descompone en parte simétrica y antisimétrica

1 1
r(rp) g =Lipg +E(qur _Tqrp)+E(Qrpq ~Opgr _qup)

Ulpalr =% par
por tanto, conocidos el tensor métrico, el de no metricidad y la parte
antisimétrica de la conexion, se obtiene su parte simétrica.

En el caso particular de un espacio de Riemann, donde son simétricos
tanto el tensor métrico como la conexién y es nulo el tensor de no-metricidad,
entonces la conexién es idéntica a los simbolos de Christoffel.

Sila conexidn es idéntica a los simbolos de Christoffel entonces es nulo el
tensor de no-metricidad y también el tensor de contorsién. Finalmente adver-
timos que aunque el tensor de no-metricidad sea nulo, ello no implica que la
conexion sea simétrica. Dicho de otra forma, los caracteres simétricos de la
métrica y de la conexién y la nulidad del tensor de no-metricidad son condi-

(28.1)
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ciones independientes entre si. Estas tres condiciones definen, como hemos
visto, al espacio de Riemann.

16.1 El tensor de Ricci en funcién
de los simbolos de Christoffel
Como se mostré en 15.1 es posible relacionar la conexiéon de un espacio
con los simbolos de Christoffel. En el caso de un espacio métrico simétrico la
relacion es dada por (27.1), que se puede poner de la forma

k _ k 1 qk _ q 1 q
Frp _Lrp +Eg erq_l’rp +5er .

en X, seencuentra agrupadas las componentes antisimétricas de la co-
nexiény el tensor de no-metricidad segtin aparecen en (27.1).

Utilizando (16.1) se puede poner el tensor de curvatura del espacio en
funcién del tensor de curvatura R " ;. formado a partir de los simbolos de
Christoffel en vez de con la conexion r, qs . Igualmente es posible poner el
tensor de Ricci en funcion de R |, que es el tensor de Ricci construido a
partir de los simbolos de Christoffel.

En el caso de que tanto el tensor métrico como la conexién sean simétri-
cos, el tensor de Ricci del espacio queda

ot kol my &

S

donde se ha hecho uso de los resultados del epigrafe 1.10.

17.1 Simetrias del tensor de curvatura
El tensor de curvatura en un espacio de N dimensiones tiene N * com-
ponentes. Sin embargo, no todas son independientes. Vamos a comprobar
que existe un conjunto de relaciones que hacen descender considerablamente
el nimero de componentes independientes del tensor de curvatura.
El tensor de curvatura completamente covariante tiene las componentes
Rpsri = gkaksir =8 pk (r y - y +rsrtrti g _rsitrtrk)ﬂ

STl Si,r

limitdndonos al caso de un espacio de Riemann obtenemos que la anterior
expresion se reduce en un sistema localmente geodésico a

_ k k
Rpsri - gpk (r sr,i - si,r)ﬂ
teniendo presente que las derivadas primeras del tensor métrico son nulas
por asi serlo la conexién se encuentra
1

Rpsri = E(g rp.si — 8sropi ~ 8ip.sr + Esi,pr )
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A partir de la anterior ecuacién es facil comprobar que se cumplen la siguien-
tes relaciones de simetria

Rpsri =R

rips; Rpsri:_Rpsir;
Rpsrr =Rppr =05 Rppi# Ry + Ry =0,

En el caso de un espacio tetradimensional el tensor de curvatura tiene 256
componentes, que quedan reducidas a 20 al tener en cuenta las anteriores
relaciones de simetria.

prsi psri pirs

18.1 Tensor de Einstein
Las simetrias del tensor de curvatura pueden utilizarse para obtener un
nuevo tensor que tiene importante aplicaciéon en la relatividad general don-
de se toma el continuo espacio-tiempo como siendo un espacio de Riemann.
Partimos de la identidad de Bianchi (19.1) y la multiplicamos por g, , te-
niendo en cuenta la nulidad de la derivada covariante del tensor métrico
queda

D,R,.,. +DR

m=tpsir

+D,R =0,

multiplicando ahora por g?" y teniendo presente la definicién (18.1) del
tensor de Ricci

psrm psmi

D,R,~DR,,+D,(g"R
multiplicando una vez més por g*'
D,R-DR', ~DR", =0,
que se puede poner de la forma

Dr(R’m —%5,;1%) =0,

a la expresion entre paréntesis se le llama tensor de Einstein, un tensor de
segundo orden construido exclusivamente a partir de los tensores geométricos
que definen el espacio de Riemann y que tiene la notable propiedad de tener
nula su derivada covariante. Cabe poner el tensor de Einstein en forma
covariante

psmi) = 09

1
Rik_zgikR'

19.1 Teorema de unicidad
Vamos a demostrar que en unespacio de Riemann el tensor de curvatura
es el inico tensor que puede ser construido a partir del tensor métrico, de su
primera derivada, siendo lineal respecto a las segundas derivadas. Para la
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demostracién nos vamos a referir a un sistema localmente geodésico, en el
que tanto los simbolos de Christoffel como las primeras derivadas del tensor
métrico son nulas en un punto dado.

Nos proponemos buscar un tensor que dependa del tensor métrico y de
sus derivadas segundas. Consideremos una transformacion de un sistema
de coordenadas localmente geodésicas a otro sistema de igual caracteristica.
Laley de transformacién de la conexién serd (8.1) que al derivarla se obtiene

’ vk s k Ar ' s k
0,1, *=BSBIALE,T P+, (B} 4F), (30.1)

donde hemos tenido en cuenta que las conexiones, tanto en el sistema de
coordenadas original como en el transformado, son nulas

Estamos buscando un tensor que dependa linealmente de las segundas
derivadas del tensor métrico, o lo que es lo mismo, que dependa de la primera
derivada de los simbolos de Christoffel. El tinico tensor de estas caracteristi-
cas es el obtenido de la diferencia de las primeras derivadas de los simbolos
de Christoffel

k k k
r rit :atrri _airrt

que al cambiar de uno a otro sistema localmente geodésico se transforma
como un tensor, en efecto de (30.1) se sigue
rp _prpinpt 4p k k
r sqm — BquBmAk (atrri _airrt )

Se observa que en un sistema localmente geodésico se cumple

k k

T rit = R

entonces respecto al sistema de coordenadas considerado el tensor de curva-
tura es el tnico que depende linealmente de las derivadas segundas del
tensor métrico. Ahora tenemos que demostrar que esta propiedad del tensor
de curvatura se cumple en cualquier otro sistema de coordenadas.

. . k . e
Sihubiese otrotensor N " .= coniguales caracteristicas, al representarlo
en un sistema localmente geodésico se encontraria

Nkrit:Tk

rit>

rit>
y por el resultado obtenido
k _pk
N rit — R
como los dos miembros son tensores, la igualdad se mantendra en cualquier
otro sistema de coordenadas, lo que demuestra la unicidad indicada del
tensor de curvatura.

Es evidente que tensores derivados mediante contraccién a partir del tensor
de curvatura también tendréan la propiedad exigida de depender del tensor

rit>
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métricoy de sus derivadas primeras y que sea lineal respecto a las segundas
derivadas; tal sera el caso el tensor de Ricci y de su contraccién, la curvatura
escalar.

20.1 Volumenes y areas
Consideremos en un espacio genérico (que tomaremos tridimensional
para concretar) un paralepipedo infinitesimal cuyos tres lados diferentes
estan formados por tres vectores infinitesimales de componentes da’, db* y
dc” . A partir de ellos se puede obtener el tensor antisimétrico formado por el
siguiente determinante

da' db" dc'
dQ'™* =|da* dab* dc*|, (31.1)
da” db" dc’

que evidentemente es un tensor por ser la suma de productos de tres vectores.
Este tensor se puede poner en funciéon de los simbolos completamente
antisimétricos de Levi-Civita

inkr =dQe¢ ikr
donde dQ es la tinica componente distinta de cero del tensor Q) ihr y defi-
nido por

dQ=dQ'* =da'db’*dc’,
Téngase presente que ni dQ ni £’ son tensores, pero su producto si lo es.
Se define el volumen del paralepipedo formado por los tres vectores
infinitesimales por la expresion

dV =g dQ (32.1)
donde g representa el valor absoluto del determinante del tensor métrico
puesto en forma covariante.

Debemos comprobar que el volumen como es definido por (32.1) es un
invariante, ya que su valor no debe depender del sistema de coordenadas.
Ante una transformacién de coordenadas tendremos

dQY =dQ'? = 4] 4747 dQ™ = 4] 47 4] dQe™ =|4]dQ
donde |A| es el determinante de la matriz de la transformaciéon de coordena-
das.

En la transformacién de coordenadas las componentes del tensor métrico
cambian segin

glik:BipB]?gpq
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que podemos representar como una ecuacién matricial
G'=B-G-B,
calculando los correspondientes determinantes se tiene

' 2 y 1
=le = e, @)
donde siempre tomamos el valor absoluto del determinante. (33.1) se aplica
en (32.1)

dV’:\/?dQ’:ﬁ\/aAMQ:\/EdQ:dV,

que demuestra el cardcter invariante del volumen.

La férmula (32.1) es generalizable para un espacio de cualquier nimero
de dimensiones.

En un espacio de tres dimensiones se define el drea de una superficie
bidimensional a partir de un vector. De forma similar a como hemos hecho
anteriormente, definimos el tensor supetficie antisimétrico a partir del deter-
minante

da? db?
ds?" = , (34.1)
da" db"
donde day db" son los vectores que conforman el paralelogramo
bidimensional cuya vector drea se quiere calcular. El vector asociado al ele-
mento de superfice anterior es
das’ =lqurdS .
2 "

En el caso de un espacio tetradimensional tenemos dos tipos de «superfi-
cies», las bidimensionales y las tridimensionales. Las primeras vienen repre-
sentadas por el tensor (34.1) y las segundas por un vector. En efecto, el tensor
antisimétrico volumen tridimensional del espacio de cuatro dimensiones
viene definido por

da? db*? dc?
dSP1" =\da? db? dc1 (35.1)
da" db" dc"
donde, como en los casos anteriores da”, db? y dc” sonlos vectores que

forman el paralepipedo infinitesimal cuyo volumen tridimensional se calcu-
la. A partir del tensor completamente antisimétrico se puede obtener de (35.1)
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un vector asociado a la superficie tridimensional de un espacio
tetradimensional

dS? =L ararsgg
3! qrs

Esta expresion se puede generalizar a espacios de dimensién N cualquiera

P _ 1 pqrs....
as _—(N—l)!A das ;.

Nos debemos fijar que para un espacio tetradimensional con métrica de
Mmkowsk1 que corresponde al espacio-tiempo, el volumen espacial es dado
por d 50

En (9.1) habiamos definido el tensor de cuarto orden completamente
antisimétrico en forma contravariante para espacios tetradimensionales. Ate-
niéndonos a (33.1), la definicién (9.1) de este tensor toma la forma

qurs :Lgpqrs

g

de donde se puede deducir el correspondiente tensor en forma covariante

>

A qurs

gpars —

1
ikmn = 8 pi 8 qk 8rm & sn :gpiqugrmgsnT

| g (36 .1)
= Egpl 283854 gpq”gikmn = \/ggikmn >

donde g;;,,, son unos simbolos con igual propiedad que los simbolos de
ikmn

Levi-Civita, es decir ¢ =Emn -
21.1 Geodésicas

Vamos a considerar un espacio métrico dotado de un tensor métrico no
simétrico. El elemento de linea (21.1) nos permite determinar la distancia
entre dos puntos. Pretendemos determinar la ecuacion paramétrica de la
curva x* = x* (t) que uniendo dos puntos dados tenga la menor longitud.
A esta curva se le llama geodésica.

Tenemos que determinar la funcién que haga minima la distancia entre
dos puntos dados Ay B

SAB—I\/gzk dx dx*

:f\/g,k [xr(tﬂx’i(t)x'k(t)dt=f [f(x"x)de
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donde la prima significa derivacién respecto al pardmetro ¢. Aplicando las
técnicas del método variacional, encontramos la curva extremal, que debe
cumplir la ecuacién de Euler

1{MJ_MZO
dir| ox'" ox" ’
y sila desarrollamos tenemos
i( of )_Gf _l of ﬁ:O
de\ox'" ) ox" fox'"dt

En vez de utilizar el pardmetro arbitrario ¢ para describir la curva, vamos a
utilizar como pardmetro la propia distancia s de cada punto de la curva al
punto inicial A. Ahora tendremos

(37.1)

f=8ux =1
donde el punto significa derivacion respecto a s y la ecuacion (37.1) queda
i(ij /A
ds\ox") ox"

desarrollando y teniendo presente el valor de fqueda

b

.k .k .m-k
g irX +grkx +(amgkr+amgrk_argmk)x x"=0.
Introduciendo las partes simétricas y antisimétricas del tensor métrico

.m -k _

1

.k

g(rk)x +E[8mg(rk)+6kg(rm)—6,g(mk)}x X —O.
Definiendo el simbolo

* 1
mkr :E[amg(rk) +akg(rm) _al‘g(mk):|

que es simétrico respecto a los dos primeros indices, entonces la ecuaciéon de
la linea geodésica se pone

&) X+ Lo 35 =0, (38.1)

L

Debemos notar que Ltn 4 coincide con los simbolos de Christoffel en
forma covariante en el caso de que la variedad tuviera una métrica simétrica.
Entonces la ecuacion geodésica (38.1) tomaria la forma habitual

4T, 2" =0. (39.1)

22.1 Divergencia de un vector
La divergencia de un vector viene definida por
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k_ ks k
D" =0,v" +v'T ",
vamos a encontrar una nueva expresién mas util. Partimos para ello de la
derivada covariante del tensor métrico

S s
Drgik:argik_gisrkr —&ul'ir :Qikr5
al hacer la multiplicacién contracta con g'*

I |
s _ ~ ik _ ik
Ty =78 0,8 58 Qi - (40 .1)
Segun habiamos encontrado en el epigrafe 12.1
dg=gg"dg . (41.1)
Insertando (41.1) en (40.1) encontramos
1 1 1 aJg 1
r S=—~o,g-——g'* = - . 42 1
sr 2g r8 Qlkr \/_a ” 2g Qlkr ( )

limitAndonos al caso de un espacio riemanniano donde tanto el tensor métri-
co como la conexién son simétricas y nulo el tensor de no-metricidad, la
expresion (42.1) se reduce a

r,'= \/1_ aaf (43.1)
X

En el caso de un espacio genérico, no necesariamente riemanniano, tene-
mos por aplicaciéon de (28.1)

1
:arln g_Egqupqr'

Por (43.1) la definiciéon de divergencia de un vector queda
1 9(ev )
\/_ axk 7

vélida para los espacios de Riemann.
Ahora estamos en condiciones para demostrar que el tensor de Ricci es
simétrico en un espacio de Riemann. A partir de la definicién de tensor de

Ricci (18.1) se encuentra

DkV

k k
Ry =Ry =T o =Ty
utilizando (43.1) sellega a

Rsi - Ris =0
que muestra la simetria del tensor de Ricci.
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23.1 Rotacional de un vector
En un espacio euclideo tridimensional el rotacional es definido en coor-
denadas cartesianas por el siguiente vector (no hacemos distinciones entre
componentes covariantes y covariantes, es decir hacemos uso de coordena-
das cartesianas)

VAAzlgi-k 0y 04, e,.
2 Y Ox; 0xy

que es el vector dual asociado al tensor de componentes

(rotA)J_k =%—%.
Ox; Oxy
Esto nos permite generalizar el concepto de rotacional de un vector a un
espacio genérico, con solo sustituir las derivadas parciales por derivadas
covariantes

(44 1)

(rotA)  =D;4,—D,A, (45.1)
que en el caso de un espacio con conexién simétrica se reduce a
(rotA) =04, 0,4,
De (45.1) se deriva el vector rotacional
1
ALk
5 A (rotA)J.k .

Si el espacio tiene mas de tres dimensiones ya no es posible reducir el tensor
rotacional a un vector como ocurre en el espacio tridimensional.

24.1 Gradiente
Sea ¢(x ) un campo escalar que tiene la propiedad de ser mvarlante
ante un cambio de coordenadas, esto quiere decir que la funcién ¢(x ) toma
el mismo valor en un punto dado, con independencia del sistema de coorde-
nadas.
El gradiente de una funcién escalar es definido por

(grad 9), =0,6= "% o0

que se comprueba facilmente que es un tensor covariante.

25.1 Angulos
En un espacio euclideo el angulo entre dos vectores de componentes dx’
y dy* 'y" se define a partir de su producto escalar
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Ldx'dy*
cosa = ’g’k p Y — (46.1)
\/gl.kdx’dx \/g,-kdy ‘dy
en esta expresién se anulan los términos que contienen la parte antisimétrica
del tensor métrico, es decir que el 4ngulo solo depende de la parte simétrica
de g, .
Dada la propiedad que tienen los espacios métricos de permitir que en
cada punto se defina una espacio euclidiano tangente (ver epigrafe 1.13), es
posible extender (46.1) para un espacio genérico.

26.1 Teoremas integrales
El teorema de Stokes en el espacio tridimensional euclideo es

@A-dl:j VAA-dS,

donde I es la curva perimetral de la superficie X. En funcién de las coordena-
das queda

$4ydx, =[[(VAA), dS, 47 1)
r P

donde usamos coordenadas cartesianas y por tanto no establecemos diferen-
cias entre indices covariantes y contravariantes. Por las definiciones de
rotacional de un vector (45.1) y del elemento de superficie (34.1) tenemos
para el teorema de Stokes del espacio euclideo tridimensional

it = [ | - 20 s, <o), 5,

hablendo hecho uso de la relacién

dSpq :gkpquk‘

(47.1) se generaliza a una variedad genérica

o, dx* =% Lj(rotA)pq s’ (48.1)

Noétese que s6lo en el caso tridimensional es posible obtener un vector super-
ficie bidimensional, que es el vector dual del tensor superficie de orden dos.

Se puede, igualmente, generalizar el teorema de Gauss, que en el caso del
espacio euclideo tridimensional es

jleAdV=<§SA-ds
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donde X es la superfice cerrada que engloba el volumen V. Lo anterior se
pone en funcién de las componentes en coordenadas cartesianas (sin distin-
guir entre indices y subindices) y queda

m aAk av ={p4,ds, :@%Akgkpqupq
P P

27.1 Densidades tensoriales
Se llama densidad tensorial de un vector 4% a

=Jg 4"

Suponiendo que el espacio es de Riemann podemos usar (43.1) y entonces
encontrar para la derivada covariante de la densidad tensorial

D, (4*)=D,(Jg4")=\JgDa* =0,(Jg 4*), @)

para deducirla hemos utilizado la expresiéon de la divergencia de un vector
como deducido en 22.1 y para calcular que la derivada covariante del deter-
minante del tensor métrico tenemos en cuenta que

D,g=gg"D, g, (50.1)
que es nula para una variedad de Riemann.
Con (49.1) podemos generalizar el teorema de Gauss para el caso de un
espacio de Riemann

[Di(Jga*)aa=[o,(Jga*)da=[Jga"dS, =[4*ds, (511
14 4 % %

expresion valida en general para espacios sin torsion.
Consideremos ahora un tensor de segundo orden simétrico 7'* definido
en un espacio de Riemann. Su divergencia sera

1 0
DkTik:akTik+Tisrskk_Tskriks:akTik - \/_ r,’

\/_ ox*
donde se ha utilizado (43.1). Simplificando

JeD, T, =0, (Jer,*)-JeT, T’

Analizando el segundo sumando dela anterior expresion y teniendo presen-
te la simetria del tensor 7%

1 1
T krtks :TskLtks ZETskg” (gkr,i +8irk _gik,r) :ETrkgkr,i 5

finalmente nos queda

32 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA



Wenceslao Segura Gonzdlez

1,
\/EDkTik:DkTik:akTik_Er kgk - (521)

r,l

Si ahora suponemos que el tensor 7% es antisimétrico

\/ngTik =ak(\/§Tik)_\/§TSkrskl

y como la conexion es simétrica
D, % =5,1"", (53.1)
donde tenemos en cuenta la nulidad de la derivada covariante del determi-
nante del tensor métrico en un espacio de Riemann.
28.1 Condicion necesaria y suficiente
para que un espacio riemaniano sea euclideo

Vamos a demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que un
espacio de Riemann sea euclideo es que el tensor de curvatura sea
idénticamente nulo.

Demostremos que la condiciéon es necesaria. Supongamos un espacio
euclideo referido a un sistema de coordenadas respecto al cual el tensor
métrico toma el mismo valor en todos los puntos. Entonces seran nulas las
derivadas del tensor métrico y también los simbolos de Christoffel y por lo
tanto sera nulo el tensor de curvatura de Riemann. Si este tensor es nulo
respecto a un sistema de coordenadas, serd nulo en cualquier otro sistema de
coordenadas, quedando demostrada la condicién necesaria.

Vamos ahora a demostrar que la condicién de nulidad del tensor de cur-
vatura es suficiente Fara que el espacio sea euclideo. Consideremos un vector
de componentes 4" definido en un punto cualquiera del espacio. Segtn sa-
bemos se puede a partir de este vector crear infinitos campos vectoriales,
obtenidos trasladando paralelamente el vector desde su posicién 1mc1a1 por
caminos diferentes. Consideremos uno de estos infinitos campos 4 (x )
que debe tener la propiedad de que su derivada covariante es nula

04
— s k _
dd, =4 dx" = —L=A4T,".
ox"
Vamos a demostrar que cuando el tensor de curvatura es nulo entonces

dA, esunadiferencial exacta, es decir que su derivada se puede poner como
04
2Tk gy ,

dA, =
T o

esta circunstancia se dara cuando

0 s
ox" (ASF kr )_

ir(Asr,m;‘)=o
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que al desarrollar queda
0

ox"
que efectivamente es cero ya que hemos puesto de condicion que el tensor de
curvatura es nulo, con lo que queda demostrado que d4, esuna diferencial
exacta. Esto significa que cuando trasladamos paralelamente el vector A4,
obtenemos un campo tnico mdependlentemente del camino que se siga, es
decir que la integral de d4* es la misma con independencia del camino
seguido.
Consideremos cuatro campos vectoriales obtenidos a partir de traslaciones
paralelas de cuatro vectores A (’ x) que en un punto dado sean linealmente
independientes

kmr

(Asl“krs)—gér(Asl"k,j) = AR’

akA(ik)zo = a*=0 (54.1)

donde i representa las componentes y & identifica a cada uno de los cuatro
vectores.

Comprobemos primeramente que la independencia lineal se seguira man-
teniendo después de hacer una traslaciéon paralela

(Zk|:A(l )+dA(l ):|=akA(l )+d(05kA(’ ))ZO
expresion que solo puede ser nulasi A( k) €8 nula, pero en este caso por
(54.1) implica que ak=0,1o que nos muestra que los vectores desplazados
paralelamente siguen siendo linealmente independientes.

Lo anterior significa que los 4/, son funciones tinicas de las coordena-
das y linealmente independientes entre si. Si imaginamos las A/,
representandas por una matriz de orden N si el espacio tiene de dimensi6én
N, debemos de concluir que su determinante es distinto de cero.

A continuacién vamos a realizar la siguiente transformacién de coorde-
nadas

dx'" = Afjy dx*
que como ya hemos demostrado, es invertible por ser distinto de cero el deter-

minante formado por A/ (k)" Con esta transformacion el tensor métrico cam-
biara segin

derivando
k i
8rq ik Ok | i 8A(q) k aA(p
=A, A + A4 L —2 4 A L
ox’ (p) “a) ox’” (P)g’k ox” (q)g’k ox”
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o bien
ag’pq i k ag 13 i s 1k k s i
o A A o Al B s = A 8l s
y sacando factor comtin
og' . .
Pq _ g k _ m _ m | _ i k
" =4y A(q)[argik ikl iy = &iml i ]—A(p) Ay Dr&ik

que es nulo por serlo la derivada covariante del tensor métrico y como el
determinante de A(,, es distinto de cero, resulta que la derivada del tensor
métrico & ,, esnula, es decir, el tensor métrico no depende de la coordenada
x* y por tanto tampoco depende de la coordenada x'*. O sea, el tensor
métrico es el mismo en todos los puntos del espacio. Hemos encontrado por
lo tanto un sistema que retine los requisitos exigidos para que un espacio de
Riemann sea euclideo, con lo que queda demostrado el teorema.

29.1 Tensor de Weyl

Buscamos un tensor de cuarto orden definido en un espacio de Riemann
que tenga las mismas propiedades de simetria que el tensor de curvatura 'y
ademas que todas sus trazas sean nula. Este tensor solo se puede construir a
partirde R’ jki» Rig+R'Y g yesllamado tensor de Weyl

Ciyn =ARjy +Bg Ry +Cgy R, +Dg; R +Eg Ry +
+Fg ;R +GgyR; +Hg ;g yR+1g,g 1R+ Kg,;gyR.

El coeficiente 4 es una constante numérica que, en realidad, multiplica a
todo el resto del segundo miembro, por lo que podemos adoptar el valor
arbitrario 4 =1.Los coeficiente en los que aparece By G tienen que anularse,
puesto que al ser simétrico frente a transformaciones i — j o k — [ haria
que el tensor C;; perdiera sus propiedades de antisimetria respecto a los
dos primeros y a los dos tiltimos pares de indices. El coeficiente K también es
cero ya que multiplica a una expresion simétrica respecto al cambio i — j o
a k —[,lo que ya hemos dicho que no es permitido.

Para conseguir la deseada antisimetria del tensor de Weyl es necesario
que se cumpla

I=-H

de esta forma la suma de los sumandos que contienen esos coeficientes tie-
nen las adecuadas propiedades de antisimetria. Por tanto el tensor de Weyl
queda

Cijki =Riju +CgiR; +Dgi R + EG i Ry +
+Fg R +Hg g yR-Hg,; g ;R
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Aligual que para el tensor de curvatura, también el tensor de Weyl tiene dos
contracciones posibles C';,;y C' jki ya que todas las restantes o coinciden
con las dos anteriores o son sus opuestos. Vamos a exigir que las dos contrac-
ciones anteriores se anulen. Al aplicar este requisito se encuentra

C+D+E+F=0.

donde hemos tenido en cuenta que R il- «1 =V =0.De la segunda contrac-
cion del tensor de Ricci se deducen las siguientes dos identidades

1+C+4D+ F =0; E+H-4H =0,
donde tenemos en cuenta que el tensor de Ricci no puede ser proporcional al
tensor métrico. Alimponer la condicién
C ijkl = _Cjikl
se encuentra
C=-E; D=-F,
y finalmente por la condicién de antisimetria
Cijkl =—C ijlk
tenemos
C=-D, E=-F.

Reuniendo todas las relaciones encontradas hallamos que los coeficien-
tes tienen que ser

C:l; D=—l; E=—l; F=l; H=—1
2 2 2 2 6

donde suponemos que el espacio es de cuatro dimensiones. Con estos resul-
tados el tensor de Weyl en forma completamente covariante es

1
Cijki = Riju +E(gikle —guRjx —g xR+ gleik)+
1
+—(gl-zg,k _gikgjl)R'

6
Si el espacio de Riemann tuviera N dimensiones el tensor de Weyl seria

1
Ciirt = Riju +m(gikle — gk —g Ry + gleik)+
1
+m(gilgjk +gikgjl)R'

donde Nes la dimensién del espacio que tiene que ser mayor que 3. _
Como veremos en el capitulo 5, el tensor de Weyl en forma mixta C' Jki
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tiene la propiedad de ser invariante conforme, es decir que no se altera si se
realiza la transformacion conforme definida por

r a2
ik =4 &k
donde A es una funcién escalar de las coordenadas. Por esta invariancia a
C' ki también se le llama tensor conforme de Weyl.

30.1 La laplaciana
El operador laplaciano es definido en coordenadas cartesianas en un
espacio euclideo como
16> _, &?
o2V T
c” ot O0x"0x,,
en el caso de un espacio genérico, la laplaciana toma la forma D, D k.

31.1 El vierbein

Consideremos un espacio de Riemann, que por tener una conexién simé-
trica es siempre posible definir en cada uno de sus puntos un sistema geodé-
sico de coordenadas. Este resultado no es més que la constatacién experi-
mental del principio de equivalencia en el espacio-tiempo ordinario, por el
que es siempre posible elegir en cada punto un sistema de referencia respecto
al cual se anule localmente el campo gravitatorio, es decir respecto a este
sistema el espacio-tiempo es el de Minkowski, al menos en un entorno
infinitesimal del punto elegido. A este sistema de coordenadas también se le
llama libremente cayendo, pues la experiencia nos muestra que para un sis-
tema de referencia que se mueve libremente no se detectan en su entorno
infinitesimal efectos gravitatorios.

Representaremos por £” las coordenadas de un punto en el sistema
libremente cayendo. Y sean x* las coordenadas del mismo punto respecto a
un sistema general de coordenadas. La cantidades definidas por

o 08" (55.1)
#ooxH
se le llaman vierbein (del alemén «cuatro patas») o tetrad. Nétese que utiliza-
mos letras latinas para identificar las coordenadas del sistema libremente
cayendo, a las que llamaremos coordenadas Lorentz y las letras griegas las
reservamos para las habituales coordenadas del espacio.
Respecto a un cambio de coordenadas, el vierbein se transforma como un
vector covariante. En efecto, sea la transformaciéon

x’”:x”(xv),
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frente a este cambio de coordenadas el vierbein se transforma segtin
o _o&m _og” ox" _ ox" m
ox'* oxV ox"#  ox't
lo que muestra su caracter de vector covariante. Esto significa que podemos
entender el vierbein como cuatro vectores covariantes, donde el superindice
(o indice latino o de Lorentz) nos numera a cada uno de los cuatro vectores y
el subindice (o indice griego) nos identifica las cuatro componentes de cada
uno de los vectores.
Como la transformacion de coordenadas &" = &™ (x " ) esinvertible, exis-
tird el inverso del vierbein, definido como

U
eﬂ_ﬁx
m m
¢
tal que
M, n _ sn, H,m _ sl
€€y =0y; eye, =0,.

Si elegimos para el sistema libremente cayendo la métrica de Minkowski
(77, de elementos diagonales 1, -1, -1, -1), entonces el elemento de linea
respecto a las coordenadas de este sistema es

2
ds” =1,,d5"ds" (56.1)
eintroduciendo el vierbein
ds*=n,,eneldxtdx" =g, dx"dx",
entonces se encuentra la relacion entre el vierbein y el tensor métrico

g/ul/:e;’;el}jnmn (571)
démonos cuenta que existen 10 componentes independientes del tensor mé-
trico (por su simetria), mientras que son 16 las componentes del vierbein. O
dicho de otra forma, el vierbein nos determina el tensor métrico pero no ocu-
rre al contrario.

Dado un vector 4* podemos contraerlo con el vierbein

m m
A" =ej A"
que tiene como efecto el reemplazar el vector por un conjunto de cuatro
escalares coordenados, que representan las componentes de un vector
Lorentz. La misma operacién se puede hacer con vectores covariantes y con
tensores de cualquier orden. Para el caso especial del tensor métrico tendre-
mos

_ oMLV —pH VoD 5,4 —
gmn_emeng,uv_emene,uevﬁpq_77mn-
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El sistema de coordenadas libremente cayendo no es tnico, siempre es
posible hacer una transformacion de sus coordenadas tales que el nuevo
tensor métrico siga siendo el de Minkowski, es decir

Moun =N N1 g
esta es la transformacion de Lorentz de la relatividad especial.

Frente a transformaciones de Lorentz el vierbein cambia como un vector
contravariente

rm n rm
g 28" _DETOET
ox*  ox* o&"
y en general un vector Lorentz contravariante se transformara por la ley
A" =A) A"

Nos encontramos, por tanto, con dos tipos de vectores (y en general de
tensores), aquellos que se transforman por la ley usual cuando se produce un
cambio en las coordenadas del espacio y que llamamos vectores (o tensores)
coordenados, cuyas componentes vienen identificadas por indices griegos.
Ademas se encuentran las vectores Lorentz, que son escalares ante transfor-
maciones de coordenadas pero cambian como vectores cuando hay una trans-
formacién en las coordenadas del sistema libremente cayendo.

32.1 La conexion spin
La derivada covariante de un vector Lorentz se define de forma similar a
como se estableci6 para la derivada covariante de un vector coordenado
(epigrafe 2.1), exigiendo los siguientes requisitos:
a) La derivada covariante de un vector Lorentz D , V/ " esunvector Lorentz
contravariante y un vector coordenado covariante.
b) La derivada covariante de un vector Lorentz se define por la regla

DﬂszéﬂVm—iera)ﬂms. (58.1)
donde @, " esllamadala conexién spin cuya ley de transformacién obten-
dremos mas adelante.

) La derivada covariante de un vector Lorentz cumple la regla de Leibnitz de

derivacién del producto.
d) En el caso de un campo escalar ¢se cumple

D,¢=0,¢.

La condicién a) nos permite determinar la regla de transformacién de la
conexién spin cuando hay una transformacion Lorentz. En efecto, el caracter
de vector Lorentz de la derivada covariante implica que debe transformarse
segun la ley
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(D,v™) =D, V" =A}D, V" (59.1)

desarrollando el primer miembro

B (A”’V”)+AS V@, =V"0 AN+ AL VALV "
mientras que el segundo mlembro de(59.1)es

Ap(e " +v e, ),
igualando ambas expresiones se obtiene la ley de transformacién de la co-
nexién spin ante transformaciones de Lorentz
rom _ m n -1\? m
Duq ‘(A ) An@u”p (A )qa#AP‘
Noétese que ante transformaciones de coordenadas genéricas la conexién

spin debe transformarse como un vector covariante. En efecto, dada la trans-
formacion

dx'* =A4ldx" = dx"= BZ dx'*
es facil ver que la conexién spin se transforma como
o, "= B o,
Las condiciones c) y d) nos permiten obtener la derivada covariante de un

vector Lorentz puesto en forma covariante y en general, la derivada covariante
de un tensor Lorentz. Por ejemplo

D#Tnm :8ﬂTnm +Tnsa)ums =T, ma)ﬂs
Nos encontramos ahora con dos tipos diferentes de derivadas covariantes,
la anteriormente definida, que da lugar a la conexion spin y la habitual
derivada covariante coordenada D V" cuya definicién exige la conexién
afin, que sigue poseyendo sus propiedades habituales. Es posible mezclar
ambas derivadas, algo que ocurre cuando se trata de la derivada de un tensor

que tiene tanto componentes Lorentz como componentes coordenadas (es
decir, indices latinos y griegos). Por ejemplo
vm vm Vs m am v
D,r"=0,1""+7"0," +7°"1,,
En un espacio de Riemann la derivada covariante del tensor métrico es
nula. Esta propiedad permite expresar la conexién afin en funcién del tensor
métrico y sus primeras derivadas. Algo similar se puede hacer con la técnica

del vierbein. Si se impone la condicién de nulidad de la derivada covariante
delvierbein
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D, e) =0 (60.1)
entonces es posible relacionar la conexién spin con la afin y como ésta tltima
se puede expresar en funcién del vierbein, sera posible expresar la conexién
spin en funcién del vierbein y sus derivadas primeras. Debemos advertir que
la condicién (60.1) no la hemos deducido sino la hemos impuesto, o dicho de
otra forma, (60.1) debe ser deducida de las ecuaciones de campo. Notemos
también que (60.1) implica que la derivada covariante del tensor métrico es
nula, pero la afirmacién inversa no es valida. La razén se encuentra en que
D, g,p =0 implica cuarenta ecuaciones, pero (60.1) son 64, dado que el
tensor métrico tiene 10 componentes independientes y el vierbein tiene 16.

Al desarrollar (60.1) se encuentra la relacion entre ambas conexiones, la
spin y la afin
w,"=—e,0,e +e e T " (61.1)
Como tratamos con espacios de Riemann, la conexién afin coincide con
los simbolos de Christoffel, de tal forma que esta conexion se puede poner en
funcion del vierbein

1
FV#O’ :Lwa =Eef(6#eﬁ +8Ve;)+

| (62.1)
+577 ansnef’ef[ef,(éﬂez, —Gﬁe:’,)+ei,(8vez ~04 e",’)},
que al sustituir en (61.1) da
1, 5
(l)#mpzzepe m(Cﬂ,uV—'_CVﬂ,u_CﬂVﬂ)’ (631)

donde se ha definido

_ n_ n
C’ﬂw—eﬁn(aveﬂ a#ev).
Como es nula tanto la derivada covariante del tensor métrico como la

derivada covariante del vierbein, por (57.1) también debe ser nula la deriva-
da covariante del tensor métrico de Minkowski

Dynmn:O = %_Usnw,usm_nmswysn:()
de donde se deduce la antisimetria de los indices latinos de la conexién spin

a),unm = _a)/lmn .

33.1 Tensor de curvatura en funcion de la conexion spin
La derivada covariante de un vector Lorentz no es conmutativa y al igual

que en la derivada covariante de vectores coordenados, el conmutador de las
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derivadas covariantes esta relacionada con el tensor de curvatura, ahora
expresado en funcién de la conexién spin.
Sea V'™ unvector Lorentz, vamos a calcular el conmutador

[D,.D, V" =D,(D,V")=D,(D, V"),
teniendo presente
D,(D,v")=8,(D,V")+D,V0," ~D,V"T*
y que
D, V"=0,V"+D,Vw,"
entonces después de algtn célculo se obtiene

[D,.D, V" =R",V°+D,V"r,.*

donde R" v eseltensor de curvatura en funcion de la conexion spin defi-
nida por
m _ m m r m r m
R s,uv_a,ua)v s_ava),u s TO, sw,u r_w,u s@y (64'1)

a .z . P P .
y T,y eseltensor de torsién definido en funcion de la conexion afin

a _ o o
—F#V —Fl“, .

Cabe definir otra derivada covariante de vectores Lorentz por

szeﬁD#.

L

al desarrollar el conmutador
[D,.0,]V" =D, (D,V")-D,(D, V")

se obtiene un nuevo el tensor de curvatura pero ahora puesto en funciéon del
vierbein

ro__ r N p r
[D,.D, V" =R",,,V*+S,FD,V
donde el tensor de torsion en funcion del vierbein es definido por
P _oP| ok Vo_ oM v MoV P a
Sl =es, [em Dﬂen —e, Dﬂem]+em €neyTyy »

mientras que el nuevo de tensor de curvatura con todos sus indices latinos es

r _ UV pr

R smn =€m€n R (65.1)

al desarrollar el tensor de torsién comprobamos que viene dado solamente

en funcién del vierbein, de sus primeras derivadas y de la conexién spin, en
efecto

SV >
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p__p M v_ Vv s )\ _ M v Vv s
Smn =e, |:em(a,uen esa),u n) €hn (a;zem esa),u m):|
Nos encontramos con tres tensores de curvatura, dos de ellos dados en
., ., N r /d .

funcién d?; la conexion spin, R,y R mns Telacionados por (65.1) y el
tercero R”, , se obtiene por la conexi6n afin segtin se expresa en (14.1).
Este ultimo esta relacionado con los anteriores, como ahora vamos a demos-
trar. Para ello sustituimos en (64.1) la expresién (61.1), encontrandose

r _ _a_r po
R s,uv_eseO'R apv

de donde se deduce la relacion

r _ HU vV _a_ rpo
R smn_emen es eO'R apv
Es posible definir el tensor de Ricci en funcion del vierbein por la relacién
_pr __ M V _a _rpo  _ U aApo  _ U _«
Rsm =R smr —€m€r €5 eO'R auv =€m € R apoc =€n €5 Ra,u'

Igualmente se define una curvatura escalar en funcién del vierbein R',
que también se puede relacionar con la curvatura escalar del espacio

r_ . sm _aaSsm U _ Lau _
R'=n""R;,=n"¢e,e R, =2""R,, =R
donde R es la curvatura escalar del espacio en funcién del tensor métrico.
En orden a obtener invariantes que puedan servir para formular densida-

des lagrangianas, vamos a calcular el determinante del vierbein. De (57.1)
entendida como una expresién matricial, se calculan los determinantes, en-

contrandose
e=\g

donde ey g son los determinantes del vierbein y del tensor métrico y donde se
entiende que tomamos siempre sus valores positivos.
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2

Formulacion lagrangiana
de la teoria de campo

1.2 Introduccién

El principio de Hamilton o de minima accién surge en la mecanica de la
particula no relativista como un resultado de las leyes de Newton. Se trata,
por tanto, de un verdadero principio fisico. La lagrangiana de una particula
debe ser la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial. El méto-
do lagrangiano se extiende a un sistema de particulas y al estudio del movi-
miento de un medio continuo.

La similitud formal entre los campos y los medios continuos sugiere ex-
tender el principio de Hamilton a los campos. Pero ahora no tendremos un
principio fisico, sino méas bien una ttil herramienta fisico-matematica.

No obstante, si se exige a las ecuaciones de campo ciertas condiciones,
podemos demostrar que los campos tienen asociados una densidad
lagrangiana de donde se derivan sus ecuaciones de campo por aplicacién de
las ecuaciones de Euler-Lagrange deducidas de un principio de minima ac-
cion. Ciertamente, no siempre es asi, por lo que pueden existir campos a los
que no se les pueda aplicar el formalismo lagrangiano.

Varias ventajas ofrece el estudio de los campos a partir de la densidad
lagrangiana, dado que su caracter invariante limita su eleccién, lo que es
muy importante cuando no nos podemos guiar por principios fisicos para
obtener las ecuaciones de campo.

Por el teorema de Noether se asocia a las simetrias de la densidad
lagrangiana teoremas de conservacion; el mas importante de ellos es la con-
servacion de la energia y el momento, ligada a la simetria frente a traslaciones
espacio-temporales.

La potenciay eficacia del formalismo lagrangiano queda bien patente en
la busqueda de las teorias relativistas de campo unificado.
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2.2 Principio de Hamilton para una particula
en mecanica clasica
El principio de Hamilton afirma que el movimiento de una particula entre
los instantes ¢, y ¢, es tal que la integral curvilinea

t2
I={rat

tl
llamada accién, donde L=E, - E » (E es la energia cinética, £ » la ener-
gia potencial y L la lagrangiana de la particula) tiene un valor estacionario
para el camino seguido por la particula. Es decir, que entre todos los caminos
que puede seguir la particula desde su posicién en el instante ¢, a su posi-
cion en el instante 7, , recorrerd el camino para el cual el valor de la integral
1 sea estacionario.

Por valor estacionario de la integral / se quiere decir que a lo largo del
camino seguido por la particula la integral tiene el mismo valor que a lo largo
de los caminos infinitamente cercanos. Es decir, un concepto equivalente al
valor estacionario de una funcién.

La lagrangiana de la particula tiene que ser una funcién de la posicién,
dela velocidad y del tiempo

L=L(q.4.1)
resultado que nos viene dado por la definicion de lagrangiana; g (t) repre-
senta las coordenadas generalizadas de la particula. Consideremos diversas
trayectorias que comienzan y terminan en los mismos puntos, pero transcu-
rren por caminos distintos, esta familia de trayectorias descritas en funcién
del parametro o es

q(t.a)=q(1.0)+an(r) (1.2)

donde q(t,O) representa la trayectoria que sigue realmente la particula y
n (t) es una funcién arbitraria con el tinico requisito de que se anule en los
puntos extremos

n(ty)=n(ty)=0.

La accion [ se puede poner en funcion del parametro o

I(a)zt_fL[q(t,a),q'r(t,a),t] dt. 22)

Por el principio de Hamilton [/ (0{) debe ser estacionaria cuando o =0, es

decir
o),
da a=0
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usando (2.2)

(ﬂ) Jf|ekoa orod]
da ), 1|0qda 04oa|, _,

tl
t2 tZ
_Jli a_L 5_th
dt\0q )0

t t

integrando por partes la segunda integral

1 . t

0L 8q 4 _ Ia_éi(%j =2k 04

; 0q 0 0q dt\ o 0qoa

y por las condiciones impuestas en los limites de la trayectoria nos quedara

t2
| OL_d oL\l 944, (3.2)
0q dt\ 0q azoéa

4

4

Notemos que por la definicion de la familia de posibles trayectorias de la
particula (1.2) se puede intercambiar la diferenciacion parcial respectoa o y
la derivacion respecto a #. Como Ogq / oa=n (t) es una funcién arbitraria,
entonces de (3.2) se deduce

oL_d (oL} 42
ot dt\ dq

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange o ecuaciones de movimiento, tan-
tas como grados de libertad tenga la particula.

Hay que advertir que los limites de integracion, o sea los instantes ¢,y ¢,
son arbitrarios y el mismo resultado (las mismas ecuaciones de movimiento)
hubieran sido obtenidas con limites distintos.

Lalagrangiana de una particula no se encuentra univocamente determi-
nada. Si L es una lagrangiana que nos da las ecuaciones de movimiento de la
particula, la lagrangiana

d
L'=L+— N
+—f(a.)

también da las mismas ecuaciones, como se puede ver por aplicacion directa
de (4.2).

Sin més dificultad se puede extender el principio de Hamilton al caso de
un sistema formado por N particulas con # grados de libertad.

El método lagrangiano puede aplicarse en la mecanica relativista. Conti-
nua siendo valido el principio de Hamilton pero la lagrangiana ya no es la
diferencia entre las energias cinética y potencial. La lagrangiana de una
particula relativista debe ser tal que de ella obtengamos el momento lineal a
través de la relacién
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_OL
ov’
por tanto se encuentra que para una particula libre

L:—mclel—vz/c2 — Lz—ch%:—m Z::

donde ds es el elemento de linea tetradimensional. El principio de Hamilton
exige que sea una extremal la accién definida por

2 2
I:ILdt:—mcIds.

3.2 Principio de Hamilton modificado
El principio de Hamilton tal como lo hemos usado se basa en » funciones
q; (t) (tantas como grados de libertad tenga el sistema). No obstante, es
posible otra formulacién utilizando 2# funciones: las » coordenadas gene-
ralizadas y los » momentos conjugados p; (t) =0L/dq, que le son asocia-
dos.
Por definicién, el hamiltoniano del sistema de particulas es

QI7pl7 Zq iPi— qispist)
entonces la accién se pone como

t2
1=[[¥.d:p;~L(q;-p,t) Jdr. (2)

t
Podemos seguir manteniendo el principio de Hamilton exigiendo que la ac-

cion (5.2) sea estacionaria, pero ahora el integrando tiene otra forma funcio-
nal, por lo que tendriamos

81=5{1(q,d-pit)dt =0,
tl
donde se toman las coordenadas generalizadas y los momentos conjugados
como independientes entre si. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange

se encuentra
dlof ) _of _,
dt\9q;) 0q,

dlof | of _
dt\op;) op;
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de donde se obtienen la ecuaciones de Hamilton
oH . OH

pi aq, q, op,
4.2 Principio de Hamilton para campos

El principio de Hamilton, tal como lo hemos expuesto para una particula
o unsistema de particulas, es un verdadero principio fisico, derivable de las
leyes fundamentales de la mecanica clasica.

Este princpio es también extensible para la descripciéon de los medios
continuos. Sin embargo, en este caso no existen particulas discretas, por lo
que descomponemos el medio continuo en porciones de volimenes
infinitesimales. Como la energia cinética, al igual que la potencial, dependen
de la masa, debemos considerar sus densidades de volumen, de tal forma
que tenemos, como magnitud basica para la descripcién del medio continuo,
una densidad lagrangiana £ definida por

L:jsdv,

entonces el principio de minima accién o de Hamilton se aplica a los medios
continuos afirmando que la accién definida por

I=J2‘£dth
1

debe ser una extremal.

La similitud entre un medio continuo y un campo sugiere que pueda
extenderse el principio de minima accién a los campos. No obstante, ahora
no tendremos un verdadero principio fisico, ya que no encontramos funda-
mentos que confirmen que las ecuaciones de campo se puedan deducir a
partir de un principio variacional. Pero ocurre que si se imponen ciertas
constricciones a las ecuaciones de campo, respondiendo todas ellas a razo-
nes fisicas, podemos asegurar que las ecuaciones de campo son derivables
del principio de Hamilton. Pero hay que tener presente que en general no se
puede asegurar que las ecuaciones de un campo puedan formularse a través
de una densidad lagrangiana.

El método lagrangiano aplicado a los campos tiene ventajes evidentes.
Como mas adelante veremos, la densidad lagrangiana debe tener ciertas
condiciones de invariancia. Esto significa que se reducira considerablemen-
te el nimero de densidades lagrangianas admisibles, facilitando la basque-
da de las ecuaciones de campo cuando no se tengan suficientes criterios
fisicos.

La densidad lagrangiana nos permite obtener las leyes de conservaciéon
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del campo gracias a la aplicacion del teorema de Noether que, como veremos,
hace asociar a las simetrias de la densidad lagrangiana magnitudes
conservativas.

La propiedad de invariancia de la densidad lagrangiana nos garantiza
que las ecuaciones de campo resultantes tendran correctas propiedades de
transformacion.

Finalmente, la técnica lagrangiana aplicada a los campos nos asegura la
compatibilidad de las ecuaciones que resultan de la aplicacién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange.

5.2 Densidad lagrangiana para campos

Vamos a limitarnos de momento a formular el principio de minima accion
relativista en ausencia de gravitacion. Vamos a exigir a las ecuaciones de
campo los siguientes requisitos:

-ser ecuaciones diferenciales de orden dos.

-ser lineales respecto a las segundas derivadas de los potenciales.
-depender de la distribucién espacio-temporal de las fuentes pero no
de sus variaciones espacio-temporales.

En cuanto a la densidad lagrangiana exigimos:

-ser una funcién de los potenciales del campo, de sus derivadas y de
las fuentes.
-ser un invariante Lorentz.

Los requirimientos anteriormente apuntados se ajustan a los campos co-
nocidos y obedecen a razones fisicas. Si para simplificar suponemos un cam-
po escalar de potencial ¢, la densidad lagrangiana tendra la siguiente de-
pendencia funcional (mientras no se diga lo contrario consideramos coorde-
nadas cartesianas)

£=£(¢:4,4.p)

donde p representa la densidad de fuentes del campo; debiendo ser £ una
cantidad invariante frente a transformaciones de Lorentz. Nétese que en la
densidad lagrangiana s6lo aparecen las primeras derivadas del potencial
del campo, para que asi, tras una primera derivacién, se obtengan las deriva-
das segundas, las maximas que debe tener las ecuaciones de campo. Véase
que la densidad lagrangiana no tiene una dependencia explicita de las coor-
denadas espacio-temporales, pues en caso contrario no habria conservacién
de la energia y el momento, como mas adelante veremos.

Como hemos dicho, la densidad lagrangiana no puede depender de
op / 0x* 1o que viene a significar que es posible descomponer la densidad
lagrangiana en dos sumandos, uno correspondiente al campo libre de fuen-
tes y otro sumando que representa las fuentes. En efecto, llamaremos densi-
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dad lagrangiana del vacio a

£, =2(4.4,4.0)
que tras la aplicacién de las ecuaciones de Euler-Lagrange nos dara las

ecuaciones de campo en el supuesto de no existir fuentes. La densidad
lagrangiana de las fuentes es

£ =8/(8.0)=2(p4100) = £,(4.4,4.0)

por tanto

£(4.840) =L, (4:6,4-0)+ £ (4.0).
notese que £ , s6lo puede depender de la distribucion de las fuentes y del
potencial del campo pero no de sus derivadas, puesto que si esto ocurriera
aparecerian en las ecuaciones de campo términos que contendrian la varia-
cién espacio-temporal de las fuentes, lo que suponemos no ocurre.
Bajo las condiciones indicadas tiene validez el principio de Hamilton o
de minima accién que exige que la accién del campo definida por

2
1=(2(¢.44.p)dVat,
1

debe ser un extremal para los valores correctos de los potenciales del campo.
En el caso de que el potencial sea un vector, la accién es

2
1=[2(-$15-J,)d Ve, (62)
1

indiquemos que la funcién que describe la distribucién espacio-temporal de
las fuentes tiene el mismo caracter tensorial que los potenciales, como se
comprueba de la ecuacion de Euler-Lagrange que veremos en el siguiente
epigrafe.

6.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange para campos
Supongamos que el campo viene descrito por un potencial representado
por un tetravector ¢, , aunque nuestro razonamiento se puede generalizar
para potenciales de cualquier grado de tensorialidad. Para obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos procedemos de igual forma
que para el caso de una particula en mecénica clasica (epigrafe 2.2).
Aunque los limites de la integracion que define la accién no intervienen
en las ecuaciones de campo que se obtengan, los elegimos de manera arbitra-
ria de tal forma que la integracién espacial sea realizada para todo el espacio
ocupado por el campo y la integracién temporal la tomamos entre dos ins-
tantes cualquiera.
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Sea una familia de potenciales de campo en funcién de un parametro «

k k k
¢i(x ,a)=¢l-(x ,O)+a§i(x ) (7.2)
¢ (x k. 0) es el potencial real del campoyy la funcién &, (x k ) es arbitraria con
la tinica condicién de que se anule en los limites de integracién. Démonos

cuenta que estamos suponiendo que las coordenadas son cartesianas. La
variacién de la accion (6.2) es nula por el principio de Hamilton

2 _ a¢,
5= (‘”j da = | 0L 04, , 0L %0k | youq—g
da ) ,_ 1| 0¢; 0 0¢; Oc 0

siendo dQ el elemento de volumen tetradimensional expresado en coorde-
nadas cartesianas. Integrando por partes se encuentra

2
1= 0L 09: _ ak 0L |l¢ da0da+
1| 09 0 Ox" | 04y

2
+ ik oL &, 1dQda =
1 0x" 09k

aplicando el teorema de Gauss (49.1) la segunda integral queda

25
_(WQEJ qsw,fds"

donde la integral del segundo miembro es calculada sobre la hipersuperficie
T que limita al sistema y como enella £, =0 entonces la integral es nula.
Como £, esuna funcion arbitraria se obtiene de (8.2)

6k oL | o0& -0 ©2)
Ox 0 ¢i,k 0 ¢t
que son las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos. Notese que es indis-
tinto poner derivadas parciales o totales respecto a las coordenadas espacio-
temporales puesto que las coordenadas son independientes entre si.
Hemos supuesto que la densidad lagrangiana depende como maximo de
las derivadas primeras del potencial del campo. Pero no existe a priori razo-
nes para esta limitacién. Es por tanto posible extender el principio de Hamiton
a campos cuyas densidades lagrangianas dependan de cualquier orden de
derivacion de los potenciales. Como ejemplo consideremos que la dependen-
cia funcional de la densidad lagrangiana fuese

£=£(¢ia¢i,k’¢i,kr’ji)’

82)
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de nuevo volvemos a considerar una familia de potenciales de campo como
la (7.2), tomando igualmente £; como arbitraria, con la condicién de su
anulacién en los limites de la integracion, agregando que también sean nu-
las en esos puntos sus primeras derivadas.

La variacion de la accion sera

ol = (d[j do =
da ), o

_[ 0L 8¢ oL 8¢[k+ oL a¢i,kr
0¢, O 6¢k da  0¢;y, O«

el segundo sumando del integrando se trata igual que antes, mientras que el
tercer sumando exige una doble simplificacién, primeramente intercambiando
la derivacion respecto a las coordenadas con la derivacién respecto al
parametro «

} dQda =0,
=0

0L a¢i,kr_ 0L a¢ll’
a¢i,kr o a¢lkr ax oa

0 | 0L 04, | 0 [ 0L 194,
ox* OPisr O ox* 00ix ) O ’

la divergencia del primer sumando se anula al aplicar el teorema de Gauss,
mientras que el segundo sumando se vuelve a descomponer segin

0 0L a¢z‘,r__ 0 0L 0 (a¢ij_
ox*\ ¢4 ) 0 ox* 04,4, Jox"\ O

_ 0 a»g a¢[,r + 62 62‘ a¢t
axk a¢i,kr da axkaxr a¢i,kr Oa

de nuevo el primer sumando del dltimo miembro se anula por aplicacion del
teorema de Gauss, por lo que la variacion de la accién queda

2
1= j 0oL |, 0 oL &,dQda =0,
09, 8x 6¢i,k ox"ox" 6¢i,kr =0

dada la arbltrarledad de las funciones £, se obtienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange anulando el integrando

o ag 02 oL oL
- —— == =0, (10.2)
Ox"\0fix ) 0x"0x"\ 09y, ) 09
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sin dificultad se pueden generalizar estas ecuaciones cuando la densidad
lagrangiana dependa de derivadas de los potenciales de un orden mayor
que el segundo.

Si la densidad lagrangiana de un campo £ depende de las derivadas
segundas de los potenciales pero de tal forma que

. N oW (B x!
£(¢i>¢i,k’¢i,kr’xl)22'(¢i>¢i,k’x1)+ " (ixf S )

entonces se obtienen las mismas ecuaciones de campo con la densidad
lagrangiana £ queconla £, la cual no depende de las derivadas segun-
das de los potenciales; por lo tanto a £'se aplica la ecuacién de Euler-
Lagrange (9.2), mientras que es necesario aplicar (10.2) para £ .

Al aplicar el principio de minima accién a (11.2) se encuentra

. (112)

5[2d9=5[£'d9+5[2—w:d9=0,
X

a la ultima integral se le aplica el teorema de Gauss

r r r
5jaldg= s[wrds, =] W 54, + 2 _s5g. lds., (22
ox" 5 S 0 ¢i 0 ¢i,k ’

los requisitos para esta variacién son los mismos que los establecidos para
obtener la ecuaciéon (10.2) pues estamos tratando con una densidad
lagrangiana £ que depende de las derivadas segunda de los potenciales.
Entonces la integral (12.2) se anula porque asi lo hacen tanto las variaciones
de los potenciales como las variaciones de sus derivadas primeras en los
limites de la integracién, por tanto nos queda

5j£dg=§js'dg,

lo que nos viene a decir que las ecuaciones de campo se obtienen con la
densidad lagrangiana £’ y las ecuaciones de Euler-Lagrange (9.2), o sea

o | oL | of
k B =0,
ox 8¢t,k o9,

igual resultado se hubiera obtenido si hubiésemos aplicado la ecuacién (10.2)
a la densidad lagrangiana (11.2).

Aligual que ocurre con la formulacién lagrangiana para particulas, tam-
bién para los campos existe una indeterminacién. Si £ es la densidad
lagrangiana de un campo, entonces

: 0 i
Iy :£+ax—ka( -x')
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también es una densidad lagrangiana de la que se obtienen las mismas
ecuaciones de campo. En efecto, por aplicacion directa de las ecuaciones de
Euler-Lagrange se encuentra que £' también cumple la ecuacién (9.2).
Naturalmente todo lo obtenido se puede extender automaticamente a cual-
quier campo con independencia del orden tensorial de sus potenciales.

7.2 Tipos de densidades lagrangianas

Ya hemos indicado que el método lagrangiano se aplica a los campos
pero no podemos darle al principio de Hamilton una categoria de ley fisica;
como dijimos, solo es aplicable a determinados casos. O dicho de otra mane-
ra, la densidad lagrangiana del campo debe tener determinada forma para
ser aplicable el principio de Hamilton y poder obtener las ecuaciones de
campo con las limitaciones ya sefialadas en 5.2.

En el caso de un campo escalar la forma mas general de densidad
lagrangiana adecuada para ser utilizada en un principio de minima accién es

£(.pso0)=af b, b+ 1 (8)+h(p.9).

a esla constante de acoplamiento y los f ik tienen que ser unas cantidades
constantes tales que hagan al primer sumando un invariante. Las funciones
f y h son invariantes. Como ¢ ; esunvector covariante, entonces

i _ X ik ki _ ik
=3 (77 +n*)=n
n 7k son las componentes contraviariantes del tensor métrico de Minkowski,
ya que usamos coordenadas cartesianas. En efecto, al aplicar la ecuacién de

Euler-Lagrange (8.2) se obtiene la ecuacién de campo

2a¢7 + f'(¢)+H (p.4)=0 (13.2)

donde los apéstrofes indican derivacion respecto a ¢.

Debemos de notar que existen dos tipos de fuentes: las internas y las
externas. Existen fuentes internas del campo cuando el propio potencial de
campo es fuente del campo, en nuestro caso las fuentes internas son dadas
por f' (¢) . Las fuentes externas, que representamos por p, no pertenecen al
campo pero contribuyen a él. Démonos cuenta que no esta garantizada que
la ecuacién (13.2) sea lineal ya que no existen limitaciones de las funciones
£(9)y h(p.9).

En cuanto a o representa la constante de acoplamiento entre el campo y
las fuentes. Hay que observar que al existir dos tipos de fuentes deberan de
existir dos constantes de acoplamiento, o sea que la ecuacion (12.2) tendra
como forma més general

2a¢7 +Bf(4)+ 1 (p.9)=0,
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y lo mismo cabe decir para las densidades lagrangianas que veremos a con-
tinuacion.

Si los potenciales de campo son tetravectores la densidad lagrangiana
debe ser

E=af " b, +1(8,)+h(;".4") (142)

donde & es la constante de acoplamientoy f ikmn e una combinacion del

tensor métrico de Minkowski si usamos coordenadas cartesianas, con lo que
se consigue que el primer término, aligual que los restantes, sea un invariante.
Abhora las fuentes externas vienen representadas por el tetravector ;. De
(14.2) se obtienen las ecuaciones de campo por aplicaciéon de las ecuaciones
de Euler-Lagrange (9.2)

a(fikmn +fmnik)¢m’nk _f,i _h,i — O,
que tiene la propiedad exigida de ser lineal respecto a las derivadas segun-
das del potencial. En la anterior expresiéon hemos usado la notacion
f1=0f]04,.
Por ultimo, para el caso de que el potencial sea un tensor de segundo
orden tendremos que la densidad lagrangiana es

E=af ™G, b+ F(8:)+h(T7.8,,),

f kmnpq yyelve a ser una combinacion del tensor métrico de Minkowski,
siempre y cuando se usen coordenadas cartersianas; si se usan coordenadas
curvilineas, entonces en vez del tensor de Minkowski 7’ ¥ hay que poner el
tensor métrico correspondiente. De la anterior densidad lagrangiana se ob-
tiene la ecuaciéon de campo

a(fikmnpq +fﬂpqikm)¢np7q,m +f,ik +h,ik =0.

. ik . .. . _
siendo f = 0f /0@, - Expresiones sqmlares se obtienen para campos cu
yos potenciales tengan un orden tensorial superior.

8.2 Densidad lagrangiana cuando existe campo gravitatorio

Vamos a continuacion a ver las transformaciones que hay que realizar
cuando los campos estdn en el seno de un campo gravitatorio. Indicar que
formalmente los resultados que ahora vamos a obtener seran los mismos que
si las densidades lagrangianas anteriores fueran definidas en el espacio-
tiempo de la relatividad especial pero con coodenadas curvilineas en vez de
coordenadas cartesianas.

Cuando hay gravedad o se utilizan las coordenadas curvilineas, el ele-
mento de volumen invariante tetradimensional toma la forma
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dv =g dQ,

donde dQ) representa el producto de las diferenciales de cada una de las
coordenadas y g es el valor positivo del determinante del tensor métrico en
forma covariante. Entonces la accién de un campo en presencia de gravedad
debera ponerse como

1=}¢§£dg,
1

sibien £ esuninvariante frente a transformaciones genéricas de coordena-
das, no ocurre lo mismo con \/E £, que ahora juega el papel de la densidad
lagrangiana y ala que se le debe de aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange
9.2).

En presencia de gravedad hay que sustituir en los coeficientes del tipo
f! kpa-el tensor de Minkowski n' k¥ por el tensor métrico g’ kylas derivadas
parciales por derivadas covariantes. Como ya dijimos los simbolos f ikpq
deben ser tales que las formas del tipo

ikmn
f D k¢iD n¢m
sean invariantes frente a transformaciones generales de coordenadas.

Con lo dicho ya estamos en condiciones de generalizar las anteriores
densidades lagrangianas en presencia de gravedad.

9.2 Ejemplos
En el epigrafe 7.2 ya hemos puesto un ejemplo de una densidad
lagrangiana de un campo escalar, que por lo dicho en 8.2 debe tener como
generalizacién en presencia de gravitacion la densidad lagrangiana

ik
Je[ag™p, b, +2(9)+h(p.9)]
notese que el primer sumando ag ik @ ;P ; esun invariante frente a transfor-
maciones generales de coordenadas.
El ejemplo méas destacado de campo vectorial es el electromagnético, cuya
densidad lagrangiana en ausencia de gravedad es

& ik .k
£ :_TOFikFl —J P
donde ¢, eselpotencial electromagnéticoy F,, es eltensor de campo defi-
nido por
_9%, 99
ox'  ox*
usando coordenadas cartesianas se encuentra al desarrollar £

ik
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=" =" ") kb — 10

por tanto
fikmn: (771m77kn 771n77km)

en presencia de gravitacion la densidad lagrangiana del campo electromag-
nético toma la forma

, & - .
&=-"2e(g"g" ~&""g"" ) DigD,g 2 by
se puede comprobar que

im _ k in k im _ k in_ k
(g"e* ~2"g"") Dy ,D, 80 =(g"2" ~ 2" 2" )b b
Como ejemplo de campo tensorial pongamos el campo gravitatorio que
tiene la forma

L= K\/Efikpqmngik,p gqm,n

se puede comprobar (ver capitulo 4) que

fz/cpqmnzlglmgkpg +1gzmgkqg +§gzngkpgqm _lglngkmgpq_
2 4 4 4
1, 1, | L1
58 fgrmgd” -8 fgg "-2e ighrg™ -8 ighng

La teoria de campos que hemos desarrollado se extiende a los campos
cuanticos. Asi por ejemplo para un campo bosénico cargado tendremos unos
potenciales escalares complejos que obedecen a la ecuacion de Klein-Gordon

0 2¢ Lm 20 2 6=0
8xk8xk
por tanto la densidad lagrangiana asoc1ada a este campo es

2.2
* m c

k
L=8"0,94- e 7
donde ¢ * es el complejo conjugado de ¢.
El campo electromagnético es un campo vectorial pero asociado a una
particula de masa cero, el fotén. Si por el contrario tenemos un campo vectorial
masivo su densidad lagrangiana sera

¢k¢

Imponiendo la condicién de que (14.2) sea un invariante general, se de-
duce la expresion de la «parte cinética» (o sea, el primer sumando) de la

2__2 lkFlk
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densidad lagrangiana de un campo vectorial. En efecto, en ausencia de gra-
vedad y respecto a un sistema cartesiano de coordenadas tenemos como
expresion mas general de la densidad lagrangiana

S_( im kn+18771n77km+}/n1k77mn)¢[’k¢m7n’

si ahora consideramos la presencia de gravedad, o bien nos referimos a un
sistema de coordenadas curvilineas, tendremos

e=(ag™g"" +Bg"g"" +7¢"g"")Ds4,D, 9,

que es un invariante. Exigimos que la densidad lagrangiana del campo no
dependa de las derivadas del tensor métrico, es decir no dependa de la co-
nexién. Entonces los términos de la densidad lagrangiana que dependan de
la conexién deben anularse entre si. Como

Dk¢i:¢ik ¢F1k; Dn¢m:¢m,n_¢trt
entonces la parte de la densidad lagrangiana que depende de la conexiéon y
que debe anularse es

im _kn

(ag™g* +Bg""g*" +rg"g"™"):
'(¢tDk¢i 1—‘inn +¢5Dm¢n r;k + ¢t¢sr tmn 1—‘f}’c)’

cambiando los indices mudos y usando las simetrias de la conexién y del
tensor métrico resulta

[(a+B)2"2 " +72" g™ |(# D1 T s+ 8,0, Ul + 8,81 Uit )
que tiene que ser nulo en todos los sistemas de coordenadas, o sea se tiene
que cumplir que

ik _mn

(a+p)g"g " +yg™ g™ =0 = a+p=0, y=0
por tanto la expresion mas general para la parte cinética de la densidad
lagrangiana de un campo vectorial es

e=a(g"e" ~g"2"")$,4 b

o bien, lo que es lo mismo

e=2F*F,.
2
Como ualtimo ejemplo tomemos la ecuacién espinorial de Dirac
0
iy k —l//k —mcy =0
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donde k son matrices de coeficientes constantes. La anterior ecuacién deri-
va de la densidad lagrangiana

£= y?(ihykak —mc)l//
donde 7 =y *y Oy w * eslaadjunta (compleja conjugada) de .

10.2 Formulacion de Hamilton
Ya hemos mostrado en 3.2 que el principio de Hamilton admite una re-
presentaciéon en funcién de los potenciales y de sus momentos asociados,
entendidos estos como

n' = 0L
99,
donde el punto significa derivacion respecto a x°. Se define la densidad
hamiltoniana del campo por

g=n'g,- L. (15.2)
Atn cuando se puede desarrollar una formulacién hamiltoniana para
campos el procedimiento singulariza la variable temporal, por lo que el pro-
cedimiento no es adecuado en Relatividad donde las coordenadas espacia-
les y la temporal estan en pie de igualdad.
En el caso en que el potencial ¢, no aparezca explicitamente en la densi-
dad lagrangiana, serd una cantidad ciclica, lo que genera una magnitud que
se conserva. En efecto, por (9.2) tendriamos (donde usamos coordenadas

cartesianas)
8k 0L ~0,
ox" (0 ¢i,k

d770+ d (oL |
dx’  dx“| 94,

donde los indices griegos representan las coordenadas espaciales. Al hacer
la integracion sobre un volumen espacial que englobe a todo el campo se

tendra
jd—’70dQ+j d_| 0% l4a-o,
dx dx“\ 09, ,

siendo dQ el elemento de volumen tetradimensional. Al aplicar el teorema
de Gauss al segundo miembro queda

o bien
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d( Jggﬁam

que se anula pues el campo es nulo en todo punto de la superficie.
Si llamamos momento canénico total del campo a

p'={n'do
concluimos que en el caso de que el potencial ¢; seaignorado el momento
canonico total asociado se conserva en el tiempo

1
ar_y.
dt
A continuacién vamos a proceder a obtener las ecuaciones canénicas de
Hamilton. Para ello tengamos en cuenta que la densidad hamiltoniana tiene
la siguiente dependencia funcional

ﬁ:ﬁ(¢i>¢i,a’77i’xi)’

entonces
dy ——d¢ 09 dg, , + éﬁ dn; + 05 dx* 6,60 dx’. (16.2)
99, 0P, o on, ox“ Ox
A partir de la definicién de la densidad de Hamilton (15.2) se obtiene
; 0L
dg=n'dg; +§;dn' -——dg, -
o (17.2)
-2 g - Lag, -2 e a% dx’,
a¢i)a ’ a¢ 8 @ ax

como todas las variables son independientes podemos igualar los términos
de (16.2) y (17.2) encontrandose

oy oL oy 0L  0H_ 0&, ¢_8ﬁ

5¢i 8¢[’ a¢i,a a¢i,a’ ox' axi’ l a77[.

Para hallar la otra ecuacién de Hamilton hacemos la derivada temporal
de la densidad de momento

dn' d (oL
dx’  dx°\ a4,

y aplicamos las ecuaciones de campo, quedando la segunda ecuacién de
Hamilton

(18.2)
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. 09 0 09
=— s 19.2
T, +ax“[a¢,-,aj (152

11.2 Conservacion de la densidad hamiltoniana
A partir de la definicién de densidad lagrangiana se obtiene
LR Y e P RS
dx 0 ¢i 0 ¢z‘,a 0 ¢z‘ Ox
simplificando y haciendo uso de la definicién de densidad de momento ca-
nénico nos queda

dﬁz¢{¢i[8£J as} oL . oL

ax® ax*\og,) ag| 0p, " ax
utilizando las ecuaciones de campo (9.2)
ds . 0 0L oL 0L 0 oL 0L
0:_¢i o - ¢i,a_ 0:_ P ¢i - 0:
dx ax a¢j,a a¢i,a ax ax a¢i,a ax
ox*| 04, , 0x

si nos limitamos al caso en que la densidad lagrangiana no depende
explicitamene del tiempo, la anterior ecuaciéon queda

d o | 09 ;

,Z + 0 g |=0
dx° ox“\ 09,

que tiene la forma de una ecuacién de continuidad lo que implica que debe

de existir una magnitud que se conserve. Integrando para todo el volumen

del campo y aplicando el teorema de Gauss, se encuentra que la funcién
hamiltoniana del campo definida por

H:jﬁdV

se conserva en el tiempo.

12.2 Tensor energia-momento
Consideremos un campo que viene determinado, en coordenadas
cartesianas, por la densidad lagrangiana

£=2(4,.4,,.%").

Vamos a suponer que el sistema esta aislado, es decir que la densidad
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lagrangiana no depende explicitamente de las coordenadas espacio-tempo-

rales, entonces
(a—ij =0. (20.2)
0x" 4 4,

O dicho de otra forma, que cuando tiene lugar una traslacién

x'*=xkoxt
la densidad lagrangiana queda inalterada. Bajo esta condicién tendremos

oe _oe, ot 0foe,
axk a¢l ik a¢i,r irk axr a¢i,r ik
‘ £¢ik_5l:£ =0,
ox\ og,, "

debemos advertir que la anterior derivada parcial 0 2/ ox* esdiferente dela
(20.2), pues ahora no se exige la constancia de los potenciales y sus deriva-
das sino solo la constancia de las restantes coordenadas espacio-tempora-
les. A la expresion

, 0% .
T =5, 5 bix —01L (1.2)

se le llama tensor energia-momento, que cumple la ley de conservacién
r kr
oT, 0 — oT
ox" ox"
Notese que nuestro razonamiento esta limitado al caso de que la densi-
dad lagrangiana dependa como méximo de las primeras derivadas de los
potenciales.

Se puede generalizar (21.2) para el caso de que el potencial del campo sea
un tensor, por ejemplo, si fuera uno de segundo orden tendriamos

,_ oL ,
T :%%j,k_é‘kg'

El tensor de energia-momento se puede poner de forma covariante
_ r
T ap ~rq T p
Mientras que las componentes contravariantes del tensor de energia-mo-
mento seran

=0. (22.2)

ok 0L
a¢i,q

TP =pPT, I=p bix—n"IL.
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La ecuacién (22.2) corresponde a una ecuacion de continuidad, que es la
forma local de representar las leyes de conservacion; en efecto (22.2) se pone
como

aTkr 0 - 8Tka aTkO

= + = 0,
ox" ox*  ox
si k=0 encontramos la ley de conservacion de la energia
8 T Oa a T 00
+—— =0,
ox%  Ox

al integrar por todo el volumen del campo y usar el teorema de Gauss se
encuentra que la cantidad

[r%ay
es una constante de movimiento, que corresponde a la energia total del cam-
po, por lo que T’ 00 es la densidad de volumen de energiay T 0 son las
componentes de la densidad de corriente de energia.

Si elegimos k =3 entonces encontramos la ley de conservacion del mo-
mento lineal, con T A0 siendo la densidad de momento yT A2 1a densidad
de corriente de momento. La ley de conservacion global del momento se ob-
tiene integrando para todo el volumen y aplicando el teorema de Gauss.

Las expresiones (21.2) y (22.2) son validas en el caso especial de utilizar
coordenadas cartesianas, para las cuales el tensor métrico coincide con el
tensor de Minkowski 77, . Pero si usamos coordenadas curvilineas o bien
referimos las expresiones a un sistema de referencia no inercial, las ecuaciones
deben modificarse.

Vamos a someter a (22.2) a un cambio genérico de coordenadas, las cuales
pueden representar a un sistema de referencia no inercial, tal que

kr _ pkpr orpq
r“=B,B, T

dx'" =A,"dx"
entonces (22.2) quedara
k '

or"" _ 0 (BkBrT'pq)ax " _o

ox" ox'™ pq ox” ?
simplificando se llega a

By, T'P+A"BY B! TP+ By, T'" =0 (23.2)
donde
k 0 2)6 k

prq _axrpaxrq ?
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si ahora multiplicamos (23.2) por 4; queda
k ' ' 1
ApB,, T'P* +4;" B, T+, 1" =0. (24.2)

Como estamos haciendo una transformacién de coordenadas desde un es-
pacio euclideo en coordenadas cartesianas son nulas las componentes de su
conexién, por tanto la transformacion de la conexién en nuestro caso segin
(8.1)es

rk k
rri = BlfiAs g
entonces (24.2) queda
G’qT’Sq +T'psl"'s‘f] +T’Sq1“’f; =0
o bien
sq _
D, T =0 (25.2)

donde hemos eliminado las primas. Entonces (25.2) es la expresion de la ley
de conservacion de energia-momento valida en general, que se puede poner
en forma mixta ya que la derivada covariante del tensor métrico es nula,
siempre y cuando supongamos un espacio de Riemann. (25.2) es una expre-
sién tensorial, lo que viene a decir que su forma permanecera invariante
frente a cualquier transfomacién de coordenadas, representen o no un cam-
bio de sistema de referencia. La expresion (25.2) permanecera valida en la
presencia de gravitacion, con la tinica diferencia que ahora el tensor métrico
no puede ser reducido a la forma de Minkowski ya que el espacio-tiempo
deja de ser euclideo.

La deduccién para obtener (21.2) es de tinica aplicacién cuando el tensor
métrico se reduce al de Minkowski, es decir cuando se usan coordenadas
cartesianas y el sistema de referencia es inercial. En cualquier otra situacion,
incluida cuando hay gravitacién, el tensor métrico es una funcién de las
coordenadas, por lo que el razonamiento que lleva a (21.1) debe se modifica-
do.

Partimos de una densidad lagrangiana que tiene la dependencia funcio-
nal

ir
£=2(4,4,,.2")
donde es importante la colocaciéon de los indices. Si suponemos valida la
condicién (20.2) entonces en nuestra nueva situaciéon tendremos

o) o), olee)  olee)
ox* og, ™ agit ° M

de donde se deriva

ot
a¢[7r ¢t,rk
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CINESS o(Jgg)
air EM,,) buu=OieL |+ ag,,)

Ahora bien, para el caso que estamos considerando, la ley de conservaciéon
de la energia y el momento es la (25.2). Si ahora imponemos la condicién de
que el tensor de energia-momento 7' 'k sea simétrico, entonces por (52.1)

tenemos
JeD, 1" =0, (JeT,")- fT”g,,k 0. (27.2)

De la igualdad vélida si el tensor métrico es 51metr1co

” )
gl 8 kr :6;

=0. (26.2)

se deduce al diferenciar

g, og P

dgir:_gipgrngpq = Tr__gngrq ox k

por tanto (27.2) se pone también como

\/gDer’:ar(\/ng) \/_,rg x=0

y comparando con (26.2) se obtiene

a(\/gs)

%\/QT,, o (28.2)
Jgs
JeT," = g¢ ),k i gs. (29.2)

conlo que encontramos dos procedlmlentos como sustitucién de (21.2) para
calcular el tensor de energia-momento de un campo. Especialmente intere-
sante es (28.2) pues nos asegura que encontramos un tensor de energia-
momento simétrico, lo que no tenemos asegurado con la segunda de las ex-
presiones. Debemos de insistir que las férmulas (28.2) y (29.2) son validas en
general, haya o no campo gravitatorio, o sea el tensor métrico que aparece en
(28.2) y (29.2) puede corresponder a un espacio euclideo o a un espacio de
Riemann.

No obstante lo dicho con anterioridad, (21.2) es aplicable al propio cam-
po gravitatorio ya que en este caso la densidad lagrangiana es funcién exclu-
sivamente del tensor métrico y de sus primeras derivadas. Entonces si £ es
la densidad lagrangiana del campo gravitatorio encontramos para el corres-
pondiente tensor energia-momento
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_o(Veg)

. 8pgk —-CSZT\/Egll
02y,

que no es un tensor frente a transformaciones generales de coordenadas.

La ecuacién (28.2) por la que se puede obtener el tensor energia-momento
del campo se puede generalizar al caso en que la densidad lagrangiana
dependa también de las primeras derivadas del tensor métrico, entonces
siguiendo un procedimiento similar al anterior se llega a

Ly oE) o [oles)]

2 og"  ox?| ogl

k

13.2 Representacion de grupo
Sea un conjunto G = {a, b,c,... } donde se ha definido una ley de compo-
sicién interna que posee las propiedades de grupo, es decir tiene las propie-
dades: asociativa, elemento neutro e inverso.
Decimos que se ha definido una representacién del L grupo Gsiacadauno
de sus elementos le asociamos unas cantidades A pq (que para concretar
suponemos de cuarto orden)

VaeG— Ay (a)eT,
de tal forma que si
c=a-b=> Ay (c)=Am, (b)-Am(c).
donde se aplica el criterio de sumacion de Einstein. Los indices varian de 1 a
4 (si el espacio-tiempo es tetradimensional), es decir que la representacion
que hemos elegido, o sea la de cuarto orden, tiene 256 (= 4x 4 x4 x4) valores

asociados a cada elemento del grupo. Al elemento neutro e en esta repre-
sentacion le corresponde

k
qu ( ) 517 g »
entonces el conjunto 7 formado por las cantidades A ¢ tiene estructura de

grupo.

Supongamos que cada elemento del conjunto G viene definido por »
pardametros & y lo mismo ocurrird con los elementos de su representacion.
Llamamos generadores de grupo a las cantidades

(x )ik _ aA;’;(g’)

") pq ag r (302)

£"=0
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entonces la representacion que corresponde a un variacién infinitesimal de
los parametros d¢” es tal que

" ik ik
A% (os")=5,5 +(X’)pq5.9’. (31.2)
El producto de dos elementos de grupo en la representacién que tengan

parametros S¢” y 5g'"
A;l;(égr)‘ArﬁZ(55'r)=5; 5,,k +(X,)::n(§8’ +55")=
=A% (58’ +6g").

Tomemos como ejemplo las traslaciones espacio-temporales de las coor-
denadas, las cuales tienen estructura de grupo y se caracterizan por cuatro
parametros

xX''=x"+5¢’
estas transformaciones admiten una representaciéon de orden dos (o bien
una representacion matricial) tal que

X' =Af€(5£i)xk =5} x* +(Xr)2xk58r

lo que significa que los generadores del grupo de las traslaciones espacio-
temporales vienen dados por

(X,),x* =5 (32.2)

Veamos a continuacién el grupo continuo de las rotaciones
tridimensionales. Una rotacioén cualquiera se puede descomponer en tres
rotaciones respecto a cada uno de los ejes coordenados. Por tanto una repre-
sentacion R del grupo de las rotaciones depende de tres parametros y"
que son los angulos de cada una de las rotaciones

RF =R (y").

El grupo de las rotaciones tridimensionales forman un grupo del tipo SO(3),
indicando con ello que su representacién estd formada por matrices
ortogonales de orden 3

RfR) = ZR RP =5

donde R’ eslamatriz traspuesta; por la relacién anterior el determinante de
R; k es la unidad.

Calculemos los generadores del grupo; para ello tengamos en cuenta que
una rotacién se descompone en tres rotaciones, tal que
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RE(r7) =Ry (7")R7 (7 )RS ()

el primer factor se refiere a la rotacion alrededor del eje x y es dado por la
relaciéon

’

r=t

x'=x

y' =ycosy! —zsiny!

Z'=ysiny' + zcosy!
de donde se obtiene por derivacién respectoa y ! el generador del subgrupo
de las rotaciones alrededor del eje x, que en forma matricial es

0 00 O
{010 0
Yoo 0 -1
0 01 0
Y deigual manera se obtienen los otros dos generadores de grupo

0 0 00 00 0 O
X2=0001 X3=00_10
0 0 00 01 0 0
0 -1.0 0 00 0 O

14.2 Teorema de Noether

Hemos comprobado en12.2 que si la densidad lagrangiana es invariante
frente a traslaciones espacio-temporales debe conservarse el tensor energia-
momento, es decir se conserva la energia y el momento lineal del campo. La
invariancia frente a las traslaciones es una simetria, entendida como una
transformacién que deja inalterable las ecuaciones de campo. Cabe suponer
una relacién entre las simetrias del campo (en el sentido dado anteriormente)
y las magnitudes conservadas. Este teorema, que desarrollamos méas adelan-
te, recibe el nombre de teorema de Noether.

Vamos a considerar un conjunto de transformaciones de coordenadas
que forman un grupo continuo y tiene una representacién formada por las
cantidades A; delas que se derivan los generadores infinitesimales de gru-
po ( ) , de tal forma que la representac10n de un elemento del grupo

orrespondlente aun valor infinitesimal 5¢” delos parametros del grupo es

A (56" )=} +(X,), 55"
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Las coordenadas espacio-temporales se transforman por la aplicacion de
esta transformacién de grupo segtin la ley

Y=t =x v (X,), 05" = ox'=(X,), se'xF. (332)

Los potenciales de campo se transforma por la ley habitual frente a cambios
de coordenadas. Si el potencial es un tetravector contravariante tendremos

y 8 ri ; i - i i r
0 =T =0, (X,), 087 [0 =g+ (X,), 65747
5p'=(X,) 557",

si se trata de un tetravector covariante

5, =—(X,)l 6”9, (34.2)

y siel potencial fuese un tensor (por ejemplo, de segundo orden) tenemos

ax” ox'* ' k i
rik _ pq _ k ! k i r prq
Ry {5 5t [(X,)péq +(X,)q5p}5£ }¢
ik ik K oi -
5™ = (x,)), 8k +(X,)5 6, |65"9 7.

Vamos a concretar nuestro razonamiento para un campo cuyo potencial
sea un tetravector y por tanto su densidad lagrangiana sea £(¢,,4, ;,x'
Exigimos que la transformacién de grupo deje invariante a la densidad

lagrangiana del campo. A esta propiedad se le llama invariancia de formay
puede ser expresada por

(1000 ) = 2] 4.1 40%" |

donde el corchete [..] 31gn1f1ca que en la expresién de £ se reemplaza
$i>Pi4-x" por §i.4; ;. X" respectivamente.

Por tltimo exigimos que frente a las transformaciones de grupo conside-
radas la accion del campo permanezca también invariable, es decir

J’s'dg'z jsdQ,

a lo que llamamos invariancia de escala. En general esta propiedad no se
cumple para cualquier transformacién de coordenadas.

Bajo las condiciones establecidas anteriormente ya se puede demostrar el
teorema de Noether. Por la invariancia de forma, la invariancia de escala se
pone

(el 85 x" a0 =[2(g,.8,4.x")d,
Q' Q
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en la primera integral las coordenadas x'’ son variables mudas de integra-
cion y por ello la podemos sustituir por x'. Sin embargo, el dominio de
integracion Q' sigue teniendo un valor diferente a Q.

[elg ¢ x" [aa=[g(g,.0,4.x")aQ. (35.2)
o Q
Desarrollando la densidad lagrangiana se encuenta

£[¢’i (xk)’¢,t,k (xk)’xl} =£[¢i +g¢i’¢i,k +g¢i,ksxi]:
=[g,..0x' |58,

donde la raya sobre el simbolo de la variacion significa el cambio experimen-

tado por la variacion del potencial y no por la variacién de las coordenadas,
es decir

5¢,=¢,(x"*)-,(x").

donde
¢;(xk) =¢,’-(x'k(xk))¢ ¢;[xk].
(35.2) queda
[ gda+ [ sgaq=[gdq. (36.2)
Q+0Q O+6Q Q

Si observamos la figura 1.2 encontramos que

[ caq=[gox*as,,

50 z
donde X es la hispersuperficie que engloba al tetravolumen Q, Sx* esel
desplazamiento que ha experimentado cada punto de la hipersuperficie a

Figura 1.2
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consecuencia dela transformaciény d.S, eselelemento de hipersuperficie.
Ahora utilizando el teorema de Gauss se encuentra

ikads":g{axi"(ka)dg'

Despreciando términos de segundo orden se tiene

j 5£dQ =j5£dQ.
Q

Q+0Q
Aplicando los dos tltimos resultados en (36.2) se llega a
— 0 p }
0L +——Lox" | |dQ=0. 7.2
[ iatear)
Desarrollando la densidad lagrangiana
= = ; 0L < 0L <
Ll P, +60;,0,; 1 +00; 1. x' |=L+—0¢, + —— ¢, ; ,
(91550010 +801403" | = £+ 5058, 45060
entonces
5= 025+ LG -5 5,
a9, 0k~ 09 0¢;x Ox

como la variacion J esta definida en un punto fijo, conmuta con la deriva-
ciéon de las coordenadas. Ahora utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange

se encuentra que
5L= ik °L 55,
0x a¢i,k

que sustituyendo en (37.2) da
0| 08¢
k
o) ox 0 ¢i k
Como hemos mostrado antes, existen dos tipos de variaciones

54, =9 (x" )= (x")
56, =41 x" |-9,(x"):

hay que observar que en la primera definicién los potenciales en uno y otro

sistema de coordenadas estan calculados para el mismo punto (y por tanto

tendran coordenadas diferentes), lo que no ocurre en la segunda definicion,

donde la diferencia es calculada para las mismas coordenadas que no repre-
sentan al mismo punto. Ambas variaciones estan relacionadas entre si

59, +£§xk}d§2=0. (38.2)
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50, =¢l'.(xk+5xk)—¢,(xk)=¢;[xk]+§x_¢,i5xm_¢t(xk):
0P, « m 0fi o m
=59, +a Sx "~ ¢ + axm5x

en el iltimo paso hemos tenido en cuenta que las diferencias entre los poten-
ciales en uno y otro sistema es infinitesimal. De lo anterior resulta

5¢ =0¢, — 6(15, x™ .
Teniendo en cuenta (33.2) y (32.2) nos queda
g¢i :_(Xr)fé‘gr¢p _¢i,m (Xr);n 5grxq’

insertando esta expresion en (37.2) y teniendo en cuenta que J¢’ es una
cantidad arbitraria queda

0 0L 0L
k| (X, )fj Py~
Ox o¢ ik o¢ ik
que corresponde a una ecuacion de continuidad de una magnitud L , que
recibe el nombre de corriente conservativa y que se define por

L, =25 (X)) 4, +
0Pk ¢
que lleva asociada la conservacién de las magnitudes LOI. que tienen el
nombre de cargas de Noether.
Si a la corriente conservativa (39.2) le anadlmos un término de divergen-
cia nula, volvemos a encontrar otra corriente ¥ , que sigue cumpliendo la
ley de conservacion. En efecto, si definimos

¢i,m(Xr);nxq +£(Xr)f7xp :O’

< 4 WX —2(X,)0 57, (@92)

or »*
L,kr = Lkr +f—’
. o 0x”
conlacondiciéndeque f”.* =-f"7 _Entoncesseencuentra que
aprrk aLkr aL!kr
— =0 - —=0=>—=0
oxPox Ox ox

como queriamos demostrar. Pero hay mas, las cargas de Noether derivadas
de la anterior ley de conservacién no se ven alteradas por el anterior cambio
de la corriente conservativa, en efecto las nuevas cargas

fa f“

0, =[L"%adv= Qa+_[ dv = Qa+j
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ya que por la propiedad de antisimetria f an = 0. Finalmente aplicando el
teorema de Gauss se encuentra que las cargas conservadas son iguales con
independencia de cual corriente conservativa se deriven.

Vamos a considerar ahora una nueva transformacién continua de grupo
pero que sélo afecta a los potenciales, dejando inalterable a las coordenadas.
Consideramos que esta transformacién viene caracterizada por los
parametros y" y que los generadores de grupo son (Y +) lk (donde de nuevo
nos limitamos a campos con potenciales vectoriales), tal que la representa-
cién del grupo correspondiente a unos valores infinitesimales de los
parametros es

B} =5]+(Y,)] 67"

por tanto los potenciales se transforman segtin la ley

b=B(6r") 0,=0,+(V.) 076, = 56,=(V,)!51"9,.

Volvemos a suponer que se cumplen todas las condiciones ya expuestas
del teorema de Noether, entonces seguira siendo vélida la ecuacién (38.2) de
donde se deriva la ecuacién de continuidad

o | 0L

Y.)? =0
5xk a¢i,k( r)l ¢p

donde ahora las variaciones § y ¢ soniguales ya que no varian las coorde-
nadas. Ahora obtenemos una nueva corriente conservativa

08 4y
o9, ) O

. . 0
que origina la conservacion de las cargas de Noether .J .

k
Jk =

15.2 Conservacion del tensor energia-momento

Cuando tiene lugar una traslacion de las coordenadas espacio-tempora-
les los potenciales no varian, ya sean escalares, vectores o tensores de cual-
quier orden, puesto que en este caso la matriz de la transformacién de las
coordenadas es la unidad. Para estas traslaciones la densidad lagrangiana
permanece invariable siempre y cuando no dependen explicitamente de las
coordenadas como de hecho suponemos. Ademas, la accién tampoco varia
con esta transformacion puesto que no varia el volumen tetradimensional de
integracioén, lo que nos viene a decir que se cumplen las condiciones exigidas
por el teorema de Noether, por tanto debe de existir una corriente conservativa.

En una traslacién espacio-temporal se cumple (32.2), la correspondiente
corriente conservativa se deriva de (39.2)
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oh_ 08
" 04,

que corresponde al tensor energia-momento ya definido en (21.2); el teorema

de Noether afirma, entonces, que este tensor se conserva cuando el campo es
simétrico frente a traslaciones de las coordenadas espaciales y del tiempo.

¢i,r _5rk£"

16.2 Conservacion del momento angular del campo

Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema de Noether
para el caso de una rotacién tridimensional, lo que siempre ocurre sila den-
sidad lagrangiana no depende explicitamente de las coordenadas espacia-
les. Démonos cuenta que en una rotaciéon queda inalterado el volumen
tetradimensional de integracién, lo que unido a la invariancia de forma ha-
cen que la accién sea un invariante. Entonces existira una corriente
conservativa que viene dada por la expresion (39.2) y los generadores del
grupo de las rotaciones seran los obtenidos en el epigrafe 13.2.

Observemos que en el caso de rotaciones espaciales, los potenciales cam-
biardn a no ser que sean escalares, por tanto existird en general el primer
término de (39.2). Esto viene a significar que la corriente conservativa esta
compuesta de dos partes a las que llamaremos

Jkr = ot ¢im(Xr)qu _‘S(Xr)k x?
0pix 7 i
0L
k p
S r:8¢k(Xi’)[ ¢p.
i,
Vamos a considerar la componente J ?
0 0L m
J r :8¢,'0 ¢i,m(Xr)q xq
donde hemos tenido en cuenta que para rotaciones espaciales
(x,)°x" =0,

entonces
0 j m
T =g, (X,) " 5

donde hemos usado la densidad de momento conjugado del campo 7' . Para
elcasoenque 7 =1 tenemos

g :ﬂi¢[,2(Xl)§x3+77i¢i,3(Xl)zx2 :Ui(¢i,3x2 —¢[,2x3),

en notacion vectorial tridimensional las componentes covariantes del vector
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Joa quedan
Joaz—Zn,r/\ngﬁ,:—rAZn’Vqﬁ,, (39.2)
i i

donde suponemos formalmente que las ¢, son 4 escalares a los que se le
aplica el operador V como sifuera un gradiente.
Definimos la densidad de momento lineal del campo como

1 1 | 1 ;
Toa=;77’¢i,a = gZZZUlV¢i>

ga :_TOa -
c C ;

la densidad de momento angular del campo es
1 .
m=r/\g=——rAZn’V¢i
¢ i

es decir igual que (39.2), lo que nos dice que J % son las componentes espa-
ciales del vector densidad de momento angular del campo.

Analicemos ahora la otra parte de la corriente conservativa, calculando
la componente

U ==n’ps+n’py=n’¢> ~n’p’
deducimos que
S =s=¢An
donde hemos definido el vector ¢ = (¢ 19243 ) .A s lellamamos densidad
de momento angular intrinseco o de spin.
Entonces del teorema de Noether se deduce que si el campo es simétrico

respecto a rotaciones, la suma de las densidades de momento angular y de
spin se conserva.

17.2 Simetrias gauge globales
Consideremos la densidad lagrangiana de un campo nucleénico
E,:‘T’(ihykﬁk —mc)‘P (40.2)

l//n

siendo ¥/, y ¥/, los campos espinoriales del proton y del neutron.
(40.2) es invariante frente a un cambio global de fase del tipo

donde fes constante. El generador infinitesimal de la anterior simetria es
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Y=-,
h
como para esta simetria continua se cumple los requisitos del teorema de
Noether, debe de existir una corriente conservativa dada por
0 0 = 5
IS L B
oY oY
como se deduce de los resultados del epigrafe 14.2. S ¥ cumple la ley de
conservacion diferencial

Sk =

y asuvezuna ley de conservacién global
d 0 _ d + _ d + + _
EIS dv=0 = qul YdV=0 = Ej(wpz//pwnw,,)drf_o

que no es otra que la conservacién del niimero N de nucleones.
(40.2) también es invariante frente aun cambio global de fase del espinor
del protén

"91”3}‘{’ (41.2)

Y =exp|i—
o1

donde 75 es la matriz de Pauli

10
Tr = .
370 -1

Como el generador infinitesimal de la simetria es

_il+7y
o2
debe de existir la corriente conservativa
oL oL = = (1+7 _ k
Sh=— YW-————yP=PyF =3 |p=
oY oY 7( 2 j Vo7 Vo

de donde se deriva una ley de conservacién diferencial y una global que
corresponde a la conservacion de la carga eléctrica Q que coincide con el
operador ntimero de protones.

Finalmente consideremos otra transformacién global de fase definida por

0
Y'=exp i—= |y
h?2
siendo 7 las tres matrices de Pauli
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0 1 0 —i 1 0
Ty = s Ty = ; Ty = .
o) o0 Lo -
El generador infinitesimal del grupo es
y-'T

h2

por tanto la corriente conservativa es
1

2

de donde se deriva la constancia del spin isot6pico de tercera componente

1 1 1
I :IET+T3TdV:I(§W;WP ——w;gz/n)dV.

Sk = q’ykr‘l’

2

Por tanto los tres operadores que tienen leyes de conservacion derivadas
de simetrias gauge globales estan relacionadas por

N
“2 4.
0 R
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3

Campo electromagnético

1.3 Introduccion

El campo electromagnético es un campo vectorial, es decir su potencial de
campo viene dado por un tetravector ¢’ . Por lo deducido en el epigrafe 9.2 1a
densidad lagrangiana de estos campos deriva de un tensor antisimétrico
definido por
_%x 99,

ox' ox*’

mientras que no se indique lo contrario sera de aplicacion la relatividad

especial con coordenadas cartesianas. Entonces la parte cinética de la
lagrangiana (o sea la correspondiente al campo vacio) es dada por

ik

g .
£, =—"LF,F"

4
donde usamos la constante eléctrica con el coeficiente ntimerico y el signo
adecuado para obtener las ecuaciones de campo en la forma habitual.* A la
anterior expresién hay que sumarle la densidad lagrangiana de las fuentes.
En la formulacién ordinaria del campo electromagnético solo existen fuentes
externas del campo, es decir cargas eléctricas que aparecen en la teoria como
elementos ajenos al campo. Es decir, no existen fuentes internas, o sea, el
campo electromagnético no es a su vez fuente del campo.

Por ser el campo electromagnético un campo vectorial, las fuentes de cam-

po tienen que venir dadas por un tetravector ; k,llamado densidad de co-
rriente de carga eléctrica. Entonces la parte de la densidad lagrangiana co-

* &, cabe entenderla como una constante de acomplamiento entre el campo elec-
tromagnético y sus fuentes. Démonos cuenta que si no hubiera fuentes ¢, seria
supérflua.
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rrespondiente a las fuentes debe ser

£ r=J k¢k
que ademads de ser un invariante no originar4, tras la aplicacion de la ecua-
cién de Euler-Lagrange, ni términos dependientes de la variacién espacio-
temporal de las fuentes, ni términos dependientes de los potenciales (ya que
en su caso significaria que hay fuentes internas, lo que hemos descartado).
Por lo tanto, la densidad lagrangiana del campo electromagnético es

2:—87?FipFW —j*e, (13)

debemos de observar que si postulamos la existencia de fuentes internas del
campo, tal como ocurre en la teoria de Mie (ver més adelante), habria que
agregar a la anterior densidad lagrangiana términos complementarios.

2.3 Ecuaciones de campo electromagnético
El tetravector del campo electromagnético se descompone en el potencial
vector y en el potencial escalar

p" =(p.cA). (23)

Siendo ¢y A los potenciales escalar y vector respectivamente. El tetravector
fuente de campo se descompone en la fuente de campo eléctrico (densidad de
carga propia p,) y en la fuente de campo magnético (densidad de corriente
eléctrica j ) de componentes

Jj*= ! pou”

c
donde u* es la tetravelocidad del elemento de volumen de densidad de
carga propia p, medida en el sistema de referencia comévil con el elemento
de volumen cargado. La invariancia de la carga eléctrica se deduce de su ley
de continuidad. En efecto, que esta ley sea un invariante relativista, implica
que la carga eléctrica también lo es y por tanto también losea p,, .
Al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a (1.3) encontramos
oL

0d,

>

OF, |
0L _ Eopin O =0 R (sks; —stsy)=e kY
a¢k,r 2 a¢k,r 2 i

de donde se sigue
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oFkr 1

=] (33)
Ox gy

que es el primero grupo de las ecuaciones de Maxwell, que en notacién

tridimensional son

1 1 OE
VE=—p; VAB=puyj+——
e Po HoJ -2 o1
donde y, es la permeabilidad magnética del vacio y los campos eléctricos y
magnéticos (E y B) derivan de los potenciales segtin las ecuaciones
O0A
E=-Vg¢—r B=VAA.
ot
El otro grupo de las ecuaciones de campo se deduce a partir de la definicién
de tensor de campo eletromagnético
oF,, OF, OF,,
7+ Pk 2T g, (4.3)
Ox ox'  ox?
de donde se derivan las otras dos ecuaciones de Maxwell
oB

VAE=——; VB=0.
ot

3.3 Densidad lagrangiana no covariante
El tensor de campo electromagnético lo podemos poner en funcion de las
intensidades de campo

de donde se obtiene
] 2p2 2
F¥F,=2(c’B*-E?),
como
.k .
J o =—i-A+pg
donde ahora p es la densidad de carga eléctrica en el sistema de referencia

respecto al cual el elemento de carga se mueve con velocidad u , que por la
ley de transformacién del volumen tridimensional tiene la forma
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P
p= 02 2’
l1—u / c
por tanto la densidad lagrangiana puesta en funcion de las intensidades de
campo y de los potenciales es

Szg—zo(Ez—csz)+A-j—p¢. 3)
de donde se deducen las ecuaciones de Maxwell.

4.3 Método hamiltoniano
Definimos el tetravector densidad de momento del campo por

n' = 0L
o9,
donde el punto significa derivacion respecto a la coordenada x 0 La compo-
nente temporalder’ es

0202y,
o¢
mientras que las componentes espaciales son
s
“ :—:; =g E’ a;a =g E"” (6.3)
o —C

donde hemos utilizado la densidad lagrangiana (2.3). En notacién vectorial
tridimensional (6.3) queda

n=¢.E.
Por la definicién de densidad hamiltoniana tenemos para el campo elec-
tromagnético

. 2A oA\’ oA
=n'¢p,—L=¢E| — |-L=¢,| — | +&,| V- — |- L,
H9=n'¢, 0 ( étj 0(81) o( ¢ 81]

£ enausencia de fuentes (5.3) y en funcién de los potenciales es

20 (w24 [PA) s avs.2A 2 (v aa)?
o= 2{(V¢) +(atj $2VgER P (VA }

por lo tanto la densidad hamiltoniana queda

_ﬂ@_Az_@V 2 80C2V A)>
ﬁ_z(azj 2(¢)+ 2(A)'
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El método de Hamilton exige que la densidad hamiltoniana aparezca en
funcion de las densidades de momento
2
[nl*
20
Si queremos obtener la funcién hamiltoniana del campo electromagnéti-
co tendremos que hacer la integral de volumen de la densidad hamiltoniana

H=——+7n- V¢+ 5 (V A) (7.3)

Inl

H= jﬁde n-Vgrie ; (v A)* |av,

el segundo sumando de la 1ntegra1 se transforma segtin
[n-Vgav=c,[V(Eg)dV —z,[pVEdV

la primera integral del segundo miembro se anula por el teorema de Gauss y
la segunda es idénticamente nula para el caso considerado de campo libre de
fuentes. Entonces la funcién de Hamilton del campo electromagnético queda

|'|| 500
280

H=[pdv=| 20°_(vAA)av, (83)
que coincide con el resultado que se obtiene de la teoria electromagnética.

De (7.3), (18.2) y (19.2) obtenemos las ecuaciones canénicas de campo de
Hamilton

.0
o=
d 9.3)
.09 o [os
T = a¢“+axﬁ{a¢;j

donde estamos distinguiendo entre componentes covariantes y
contravariantes, aunque solo aparezcan las componentes espaciales de los
tetravectores. De la primera de las ecuaciones (9.3) se obtienen dos de las
ecuaciones de Maxwell

bevg A L g gl OB
| 582 ot (10.3)
VAB= T
2 at

La ecuaciéon VB =0 se obtlene de la definicién de intensidad de campo
magnético. Las ecuaciones canénicas de Hamilton no nos permite determi-
nar directamente la primera de las ecuaciones de Maxwell. Para su deduc-
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ciéon tenemos que suponer que VE =0 es unarestriccién inicial, y para que
su validez se mantenga necesitamos demostrar que la anterior ecuacién es
invariante en el tiempo, en efecto de la segunda de las ecuaciones de (9.3) se
obtiene

0
—(VE)=0.
5 (VE)

5.3 Invariancia gauge
Siaplicamos a los potenciales electromagnéticos la siguiente transforma-
cion

, 1oy
= + ——
v=9 c Ot
A':A—lVW
c

o bien en notacién tetradimensional
, 0
4 =4, +_‘/i (11.3)
Ox

las ecuaciones de Maxwell permanecen invariantes. A (11.3) se le llama trans-
formacién gauge y decimos, por tanto, que las ecuaciones de Maxwell son
invariantes frente a transformaciones gauge.

Esto viene a significar que al resolver las ecuaciones de Maxwell encon-
tramos infinitas soluciones para los potenciales, ligadas entre si por trans-
formaciones gauge. Al objeto de limitar el ntimero posible de soluciones de
los potenciales imponemos que los potenciales cumplan la relacién

VA+ 194 =0
c 2 ot
0 en notacion tetradimensional
i
9 (12.3)
ox'

que es llamada condicién gauge Lorentz. Su interés reside en que posee las
siguientes propiedades: simplifica considerablemente las ecuaciones de
Maxwell cuando son expresadas en funcién de los potenciales; es una con-
dicién invariante frente a las transformaciones de Lorentz y siempre existen
unos potenciales que cumplan la condicién (12.3)

Notemos que al imponer la condicién gauge Lorentz a las ecuaciones de
Maxwell, éstas seguirdn sin tener una solucion tnica, pues si ¢'es una
soluciéon que cumpla la condicién Lorentz, se puede obtener otra soluciéon
que también cumpla la misma condicién mediante
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_ 4195
¢i_¢i+axi

siempre y cuando la funcion £ cumpla el requisito

2
=
Ox'0x;

Por tanto la condicién gauge Lorentz no logra que las ecuaciones de
Maxwell tengan una solucién tnica, sino que se obtiene una reducida fami-
lia de posibles soluciones, tales que todas ellas cumplan la condicién gauge
Lorentz.

Supongamos un campo libre de fuentes ¢y A sean los potenciales solu-
ciones de las ecuaciones de Maxwell que cumplen la condicién gauge Lorentz
y elegimos la funcion ¢ tal que sea

£=~[cpdt,
entonces por la ecuacion (12.3) se obtiene que el potencial escalar transfor-
mado es nulo

0
'=¢g-——=0.
V=9
Como la funciéon & cumple el requisito
32
— 5 =0
Ox'0x;
ya que por la ley de ondas cumple
32
2
Ox'0x;
entonces los nuevos potenciales que se obtienen de la transformacién gauge

(12.3) cumplen también la condicién gauge Lorentz, pero como ¢’ es nulo
entonces

VA'=0
Hallamos que siempre es posible encontrar unas soluciones de las ecuaciones
de Maxwell que cumplan las condiciones
VA=0;, ¢=0
aesta gauge se le llama de Coulomb o de la radiacién.
6.3 Tensor energia-momento
Al aplicar la ecuacion (21.2) para obtener el tensor energia-momento del

campo electromagnético se obtiene
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— aSV
24,

La anterior expresién no es simétria, no obstante se le puede sumar un térmi-
no de la forma

T, by —01Ly =—5sF ", +5,§%0F,.pF"P. (13.3)

oy’

ox?

que al tener la propiedad

rp  __ _ pr
V=Y
deja invariante la ley de conservacion del tensor energia-momento. Una fun-
cién tal como la anterior es

mo_ p
Wl =eoF oy
y al sumar su derivada a (13.3) encontramos un tensor simétrico

T, =—&,F""F,, + 5} %OF,.},FI'P . (14.3)

Sienvez de (21.2) usamos (28.2) para calcular el tensor energia-momento
tendremos que poner la densidad lagrangiana en funciéon del tensor de cam-
po electromagnético puesto exclusivamente en forma covariante, es decir

Ly ZQV(¢,‘>¢t,r>g”)Z_Toglrgququtp

llegdndose al mismo resultado (14.3) sin necesidad de afadirle términos
para simetrizacion, como ahora veremos. Né6tese que ahora utilizamos un
tensor métrico genérico, que puede ser igual o no, al tensor métrico de
Minkowski. Al aplicar (28.2) tenemos

l\/ETirza(\/gfv):d\/g)th@%’ (15.3)
8

2 0g og
por lo deducido en el epigrafe (12.1) se tiene

oe_ 1 Jz
ag ir 2 88ir
entonces de (15.3) se deduce directamente (14.3).
Sea una distribucion de masas cargadas en el seno de un campo electro-
magnético, tendremos que el tensor energia-momento total es

Tioranye =T’ + e’
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suma del correspondiente tensor de la materia 7'\, " y el electromagnético
T (e)k " Porotra parte, la ecuacién de movimiento es dada por
r
fr= —a T(M)k
ox"

segtin se desprende de la dindmica relativista de los medios continuos, sien-
do f, lafuerza porunidad de volumen en notacién covariante. Como es de
aplicacion el teorema de conservacion de la energia y el momento para el
conjunto de materia y campo

r

aT(total)k
ox"

=0
entonces se obtiene

orT, ., "
(e)
fr=——" (16.3)
‘ ox"
que es la generalizacion de la fuerza de Lorentz.
Al aplicar (16.3) utilizando (14.3) se encuentra

aT(e)k ' - OF'? F
ox” Coxm
y por (3.3)
fk :ijkp

que es el resultado que ibamos buscando.

Como la densidad lagrangiana del campo electromagnético libre no de-
pende explicitamente de las coordenadas espacio-temporales, existe una ley
de conservacién del tensor energia-momento que viene expresada por la ecua-
cién (25.2) o bien si se usan unas coordenadas tal que el tensor métrico venga
dado por el tensor de Minkowski, la ecuacién de conservacion se podra
poner como (22.2).

La densidad de energia del campo electromagnético viene dada por las
componentes 0,0 del tensor de energia-momento

2
T, =W =—£,F " F,, +%FipF‘P=ﬁE2 L0 2

En cuanto a la densidad de momento lineal del campo esté relacionada
con la componente 0, ¢ del tensor energia-momento, de tal forma que
1 1
ga :_TOa :——Toa = SOFOqFaq 5
c c
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por ejemplo para la componente x se tendra

1o
g=—-T" =& (E,B.-E.B,)
poniendo la densidad de momento en notacién vectorial tridimensional
g=¢,EAB.
De la ecuacién de continuidad se obtiene
T ar" H70 ow (e
= ot a=0:>—+—a =0
ox ox Ox ot Ox

que representa la ecuacion de continuidad de la energia. Por tanto ¢ T 0% og
la densidad de corriente de la energia, o sea, la energia que fluye por unidad
de tiempo y por unidad de area, lo que en electromagnetismo es llamado el
vector de Poynting N que por lo visto antes se relaciona con la densidad de
momento por

N=c 2g.
7.3 Indeterminacion de la densidad lagrangiana

Ya se dijo en 6.2 que la densidad lagrangiana de un campo se encuentra
indeterminada, en el sentido de que si £ eslalagrangiana del campo

P .
£’=£+—ka(¢[,xl),
0x
también es una densidad lagrangiana que da las mismas ecuaciones de cam-

po.
La parte cinética de la lagrangiana del campo electromagnético se puede
poner en funcién de las derivadas del tetrapotencial
€9

£y Z—TFipFip =—87r0(¢p,i _¢i,p)(¢p’[ _¢[’p)=

=007 =0, 9"" 4,87 +4,,8"7 ).
o simplificando
€0

Ly =0y, 8"" = 0,,9"").

el tltimo sumando se puede poner como

; 0 o' o [o¢'
R e B I R
ox Ox ox* | ox
siahora imponemos la condicién gauge Lorentz, entonces la expresién ante-
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rior queda reducida a una cuadridivergencia, que como ya hemos dicho, no
influye en la obtencién de las ecuaciones de campo; por tanto la nueva den-
sidad lagrangiana que encontramos es

€9

QV :_7¢p,i ¢P>l .

8.3 La teoria de Mie

En el marco de la visién electromagnética del Universo, desarrollé Mie a
principios del siglo XX una moficiacién de la teoria de Maxwell con la cual
pretendia explicar la materia (y también la gravedad) como una expresién
del campo electromagnético. En esencia la teoria consitia en agregar térmi-
nos no lineales a la densidad lagrangiana electromagnética, lo que iba a
permitir obtener soluciones con simetria esférica y no singulares que debian
ser interpretada como particulas.

Al objeto de aclarar la sugerente teoria de Mie vamos a aplicarla a una
teoria de campo escalar, que la vamos a construir como una generalizacién
de la teoria clasica de la gravitacién de Newton.

La teoria newtoniana no es compatible con la relatividad a consecuencia
de que la propagacion de las interacciones es instantanea. Pero si modifica-
mos la teoria para establecer que la interaccién gravitatoria viaje con la mis-
ma velocidad que la luz en el vacio, podemos encontrar una teoria de la
gravitacion, generalizacion de la newtoniana, que ademas es plenamente
relativista, esto ocurre si usamos la densidad lagrangiana £=¢ , ¢ P, con
¢el escalar potencial gravitatorio.

Partimos de la densidad lagrangiana

1 P
£=%¢,p¢ P —g(¢) (17.3)

donde G es la constante de gravitacion universal. Al aplicar las ecuaciones
de Euler-Lagrange se encuentran las ecuaciones de campo

¢ F =—4nGg'(¢),
en el caso de campo estatico reencontramos la ley de Poisson, donde la den-
sidad de masa es g'(¢)

V?p=47Gg'(9). (18.3)

Notemos que g’ (¢) representa la densidad de masa gravitatoria, es decir la
masa que crea el campo, que tenemos que distinguirla de la densidad de
masa inercial o masa que nos da la energia global del sistema de particulas.
Se trata de obtener una solucién con simetria esférica de la ecuacion (18.3)
que sea no singular en todo punto y en especialen » =0y r = . La ecua-
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cion (18.3) en coordenadas esféricas y suponiendo simetria esférica es

1 d d ,
—(r 27?} —4rGg'(p). (192)

r2dr
una posible solucién como la buscada es

_ae e 203
¢ r r 2 r 3 ( )

que es claramente no singular en » = y que con una adecuada eleccién de
los coeficientes y de sus signos también serd no singular en el origen. La
ecuacion (20.3) representa particulas de materia dotadas de masas inercial y
gravitatoria.

De momento la funcién g(¢) ha sido tomada arbitrariamente, pero la
solucion tipo (20.3) obliga a que g’ ( ¢) tenga una dependencia de r “*ode
mayor orden, basta para comprobarlo aplicar (19.3) en (14.3); o sea, g(¢)
debe ser al menos de quinto orden con respecto al potencial.

La masa gravitatoria de la particula representada por (19.3) se calcula
mediante

m =Ipa’V =J.g’(¢)dV :471'Tr2g'(¢)dr, (21.3)
0

y teniendo presente (18.3)

0 o0

1 1 d
ng =—_‘-i(r2ﬁjdr =—(r2—¢j .
G 0 dr dr G dr 0
La solucion (20.3) esregular en » = 0, es decir tiene un valor finito, por tanto
d¢/dr tendra también un valor no singular en r =0, por tanto

_€

m, = E, (22.3)
donde el coeficiente e, es arbitrario, pudiendo existir por tanto particulas de

cualquier masa.

Dela ecuacion (17.3) se obtiene el tensor energia-momento
1 1

T, =——¢"p, ——65/ P 23.3
o b= 0( 0, 33

donde las componentes 0,0 representan la densidad de energia WV, que para
el caso estatico es

vy
=

Si lo que calculamos es la energia de una particula tendremos
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1

Al calcular (20.3) hemos considerado que no existe otra fuente de campo,
lo cual es admisible si se tiene en cuenta que las particulas, debido a su
infimo tamafio, estan suficientemente lejos unas de otras.

Si ahora consideramos un campo y en su seno particulas como las repre-
sentadas por (20.3) podemos a partir de (23.3) calcular la fuerza que el campo
ejerce sobre estas particulas

or,”

Ji= - :_g'(¢)¢,ka
Ox
y en notacién vectorial tridimensional
f= g'(¢)E,

siendo f la fuerza por unidad de volumen, y E es la intensidad de campo
gravitatorio definido como es habitual por E=-V ¢

La masa inercial de las particulas (20.3) se calcula a partir de su energia
(24.3)

1 1
m, :c_zj[_gﬂG(w)z +g(¢)}zv,
como

f(v $)>dv = [V(gVp)av - [¢V>paV =-4zG[ g (#)dV .

entonces

m; =%I[—%¢g'(¢)+g(¢)} av. (25.3)

Con las anteriores consideraciones especulativas poco mas se puede avan-
zar, especialmente por la imposibilidad de explicar la identidad entre la
masa gravitatoria y la masa inercial, ya que la igualdad entre (25.3) y (22.3)
no es compatible con la ecuacién (19.3).

Un razonamiento anédlogo se puede hacer para el electromagnetismo. Al
término cinético de la densidad lagrangiana le afiadimos un término no
lineal que seré el que permita explicar la existencia de particulas cargadas

C=—"VF,F —g(¢79,)

donde g es una funcién invariante que depende del médulo del tetrapotencial
|¢| =y ¢7¢, -
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La ecuacién de campo (3.3) permanece vélida, excepto que ahora la
tetradensidad de corriente es

k
J* =—f7|g'(l¢l)

donde la prima significa derivacién respecto al médulo del tetrapotencial.
La ecuacién de campo respecto al tetrapotencial es

o%* 1 ¢*
22 L (). 269
ox"ox, £ ||
Sinos limitamos al caso estatico entonces (26.3) se reduce a
r,
Vig=-—g'(¢) (27.3)
g

0
donde @es el potencial eléctrico y hemos usado la condicién gauge Lorentz
en orden a simplificar la expresiéon. Como se ve por (27.3) la densidad de
carga eléctrica es

p=g'(4)

A continuacion seguimos el mismo procedimiento que el realizado para
el caso del campo escalar. Es decir, buscamos soluciones estaticas con sime-
tria esférica, encontrando como posible solucién del potencial (20.3).

La carga eléctrica de las particulas representadas por (15.3) es calculada
por

q :IpdV :Ig'(¢)dV =47rTr2g’(¢)dr,
0

y teniendo en cuenta la ecuacién equivalente a la (19.3) queda para la carga
eléctrica de la particula

q="&01-
Para calcular la masa peviamente calculamos la energia total a partir del
tensor energia-momento que segun (14.3) sera

T, =& F " "F +5] HOFWF"P + g(¢1’¢p)},

y que tomar el caso estatico se obtiene que la energia de la particula cargada
es

Wzg—z()(V¢)2+g(¢).

Para calcular la masa integramos
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m:c%j[g—zo(v¢)2+g(¢)}dlf

teniendo en cuenta que

[(v $)>dv = [V(¢vg)dv - [¢v>pdV = jg—loyﬁg'(mdlf

donde hemos utilizado el teorema de Gauss, entonces

m=cizj{%¢g'(¢)+g(¢)}dlf.

Si bien la teoria de Mie es capaz de explicar las particulas cargadas como
elementos del campo electromagnético e incluso de encontrar una forma para
calcular sumasa y su carga, tiene algunos inconvenientes, entre ellas que le
da realidad fisica al potencial eléctrico, que en la teoria electromagnético es
un simple intermediario de calculo.

8.3 Bibliografia seleccionada
*Panorsky, W. K. H.; Phillips, M.: Classical Electricity and Magnetism, Addison-
wesley, 1972, pp. 446-456.
* LeecH, J. W.: Mecdnica cldsica, Union Tipografica Editorial Hispano American,
1968, pp. 132-194.
* BorN, M.: «The momentum-energy law in the electrodynamics of Gustav
Mie», en Jiirgen Renn (ed.), The Genesis of General Relativity, Springer, vol. 4,
2007, pp. 745-756.
*WEyt, H.: Space-Time-Matter, Dover, 1952, pp. 206-217.
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4

Campo gravitatorio

1.4 Introduccion

Existen varias técnicas que nos permiten obtener las ecuaciones de cam-
po gravitatorio. Examinaremos los formalismos métrico, métrico-afin y afin.
En el primer procedimiento vamos a considerar de partida que el espacio es
de Riemann, es decir que el tensor métrico es simétrico y que la conexion,
también simétrica, coincide con los simbolos de Christoffel, por tanto los
potenciales son las 10 componentes del tensor métrico. El formalismo métri-
co-afin considera que tanto el tensor métrico como la conexién son simétri-
cos, sin embargo no establece a priori una relacién entre ambos. Por tanto
métrica y conexioén son los potenciales del campo, lo que representa 60 com-
ponentes. En este formalismo se obtienen 40 ecuaciones de campo més que
con formalixmo métrico, estas ecuaciones danla relacién entre la métrica y la
conexion que resulta ser idéntica a los simbolos de Christoffel. Por dltimo el
formalismo afin considera como tnicos potenciales del campo las compo-
nentes de la conexién de donde se derivan, no sélo las ecuaciones de campo
sino el tensor métrico. En los tres casos abordaremos el estudio de las
ecuaciones de campo mediante el principio variacional. Los formalismos
que vamos a exponer tienen la misma densidad lagrangiana.

2.4 Densidad lagrangiana no covariante

En estey en los siguientes dos epigrafes vamos a limitarnos al formalismo
métrico, donde como hemos dicho, los tnicos potenciales del campo
gravitatorio son las componentes del tensor métrico.

Por similitud con la ecuacién de Poisson de la gravedad newtoniana,
vamos a buscar una ecuacién de campo gravitatorio que sea de segundo
grado respecto a los potenciales. Esto significa que la densidad lagrangiana
debera depender como maximo de las primeras derivadas de los potenciales.
Pero no es posible encontrar uninvariante con esta propiedad. En efecto, por
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una adecuada eleccion del sistema de coordenadas es siempre posible (en el
caso de conexién simétrica) conseguir que sean nulas las componentes de la
conexion (son los llamados sistemas localmente inerciales, ver 6.1), lo que
viene también a significar que serian nulas las primeras derivadas del tensor
métrico. En este caso solo tendriamos el tensor métrico para construir el
invariante dela densidad lagrangiana pero a partir de este tensor s6lo pode-
mos obtener una constante.

Como ahora veremos es posible obtener una densidad lagrangiana que
pueda descomponerse como (11.2), de tal forma que aunque en principio
dependa de las segundas derivadas del tensor métrico, de ella puede dedu-
cirse una densidad lagrangiana que sélo dependa de las primeras deriva-
das, aunque ahora esta densidad lagrangiana no seria un invariante. La
propiedad sefialada la tiene la curvatura escalar que puede descomponerse

seguin
JeR=2G + (fw), (14)

donde \/§G es la densidad lagrangiana no covarlante que solo depende de
las primeras derivadas del tensor métrico; el segundo sumando de (1.4) no
interviene en las ecuaciones de campo y en ella se encuentran agrupadas las
segundas derivadas del tensor métrico. Desarrollando la curvatura escalar
queda

ik ik arul arikl mpe 1 I m
JeR=\gg" R, =gz PN AP I A b
los dos primeros sumandos del segundo miembro quedan

\/ggkar,, __ 0 (\/_gzkrll) i/laxik(\/ggik)

ox*
or 0 ;
\/gglk zk __9 (\/_gtk lk) ik/ﬁ(\/gglk),
prescindiendo de las d1vergenc1as, obtenemos
0 . 0 .
\/gG:riklg(\/gglk)_rillax_k(\/gglk)_
—\/Eg " (rik/r/mm -T,"T kml)‘

Para desarrollar los dos primeros sumandos de la expresién anterior (2.4)
debemos tener en cuenta (43.1) y la nulidad de la derivada covariante del
tensor métrico, o sea

(2.4)
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ox! - glem
agik l l
ax/ —g SFS/k_gskrSl ,
entonces
0 - 1| ik ONEg / og'"*
I/ —(Jeg™)=T,| g"* 5 |+T.0 | Jg =
k 8xl(\/— ) k ox! k \/_ ox!

i I _isp kp 1 i |
ZN/E(g “T,/"T —g"T /T, —g"T T ):
j I sy ke 1
z\/g(glkrmlmrik -2g"T /Ty )
Lo mismo podemos hacer con el segundo sumando de (2.4)
) 0 ik TN I og™
L ax_k(\/gg )zru (gl ax—k}ﬂ/ (\/Eax—k -
z\/g(gikrm/;nru '—g" T T, g T Ty, l): _\/ggSkrsklri/ g
Entonces los dos primeros sumandos de (2.4) resultan tras sacar factor co-
muan
ik 1 I
\/ggl (lemrik _2Fklnrin +Fkinrnmm)
finalmente (2.4) queda
ik I
\/gG =\/§gl (Fkinrnmm ~Ty'T, ) >

que representa la densidad lagrangiana no covariante del campo gravitatorio
puesta en funcién del tensor métrico y de sus primeras derivadas (o lo que es
lo mismo, en funcién de la conexién). La expresién (1.4) es

| ) - -
JegR=1Jgg™ (rk,." r,” —rk,”rl.n’)+ g[\/g(g”rim’” -g" rin’)]

que tiene la forma (11.2).

3.4 Identidad de Palatini
Cuando se aplica el principio variacional se supone una familia de posi-
bles soluciones de los potenciales dependientes de un pardmetro &

gik (xr’a) Zgik(xr,0)+0(7]ik (xr) ,
donde g ik (x : ,0) representa el potencial real y 7 *(x") es una funcién
arbitraria con ciertas condiciones (ver epigrafe 6.2). Se llama una variacién

r
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de g'*a
ik
, . . Dol ,
sgih=g (xr,a +da)—g’k (xr,oz) = ég da=n"*da. (34)
o
Si nos encontramos en el formalismo métrico hay que observar que una
variacion del tensor métrico implica una variacién de la conexion, entendida
como una operacion analoga a (3.4). Por la ecuacién de transformacion de la
conexién (8.1) se encuentra

ST, ' =BlajApsT ;) (4.4)
ya que el segundo sumando de (8.1) permanece inalterable durante la varia-
cién con respecto al parametro . A} es la matriz de la transformacion de
las coordenadasy B, suinversa. La ecuacion (4.4) nos dice que la variacién

de la conexién es un tensor.
La variacién del tensor de Ricci (18.1) es

0 0
OR;; Z_ké‘rtll 3
Ox Ox
donde hemos intercambiado la derivacién respecto a las coordenadas con la
operacién de variacién. Se puede comprobar por sustitucién directa que

SRy =D, (51, )-D,(5T,)). (54)

si la torsion es nula y donde hemos tenido en cuenta que la variacién de la
conexién es un tensor. A la relacién (5.4) la llamamos identidad de Palatini,
que también puede ser puesta como

g OR, =D (g"OT ' —g"sT )= D", (6.4)

es un vector.

é‘Fikl+§(F”Sl“skl)—5(rs/lrkis)’

donde w*

4.4 Ecuaciones de campo gravitatorio
en el formalismo métrico

Vamos a elegir como densidad lagrangiana la curvatura escalar \/ER .
Pero este tensor depende tanto de las derivadas primeras como de las deriva-
das segundas del tensor métrico. Por esta razén vamos a utilizar el razona-
miento descrito en el epigrafe 6.2 para el caso en que la densidad lagrangiana
dependa de las derivadas segundas de los potenciales. En vez de aplicar la
ecuacion de Euler-Lagrange (10.2), vamos a aplicar directamente el principio
variacional a la acciéon

51=5[Jgg" R, dQ=

74
= [6\eg" Ry d+ [\[gog Ry d2=[Jgg " 6R, d2=0. 7
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Por lo deducido en el epigrafe 12.1 tenemos

1 i
5\g =—-\egudg"
y por (6.4) queda

[Veg™sR, da=[gD,w'dQ=[Dwdy
y aplicando el teorema de Gauss (49.1)
[Dowkay =[wds, =[(g"oT ' ~g" 5T {)ds, 64

donde hemos utilizado (50.1). Como ya se indicé en el epigrafe 6.2, la varia-
cién que estamos aplicando debe ser tal que las variaciones del tensor métri-
coy también de sus primeras derivadas se anulen en los limites de la integra-
cion, lo que implica que también debe ser nula la variacién de la conexién
(que en el formalismo métrico coincide con los simbolos de Christoffel), lo
que significa que (8.4) es nula, por tanto de (7.4) nos queda

1 .
J.\/g(Rtk _Egthj5glk =0

como la variacién de las componentes del tensor métrico son arbitrarias,
entonces obtenemos como ecuaciones del campo gravitatorio en el vacio

Ry _%gthZO (94)

al contraer la anterior ecuacion hallamos R =0, entonces finalmente encon-
tramos que las ecuaciones de campo gravitatorio en el vacio son

Ry =0. (10.4)
Reuniendo tanto el anterior resultado como las condiciones impuestas ini-

cialmente, concluimos que el campo gravitatorio se caracteriza por las si-
guientes cuatro conjuntos de ecuaciones

& =0
F[ik]r:O
D.g'*=0

que nos identifican la geometria del espacio-tiempo en presencia de grave-
dad y en ausencia de materia.

5.4 Ecuaciones de campo gravitatorio
en el formalismo métrico-afin
Ahora vamos a desarrollar el formalismo métrico-afin, que como hemos
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dicho considera que tanto la métrica como la conexién son simétricas pero
no se establece previamente ninguna relacion entre ellas. Al aplicar el princi-
pio variacional tendremos que variar independientemente la métrica y la
conexién. La densidad lagrangiana va a ser la misma que la usada en la
formulacién métrica, ahora entendida como una funcién de la métrica, de la
conexion y de sus primeras derivadas

\/_R f( ,g,, zkl’rik,lr)'

Alvariar la accién obtenemos lo mismo que en (7.4), excepto que ahora la
variacion del tensor de Ricci serd distinto, aunque seguird siendo cierta la
identidad de Palatini (5.4), que adaptamos a la forma

k 'k ! ! ik oy 1
JegoR, =\Jgg"D, (5T, 5} 6T,/ )=Jeg*Dp], (114
donde
rel !
vie =0T,,'8} —0l
es un tensor por serlo la variacién de la conexién y la delta de Kronecker.
(11.4) se pone como

Jeg" Dyl =D, (Jzg Vi) —vieDi (Jeg™ )

a la integral del primer sumando sera de aplicacién el teorema de Gauss
(51.1) y dara un valor nulo, puesto que la variacién de la conexién se anula
en los limites del volumen de integracién. La integral del segundo sumando
queda

_Iv{kD,(\/Egik)dQ:J.[D,(\/ggik)—5,"D,.(\/§g”)]5l"ik’d£2

por tanto la variacién de la accion es

5= j\f( ——glkR)é'g’de+
+J[D/(\/§glk)—5/ Dr(\/ggirﬂ5rik1d9=0

como las variaciones tanto del tensor métrico como de la conexién son arbi-
trarias e independientes, obtenemos dos conjuntos de ecuaciones. De la pri-
mera integral se obtiene

(12.4)

Rik_%gikR:O = R, =0.

En cuanto a la segunda integral que surge de (12.4) hay que darse cuenta que
la variacién de la conexién es simétrica, esto significa que en el integrando
tenemos repetidas las variaciones de la conexién. en efecto si
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D,(\/Eg"k)—&kD,(\/gg”)

lo descomponemos en parte simétrica y antisimétrica, esta altima se anulara
al multiplicarla por 6T, k[ por se simétrica, entonces quedara

E Di(Jeg")rDi(Jeg")-
2 _5/kDr (\/Egir)_ngr (\/Eg kr)
de la arbitrareidad de la variacion de la conexién deducimos

2Dl(\/§gik)_5lkDr(\/§g”)_5liDr(\/§gkr):O (134)

donde hemos tenido en cuenta el caracter simétrico de el tensor métrico. Al
contraer (13.4) respectoa ky/

Dk(\/ggik):o.

Por (51.1) es facil encontrar que

1 1
5\/_=5x/§g”q5gpq =—§x/§gpq5gpq =

= _%gqu(\/gg " ) * %gqu ”5\g

ST, 'dQ=0

y como

8gp8™" =4
entonces

1
S5 g:qulﬁ(\/ggpq)_ (14.4)
Ahora vamos a demostrar que si
D.(Jgg")=0 = Dg"=0.

en efecto, por (14.4)

1

- JZA
Dr\/g_zgqur(\/Eg )_O
entonces de
D,(Jeg™)=0=D,Jgeg" +eD,g"

deducimos que

ik
D,g™ =0
que es la parte complementaria de la ecuacién de campo gravitatorio. De la

ISBN: 978-84-617-1463-6 101



Capitulo 4.- Campo gravitatorio

anterior ecuacion y teniendo presente que tanto el tensor métrico como la
conexién son simétricos se deduce que la conexion es idéntica a los simbolos
de Christoffel, por tanto de las ecuaciones de campo gravitatorio en el forma-
lismo métrico-afin se deduce de que el espacio es de Riemann.

6.4 El formalismo afin
En el formalismo afin de la relatividad general suponemos que los tinicos
potenciales son las componentes de la conexién que suponemos es simétri-
ca. El tensor métrico aparece en la teoria mediante

ikzLa(\/gS)
=R,

de donde se deduce que la variaciéon de la densidad lagrangiana es

5(\/52) - \/Eg "SR,

Por el principio de minima accién se tiene que cumplir

51=5[Jg£d0=[gg"oR,d Q=0

(15.4)

o bien

51=[Jeg' {ar 5T, +ar 5T ,"
qr,s

o integrando por partes

Sl= I k ale _ {\/_g ik aR,‘ka §rqudQ+
ql’ arqrs
o + OR,
+ 0T P |dQ,
Iax{\/gg or,”, J

ahora bien, como el principio de minima accién exige que la variacién de los
potenciales se anule en los limites del volumen de integracion, la segunda
integral se anula después de aplicar el teorema de Gauss. Como la variacién
de la conexidn es arbitraria, entonces se obtiene al anular la variacion de la
accién

4 P
or,” ox or,”

Por la definicién (18.1) del tensor de Ricci, aplicando (16.4) y (43.1) y
suponiendo simetria del tensor métrico se deduce

% OR, 0 i« OR,
\/gg"—k——s(\/gg" k J:o. (16.4)
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D, g% =0,
olo que es lo mismo que la conexién es idéntica a los simbolos de Christoffel,
lo que significa que el espacio es riemanniano.
El siguiente paso en el desarrollo del formalismo afin es obtener las
ecuaciones de campo. Vamos a tomar como elemento de «volumen» para su
uso en el célculo de la accién del campo a

dV =\JdetR, dQ=[|R|dQ

donde con |R| representamos el valor positivo del determinante del tensor
de Ricci. Entonces (15.4) se adaptara ahora a

o(yIRle)

ik __ 1 ZWITT)
[&|  ORu
si elegimos como densidad lagrangiana
2
L£=——
A

donde A esuna constante de valor desconocido y teniendo en cuenta que tal
como se demostr6 en 12.1 para el tensor métrico debe cumplirse

S|RI=|RIR" SR,

entonces quedara
Ry =—Agi (17.4)
que es la ecuaciéon de campo. De (17.4) se deduce
[Rl=2"¢

por tanto la deduccién de (16.4) sigue siendo vélida. Como veremos en el
siguiente epigrafe A es la constante cosmoldgica.

7.4 El término cosmolédgico
Los requisitos exigidos para la densidad lagrangiana en el formalismo
métrico-afin se mantienen si en vez de (1.4) ponemos

Jee=JgR+2A\g (18.4)

donde A es una constante desconocida que llamamos constante cosmoldgica.
Al hacer la variaciéon del segundo sumando de (18.4) queda

s[2AJgd=-A[g g, 5g"dQ,

entonces en vez de (9.4) se deducira del principio de minima accién
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1
Ry _EgikR —Agy =0
que al ser contraida resulta

R=—4A
y por tanto

Ry +Agy =0, (194)
al igual que habiamos obtenido en (17.4).

8.4 El formalismo de Hilbert
La ecuacién de campo gravitatorio (10.4) o (19.4) es vélida en el caso del
vacio. Nos queda averiguar las modificaciones que deben ser realizadas cuan-
do contemplamos la presencia de las fuentes del campo gravitatorio.
Vamos a suponer que ademas del campo gravitatorio existe simultinea-
mente otro campo fisico, cuya densidad lagrangiana venga dada por la ex-
presion funcional

Sc :£c(¢i>¢i,k’glk) (20-4)
donde ¢, es el potencial del campo, que suponemos vectorial para concretar.
Notese que suponemos que la densidad lagrangiana del campo depende del
tensor métrico pero no de su derivadas, también establecemos de partida que
no depende explicitamente de las coordenadas espacio-temporales.

Las ecuaciones de campo que se derivan de (20.4) se obtienen variando
los potenciales y aplicando el principio de minima accién a la integral

I.=[{g£.d0 (21.4)
obteniéndose
o [olze)] alee)
ox* a¢i,k a¢i o

Sivariamos (21.4) respecto al tensor métrico tendremos

olgl
o1, =5[Jg.dv =I%5g—”‘dg :
g
y usando (28.2) llegamos a

Al

donde 7 l.(kc) es el tensor energia-momento del campo fisico. Como
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Ti(kC) 58’ ik = gl_pgqu (C)pq 5g ik
y
gmgwég*:qﬁgwgmg*)_ggwgmgm_gw5gmgm:_5gm
entonces tenemos
TI_E,(C) 5gik — _T(C)Pq 5gpq

por tanto (22.4) también se puede poner como

1 i
51, = [JaT'M5g )y d 2.

Si £, y £, sonlas densidades lagrangianas del campo gravitatorio y
del campo fisico, entonces la densidad lagrangiana total sera

1

L£=—L +£,.
2x

donde 7 esuna constante de acomplamiento entre el campo magnético y el

campo fisico. Para obtener las ecuaciones de campo gravitotorio en presen-
cia de un campo fisico variamos la accién

1=z sdgzijﬁsgdg+j\/§20dg

con respecto al tensor métrico

51_—N_( —glkRjég’de+ N_T ) 5g*dQ =0,
y dada la arbitrareidad de la variacién del tensor métrico llegamos a
1
R _Egth = _ZTt(kC) : (23.4)

Podemos plantear la obtencién de (23.4) considerando el método métrico-
afin, por el cual se toma como potenciales no sélo al tensor métrico sino
también a la conexién. Entonces al variar respecto a ambos y aplicar (12.4) se

llega a
N‘( ——glkRj5g’de+

+i.[\/§(D/g -0 Drglr)ﬁrikl +%-‘-\/§Ti(kC) 5g"d Q=0

y por la arbitrareidad e independencia de §g ik yde 5T ; kl se obtiene la
ecuacién 23.4 y la nulidad de la derivada covariante del tensor métrico si-
guiendo el mismo procedimiento del epigrafe 5.4.

ISBN: 978-84-617-1463-6 105



Capitulo 4.- Campo gravitatorio

Las ecuaciones de campo gravitatorio para el campo vacio (o bienen la
presencia de otro campo) no es capaz de explicar la existencia de materia.
Por ello la materia debe ser introducida como una entidad ajena a los cam-
pos, creando una teoria mixta donde existe campos y materia como elemen-
tos independientes. Esta es una situacién no deseable que se trat6 de elimi-
nar, sin éxito, con las teorias unificadas, de las que en el siguiente capitulo
estudiaremos una de ellas.

Por (23.4) vemos que el tensor energia-momento es la fuente del campo
gravitatorio, lo que podemos generalizar y afirmar que el tensor energia-
momento de la materia también es fuente de campo gravitatorio, entonces la
ecuacion (23.4) queda

1
Ry~ P giR= _ZTi(kc) - ZTi(km) (24.4)
donde T [(km) es el tensor emergia-momento de la materia. (24.4) son las
ecuaciones definitivas de la teoria general de la relatividad. Si tomamos como
no nula la constante cosmolégica, las ecuaciones de la gravitaciéon son

1 ¢ m
Ry _EgikR_Agik:_ZTi(k)_ZTi(k )- (254)

Anadamos por tltimo, que las ecuaciones (24.4) y (25.4) se mantienen atin en
el caso de que la densidad lagrangiana del campo fisico dependa de las
derivadas primeras del tensor métrico.

Las ecuaciones (23.4) fueron obtenidas por primera vez por Hilberten el
afio 1915 pocos dias antes que Einstein llegara al mismo resultado siguiendo
otro procedimiento. Hilbert crey6, erréneamente, que con su teoria hacia sur-
gir el campo electromagnético de la gravitacién. Entendié que la presencia
del tensor métrico en la ecuacion (28.2) asilo demostraba. El error de Hilbert
se encuentra en la interpretacién que hizo del tensor métrico. En relatividad
general este tensor es tanto el tensor métrico (el cual describe las propiedades
métricas del espacio-tiempo) y el potencial de campo gravitatorio. Peroen la
ecuacion (28.2) g,. es el tensor métrico y no representa el potencial
gravitatorio; en efecto, (28.2) seguiria siendo valida atin en el caso de ausen-
cia de gravedad, en cuyo caso seguiria existiendo un tensor métrico que
describiria al espacio-tiempo euclideo.

9.4 Transformaciones infinitesimales de coordenadas
y ley de conservacion de la energia y el momento
Consideremos una transformacion infinitesimal de coordenadas

x=xl g (xH) (26.4)

en la que exigimos que las funciones infinitesimales £’ sean arbitrarias con
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la condicién de que se anulen en los limites del volumen tetradimensional
considerado y eventualmente igual propiedad pueden tener sus derivadas
primeras. Bajo esta transformacién la accién del campo fisico (21.4) perma-
nece invariable. En efecto, aunque la accién no es una escalar frente a trans-
formaciones genéricas de coordenadas, si lo es en este caso puesto que el
integrando es un invariante y los limites de integracién no cambian en la
transformaciones de coordenadas (26.4) dada las condiciones impuestas a
&' enlos limites de la integral (21.4).
Ante la transformacién (26.4) el tensor métrico se transforma como

, _0x? ox1
ik = 50 gy k Spa°
dado el cardcter infinitesimal de &' tenemos que
axp, ~oF - E
ax'' 1 ox'
entonces
0¢° 0¢g’

=8k~ &8sk PR
Dado que no varian los limites de la integracién de la acciéon y que es de

aplicacion las condiciones exigidas en el teorema de Noether, se obtiene de
(35.2) que

[6(Jgg)aa=0 (27.4)

donde & indica variacién de la funcion pero no incluye la variacién de las
coordenadas. Como habiamos demostrado en el epigrafe (14.2)

Fos- g
ox*
entonces la variacién buscada del tensor métrico es
- 0g; 0&° 0&°
_ s k _ _
08y =-¢ axls 85k o T Bisy g (28.4)

Podemos igualmente encontrar la variacién de la conexién que surge del
cambio de coordenadas infinitesimal (26.4). De la ley de transformacién de la
conexion (8 1) y de (27.4)

T = < Iy +§1" ffr;k—f ik,s sza (29.9)
yenel caso deun potenc1a1 vector
_ 84! .
§¢t:_§s§¢s+§f$¢s‘
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Al desarrollar (27.4) se encuentra

51,=[5(Jge.)do=] (\/_2 ) (\/_2 )
N o],

Pl g ik o’ P g ik
la primera de las integrales es nula por la ecuacién de campo, mientras que la
segunda integral esté relacionada con el tensor de energia-momento

1 = ik 1 kT
5l, =5j\/§T,.k5gl dQ:—Ej\/ng 5g,dQ=0,
lo que no significa que el integrando sea nulo, pues no todas las variaciones
del tensor métrico son independientes, pues solo hay cuatro funciones inde-

pendientes en la transformacion (26.4).
Alusar (28.4)y (29.4)

51, =%I\/§Tikg,k7sfsdQ+%I\/§Tikgsk§7f dQ+%J.\/§Tikg,-S§j¢dQ:
e g, a0 [T e a0,

S5'dQ+

o bien

[(Ver"g,s*) do-[(JaTg,) &*da+
[ e g g a0,

la primera de las anteriores integrales se anula al aplicar el teorema de Gauss
y como las funciones &* son arbitarias, entonces

i 1 i
(\/ET kgsk) . —5\/§T kgik,s =0
y por (52.1) queda
DT =0 (30.4)

en cuya deduccién hemos tenido en cuenta que el tensor energia-momento es
simétrico y que el espacio es riemanniano. (30.4) es la ley de conservacién del
tensor energia-momento del campo fisico. Si observamos, la tinica propiedad
que se le ha impuesto a la densidad lagrangiana ha sido que no dependa
explicitamente de las coordenadas espacio-temporales y como vimos en 12.2
esta condicién es la exigida para el cumplimiento de la conservacién de la
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energia y el momento. Nuevamente debemos decir que en el anterior razona-
miento g, juega el papel de tensor métrico y no de potencial del campo
gravitatorio, o sea, la deduccién y el resultado anterior es de aplicabilidad en
la ausencia de gravedad.

10.4 Identidades de Bianchi
Vamos a repetir el procedimiento anterior pero ahora con la accién
gravitatoria (1.4) . De nuevo consideramos una transformacién de coordena-
das infinitesimal como (26.4) pero ahora con la condicién anadida de que las
primeras derivadas de g'* se anulen en el volumen de integracién. Para la
variacion de la accién seguimos lo expuesto en el epigrafe 4.4 y (27 .4)

5[JgRdQ=5[[gGd+5[JgDw'd =
=5 [\JgGdQ+[(g"*5T, - g"5T [k )ds,,

teniendo en cuenta (29.4) y que las primeras derivadas de &* seanulanen
la superficie de integracién entonces la tltima integral de (31.4) se anula por
lo que la variacién de la accién gravitatoria se reduce a

5[\JeRrdQ=5[\gGd=
1 — —
=N§(qu —Egqujé'gpqu:j-\/Equ5gpqu.

(31.4)

(32.4)

Como
5(2ug")=0 = 5gr=—g"g"5g,.
entonces por (28.4)
Sghi=ghis® +gPel+ghel,
aplicandolo a (32.4) y aplicando el teorema de Gauss se encuentra

(\/EGSk) \/_qug{:q =

como el tensor de Einstein es 51metr1c0 lo anterior es equivalente a

D,GF=0
que son llamadas las identidades de Bianchi y son equivalentes a las leyes
de conservacioén del campo fisico (30.4).

10.4 Ecuaciones del electromagnetismo
en presencia de campo gravitatorio

Las ecuaciones de campo electromagnético (3.3) y (4.3) son validas en la
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ausencia de campo gravitatorio y cuando se usan coordenadas cartesianas.
En el caso de que exista un campo gravitatorio, estas ecuaciones electromag-
néticas deben modificarse. El método para su generalizaciéon consiste en
sustituir las derivadas parciales por derivadas covariantes y el tensor de
Minkowski por el tensor métrico del espacio tetradimensional. Dicho esto las
ecuaciones de Maxwell en presencia de gravedad son
A L o(WeFt)
DF" =——j &S =t
£ Jg  ox' £0 (33.4)
DyF,, +D,F, +D,F,;=0 < aFllf + aFPl_" L
ox ox'  ox?

donde hemos utilizado (53.1) en el primer conjunto de ecuaciones de Maxwell,
de la que se deriva la ecuaciéon de continuidad

1 e

-k _ —
D,j"=0 = \/_ —F =0,
g Ox
como se deduce del cardcter antisimétrico del tensor de campo electromagné-
tico. Integrando la anterior expresiéon respecto a las coordenadas espaciales

-k
| @ Q' =0 (34.4)
X

donde las primas se refieren a las coordenadas espaciales, asi
dQY =dx'dx?dx?; (33.4) se descompone en

(g j“
axioj@jodg':J'(%j)dg'z—p;(@j“)dtf’:o

donde la dltima integral se anula al aplicar el teorema de Gauss (49.1) y
donde 4V’ = \/; dx'dx?dx? es el elemento de volumen tridimensional y ¥
es el valor positivo del determinante del tensor métrico tridimensional. En-
tonces la ley integral de conservacién de la carga eléctrica se pone como

%j@jodg'zo = qz_[\/gjon':J'\/%jodV' (35.4)

donde g es la carga eléctrica, entonces por (34.4) la densidad de carga eléctri-

caes
p=\/§jo-
y

Para simplificar el problema vamos a suponer en lo que sigue que tene-

b
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mos una métrica tiempo-ortogonal, caracterizada porque g, =0, en este
caso tenemos la relacion

&=7800-
Bajo esta suposicién vamos a expresar las ecuaciones de Maxwell (33.4) en
forma tridimensional. Las componentes covariantes del tensor de campo
electromagnético son definidos tal que

0 E, E, E;
(Fi)= E g
- 2 C Bz 1 O _CB 23
mientras que los vectores campo eléctrico y magnético son definidos por

1
EazyaﬂEﬁ; Baz_zAaﬂVBMZ_ngaWBM (36.4)

2y
donde & “?7 sonlos simbolos completamentes antisimétricos de Levi-Civita.
Por lo obtenido en 22.1 la divergencia del vector tridimensional B es

1 a(ree)
N L

VB= _ngaﬁ}’ 0B,

2 \/; ox“
pero los dos tltimos factores del segundo miembro no es mas que la segunda
de las ecuaciones (33.4), por tanto encontramos la tercera de las ecuaciones
de Maxwell

VB=

y por (36.4)

VB=0.
De 23.1 tenemos que el rotacional de un vector en el espacio tridimensional
es

04, 04
(VAA)? _Lpesr| Z5 S5 (37.4)
2 ox?  ox”
ahora bien, de la segunda ecuacién (33.4) se obtiene que
O0E, OE, :_aBaﬂ

ox? oxt ot
o bien multiplicando ambos miembros por 1/2 A 7/¢

ISBN: 978-84-617-1463-6 111



Capitulo 4.- Campo gravitatorio

2 ox?  ox“ 2 ot

por la segunda ecuacién (36.4) nos queda

1 0B 1 0 1 1
_2A yBa af _ ___(__\/;_gyaﬁBaﬁj -\ 7

2 ot Jy ot

y finalmente por (37.4) queda

lAyﬁa(%_aﬂJz_lAyﬁaaB_“ﬁ

1 5(«/;13)

VAE=——F————=.
Jr ot
que representa la segunda de las ecuaciones de Maxwell. Nétese que la de-
duccioén de las dos ecuaciones de campo electromagnético anteriores no ha
exigido la condicion de que la métrica sea tiempo-ortogonal, condicién que si
sera exigida para la obtencién de las dos restantes ecuaciones de Maxwell.
Del primer grupo de ecuaciones (33.4) se deduce

1 o(WeFT) _ 0 o(eE)

Jg oo oo’ - 8_0] Je o ox“ 2_8_0] ’

si se define el vector desplazamiento eléctrico por

D*— gk — ple =—g00gaﬂEﬁ _ —E*® _ —Da/go
V800 800 V&oo
y teniendo presente que
jo=—2 (38.4)

VE&oo
entonces se obtiene la primera de las ecuaciones de Maxwell
1 o(rp¥)
\/; ox%

Por altimo obtengamos la cuarta de las ecuaciones de Maxwell, para ello
partimos del primer grupo de (33.4)

BRI C it I O U 2 I O B

=p = VD=p.

\/g ox” £ @ ox? +E ox? g

haciendo la definicién
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1 —
0

y de (37.4)

donde p,, esla densidad propia de carga eléctrica. Entonces encontramos
L or ) o a(lrpt)
- + =—pu,
Jroaxf oy o

siendo u“ las componentes espaciales de la tetravelocidad de un elemento
de volumen de carga eléctrica de densidad p. Por la segunda de las definicio-
nes de (36.4) se deduce que

o(NyH™)
T o (\/_AaﬂyH )=
oH

= aale )=

representando el dltimo término el rotacional del vector H, entonces

1 a([D)

/4
que es la cuarta de las ecuaciones de Maxwell. Notemos que la presencia de
campo gravitatorio es equivalente a la modificacion de la constante dieléctrica
del vacio, como sila gravedad fuera un medio dieléctrico.

VAH=j+—

11.4 Ecuaciones de campo gravitatorio
en el formalismo vierbein
Hemos obtenido las ecuaciones de campo gravitatorio partiendo de una
densidad lagrangiana en funcioén del tensor métrico y de la conexién afin. Es
posible igualmente tomar una densidad lagrangiana que dependa del vierbein
y de la conexién spin.
La densidad lagrangiana de Einstein es

£=\gR (38.4)
donde R es la curvatura escalar en funcién del tensor métrico y de la co-
nexion afin. Por lo deducido en el epigrafe 33.1 (38.4) es igual a

L=eR
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donde R’ esla curvatura escalar en funcién del vierbein (ver 33.1). Observe-
mos que ahora £ estd en funcién del vierbein y de la conexion spin y asila
vamos a utilizar para obtener las ecuaciones de campo gravitatorio en el
vacio.

Nos encontramos con dos posibilidades. O bien exigir de entrada que la
derivada covariante del vierbein sea nula, ecuacién (60.1), lo que nos lleva a
establecer una relacion entra la conexién spin y el vierbein; o partir de dos
conjuntos de potenciales, en principio independientes entre si: el vierbein y
la conexion spin, obteniendo de esta forma dos conjuntos de ecuaciones de
campo, siendo uno de ellos la relacion existente entre la conexién spin y el
vierbein.

Al seguir el segundo procedimiento tenemos como primer conjunto de
ecuaciones de campo

0 oL | 9L _

ox¥|dek, | det

Al desarrollar la densidad lagrangiana en funcién del vierbein tenemos
eR' =[gR=1""R,, en™elle!R",,,

o sea, que no depende de las derivadas del vierbein; entonces la ecuacién de
campo se reduce a

ﬂzo = ﬁR'.Fea_R:
del del del

Por otra parte la variaciéon del determinante del vierbein es

0.

0.

— H m __ m i
de=eeyde, =—ee,de,,
obtenida de igual forma a como se obtuvo la variacién del determinante del
tensor métrico (ver 12.1). Por todo lo expuesto obtenemos

i:—eel’f

del

OR' _ sm_Vpr
@—277 erR suv

. . . . p
y la ecuacion de campo gravitatorio queda tras multiplicar por e/
—epe, R+2n""elle/R" =0

o bien

R”ﬁl—%&;”R:O - R, =0
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que coincide con la ecuacion de Einstein de la relatividad general R, =0
al tener en consideracion que el vierbein es invertible.
El segundo conjunto de ecuaciones de campo es

687 . ai _aasp =0. (39.4)
X ., a.y a, q

para su calculo debemos tener presente que la curvatura escalar en funcién
de la conexién spin es

sm_u

L=eR'=n""R,, =en’"e,e/R", =

sm_u

_ 14 r r m r m
=en "ene, (6#@, s—0,0, jto

,
v sa),u m_a),u s@y m)

Al aplicar la ecuacion (39.4) obtenemos
qm y,a_ o, sm a pu_ H, q
n ay[e(emep emep)} n e(emep emep)a)ﬂ st
qm (LA 1 _ G 1, o T
+n e(emer —ele, )a)# »=0,

multiplicando toda la expresion anterior por 77, y teniendo en cuenta la
antisimetria de la conexién spin

sm q _ ., sm _ _
77qn77 a),u s =1 a),uns_ n a),usn_ a)/zn

se obtiene

D#[e(effeg—effep )}zO (40.4)
que representa el segundo conjunto de ecuaciones de campo gravitatorio en
el vacio. (40.4) se puede resolver en la conexién afin obteniéndose (63.2). Si
ahora seguimos el razonamiento inverso desarrollado en 32.1 partiendo de
(63.1) y de (62.1) sellega a (61.1) y de aqui se deduce la nulidad de la derivada
covariante del vierbein (60.1) que asi se constituye en el segundo grupo de las
ecuaciones de campo gravitatorio.

En el caso de la existencia de un campo fisico presente en el campo
gravitatorio, la ecuacién (40.4) seguira siendo valida siempre y cuando la
densidad lagrangiana del campo fisico no dependa de la conexién spin. En
este caso la densidad lagrangiana sera

1 1
L£=—gR+L,=—eR+£
P Ve R L = /
como suponemos que el campo fisico £ r solo depende del vierbein pero no

de sus derivadas ni de la conexién spin, entonces la ecuacion de Euler-
Lagrange se reduce a
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0 (e R ,) oL s
del  Oel,
El primer sumando ya ha sido obtenido antes. Para resolver el segundo su-
mando tengamos en cuenta que por (57.1) tenemos

0. (41.4)

g =enern™
entonces
82f_ a’gf a, sm _ o, sm
= oresn T =e T, 1€
del og
donde hemos usado la definicién de tensor de energia-momento (28.2). En-
tonces (41.4) queda después de multiplicar los dos sumandos por e/

1 1
Rmn_Egr:nR:_ZTrfz g Rmn _EnmnR:_ZT

(42.4)

mn

donde el tensor de energia-momento puesto en funcién de coordenadas
Lorentz es definido por

Ton=emenT,,.
Notemos que la ecuacién de campo gravitatorio (42.4) es idéntica a la obteni-
da enla relatividad general como se comprueba al multiplicar sus dos miem-
bros por eZ’ e,.

En cuanto al segundo conjunto de ecuaciones de campo, es decir, aque-
llas que se obtienen de la conexién spin, siguen siendo las mismas que las
del caso de asuencia de materia (40.4).

En el caso de presencia de materia sigue siendo vélido el razonamiento
realizado en (8.4) por el que afiladimos al tensor energia-momento del campo
fisico el correspondiente tensor asociado a la materia.
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5

Teoria de campo
unificado de Weyl

1.5 Desplazamiento paralelo de un vector
en una espacio de Riemann

Consideremos un punto P donde se encuentra definido un vector (noun
campo vectorial) de componentes contravariantes A’ con respecto a un de-
terminado sistema de coordenadas. Decimos que en un punto P’ infinita-
mente cercano al P se ha definido una traslacién paralela del vector 4’ si
asociamos al punto " un vector de componentes

A'+dd =A"-T ddx* = da'=-T" dx* 15
referido al mismo sistema de coordenadas. Las dx* son las diferencias de
coordenadas entre los puntos Py .

La operacion de trasladar un vector paralelamente la podemos hacer para
cualquier punto, de tal forma que podemos definir un campo vectorial. Este
campo tendria por (1.5) la propiedad de que su derivada covariante DA' es
nula en todo punto.

El campo vectorial que obtenemos trasladando paralelamente el
vector 4" no es dado univocamente, ya que la forma diferencial

F’jkAfdxk 2.5)
no es, en general, una diferencial exacta; es decir, que su integral entre dos
puntos es una integral de linea que depende del camino seguido. Por lo
tanto, con la traslacién paralela de un vector podemos obtener infinitos cam-
pos vectoriales, todos ellos originados en el mismo vector definido en el pun-
to P, campos que tienen la propiedad comtun de la nulidad de su derivada

covariante en todo punto.
La condicién necesaria para que (2.5) sea una diferencial exacta es que se
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cumpla la relaciéon

()= ()

x X

que al desarrollarla y utilizar (1.5) se encuentra que es equivalente a la nuli-
dad del tensor de curvatura. O sea, en un espacio euclideo se puede trasladar
univocamente un vector paralelamente, lo que no ocurre en un espacio de
Riemann.

La variacion que experimentan las componentes contravariantes de un
vector cuando sufre un desplazamiento paralelo es dada por (1.5), de donde
selogra obtener la correspondiente variacién de las componentes covariantes
del mismo vector. En efecto

D4, :D(gtkAk):DgtkAk +g,.kDAk

que es nula por (1.5) y por anularse en un espacio de Riemann la derivada
covariante del tensor métrico. Entonces

DA;=0 = dA, =T} A4dx". (3.5)
El médulo del vector de componentes contravariantes 4’ es definido por
A* =g, A4 =4"4,,

cuando el vector se ve sometido a un desplazamiento paralelo sus compo-
nentes cambian como (1.5) y (3.5) de donde resulta
dA* = A4,dA" + A'd4, =0

osea, el médulo del vector no cambia en el transporte paralelo de un punto a

otro infinitamente cercano; igual propiedad se puede extender al caso de un

desplazamiento finito. Si lo que hacemos es un transporte del vector parale-

lamente pero por un recinto cerrado es de aplicacién la ecuacién obtenida en

el epigrafe 9.1

dA" =R’ A"da*db’ 4.5)
que nos da la variacion de las componentes contravariantes de un vector en
funcion del tensor de curvatura. da* y db' sonlas diferencias de las coor-
denadas entre los puntos que forman el paralelogramo infinitesimal que

recorre paralelamente el vector 4'. Como la superficie elemental tiene de
area (epigrafe 20.1)

dSV =da'db’ —da’da’
y el tensor de curvatura es simétrico respecto a sus dos tltimos indices, ten-
dremos que (4.5) queda

A,dA" =1/2R AP 4"dS"™
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entonces como

1 1
A dA” =Ed(A,A’)=EdA2,

la variacién que experimenta el médulo de un vector cuando es trasladado

paralelamente a través de un circuito elemental cerrado es

2 _ pyn ik
d4A° =R, A"A"dS
pero como el tensor de curvatura en su forma covariante es antisimétrico
respecto al primer par de indices (ver 17.1) entonces se anula la anterior

expresion, lo que nos viene a decir que al hacer un recorrido paralelo por un
circuito elemental cerrado no varia el médulo del vector.

2.5 Espacio de Weyl

El espacio de Riemann se caracteriza por tener métrica y conexion simé-
tricas y porque su tensor de no-metricidad es nulo. Un espacio de Weyl sigue
conservando la propiedad de simetria del tensor métrico y considera que la
torsion (o parte antisimétrica de la conexién) es nula; no obstante, ya no se
supone valida la anulacién del tensor de no-metricidad, sino que sele daun
valor determinado.

En un espacio de Weyl el tensor métrico viene dado por la expresion

A

g =v(x")2u (55)
donde suponemos que { es un campo escalar llamado calibraciény g,, es
un tensor. Por definicién, en un espacio de Weyl se cumple

Dg =-2g;,d¢ (6:5)
siendo d¢ es una forma diferencial. (6.5) es la expresion bésica que conjun-
tamente con la anulacién de la torsion y la simetria del tensor métrico defi-
nen el espacio de Weyl.

La forma diferencial d¢ se puede poner como

k

dp =g dx

lo que no garantiza que sea una diferencial exacta, es decir que en general
¢k * ¢,k >

paraque ¢, sea un gradiente es necesario que

2, _ 04,

ox' ox*
lo cual no ocurre en general. A las funciones ¢, selesllama componentes de

la conexién métrica y en la teoria de campo unificado de Weyl son proporcio-
nales al potencial de campo electromagnético.
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La condicién d¢ =0 implica que nos encontrariamos en un espacio de
Riemann, pues entonces por (6.5) Dg;, =0 . Es facil encontrar a partir de
(6.5) que

Dgik =2gikd¢.

3.5 Cambio de calibracién

La calibracién ¥ en la ecuacién (5.5) no es tnica; al contrario, puede ser
cualquier funcién. Entonces nos encontramos que en un espacio de Weyl son
arbitrarios tanto el sistema de coordenadas como la calibracién. Aligual que
hemos exigido que las ecuaciones de la Fisica sean invariantes frente a cam-
bios en el sistema de coordenadas, también exigiremos que queden inaltera-
bles cuando se hace un cambio de calibracién, lo que es llamada invariancia
gauge o invariancia conforme. No obstante, las distintas funciones
geométricas tendran particulares formas de transformacién cuando se cam-
bia de calibracién, siendo unas invariantes y otras no.

Noétese que, en general, mediante un cambio de calibracién no podemos
pasar de un espacio de Weyl a otro de Riemann. Indiquemos también que
aun en el caso de que la calibracién sea una constante (el mismo valor en
todos los puntos del espacio) el espacio seguira siendo, en general, un espa-
cio de Weyl, lo que nos viene a decir que el tensor g,, cumple una relacién
analoga a (6.5), como se puede comprobar aplicando la derivada covariante
a (5.5) y aplicando (6.5).

Supongamos que se efecttia el siguiente cambio de calibracion

k rf Lk
v(xt) o)
entonces el médulo de un vector que en la antigua calibracién era
4% = wguAd'A ‘
pasa a tomar el valor diferente
Yz zwréikAiAk Y4242
W

donde A esuna funcién de las coordenadas y distinta de cero.
Cuando hay un transporte paralelo seguird siendo valida (1.5) pero aho-
ra la variacion de las componentes covariantes no sera (3.5) sino

DA, =A'Dg, =-24'g,d¢p = dA, =T} 4dx"-2g,4"dp. (75)

por este motivo cuando se traslada paralelamente un vector su médulo que-
da modificado

dA? =A,dA" + A'd4,
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utilizando (1.5) y (7.5) se encuentra

dA=—-Adp=-Agdx", (85)
que nos da la variacién que registra el médulo de un vector cuando se le
somete a una traslacion paralela infinitesimal. Démonos cuenta que por la
definicién de espacio de Weyl la variacion del médulo es proporcional al
modulo. En vez de proceder a definir un espacio de Weyl como antes lo
hemos hecho mediante (6.5), podriamos haber partido de (8.5), encontrando-
se (6.5). Sien un espacio de Weyl no se produce variacion del médulo de un
vector cuando se hace una traslacién paralela arbitraria, entonces se reduce
a un espacio de Riemann, pues en este caso d¢ =0, lo que implica que el
tensor de no-metricidad es nulo.

La métrica en el espacio de Weyl estd recalibrada en el sentido de que la
calibracién o patrén de medida espacio-temporal tiene una escala que es
diferente en cada punto. Por otra parte en un espacio de Weyl la variaciéon
que experimenta el médulo de un vector depende del camino que se haya
seguido para hacer el transporte. En efecto, al integrar (8.5) nos encontramos
con una integral de linea, pues en general d¢ no es una diferencial exacta.
Esto viene a significar que no podemos comparar médulos de vectores que
estén en posiciones diferentes. Para ello tendriamos que trasladar un vector
para llevarlo junto al otro, pero esta operacién de traslacién queda indefini-
da porque depende del camino que se siga.

4.5 Variacion del médulo de un vector cuando recorre
un circuito elemental por transporte paralelo
Hemos mostrado en 1.5 que en un espacio de Riemann el médulo de un
vector no cambia cuando, trasladado paralelamente, recorre un circuito ce-
rrado. Este resultado cambia cuando estamos en un espacio de Weyl. Consi-
deremos el circuito infinitesimal de la figura 1.5

C

B(xk+dak)
D(xk —dbk)

Figura 1.5
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donde da* y db* representan las diferencias de coordenadas entre los vér-
tices del paralelogramo.

Consideremos un vector de médulo 4 en el punto A(x k ) y lo traslada-
mos paralelamente al punto B(x *+da* ) ,sulongitud cambiara segun (8.5)
dA, =—Ag,(x")dd',

al hacer ahora la traslacién de B al C el cambio de médulo sera

dd, =—Ag,(x" +da" )db’.
La variacion de médulo del vector cuando se traslada paralelamente del
punto C al D sera el mismo que de D a C pero cambiado de signo

ddy = Ag,(x* +db*)da’

mientras que la variacién experimentado por el médulo al pasar de D a A es
la misma que de A a D pero con el signo cambiado

dd,=Ag,(x")ab'.
Por tanto el cambio total experimentado por el médulo del vector cuando ha
recorrido el paralelogramo es
y al desarrollar hasta el primer orden de ¢, se encuentra

dA:A(a—(b’;—%Jdakdbi,

Ox x
si hacemos la definiciéon

g 04,
o' axt
e introducimos el elemento de superficie nos queda
1 .
dA=— AF S ki 9.5)

que representa la variacion que experimenta el médulo de un vector cuando
es trasladado paralelamente por un circuito infinitesimal cerrado. Como en
general el tensor F';; no esnulo, elmédulo del vector cambiara. No obstante,
y tal como hemos advertido anteriormente, si ¢, cumple

90 _ 99,

ox' ox*
entonces el tensor F;, esnulo y el vector no sufre ninguna modificacion en
su modulo al hacer la traslacion paralela.
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5.5 Efectos del cambio de calibracion
Cuando tiene lugar un cambio de calibracién el tensor métrico queda
alterado. Si la nueva calibracién es la funcion ' entonces el nuevo tensor
métrico serda

g;kzw,éik:%W§ik=lzgik (10.5)

y decimos que el tensor métrico es de peso -2, que es la potencia en la que
aparece la funcion A. Las componentes contravariantes del tensor métrico
también quedaran modificadas

grl_kgvrk:é‘l_r = ﬂzgikg’rkzé‘ir = gvrk:i—Zgrk
entonces el peso de g’ 'k es 2. Mientras que el determinante de las compo-
nentes covariantes del tensor métrico se transforma ante un cambio de cali-
bracién por

g=2'g
siendo, por tanto, de peso 8.
La forma diferencial d¢ también queda alterada en un cambio de calibra-
cion. Hallando la derivada covariante en ambos miembros de (10.5) se tiene

Dgly =2AdAg, —2A°g,dp,
pero como después del cambio de calibracién el espacio sigue siendo de
Weyl entonces debera cumplirse (6.5)

' ' ' 2
Dgiy ==2gy d¢ =-2A"g,, d¢
e igualando los dos tltimos resultados se obtiene

, dA , 1 04
d ¢ d¢ p) = ¢k ¢k A ox k
que es la ley de transformacién de la forma diferencial d¢ .

Notemos que las coordenadas de un punto del espacio no cambian en
una transformacién de calibracién, pues solo son nimeros que identifican al
punto. Por tanto, el elemento de linea del espacio de Weyl queda modificado

por laley

(11.5)

ds'=2Ads
es decir, tiene de peso 1, el mismo peso que tendra el tiempo propio dr de
una particula. Definida la tetravelocidad por
k _ dx k
dr

encontramos que tiene de peso -1, mientras que la tetraaceleracion tendra de
peso -2.

u
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6.5 La calibracion geodésica

En un espacio de Weyl siempre es posible encontrar una calibracién para
cada punto tal que en un entorno infinitesimal de ese punto los médulos de
los vectores no sufran modificacién cuando son traladados paralelamente.
A esta calibracion se le llama geodésica.

Démonos cuenta en el parecido entre la calibracion geodésica y el sistema
de coordenadas geodésico que permite que en el entorno infinitesimal de un
punto queden anuladas las componentes de la conexién.

Consideremos un punto P, de coordenadas x, entonces es siempre po-
sible definir una nueva calibracién /' tal que cumpla

In ?—ln22—2¢( —x) = /Izexp[@(xi—xé)}

La nueva forma diferencial que se obtiene de la anterior transformacién se
calcula a partir de (11.5)

k= 94, (x —Xo )
ox*

lo que significa que en el punto P, ¢}, =0 = d¢'=0 y por (8.5) no existe

alteracion de un vector cuando se traslada paralelamente a un punto infini-

tamente cercanoa P, .

De forma equivalente a lo que ocurre con el sistema de coordenadas geo-
désico, no es posible en general encontrar una calibracién que haga posible
que en todo punto del espacio tenga la propiedad de que sea nula la varia-
ciéon del médulo de un vector frente a transformaciones paralelas
infinitesimales. Si esta operacién fuera posible, entonces tendriamos una
calibracion en que la forma diferencia d¢ seria nula en todo punto y por lo
tanto el espacio no seria de Weyl sino de Riemann.

Si d¢ es una diferencial exacta, es decir si existe una funcién ¢ tal que

d¢_ a¢d k

entonces es siempre posible encontrar una calibracién tal que el espacio sea
riemanniano. En efecto, si elegimos una calibracion tal que A =exp ¢ en-
tonces por (11.5) encontramos que ¢, = ¢ ;, =0 en todo punto delespacio, lo
que significa que el espacio es de Riemann puesto que en este
caso Dg;, =0 por (6.5).

7.5 Geometrias de Weyl integrables y no integrables
El caracter de d¢ permite hacer una clasificacién de las geometrias de
Weyl. Si d¢ es una diferencial exacta entonces tenemos la geometria
integrable de Weyl. En caso contrario hablamos de geometria no integrable
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de Weyl. Las razones de estas denominaciones seran entendidas mas ade-
lante.

Debemos notar que en las geometrias integrables de Weyl la conexién
métrica es no nula. No obstante, siempre es posible encontrar una calibra-
cion tal que con respecto a ella la conexién métrica sea idénticamente nula.
En efecto, supongamos que la conexién métrica sea ¢, entonces sielegimos
un calibracién caracterizada por A tal que

1 04 4

Aoxk T
y entonces la nueva conexién métrica en todo punto es nula por (11.5). Lo que
significa que la nueva geometria que se obtiene de la anterior calibracién es
riemanniana, o sea caracterizada porque la derivada covariante del tensor
métrico es idénticamente nula. No obstante, aunque siempre es posible me-
diante un cambio de escala pasar de un espacio integrable de Weyl a un
espacio de Riemann, ambos tipos de espacios son diferentes.

En una geometria integrable de Weyl (8.5) es integrable, en el sentido de
que la variacién del médulo de un vector s6lo dependera del punto de parti-
day del de llegada y no del camino seguido en su transporte paralelo, o sea,
que la integral de (8.5) no es de linea; ademas, si el vector hace un recorrido
cerrado no se registrara variacion del médulo del vector ya que F;, =0, lo
que nos viene a significar que en la teoria integrable de Weyl no se contempla
el campo electromagnético como manifestacién de la geometria.

Noétese que si se realiza un cambio de calibracién en un espacio de
Riemann se convierte en un espacio con geometria integrable de Weyl. Sien
vez de un cambio local de escala, lo que hacemos es un cambio global (es
decir el mismo para todo punto del espacio), entonces no sera modificada la
geometria riemanniana

En la geometria no integrable de Weyl, caracterizada porque la conexién
métrica no se puede poner como el gradiente de una funcién de las coordena-
das espacio-temporales, la variacién que experimenta el médulo de un vector
alir de un punto a otro depende del camino seguido, de aqui el nombre de
esta geometria. Es mas, por (9.5) al hacer un recorrido cerrado el médulo de
un vector al ser trasladado paralelamente sera distinto del médulo que tenia
al comienzo, ya que en la geometria no integrable de Weyl el tensor F; es
distinto de cero.

Mediante un cambio de escala no es posible convertir una geometria no
integrable de Weyl en una integrable. En efecto, cualquiera que sea la funcién
A de (11.5) siempre obtendriamos una conexién métrica ¢} que no podria
expresarse mediante un gradiente y por lo tanto la geometria seguiria siendo
no integrable.
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Siempre es posible elegir una calibracién tal que para un punto determi-
nado la conexién métrica sea nula, pero como hemos antes sefialado no es
posible que el cambio de calibracién tenga este efecto para todos los puntos.
Es decir, una geometria no integrable de Weyl no puede transformarse me-
diante un cambio de calibracién en una geometria integrable.

8.5 Conexiones en el espacio de Weyl
En el caso en que el tensor de no-metricidad sea distinto de cero, la co-
nexién se calcula a partir de (27.1), que para el caso de ser nula la contorsién,
como de hecho ocurre en un espacio de Weyl, sera

1

Uipg =Lipg +§(Qrpq ~Opgr _qup)

donde L, , sonlos simbolos de Christoffel de primera especie (o sea, con
todos los indices covariantes) calculados a partir del tensor métrico g,, y
0 par = D,g,,es e-l tensor de no-metricidad. Por (6.5) tenemos que la co-
nexién de un espacio de Weyl es

rrps:Lrps+§;¢r+§;¢p_grp¢s' (125)
Podemos asociar otros simbolos de Christoffel con el tensor g,

1, ) . .
Lmszzg”G%gm+5pg”—5£ﬁJ, (13.5)

. . N . .2 .
que coincide con L, en el caso en que la calibraci6n sea la unidad.
Veamos a continuacién la ley de transformacion que sigue la conexién
cuando tiene lugar un cambio de calibracién. De (5.5) se obtiene

gk :lgf\ik
%

entonces cuando se tiene una nueva calibracién i/’ los simbolos de Christoffel
se transforman segin

L'rps:%igﬂ[ar(‘//étp)Jrap(‘//g”)_af(W’gA’P)]Z

R Y’ 2 2 2
_Efgs [a’(’l gtp)+ap(’1 g”)_a’(’l g’l’)}
al hacer la derivaciéon queda
, 1 1 1
Lrps :Lrps +5; (18/1}+5rs (Zal’ﬂj_‘g”g’p (;atlj
y teniendo presente la ley de transformacion (11.5) se encuentra que

ros _ K
r, =T,
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lo que significa que la conexién del espacio de Weyl es invariante frente a
cambios de calibracién, aunque no ocurre lo mismo con los simbolos de
Christoffel.

9.5 Tensor de curvatura en el espacio de Weyl
Se llega al concepto de tensor de curvatura en un espacio de Weyl por el
mismo procedimiento seguido en el espacio de Riemann, obteniéndose el
mismo resultado (14.1). Directamente se ve que el tensor de curvatura es
antisimétrico con respecto a la dos dltimos indices. El tensor de curvatura
totalmente covariante se puede descomponer en dos partes

Rikpq :Pikpq +Fikpq

siendo P, antisimétrico respecto al primer par de indices y F
simétrico respecto al primer par de indices.

Cuando un vector A es trasladado paralelamente por un circuito cerra-
do su médulo cambia segtin

(14.5)

ikpg es

dA*=R,,; A7 4"dS™
como se demostré en 1.5. Sustituyendo en la anterior expresion (14.5) resulta
d4*=P,, ., A"4"dS"* +F ., 47 4"dS"™

el primer sumando es nulo por la propiedad de antisimetria del tensor de
curvatura, entonces queda

2 ik
dA =Fpm-kApA”dS’ , (15.5)
término que se anula en un espacio de Riemann pero no en el de Weyl. Por
(9.5) tenemos

dA :%AF,deki = dA*=g,,A"A"F,;dS"™

por tanto comparédndola con (15.5) queda

Fpnik :_gpnFik

lo que significa que el tensor de curvatura de un espacio de Weyl se puede
poner como

R =Pk =0, Fiys
donde el primer tensor del segundo miembro es antisimétrico respecto al
primer par de indices (cuando estdn en forma covariante) y también respecto
al segundo par. La anulacion del tensor F;, significa que el espacio se puede
reducir a un espacio de Riemann por un adecuado cambio de calibracién y

por tanto en este caso P qm. « seria su tensor de curvatura.
Para poder desarrollar el tensor de curvatura en funcién tanto de la co-
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nexién afin como de ¢, necesitamos definir una nueva derivada covariante
de un vector, que la identificaremos con un arterisco. Esta derivadanousala
conexién para su calculo, sino los simbolos de Christoffel L kr

D A" =8, A"+4°L,,,
por la definicionde L ;" se comprueba que D " gix =0. También sera vali-
da la relacion (43.1)
.1 g

\/—6x

Por tanto la divergencia de un vector sera

ﬁ@ = D (Jaat)=a. (4"

%

D A* =

10.5 La derivada co-covariante
Sea 4 un escalar de peso n, es decir que ante un cambio de calibracién el
escalar caracterizado por la funcién A cambia segtin la ley

=1"4.
Al hallar la derivada parcial de la anterior igualdad se obtiene
0, A=2"9,A+nl""'8, A4
pero por (11.5) se puede poner
0, A =2"[0,4+n(¢, —¢,)A4]

de donde se deriva que

(0,A+ng, A ) =1"(0,4+n¢,A)
entonces definimos una nueva derivada por
que es un vector que tiene el mismo peso que el escalar 4. Notese que sines
cero la nueva derivada coincide con la derivada parcial.

Este razonamiento se extiende al caso de un vector. En efecto, sea 4 § un
vector de peso n

su derivada covariante se transforma ante un cambio de calibracién segin
(0,4~ AT, =2"0,4, +nA" 0,24, - A"AT

donde hemos tenido en cuenta que la conexién es invariante frente a cambios
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de calibracién. Si de nuevo utilizamos (11.5) podemos poner

!
(61Ak — A0 +ngidy ) =A" (aiAk — AT+ ”¢1Ak)
lo que nos viene a decir que la derivada co-covariante de un vector definida
por
DAy =04, = AT > +ng, A,
tiene, ademas del carécter tensorial, la misma ley de transformacion frente a
cambios de calibracion que el vector A4, .

La derivada co-covariante se puede generalizar a cualquier tipo de tensor,
asi por ejemplo para el tensor 4 pq de peso n tendremos

DA,1=0,4,+4,° T, ~AIT  +npAf

que se puede poner en funcién de la derivada covariante

A

q _ q q
DA, =DA% +ng A7

La derivada co-covariante del tensor métrico es

D[gpq:Digpq+2¢igpq
donde tenemos en cuenta que el peso del tensor métrico en forma covariante
es 2. Por (6.5) encontramos que

D,g,, =0,
teniendo igual propiedad la derivada co-covariante del tensor métrico en
forma contravariante.

11.5 El tensor de curvatura en funcion de ¢,

El tensor de curvatura (14.1) es definido en funcién de la conexién, pero
estos simbolos estan a su vez en funcién de los simbolos de Christoffel L,,”
y de la conexién métrica ¢, segtin se ve en (12.5). A continuacién vamos a
obtener la expresion del tensor de curvatura en funcién de ¢, yde L, ”,que
son los simbolos de Christoffel formados a partir del tensor métrico g, del
espacio de Weyl.

Vemos que el tensor de curvatura (14.1) se puede poner como

h
i = aﬁr {2 - jrhr ikr - or ikh
X
donde comprobamos que el contenido de ambos paréntesis es el mismo con
tal de intercambiar j por 4. Por esta razén los términos que en cada paréntesis
sean simétricos respecto a j y £ no los tendremos en cuenta, ya que se anula-
ran entre si. Las conexiones que nos interesan son

h
ik P rp'ry" (16.5)
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h h, oh h h
I'=L;"+6;9,+6,¢,-g,¢
h h . oh h h

l—‘jr :Ljr +§r¢j +5]’¢r _gjr¢

Uy =Ly +0ii+0; b —gud’
por tanto tenemos después de alguna simplificacion

or, " oL,
h i h h h h
ax—li_rjr rikr zax—k_l‘jr L[kr +5,¢i,k +5i ¢j,k —gij,k¢ -
h h h h h_ oh
_gl'j¢,k -9, ij _¢iji + gik¢rl’jr _¢jL,-k _5]' $.L," +
h h h h_ oh h
+gjr¢ Likr - §k ¢j¢i - 61' ¢j¢k + gik¢]’¢ - 5] ¢k¢i - 5/ ¢i¢k +
h h h h
+§jgik¢r¢r +gjk¢ ¢i +gji ¢ ¢k _gjrgik¢ ¢V .

Vamos a enumerar los sumandos del segundo miembro de la anterior expre-
sién desde el 1 hasta 21. El término 7 es simétrico respecto a j,k por tanto se
anulara con un término igual pero de signo contrario que surge del segundo
paréntesis de (16.5). La suma de los sumandos 8 y 10 es simétrica respecto a
los indices j, k por lo que se anulara por igual razén. También son simétricos
los términos 14 y 19y las sumas de los términos 13y 16, y 15y 20, por lo que
todos ellos se descartan.

Teniendo presente que D ) g =0, entonces la suma delos términos 5 y
12 es

h h h
gl’j,k¢ - gerikr¢ = girl’jkr¢

de los sumandos 3 y 11 se encuentra

¢t,k _¢rLikr =Dy¢;,
y del término 9

h h h h h
L gud’ =L gt +Ly, glj¢r —Ly, gij¢r ==Ly, gt’j¢r’

donde los dos primeros sumandos no los consideramos por ser simétricos
respecto aj y k. Finalmente del sumando 6y del 9 ya transformado

h h * 1 h
&Pk +tLy, gt’j¢r =-g,;D;9".
Reuniendo todos los resultados queda para el tensor de curvatura en el espa-
cio de Weyl

Rhijk = R*;ll'jk +(5le;¢1- —51?D;¢i)+5ih (¢J’»k _¢k»f)_
(8, Did" -guD}8" )+ (010,900 )+  (79)
+(5J/'1gik —51?gij')¢r¢r +(gij¢k _gik¢1')¢h
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donde R™ iji eseltensor de curvatura obtenido de los simbolos de Christoffel.
El tensor de curvatura es simétrico respecto a sus dos tltimos indices, pero
no respecto a los dos primeros como ocurre en los espacios de Riemann. De
(17.5) se obtiene que

Ryijk = Rinji =28 i (¢J,k B ¢k,j) =28y

12.5 Tensor de Ricci y curvatura escalar
en el espacio de Weyl
El tensor de Ricci se obtiene del tensor de curvatura (17.5) contrayendo
los indices iy k

Rt’j = R; +Fij - 2Dj¢1 _gijDZ¢k + 2¢j¢i - 2gij¢k¢k .
teniendo presente que
F; _2D;¢1’ =F; _D;¢i _D;¢i _Di*¢j +D:¢j =2F; _D;¢i _Di*(bj
entonces el tensor de Ricci queda como
* * * * k k
R, =R, +2F; _Dj¢i -D; ¢j _gijDk¢ +2¢j¢i _2gij¢k¢ - (18.5)

El tensor de Ricci (18.5) se descompone en parte simétrica y antisimétrica
* % * ¥k k
R(ij) = Rij _Dj¢z' -D; ¢j - gijDk¢ + 2¢j¢i _2gij¢k¢
R[l]] = 2FU
Al contraer el tensor de Ricci se obtiene la curvatura escalar

R=R" 6D ¢" —64,0", (19.5)
donde R es la curvatura escalar calculada a partir de los simbolos de
Christoffel. La expresion (19.5) también se puede poner como

; 65(f¢)

R=R"-

i

13.5 Posibles densidades lagrangianas

La teoria de Weyl pretende unificar los campos gravitatorios y electro-
magnéticos y a la vez darle a este tiltimo una explicacién geométrica. En la
teoria de Weyl el tensor métrico sigue siendo el potencial gravitatorio y la
conexion métrica ¢, serd proporcional al tetrapotencial electromagnético,
mientras que el tensor [;, serd proporcional al tensor de campo electromag-
nético.

Las ecuaciones de campo gravitatorio y electromagnético van a ser obte-
nidas a partir del principio de minima accién. Para ello necesitamos una

-6¢ k¢ (20.5)

ISBN: 978-84-617-1463-6 131



Capitulo 5.- Teoria de campo unificado de Weyl

densidad lagrangiana que tenga la estructura \/g £ siendo £ invariante
frente a transformaciones genéricas de coordenadas y \/E £ invariante ante
transformaciones de calibracién, gauge o conformes. Nétese que la raiz cua-
drada del determinante del tensor métrico tiene de peso 4, por tanto tenemos
que encontrar una funcién £ que tenga de peso -4 para asi conseguir la
deseada invariancia conforme.

Los posibles candidatos para lagrangianas son

JeR?  JeRR™:  eR",R™: eF, . (215)

en general la densidad lagrangiana sera una combinacién lineal de las cua-
tro anteriores. Encontramos que la densidad lagrangiana \/ER que nos da
las ecuaciones de la gravitacién en la teoria de Einstein no es invariante
conforme y no es vélida en el marco de la teoria de Weyl. Al utilizar las
densidades lagrangianas (21.5) encontramos para la gravitacion ecuaciones
de campo de cuarto orden, por tanto diferentes de las obtenidas en la teoria
de Einstein. En efecto, las tres primeras lagrangianas (21.5), que son las que
pueden dar lugar a las ecuaciones del campo gravitatorio, dependen de las
derivadas segundas del tensor métrico. En este caso sera de aplicacién la
ecuacion (10.2) y de su segundo sumando surgen derivadas de hasta el or-
den cuatro del tensor métrico.

Indicar que si la densidad lagrangiana \/g £ esinvariante frente a trans-
formaciones de calibracién, asi también lo seran las ecuaciones de campo
deducidas de un principio variacional.

Originalmente Weyl eligi6, sin razén alguna, la densidad lagrangiana

Jee=JeR* +agF, F* (22.5)

donde oes una constante de acomplamiento entre los campos gravitatorio y
electromagnético. Mas adelante le aplicaremos a (22.5) el principio de mini-
ma accion para obtener las ecuaciones de campo.

14.5 Leyes de conservacion
Aun sin conocer exactamente la densidad lagrangiana se pueden obtener
resultados generales, en particular las leyes de conservacién. Partimos de
una densidad lagrangiana que tiene la siguiente dependencia funcional

_ ik ik J
£= S(g >g,r ’Fik ’Fik,r7¢i’¢i,k)’
démonos cuenta que se toman las componentes de la conexién afin como
potenciales de campo, es decir no consideramos previamente la ecuaciéon
(6.5), la cual debe surgir de las ecuaciones de campo.
El principio de minima accién establece que la variacion de la accién se
anula
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Sl = J‘(mi5¢[ +W[k5gik "‘”jik‘grikj) dQ=0 (235)

siempre y cuando las variaciones de los potenciales (y eventualmente las
variaciones de las denvadas de los potenciales) se anulen en los limites de
integracion. m' , Wik yn; ¥ son densidades tensoriales. En efecto, al ha-
cer la variacion de la accién se encuentra

o(ee) o(\s2)
_ _ ik ik
51_j5(\/§£)d9_jag—l_k§g dQ+Iag—l_k§g,rdQ+....

Na
e integrales similares para los dos restantes conjuntos de potenciales. La
segunda integral del tltimo miembro se transforma segtin

I—a(aff )5 rdQ=[—= i —aggfg)ég”‘ Q-

0 £
_J‘g&r ngk) Seg*dQ

la primera integral del segundo miembro se anula al convertirse por el teore-
ma de Gauss en una integral de superficie y ser nula la variacién en los
limites de la integral. Por tanto la variacion de la accién queda

(e 2)_ o | o(Vee)
og't

og'*  ox”

or=|

desarrollando las derivadas de la expresion anterior y teniendo cuenta que
o0g=gg""og,, seencuentra

o1 =[gW *5g4dQ+....= [W*5g,d0+....

y lo mismo para los restantes potenciales, con lo que reencontramos (23.5).

Al aplicar el principio de minima accién a (23.5) se encuentra que es nula
la variacién de la accién y como las variaciones de los potenciales son arbi-
trarias, deberan ser nulos sus coeficientes; por tanto las ecuaciones de campo
son

i_q. ik _ . ik _
m' =0; w'" =0, n;" = 0,
el primer conjunto de ecuaciones son las correspondientes al campo electro-
magnético. El segundo grupo son las ecuaciones de la gravitacion. Final-

mente el tercer grupo nos da la relacién existente entre la conexién afin y los
restantes potenciales del campo. En el caso de la teoria de Weyl esta ultima
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relacién nos viene dada de partida, por tanto la conexion afin no hay que
entenderla como un potencial independiente, sino como una funcién del
tensor métrico y del potencial electromagnético y asilo haremos en lo sucesi-
vo.

Vamos a considerar una transformacién infinitesimal y arbitraria de la
calibracién que vamos a representar por la funcién A =1+ z . Entonces por
(10.5) el tensor métrico se transformara como

gu=Agu~(1+27)gy = 6gy =27gy
y ¢, cambiara segtn (11.5)

104

) ¢__:5¢ Coxt

La accién del campo queda 1nalterada cuando se produce un cambio de
calibracion, ya que la densidad lagrangiana no varia ni tampoco lo hacen los
limites de la integral de accién, por tanto ante un cambio infinitesimal de
calibracién se encuentra que

SI=0= I[m’ (—%} + w”‘zng,k}dg,

X

aplicando el teorema integral de Gauss al primer sumando de la integral
obtenemos

I[mfi +2Wikgik]7rd§2:0

como la funcién infinitesimal 7es arbitraria resulta la nulidad del integran-
do

m';+2W', =0,(25.5)

ahora bien, de la ecuacion de campo gravitatorio se tiene que W i[ =0 por
tanto de la invariancia de la densidad lagrangiana frente a transformaciones
de calibracién se concluye la ley de conservacion diferencial

- om'’ \/_ m

mico = om o )

’ ox' ox'
donde hemos usado (50.1). (26.5) representa la ley de conservacién de la
carga eléctrica. Como veremos maés adelante, la teoria de Weyl conduce a las
ecuaciones habituales del campo electromagnético

o Fik .
Sl

que es una densidad tensorial que identificamos con m' =0 . Al aplicarle

(26.5)
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(25.5) y teniendo en cuenta el caracter antisimétrico del tensor de campo
electromagnético queda

Ox

que es la ley de conservacién diferencial de la carga eléctrica, la misma ley
que se encuentre en relatividad general, pero en este caso al ser el espacio de
Riemann y por tanto nula la derivada covariante del tensor métrico, toma la
forma D, j ! = (). Démonos cuenta que esta tltima forma no es valida en un
espacio de Weyl, por no ser nula la derivada covariante del tensor métrico.

Siahora suponemos la variacién que registra la accién del campo cuando
a sus potenciales se le someten a una transformacién infinitesimal de coor-
denadas, reencontraremos la ley de conservacion del tensor energia-momen-
to del campo electromagnético. En efecto, consideremos la transformacién
infinitesimal de coordenadas

R +§i(xk)
donde suponemos que las funciones &' se anulan en los limites de integra-

cion y eventualmente lo mismo ocurrira con su derivadas. Ante este cambio
de coordenadas la conexién métrica se transformara por la ley

,_ ox* Kk ck k

TR G [ T
Ox

Usando (14.5) encontramos que la variacion del tetrapotencial se realiza

como en el epigrafe 9.4, resultando

S k k
§¢i =_§,i¢k -¢ ¢i,k (26.5)
donde ¢ indica variacién del tetrapotencial pero sin incluir la variacion

resultado de la variacion de las coordenadas. Aligual que se obtuvo en 9.4
tendremos para el tensor métrico

58y =—¢"8yx—8ui —gusl- (27.5)

La variacién de la accién cuando se le somete a una variacién de coorde-

nadas de las caracteristicas anteriores se anula, dado que el integrando es

invariante y no se modifican los limites de la integracién, o dicho de otra

forma, porque cumplen las condiciones exigidas por el teorema de Noether;
entonces

o)

5[ = 0 = I|:ml5¢l +le§gij:|dga
donde ahora no consideramos el término n jik , es decir vamos a dar por
establecida la relaciéon (6.5) entre la conexién y el tensor métrico. Utilizando
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(26.5) y (27.5) tenemos
ok ok _—
_mléﬁ,t¢k -m'é ¢1‘,k -Wwvé 8 jkk ~
y k y P
Wugkjf,z‘ —legikﬁf,j
aplicando el teorema de Gauss y teniendo en cuenta que & k se anula en los
limites de la integral queda

J‘[(mlm) . _m[¢i,k _legij,k +2(Wk[) I]fdeZO,
como §k es una fuI;ci()n arbitraria se llega a |
m”',-¢k +mi¢k’[ —mi¢i’k —W"jgl.j’k +2(W,f))l_ =0. (29.5)
Como es vélida (12.5) y
w/r f=w/L} +w¢+w¢ w, ¢" =
W)L W'y, = W’fg,jr+W¢

51=| ]dQ, (28.5)

entonces (29.5) queda
oW,
ox' 2 _ _
y teniendo en cuenta las ecuaciones de campo m' =0y W/, =0
oW, frryi
pwr =0 = D,W,/=0 (30.5)

yaque W' k¥ al ser una densidad tensorial simétrica cumple (53.1).

(30.5) corresponde a la ley de conservacion del tensor de energia-momen-
to del campo electromagnético. En efecto, W, k'~ estda compuesta de dos
términos, en el caso de las ecuaciones de campo de Einstein seria

W!=E;,+ T} =0
donde E « s el tensor de Einstein, mientras que i « el tensor energla mo-

mento del campo electromagnético. Como la divergencia de E
idénticamente nula, la ecuacién (30.5) significa que

DT} =0.

15.5 Ecuaciones de campo electromagnético
deducidas de la lagrangiana de Weyl
Para obtener las ecuaciones de campo electromagnético partimos de la
accion formada por la lagrangiana (22.5) y aplicamos el principio de minima
accion, haciendo una variacion arbitraria de la conexién métrica con el re-
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quisito, ya habitual, de que se anule en los extremos de la integracion. Enton-
ces sera valida la ecuacién de Euler-Lagrange

o [8Jge] aJge 0
L8 ) 04,
ya que (22.5) s6lo depende de la conexién métrica y de sus primeras deriva-

das.
La curvatura escalar (20.5) se desarrolla como

* 6 8 i a i a 1
R:R o \/E k¢ _6¢k g 6 k ¢k 6 k¢k¢

Jo oxt 50 ox' ox'

El segundo sumando de la ecuacién de Euler-Lagrange aplicado a (22.5) es

o(Ve2) (f Rz) oR 6 ofe og"
5 2[1{ —2\/§RL/§ ™ £6— 12
Por otra parte

a(\/gg) OR 0 ik ik ki
o, :2\/§R—3¢i,k+5¢i,k( Wa )——12\/_Rg +4aJgF ¥,

su derivada es

< _a(@,g) :—12\/§5—R—12R%—12\/§R8g1k +4aa(*/§Fki)

oxk a¢i,k ox; 0x; oxk ox*

al aplicar la ecuaciéon de Euler-Lagrange obtenemos

P Fki
—12\/§5—R+4a(Lk)+24\/§R¢":0
0x; Ox
o bien
L—(‘/gk )= [aR_2R¢j (31.5)
\/g ox 0x

que corresponde al primer grupo de las ecuaciones de Maxwell si se supone
que la densidad de corriente es

con funa constante desconocida tal que
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3 1

afB €,
Notemos que por la propia definicion de F;; se cumple el segundo conjunto
de ecuaciones de Maxwell.

Como era de esperar la ecuacion de campo electromagnético (31.5) es
invariante frente a cambios de calibracién y teniendo presente (53.1) y el
caracter antisimétrico del tensor [, también se observa que (31.5) es una
ecuacion tensorial.

16.5 Relaciones matematicas
Con vista a obtener las ecuaciones generales de campo gravitatorio de la
teoria de Weyl debemos obtener algunas relaciones matematicas. Vamos a
utilizar dos derivadas covariantes. Una de ellas es la expresién habitual,
donde la derivacién se calcula respecto a la conexion del espacio. Para el
caso dela derivada de un vector tendremos
Dyw'=0v' +v°T .
La otra derivada covariante se calcula respecto a los simbolos de Christoffel
i
L sk
Dw'=0v' +v°L, .
Se estabece una relacién entre ambas derivadas covariantes teniendo en

cuenta que en una espacio de Weyl la conexion afin esta relacionada con los
simbolos de Christoffel por (12.5). Para el caso de un vector tendremos

DV =Dy +5vig, +v'g, —v, 4’
y para su divergencia
D" =Dpv" + vy, (32.5)

Se puede comprobar sin dificultad que tanto en un espacio de Riemann
como en uno de Weyl es valida la relacién

Dk(\/gvk)zék(\/gvk)

esto significa que podemos formular el teorema integral de Gauss de dos
formas ligeramente diferentes

[Di(Jev*)da=[v,ds*

[Di(Vevt)aa=[JgDiv'aa=[v.as*
V Vv z
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este teorema sera profusamente aplicado en nuestros ulteriores calculos, in-
dicar que haremos uso de la segunda formulacién por parecernos que facili-
ta las largas operaciones matemaéticas tipicas de los cdlculos variacionales,
pero igualmente se podria hacer uso de la primera forma del teorema de
Gauss.

Para abordar la variacion de la accién frente a una variacién arbitraria
del tensor métrico es de suma utilidad la identidad de Palatini (5.4), aplica-
ble tanto al tensor de Ricci

OR; =D, (‘STill) -D; (5Fikl)>
como al tensor de curvatura
R4y =D, (5T 4, ) =D, (0T ) ), (33.5)

expresion que se obtiene de manera similar a la (5.4) . Notese que debemos
tener presente que aunque la conexién no sea un tensor si lo es su variacién.
De (12.5) obtenemos la variaciéon de la conexiéon

i i i im g n
5rsk = 5Lsk _¢ 5gsk +8s5k8 ¢ 5gmn
donde tomamos como conexién métrica sus componentes covariantes. La
variacién de los simbolos de Christoffel es

i [J ! im
5Lsk =-8 pLskq5gpq+§g (aségkm+ak5gsm_am5gsk):

1 i * * *
:EgtM(Dsé'gkm + D58~ D102 1 ),

por tanto la variacién de la conexién ante una variacion del tensor métrico es

5rsklzzglm(Dsé‘gkm+Dk5gsm_Dm5gsk)_ (34.5)
~$'08 g + 848" 0L n-
Con estas herramientas matematicas estamos en condiciones de abordar
la obtencién de las ecuaciones de la gravitacion aplicando el principio de
minima accién a la densidad lagrangiana de Weyl.

17.5 Ecuaciones de campo gravitatorio
Nos proponemos obtener las ecuaciones de la gravedad con la densidad
lagrangiana de Weyl (22.5) cuya accién es

2 ik
1=[Jg(R* +aF,F")dQ
para ello variamos la accién / con respecto a una variacién arbitraria del
tensor métrico, con la tinica condiciéon de que tanto esta variaciéon como su
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derivada se anulen en los limites de la integral de la accion. La variacién del
primer sumando de la acciéon es

5(JeR?)=R?6\[g +2JgRSR=
) _%«/EgikRzé‘g " +2gRR;5g" +2\gRe" SRy,

para calcular la variacién del tensor de Ricci usamos la relacién de Palatini
(54)

2/gRg" SR, =
Dy (g™sT )= D) (g™ 5T ) (35.5)

22\/§R _(Dkgik)5ril/ +(D1gik)5rik/

Para mostrar como se hace el anterior calculo vamos a desarrollarlo para el
primer sumando de (35.5).

2\/§RDk(gik5Fi,/):2\/§R[DZ(gikﬁl"l./)+4¢kgik51“i,/}, (36.5)
donde hemos utilizado (32.5). El primer sumando de (36.5) lo simplificamos
con el teorema integral de Gauss

*( ik I * ik I ik (1 * 1
2\/§RDk (gl oT )zzx/ng (Rgl oT )_2\/§gl (DkR)5Fi/ ’
el primero de los sumandos se anula al aplicar el teorema de Gauss y utili-

zando (34.5) en el segundo sumando queda

2JgRD; (26T, ) =~gg" g DiR(D; g1 + D158, — Drdg 11 )+

ik p ol ik y*
+2\/§g D, R¢"6g, —2\/§g D R§"5g,,.
De nuevo se aplica el teorema de Gauss en cada uno de los sumandos del
segundo miembro y se encuentra finalmente

2JgRD; (26T /') =\zg" gD DR 5.
Para concluir con el primero de los sumandos de (35.5) analizamos el segun-
do sumando de (36.5)

8\/§R¢kgik5rill = 4\/§gikg/mR¢k (Di*5g/m + D;5gim _Djnggil) -
~8\/gRp'$'0g, +8\2Re'$"5g,,

y de nuevo al hacer la integracion por partes y usar el teorema de Gauss nos
queda

Je(-4g" g gD R-4g" ¢""RD]¢; )¢,
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por tanto el primer sumando de (35.5) queda
2\/§RD/¢ (gikfsr ill) =
=g (g"g""D/D/R-4g""¢'D/R-4g""RD¢" ) 5gy,-

El procedimiento es similar para los restantes tres sumandos de (35.5) y
obtenemos para el segundo sumando

_2\/§RDl(gik5Fikl) -
—2¢"%¢"D'D/R+¢g"¢"D'D/R-6g""¢$'D/R+
=Jg| +16¢g"¢D/R+8g"*RD¢" ~4g"" RD[¢' — |5g,,,.
~32¢%9" +8¢ "Ry 9’
para el tercer sumando
~2/gRD,g"*sT =J§(2g"’"RDi*¢i +2g"’"¢"D§‘R)5gkm,
donde hemos aplicado la relacion D g ik=»o g ik ¢, que se establece como

definicién de un espacio de Weyl. Para el cuarto sumando de (35.5) encontra-
mos

2\/§RD,g *sT z'kl =
z ~4g"RD;¢" ~4g"*¢" D[R +2g""RD;¢' + -
+2g"¢'D/R—4g"" Rp,¢' +16Rp"p"™ "

Reuniendo todos los resultados y considerando la variacién respecto a las
componentes contravariantes del tensor métrico en vez de con respecto a las

covariantes
2\/§Rgik5Rtk =
—2g,D/D'R+D;D,R+6g,,¢6'D,R+4g""RD,p' -
=Jg —~64,D,R—6¢,D, R—2RD, ¢, — sg'*.
~2RD;¢; +16R$,4, —4Rg 1 h1f'
Reagrupando términos encontramos
2RR ;) —%g,kRz —2g,D; DR+
5(\/§R2)=\/§ +2D,.*D,’§R+6g,f¢’D7R+itg""RD,*¢’ ~ |sg'*,
—6¢,DR—6¢4,D; R~
~2RD; ¢ ~2RD;¢, +16Rp ¢, 424 R4 'Y,
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donde R, representa la parte simétrica del tensor de Ricci.

Es necesario finalmente hacer la variacion de la parte electromagnética
de la accién, obteniendo al igual que en Relatividad General, el tensor ener-
gia-momento del campo electromagnético. Por tanto las ecuaciones de cam-
po gravitatorio que se obtienen de la accién de Weyl son

1 * * *
ik) _ZgikRz ~guDi R’ +D; R +3gik¢lR,l +2gRD;/ ¢’ -
~3¢:R i ~3¢iR, ~RD/§\ ~ RD;, +8R.$, ~ 22 R¢'d = 1T s
(37.5)
anotemos también que Dl.* R coincide con la derivada parcial 0;R=R; ya
que R es un invariante.

. . . * .
Sienvez de usar la derivada covariante D, usamoslaotra derivada D,
se obtiene

RR(

1
RRy) =38R’ —4gRY'$1 +4RG, 41 +2,R  + 20, R 42,49 'R, -

-8ikD; R' —2gRD, ¢l +D;R;+RD; ¢, +RDp; =—xyTy.

18.5 Ecuaciones de campo gravitatorio
en ausencia de campo electromagnético

Como ya habiamos anticipado las ecuaciones de campo gravitatorio (37.5)
son ecuaciones diferenciales de cuarto orden, donde se encuentran entre-
mezclados los potenciales gravitatorio y electromagnético. A causa de la
simetria, (37.5) son diez ecuaciones diferenciales, el mismo niimero que en
relatividad general. A (37.5) hay que anadirle las cuatro ecuaciones de cam-
po electromagnético (31.5) que resultan de la variacién de la accién de Weyl
respecto a una variacién arbitraria del potencial electromagnético.

Si contraemos (37.5) encontramos

D, (G—R—zR;ﬁ’j:o (38.5)
Ox;
donde hemos tenido en cuenta que la traza del tensor energia-momento elec-
tromagnético es nulo. (38.5) corresponde a la ley de conservacién de la den-
sidad de carga eléctrica en la teoria de Weyl, como se deduce de (35.1).
Cuando no hay campo electromagnético F;, =0, entonces por (35.1) la
conexién métrica se encuentra relacionada con la curvatura escalar por
1 OR

L 39.5
T (39.5)
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de tal manera que las 14 ecuaciones de campo quedan a reducidas a 10
ecuaciones, las correspondientes a (37.5) cuando en ella se haga la sustitu-
cion (39.5). La ecuaciones resultantes son invariantes de escala, por esta
razén podemos elegir un calibracién particular, de tal forma que nos simpli-
fique las ecuaciones de campo. Una opcion es elegir

R=—4A (40.5)
donde A es una constante, que més adelante identificaremos con la constan-
te cosmolégica. A la calibracion (40.5) se le llama calibracién natural. Ha-
ciendo esta eleccion la conexiéon métrica es idénticamente nula y las
ecuaciones (37.5) se reducen a

* 1 *
R _thkR =0.
Teniendo en cuenta (40.5) la ecuacién de campo nos queda
1
Ry _Egth —Agy =0

o sea, la misma que la obtenida en la teoria general de la relatividad. Nétese
que hemos quitado los arteriscos ya que la ecuacién es valida en un espacio
de Riemann.

Se trata de saber si la fijacion de la calibracién por (40.5) es una operacién
realizable. Supongamos que resolvemos las ecuaciones de la gravedad y
obtenemos un determinado valor de R. Siempre podemos hallar unos nuevos
potenciales al hacer un cambio de calibracién que venga definido por la

funcién
a= | R
—4A

en esta nueva calibracion la curvatura escalar cumplird la calibracién o gauge
natural

-2
R'=A1"7"R=-4A.

Sélo existe una tinica solucién de las ecuaciones gravitatorias que cum-
pla la condicién gauge natural. En efecto, sea g, y ¢, los potenciales que
corresponden cuando se impone la gauge natural. Si ahora hacemos un cam-
bio de calibraciéon, obtendremos una nueva curvatura escalar

R'=A7R=-1""4A
lo que significa que los nuevos potenciales surgidos al hacer el cambio de
calibracién yano cumplen la gauge natural. Esto no ocurre en la gauge Lorentz
del electromagnetismo, donde existe una familia de soluciones que cumplen
esa condicién; la diferencia observada es porque la gauge natural no es
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invariante frente a un cambio de calibracién, mientras que la condicién gauge
Lorentz es invariante frente a transformaciones gauge.

19.5 Ecuacion de movimiento en la geometria integrable

En la teoria general de la relatividad una particula libre sigue una
geodésica, de ecuacion dada por

d>x* N wdx' dx’

dr? Y dr dr

donde d7 es el tiempo propio de la particulay L, ¥ son los simbolos de
Christoffel. Esta ley de movimiento no puede ser extendida a una variedad
de Weyl ya que no es invariante frente a una transformacién de escala; ni los
simbolos de Christoffel, ni la tetravelocidad tienen esa propiedad de
invariancia. Es por lo tanto necesario obtener una ecuacién de movimiento
vélida para la geometria de Weyl que debe tener la caracteristica de ser
invariante frente a transformaciones de escala.

El razonamiento que seguimos es valido para las que hemos llamado
geometrias de Weyl integrables. Obtenidas las ecuaciones de campo hace-
mos un cambio de escala geodésico, de tal forma que se anulara la conexién
métrica en todo punto, o sea, las ecuaciones de campo estaran definidas en
un espacio de Riemann; entonces la ecuacién de movimiento sera la linea
geodésica. Posteriormente hacemos un nuevo cambio de calibracion, carac-
terizado por la funcién 4, por lo que los simbolos de Christoffel cambian
segiin lo deducido en (8.5) mientras que la tetravelocidad cambia por

k k
dx' _dx
urk — :/1 1

dr’' dr
En la nueva escala
k 1k
du =/1i(z “)= 20, 't BPEEL
dr dr’ 7’
y usando (7) la ecuacién (6) queda
du!k

ky, tork t
—+ L T~ 6 Au'u' +— 6 “qu'"u', = 0.
dr A A
Como la conexiéon métrica en el espacio de Riemann es nula, entonces por
(11.5) la nueva conexién métrica es

, 104
= A ox*

entonces la ecuaciéon de movimiento de una particula libre en una variedad
integrable de Weyl es
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k
ddLT+LUku’u]+¢tutuk—¢kutut20 (41.5)
donde para simplificar hemos quitado las primas. Nétese que, como era de
esperat, si la conexién métrica es nula reencontramos la ecuacién de la
geodésica en una variedad de Riemann.

Se comprueba que en una transformacién de calibracién la ecuacion (41.5)
queda invariable, lo que esta en consonancia con la exigencia de que las
ecuaciones fisicas sean invariantes frente a transformaciones de escala.

Los dos ultimos sumandos de (41.5) no caben entenderlos como peque-
fias perturbaciones, ya que pueden tener valores del mismo orden que los
términos clésicos, lo que dependera de la calibracién que se haya elegido.
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1.6 ¢Es relativista la teoria de la Relatividad?

Cuando se estudia la teoria especial (o restringida ) de la Relatividad, uno
se pregunta por qué ese nombre, jserd porque afirma que «todo es relativo»?
como se dice coloquialmente. Si se examina con mas detenimiento, lo que se
encuentra es lo contrario. En efecto, la Relatividad expresa que las leyes
fisicas son independientes del sistema de referencia, o sea que no son relati-
vas al observador.

John Lighton Synge fue muy aportuno cuando afirmé que nunca habia
podido entender lo que en este contexto significaba la palabra relatividad y
concluia diciendo «me es ahora aparente que nadie lo entiende, probable-
mente ni el mismo Einstein».

Nuestra opinion es que esta denominacién proviene de un error. Antes
del advenimiento de la teoria de la Relatividad, se denominaban relativistas
a los que opinaban que la Fisica (y en especial la Mecénica) debia ser relativa,
en el sentido de que sélo tenian sentido las magnitudes relativas, o sea, la
posicion, velocidad y aceleracion de un cuerpo respecto a otros cuerpos.
Planteamiento que era opuesto al newtoniano que se apoyaba en el concepto
de espacio absoluto, lo que permitia definir magnitudes absolutas, es decir
referidas al espacio absoluto.

Es muy extendida la opinién de que la teoria especial de la Relatividad
abolié el concepto de espacio absoluto newtoniano, lo que en definitiva viene
a significar que la teoria es relativista, en el sentido de que es relativa. Pero
esto no es asi. El principio especial de la relatividad afirma que no es posible
ni por medios mecanicos ni por electromagnéticos (y presumiblemente me-
diante ninguna otra técnica) determinar la velocidad absoluta de un cuerpo,
es decir la velocidad respecto al espacio absoluto. Pero esto no significa que
no exista el espacio absoluto. Respecto a este concepto, la Relatividad espe-
cial se encuentra en la misma situacién que la mecénica newtoniana, porque
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tampoco en esta teoria se podia medir la velocidad absoluta, atin asi conside-
raba el espacio absoluto como un entidad real.

Es mas, la Relatividad especial necesita el concepto de espacio absoluto
por la misma razoén que le era necesario a Newton. En el esquema newtoniano
las leyes de la mecanica son validas respecto al espacio absoluto y por su
quinto colorario (que ahora llamamos principio de Relatividad de Galileo)
también son validas en los espacios que se mueven respecto al espacio
abosoluto con un movimiento uniforme y rectilineo. Es decir, en la mecanica
newtoniana el espacio absoluto sirve exclusivamente para poder definir los
«buenos» sistemas de referencia (a los que hoy llamamos sistemas inerciales).

En la misma situacion se encuentra la Relatividad especial, pues para
definir un sistema de referencia inercial hay que partir del concepcto de
espacio absoluto. Ciertamente se pueden definir operacionalmente buenos
sistemas inerciales sin recurrir al inaccesible espacio absoluto, como ocurre
con el sistema de referencia celeste internacional (ICRS), pero hay que adver-
tir que esto no es mas que una «realizacién» (y por tanto imperfecta) del
concepto de sistema inercial y no una definicion estricta.

La situacion tal vez sea distinta en la Relatividad general y sea esta una
verdadera teoria relativista, en el sentido de ser relativa y no requerir el espa-
cio absoluto. El asunto puede plantearse desde otra perspectiva. Se trata de
averiguar si el principio de Mach esta o no incluido en la Relatividad gene-
ral.

Hay multiples formas de enunciar el principio de Mach, no todas ellas
equivalentes, aceptamos aqui la versién que afirma que la inercia (o masa
inercial) de un cuerpo no es una propiedad intrinsica, sino que es adquirida
como consecuencia de la accién que sufre dicho cuerpo por parte del resto
del Universo. Este enunciado es lo mismo que el principio general de la
Relatividad, o sea la afirmacién de que todos los sistemas de referencia son
equivalentes entre si, por tanto careceria de sentido distinguir entre sistemas
inerciales y no inerciales. Pero como hemos advertido anteriormente hay
opiniones dispares sobre si el principio de Mach puede ser deducido de la
Relatividad general.

2.6 ;Relatividad especial o Relatividad general?

Al afirmar que existe la teoria especial de la Relatividad y ademaés la
teoria general de la Relatividad, se llega inevitablemente a la conclusién de
quela primera es una teoria de validez limitada, mientras que la segunda es
la teoria completa. Este creencia es infundada. Es mas, tal vez sea al contra-
rio. La mas general teoria de la Relatividad es la conocida por teoria especial,
formulada por Einstein en 1905, mientras que la otra teoria que fue concluida
en 1915 se limita al estudio de la gravitacién.
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La Relatividad especial mas que una teoria es un proyecto, que exige a
todas las leyes fisicas tener una determinada formulacion. Se fundamenta en
el principio especial de la Relatividad que afirma que todos los sistemas de
referencia inerciales son equivalentes para la descripcion de las leyes fisicas.
Por contra, la teoria general de la Relatividad es una teoria de la gravitacién
y se basa en el principio de equivalencia por el que se admite que existen
sistemas de referencia para los cuales en un entorno infinitesimal se anulan
los efectos gravitatorios.

Algunos creen que la Relatividad especial s6lo es capaz de entender los
movimientos uniformes y rectilineos, o que sélo es de aplicacién en sistemas
de referencias inerciales y es frecuente escuchar que el uso de la Relatividad
especial queda limitado a la ausencia de gravedad. Nada de esto es correcto.
La Relatividad especial es una teoria que puede ser aplicada en cualquier
sistema de referencia, sea inercial o no y que no queda alterada cuando existe
gravitacion.

Ocurre que la Relatividad especial es normalmente referida a un sistema
de coordenadas respecto al cual el tensor métrico del espacio-tiempo euclideo
toma la forma diagonal de Minkowski. Pero al hacer una transformacién de
sistema de referencia, el tensor métrico del espacio-tiempo no puede tomar la
forma de Minkowski y esta circunstancia hace pensar, equivocadamente,
que la validez de la Relatividad especial es limitada.

3.6 Transformacion de coordenadas y
transformacion de sistema de referencia
Debemos de distinguir entre una transformacion del sistema de coorde-
nadas y una transformacion del sistema de referencia, ya que son cosas dife-
rentes. Si bien un cambio de sistema de referencia lleva siempre implicito un
cambio de coordenadas, el inverso no es cierto.
En efecto, consideremos la siguiente transformacién de coordenadas

x’“:x""(xﬂ); X'O:x'o(xﬂ,xo) (1.6)

que representa obviamente un cambio de coordenadas, pero no existe cam-
bio en el sistema de referencia. (1.6) viene a ser exclusivamente una nueva
denominacién de las coordenadas, donde se admite que la coordenada tem-
poral dependa de la posicién. Para (1.6) se cumple la propiedad de que si
para coordenadas primitivas una particula se encuentra en reposo, respecto
a las nuevas coordenadas se seguird manteniendo en reposo

dx”? a ox? dx'® 3 ox? d_t’dx'a
dt  ox'* dr ox'% dt dr
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si dx? / dt es nulo también lo sera dx'“ / dt' ya que suponemos que el
jacobiano de la transformacién no es cero.

Pero si en la ecuacién (1.6) las nuevas coordenadas espaciales dependen
del tiempo entonces nos encontramos, no sélo ante una transformacion de
coordenadas, sino ante un cambio en el sistema de referencia, como se apre-
cia en el hecho de que si respecto a las antiguas coordenadas un cuerpo esta
en reposo no ocurrira lo mismo respecto a las nuevas coordenadas.

4.6 Principio de covariancia

El principio de covariancia afirma que las leyes de la Fisica pueden ex-
presarse en una forma la cual es independiente de la eleccion del sistema de
coordenadas espacio-temporal. A veces se confunde este principio con el
principio de la Relatividad general, entendido como la afirmacién de que
todos los sistemas de referencia son equivalentes para la descripcion de las
leyes naturales, pero estamos ante dos cosas distintas, aunque es cierto que
el principio de covariancia se deriva del principio general de la Relatividad.
Debemos afiadir que el principio general de la Relatividad tiene un caracter
fisico pues expresa una propiedad de la naturaleza, mientras que el princi-
pio de covariancia es mas bien una propiedad matematica de las leyes natu-
rales y sélo aporta simplificacién matemaética.

El principio de covariancia encuentra su forma natural en la formulacién
tensorial de las leyes de la naturaleza, en realidad podemos considerar que
el principio de covariancia no es mas que la afirmacién de que las leyes dela
Fisica pueden expresarse tensorialmente, pues esto significa que las leyes asi
formuladas tendran la misma forma en todos los sistemas de coordenadas.

Debemos advertir que laidentidad en la forma de las ecuaciones, tal como
dice el principio de covariancia, no significa la equivalencia de las leyes en
todos los sistemas de coordenadas. Por ejemplo, la ecuacién de movimiento
de una particula libre toma la forma

k
bu_ _, (2.6)
. ds
u " eslatetravelocidad y ds el elemento de linea; y desarrollando
d*x* dx? dx?
—+T ————=0. (3.6)
ds ds ds
Dado su carécter tensorial (2.6) serd la misma ecuacién en todos los siste-
mas de referencia con independencia de su estado de movimiento y de la
presencia o no de gravedad. No obstante en el caso de una particula libre en
ausencia de gravedad, la ecuacién (2.6) para un sistema inercial toma la
forma
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uf =cte (4.6)
en el que se usan coordenadas cartesianas (es decir, son nulas las compo-
nentes de los simbolos de Christoffel por usarse coordenadas cartesianas y
no existir gravedad). La ecuacion (4.6) nos dice que, en el caso considerado,
la particula aislada tendra un movimiento uniforme, segtin es lo requerido
por el principio de inercia.

Sin embargo, si ahora referimos el movimiento a un sistema acelerado o
sea no inercial, entonces las componentes de la conexién no seran nulas,
aunque se usen coordenadas cartesianas. La ecuacién de movimiento tiene
ahora un significado fisico diferente de (4.6), pues nos dice que ahora la
particula aislada no esta en movimiento uniforme, sino que existen fuerzas,
las llamadas inerciales representadas por el segundo sumando de (3.6) que
aceleran a la particula.

Vemos por tanto, que si bien la ecuacién (1.6) es la misma ya sea para el
movimiento respecto a un sistema inercial o uno no inercial, incluso para el
caso de presencia de campo gravitatorio, no son fisicamente equivalentes,
pues como hemos visto en el primer caso representa un movimiento unifor-
mey en los demdas un movimiento acelerado.

5.6 El principio especial de la Relatividad
implica el principio de covariancia

Si todos los sistemas de referencia son equivalentes para la descripciéon
de las leyes naturales, debemos concluir que no hay forma de detectar si el
observador se encuentra en un sistema inercial o no inercial. Esto viene a
significar que debe ser vélido el principio de covariancia, puesto que si las
leyes de la naturaleza fueran distintas en uno u otro sistema de referencia, se
encontraria una forma para distinguir un sistema de otro, lo que considera-
mos imposible. Por tanto concluimos que el principio general de la Relatividad
implica la validez el principio de covariancia.

Ahora vamos a demostrar que el principio de covariancia también se
deduce del principio especial de la Relatividad, que viene a afirmar que
todos los sistemas inerciales son equivalentes y no hay forma de distinguir
unos de otros. Al igual que hemos razonado antes, también en este caso se
deben expresar las leyes de la naturaleza de igual forma en todos los siste-
mas inerciales, ya que en caso contrario tendriamos un método para distin-
guir un sistema inercial de otro. La forma natural de expresar matematica-
mente esta propiedad es la formulacién tensorial. Entonces debemos con-
cluir que el principio especial de la Relatividad exige que las leyes naturales
vengan expresadas en forma tensorial, es decir debe ser valido el principio
de covariancia.
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Ciertamente s6lo cuando se haga una transformacién de un sistema
inercial a otro también inercial las leyes en ambos sistemas tendran el mismo
contenido fisico, algo que no ocurrira cuando la transformacién lleve de un
sistema inercial a otro no inercial, no obstante, atin en este caso, las leyes
tendran la misma forma tensorial.

Pongamos un ejemplo. En forma general, la densidad lagrangiana de un
campo escalar es (ver 7.2)

L(p.i.p)=an"p, b, +f($)+h(p.4). (5.6)

siempre y cuando sea respecto a un sistema inercial cuya coordenadas son
euclideas. En (5.6) ¢es el potencial, 7’ k¥ es el tensor métrico de Minkowski,
pes la densidad de masa de la fuente de campo, /'y g son dos funciones,
es la constante de acoplamiento y la coma es la derivacion parcial respecto a
las coordenadas. Si hacemos una transformacién de coordenadas, que no de
sistema de referencia, obtenemos para la misma densidad langragiana

(b4u-p)=ag" s, di+ 1(9)+h(p.9). (66)
donde g’ k¥ es el tensor métrico en el nuevo sistema de coordenadas y que se
deriva del tensor métrico de Minkowksi.

Pero (6.6) es una ecuacion tensorial, de tal forma que si ahora hacemos
una transformacion general de coordenadas, la forma de (6.6) se conserva
por ser una expresion tensorial, tal como exige el principio de covariancia. Es
mas, siahora suponemos la presencia de gravedad, la ecuacién (6.6) seguira
siendo vélida, con independencia del sistema de referencia elegido. La dife-
rencia es que en este dltimo caso el tensor métrico no es reducible a la forma
de Minkowski mediante una transformacién de coordenadas, pues en pre-
sencia de gravedad el espacio-tiempo es el de Riemann y no el euclidiano.

Sibien (6.6) tiene el mismo contenido fisico en todos los sistemas inerciales,
con independencia de las coordenadas elegidas, hay que decir que (6.6) es
fisicamente diferente en un sistema no inercial o cuando hay un campo
gravitatorio.

En la anterior argumentacion se basa la afirmacién que hicimos antes de
que la teoria especial de la relatividad se puede extender para formular las
leyes tanto en un sistema no inercial como en presencia de gravedad, aun-
que, como hemos visto, en estas dos tltimas situaciones las leyes no tendran
el mismo contenido fisico que si estuviera referido a un sistema inercial.
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1.7 Cambio de unidad y cambio de escalas
El principio de Fourier establece que las ecuaciones fisicas deben ser
homogéneas dimensionalmente. Es decir que si una ecuacion se representa
por

A+B=C+D
entonces la dimension de todos los sumandos deben ser la misma

[4]=[B]=[c]=[P]

Este principio asegura que cuando se hace un cambio de unidades, ya sea
de una tinica unidad o de varias unidades simultaneamente, las ecuaciones
fisicas deben permanecer inalterables, aunque los valores numéricos de las
diferentes magnitudes puedan diferir y lo mismo pueda ocurrir con las cons-
tantes fisicas que sean dimensionales. Podemos decir, por tanto, que es vali-
do el principio de invariancia ante cambios de unidades, que afirma que las
leyes fisicas quedaran inalterables cuando se haga algtiin cambio de unida-
des.

Un concepto diferente es el cambio de escala de magnitud, por el cual una
o varias magnitudes son alteradas. Por ejemplo, si todas las longitudes son
aumentadas al doble, permaneciendo las restantes magnitudes (incluso las
derivadas de la longitud) inalterables, nos encontrariamos en un cambio de
escala de la magnitud longitud. Es evidente que las leyes fisicas tendrian que
ser alteradas y por este motivo serian perceptibles para el observador los
cambios de escala de magnitud. Hay que sefialar que aqui se admiten dos
tipos de transformaciones: cambios globales, o sea el mismo en todo punto y
en todo momento, o locales, por el cual la alteraciéon de la magnitud depende
de las coordenadas espaciales y de las temporales.

Finalmente nos encontramos con otro concepto como es el cambio de
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escala de unidad, en el cual la unidad permanece la misma pero su valor
queda modificado. Es posible que el cambio se refiera a una tinica unidad o
bien a varias unidades, pudiendo tener o no estos cambios las mismas leyes
de transformacién. También en este caso existen cambios globales y locales.

Por ejemplo, podemos alterar la unidad de masa tomando el valor de la
nueva unidad kilogramo como el doble de la antigua unidad kilogramo. Este
cambio afectaria a todas las magnitudes que tuvieran la masa en su dimen-
sién, en particular podrian quedar alteradas las constantes fisicas. Siguien-
do con este ejemplo es facil ver que la velocidad o la aceleracién quedarian
inalteradas ante este cambio de unidades, pero el momento lineal o la fuerza
siserian afectadas, de tal forma que los nuevos valores de estas magnitudes
estarian relacionadas con los valores antiguos por

p'=Ap, F'=AF si m'=Am,
decimos que ambas magnitudes tienen de peso 1 pues se transforman con la
misma ley que la masa. A es la funcién del cambio de escala, que depende de
las coordenadas espacio-temporales y es adimensional.

Es l6gico pensar que las leyes fisicas no deben modificarse al realizar un
cambio de escala de unidad, pues no es mas que una operacién matematica;
entonces suponemos valido el principio de invariancia frente a cambios de
escala de unidad, principio que tiene su fundamento en el principio de Fourier
antes mencionado.

Veamos un ejemplo simple. Segtin la ley de Newton, la aceleracién de la
gravedad es dada por

M
g=G—
r

ecuacion que debe permanecer inalterable en un cambio de escala de masa.
La aceleracion de la gravedad y la distancia 7 quedan invariables en el cam-
bio m' = Am , por tanto sera necesario que la constante de gravitacion uni-
versal se modifique, de tal forma que

G'=1"'G
entonces G tiene de peso -1. Esto significa que podemos hacer que la masa se
convierta en una variable dependiente de las coordenadas espacio-tempora-
les con s6lo hacer un cambio local de escala de unidad, lo que nos lleva a que
la constante de gravitacién universal deje de ser una constante y sea una
magnitud dependiente tanto de la posicién como del tiempo.

Debemos de observar que este cambio de escala de la masa no es mas que
una operacién matematica. Sino supiéramos de antemano cual es la funcién
A que caracteriza el cambio de escala no podriamos determinarlo a partir de
las leyes fisicas, puesto que son invariables y por tanto no dependen de la
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escala, aunque si podemos determinar A a partir de la definicion de las uni-
dades, como luego veremos.

Es facil imaginar otros cambios méas elaborados que el anteriormente des-
crito. Por ejemplo, se puede dar simultineamente un cambio en la escala de
las unidades de masa y tiempo, pudiendo tener leyes de transformacién
diferentes

m'=Am, = ut,
ahora tenemos dos funciones de cambio de escala Ay 4. En este ejemplo la
constante de gravitacion universal tendria de peso (-1, -2), representando el

primer niamero el peso respecto al cambio de la unidad de masa y el segundo
el peso frente al cambio de la unidad de tiempo, es decir tendriamos

G'=1""u"G.

Por tanto concluimos que la homogeneidad de las ecuaciones fisicas nos
conduce a una simetria de cardcter universal que no es otra que la invariancia
frente a cambios de escala de las unidades; aunque éstas sean recalibradas,
las leyes fisicas permanecen invariables.

Podemos observar la semejanza existente entre el principio de invariancia
ante cambios de escala de unidades y el principio especial de la relatividad.
Mientras que la relatividad especial declara la imposibilidad de detectar la
velocidad absoluta de un sistema de referencia; nuestro principio de
invariancia declara la imposibilidad de medir el factor de escala de las dis-
tintas unidades a partir de las leyes fisicas.

2.7 Critica a la teoria de Weyl

Al final del articulo en que Weyl presentaba su teoria se encuentra una
valoracion critica de Einstein. En ella reconocia que si los rayos luminosos
fueran la tinica forma para la determinacion de las relaciones métricas, la
teoria de Weyl no tendria problemas; no obstante, como el tiempo propio se
puede determinar tendria como consecuencia que las longitudes y las tiem-
pos dependerian de la prehistoria de los instrumentos de medida, y por tanto
no existirian lineas espectrales definidas de los elementos quimicos.

Pauli desarrollé con més precision esta critica que reconstruimos a
continuacién.Vamos a considerar un campo gravitatorio estatico y un poten-
cial electroestatico ¢ que al igual que las componentes del tensor métrico
son independientes del tiempo, aunque ambas pueden depender de la posi-
cion espacial. Las componentes del potencial vector magnético las supone-
mos nulas, o sea las componentes espaciales de la conexion métrica que,
Pauli identifica con el tetrapotencial electromagnético, son nulas ¢, =0.

Notemos que se puede hacer un cambio de calibracién tal que se manten-
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gan las mismas condiciones anteriormente impuestas. Como las nuevas com-
ponentes del tetrapotencial tienen que ser nulas, entonces se obtiene que la
funcién de cambio de escala Ano puede depender de las coordenadas espa-
ciales. Como ¢, tiene que ser constante entonces tiene que cumplirse

———cte
Aox°

como ¢, es constante siempre podremos poner

1 04

A dx
donde & es un namero arbitrario que define el cambio de calibracién, enton-
ces por (11.5) la cuarta componente del tetrapotencial es

¢E) =ag,. (17)
que representa el tinico cambio de calibracién que mantiene las condiciones
que hemos impuesto al tetrapotencial electromagnético.

(8.5) nos da la variaciéon que experimenta el médulo de un vector cuando
se traslada paralelamente entre dos puntos cuyas diferencias de coordena-
dases dx* . Al integrar (8.5) entre los sucesos P, y P tendremos

- ]. dx"

A=A4ye , (2.7)
donde 4, es el valor del modulo del vector 4’ en P, y en general la integral
depende del camino que se haya seguido en el desplazamiento del vector.

Supongamos ahora un reloj fijo en un punto del espacio y que se encuen-
tra sometido al campo electromagnético de tetrapotencial ¢, = (¢, 0) , sien-
do ¢ constante. Si 7, es el periodo en el instante P,, en un instante posterior
P el periodo serd 7 ya que por (2.7) el modulo del vector formado por los
momentos extremos del periodo del reloj d x* ( cT, O) viene afectado por el
campo electroestatico. Larelacion entre los periodos del reloj sera

=7 e (3.7)
siendo f la diferencia entre los tiempos coordenados de los sucesos Py P, .
Consideremos dos relojes exactamente iguales, mientras que uno perma-
nece en un punto del espacio en el que hay un potencial electroestatico ¢, el
otro es trasladado a un punto en que el potencial es ¢,. Pasado un tiempo
coordenado t ambos relojes se vuelven a reunir y por (9) se encontrara que la
relacién entre sus marchas serd
o ~c!(0=02)

b
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si elegimos otra calibracion del tipo (1.7) entonces la relacion entre las mar-
chas de los dos relojes seria
e _aCt(¢’1_¢2)

>

Pauli concluia su razonamiento con las siguientes palabras: «En particular,
este efecto seria notado en las lineas espectrales de una sustancia dada, y las
lineas espectrales de una definida frecuencia no existirian. Por muy pequefio
que a sea elegida, las diferencias se incrementarian indefinidamente con el
curso del tiempo».

3.7 La teoria de Weyl y el principio de invariancia
de escala de unidades
Los relojes fisicos marcan su tiempo propio. Supongamos un reloj fijo en
un punto del espacio, entonces un intervalo infinitesimal de su tiempo pro-
pio viene dado por

Las reglas de medida miden longitudes propias. La longitud infinitesimal de
una regla es dada por

dI* =y ,gdx“dx”
donde ay 3 varian de 1 a3y el tensor métrico tridimensional 7,5 es

_80a80p
yaﬂ - - gaﬁ .
&o0
Observamos que el tiempo propio y la longitud propia cambian ante una

transformacién conforme por
dr'=Adr; dl'=2dl.

Como el tiempo que se mide fisicamente es el propio de un reloj y las
longitudes que se miden son las propias de una regla de medida, significa
que las relaciones anteriores cabe entenderlas como un cambio de escala de
las unidades de tiempo y de longitud, obedeciendo ambas a la misma ley de
transformacién. Por tanto la transformacién conforme es en realidad lo que
hemos llamado un cambio de escala de unidad.

Debemos aceptar la validez del principio de invariancia frente a transfor-
maciones conformes, que nos dice que todas las ecuaciones fisicas quedan
inalteradas cuando se hace una transformacién conforme. O dicho de otra
forma, la transformacion conforme no es mas que una operacion matematica,
no una alteraciéon del mundo fisico.

Un reloj recalibrado estara marcando segundos de distinta duracién, y
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esta duracién va a depender de su posicion espacio-temporal. Cuando se
mide la duracién de un mismo fenémeno fisico que se da en lugares diferen-
tes del espacio y del tiempo, los relojes colcocados en esos lugares marcaran
tiempos diferentes, pero esto no quiere decir que los fenémenos hayan tenido
duraciones diferentes. Sien vez de medir los segundos que dura este fenéme-
no, lo que hacemos es contar el nimero de oscilaciones del reloj, entonces
encontramos siempre el mismo ntimero, ya que el nimero de oscilaciones es
adimensional y no esta afectado por la calibracién.

Debemos de notar que cuando hacemos la operacién de cambio de escala
de unidad correspondiente a una transformacién conforme, las constantes
fisicas pueden verse alteradas. Por ejemplo, como la ecuacién dimensional
de la constante de gravitacién universal es

[G]=LTM"!
entonces su valor cambiara segin
G'=1G.
Por su parte la constante de Planck cambiara segtin

[h]=L°T"'M =  W=ih

En la critica de Pauli a la teoria de Weyl 7 es el tiempo marcado por el
reloj, que va a depender del potencial electroestético segtin la expresion (3.7),
pero esto sélo es debido a que la unidad segundo es definida de manera
diferente en los instantes que van de Pa P, . Entonces (3.7) se refiere a lo que
marca el reloj que mide unidades de tiempo, no al tiempo que ha transcurri-
do; en efecto, lo que marca el reloj son segundos, cuya definicién va cambian-
do con el tiempo y este cambio de definiciéon de la unidad segundo lo refleja
el reloj*. Esta diferencia de marcacién desaparece cuando para medir el tiem-
po usamos una magnitud adimensional. Por ejemplo, si el tiempo es medido
por el nimero de oscilaciones de un reloj de péndulo, lo que «marcaria» el
reloj seria independiente del potencial eléctrico al que estuviera sometido el
reloj de péndulo.

No se puede mantener la critica de Einstein sobre la inexistencia de lineas

* Se entiende que el reloj fisico debe tener un mecanismo que lo ajuste segun la
calibracion que hayamos definido, de tal manera que pueda convertir el nimero
de sus oscilaciones en segundos de tiempo. Naturalmente, el ajuste al que nos
referimos en el texto no significa que todos los relojes fisicos alteren su «marcha»
de forma automatica cuando hacemos un cambio de calibracién. Como queda
dicho los fenémenos fisicos (y en particular las oscilaciones de un reloj) no quedan
alterados cuando se cambia de calibracion.

1 58 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA



Wenceslao Segura Gonzdlez

espectrales definidas. Las leyes que rigen su emisién no son alteradas cuan-
do hay una transformacién conforme, por lo tanto la emisién quedara inalte-
rable, lo tinico que varia es el valor numérico de la frecuencia de la emisién.
Por tanto la prehistoria de un atomo no altera sus lineas espectrales, que
siempre estaran ubicadas en el mismo lugar del espectro, aunque segtn el
lugar de medicion se le asigne frecuencias diferentes.

Si bien la calibracion no aparece en las leyes fisicas y por tanto a partir de
ellas no se puede medir la funcion de cambio de escala A, sise puede deter-
minar esta funcién a partir de medidas espacio-temporales. Para ver este
asunto vamos a definir la calibracién natural como aquella en que las defini-
ciones de las unidades fisicas son independientes de la posicién y del tiem-
po y ademas coinciden con las definiciones del Sistema Internacional de
unidades. Esta es la calibracién que usamos en Fisica, por la simple razén
que nos simplifica el estudio de la naturaleza.

Enla escala natural de tiempo el segundo es la duracion de 9.192 631.770
periodos de la radiacién correspondiente a la transicion entre dos niveles
hiperfinos del estado fundamental del 4tomo de cesio 133. Sinuestros apara-
tos de medida nos mostraran, por ejemplo, que el segundo es la mitad de
9.192,631.770 oscilaciones del atomo de cesio 133, entonces comprobaria-
mos que estos aparatos estan calibrados en una escala diferente de la natu-
ral, concretamente en una que daria lugar al tensor métrico

gix =28 = A=2
donde g, es el tensor métrico correspondiente a la calibracién natural.

Por lo que hemos dicho esté claro que una regla de medida no altera su
magnitud cuando se hace una transformacién conforme. Lo que se produce
es uncambio de unidad de longitud, de tal forma que la longitud de la regla
(expresada por ejemplo en metros) tendra un valor que va a depender de su
posicién espacio-temporal. Si tenemos dos reglas iguales situadas en un
mismo punto y trasladamos una de ellas haciendo un recorrido cerrado, las
dos reglas continaran teniendo la misma longitud cuando vuelvan a coinci-
dir. Las longitudes que se midan de esas reglas cuando estdn en puntos
diferentes serdn valores diferentes, naturalmente debido a que la unidad
metro es diferente en un punto que en otro.

Si dos relojes iguales tienen la misma marcacién cuando estan juntos y
uno de ellos realiza un recorrido cerrado y se vuelven a comparar entre si
cuando coinciden de nuevo, entonces la marcacion de los dos relojes no tiene
que ser la misma. Si siempre marcaran lo mismo, con independencia del
camino recorrido por el reloj mévil, decimos que la geometria espacio-tempo-
ral es integrable, en caso contrario seria no integrable. Dentro de la teoria de
Weyl, en el primer caso no existe campo electromagnético pero silo hay en el
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segundo.

La diferencia entre los dos casos considerados de longitud y tiempo radi-
ca enque el relojno sélo mide la unidad de tiempo, sino que es un dispositivo
que «acumula el tiempo», algo que no ocurre con una regla de medida.

4.7 Analisis de la critica de Pauli

Las coordenadas espacio-temporales tienen unidades, dx“ tienen uni-
dad delongitudy dt de tiempo. Estas unidades son las que corresponden a
la unidad elegida para la velocidad de la luz c. De tal forma que si ¢ es
expresada, por ejemplo, en m/s entonces dx“ se mide en metrosy d¢ en
segundos.

Hay que observar que las dx* no son distancias, s6lo representan dife-
rencias de coordenadas entre dos puntos muy cercanos. Esto quiere decir
que sus unidades no son alteradas cuando se hace un cambio de escala, ya
que ésta es una alteracién de las longltudes y del tiempo. Dicho de otra forma
el coeficiente I no esta multiplicando a dx " en el elemento de linea, sino que
multiplica a las componentes del tensor métrico y por tanto a las distancias
y tiempos propios. Para mostrar esta circunstancia vamos a representar a las
unidades de dx* con el simbolo dimensional L', indicando con ello que se
trata de la unidad de longitud pero que no es alterada en una transformacién
conforme y con esta notacién la distinguimos de la dimensién L que es tam-
bién longitud pero el valor de la correspondiente unidad cambia en una
transformacién conforme. Con este concepto el tensor de Ricci y la curvatura
escalar tiene de dimensién L'~* . Como d¢ es adimensional por (6 5) y por
tanto no se ve afectada por un cambio de unidades y como dx” tiene de
dlmensmn L', entonces la conexién métrica ¢, debe tener de dimension
L' Eltensor

T ox' axt
tiene de unidad L' . Indicar que la densidad lagrangiana usada por Weyl

en su teoria
£=\g(R*+xFyF ")
tiene la dimension L' , mientras que la correspondiente accién
1=[g(R?+ yFyF*)dQ
es adimensional, puesto que d Q tiene de dimensién r siemprey cuando
estemos en una variedad tetradimensional.

Las componentes de la conexién métrica ¢, no son idénticas al
tetrapontencial electromagnético @, , mientras que las primeras tienen la

1 60 TEORIA DE CAMPO RELATIVISTA



Wenceslao Segura Gonzdlez

unidad de inversa de la longitud, la segunda viene dada en voltios. Podemos
relacionar estas dos magnitudes mediante

P =KD,
K es una constante con las dimensiones de la inversa de voltios por metro,
para que asi @, venga expresado en voltios, 0 mas concretamente
[x]=ML’T47'L".
Ahora bien, la unidad amperio se ve afectada en un cambio de las unidades
de longitud y tiempo, sin embargo la carga eléctrica queda inalterada, es
decir que si Q es el simbolo dimensional de la carga eléctrica tenemos
[x]=ML*T 207 'L
que nos muestra claramente que la constante ¥ no es modificada en una
transformacion conforme, porque si bien L y 7 varian con la misma ley, L’
queda inalterable. Notemos, por tltimo, que el valor numérico de x es arbi-
trario.

Las consideraciones anteriores nos lleva a completar el razonamiento de
Pauli. Si definimos el tetrapotencial electromagnético por

0" =(p,cA)
con A el vector magnético, entonces

donde g, aligual que ¢ y x son independientes del tiempo. Entonces la
relacion entre las marchas de los dos relojes es

e —akgyct(0,-9,) —e —Bet(9,-9,)

donde /3 es una constante indeterminada que no depende del tiempo, aun-
que puede depender de la posicion.
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