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Resumen

Se presenta el estudio de propiedades geométricas de un cuadrildtero inscrito
en una circunferencia, en un plano de Minkowski. Se estudian las relaciones entre
los cuatro tridngulos formados por los vértices del cuadrilatero, sus antitridangulos y
puntos de simetria, sus baricentros y otros puntos asociados con dichos tridngulos,
respectivamente. Se introduce la nocién de anticuadrilatero y se extiende la nocién
de circunferencia de Feuerbach de un cuadrildteros, inscritos en una circunferencia,
a planos de Minkowski en general.

Palabras claves: C-ortocentro, sistemas C-ortocéntricos, planos de Minkowski,
cuadrilateros, baricentros, ortogonalidad isosceles.

Abstract

The study of geometric properties of a inscribed quadrangle in a circle, in a
Minkowski plane is presented. We study the relations between the four triangles
formed by the vertices of the quadrangle, its anti-triangles and points of symmetry,
its barycenters and other points associated with such triangles, respectively. The
notion of anti-quadrangle is introduced and extends the notion of Feuerbach circle
for quadrangles, inscribed in a circle, to Minkowski planes in general.

Key words: C-orthocenter, C-orthocentric systems, Minkowski plane,
quadrangles, barycenters, isosceles orthogonality.



1 Introduccion

En 2007, la matematica M. Spirova y el matematico H. Martini introdujeron la nocién de
circunferencia de Feuerbach de un cuadrilatero inscrito en una circunferencia y muestran
algunas propiedades de esta en planos de Minkowski estrictamente convexos (ver [5]).
En el presente articulo, usando las nociones de C-ortocentro y sistemas C-ortocéntricos
introducida por T. Rosas y W. Pacheco en [11], se extiende dicha nocién a planos
de Minkowski en general y se estudian algunas propiedades de la circunferencia de
Feuerbach de un cuadrilatero incrito en una circunferencia, relacionadas con las nociones
de baricentro, ortogonalidad isésceles y otras circunferencias asociadas con los triangulos

formados con los vértices del cuadrildtero.

Denotemos por (R?, ||o||) = M a un plano de Minkowski cualquiera con origen O,
circunferencia unitaria C y norma ||o||. Para cualquier punto x € M y A € R™, llamemos
al conjunto C(z, \) := x + A\C la circunferencia de centro en x 'y radio \. Para = # y,
denotemos por (x,y) a la linea que pasa por z y y, y por [z,y] el segmento entre z y y
(ver [3, 11, 13]).

Para puntos z,y € M, se dice que x es ortogonal isdsceles a y si ||z + y|| = ||z — yl|, ¥
lo denotaremos por x| ;y. Una propiedad de esta ortogonalidad que nos serd de utilidad
es la siguiente: para x,y € M tales que x_Ljy, entonces y_L jx, es decir, la ortogonalidad
isésceles es simétrica (ver [1, 6, 7]).

Para p € M, denotemos por S, a la simetria con respecto al punto p, dada por la
expresién Sy,(w) = 2p—w para w € M. H, ), denotara la homotecia con centro p y razén
k (k € R), y estd dada por Hy,(w) = (1 — k)p + kw para w € M. Recordemos que las
simetrias son isometrias en planos de Minkowski, es decir, ||.S,(w) — Sp(v)|| = ||lw — v||
para todo w,v € M (ver [8, 11, 13]). Para =,z € M, sean e un punto en el segmento
[x, z], w uno sobre la prolongacién del [z, z] y zgp = Sy (z). Diremos que los puntos e y
w son conjugados armonicos de x'y z, si He _(2) =2y Hy —p(20) = x, con k € Z (ver

[13]).

Para puntos 1, 22, x3 € M denotemos por Azixzexs al tridngulo de vértices x1, x2, x3.
Si ps € M, diremos que el Apipaps es el ps-antitridngulo del Axixoxs, si p;i = Sm, (pa)
para i = 1,2,3, con m; los puntos medios de los lados del Axizoxs. Al Amimaomsg
lo llamaremos tridngulo medial del Axixoxs. Diremos que ps es un circuncentro del
Azyzoxs, si ||ps — x1|| = ||pa — z2|| = ||pa — x3||. Si tal ps existe, es el centro de una
circunferencia que pasa por los vértices del Axyxoxs que llamaremos circunferencia
circunscrita 'y a su radio el circunradio (ver [11, 13]). Denotemos por C(Axjxoxs3) el
conjunto de los circuncentros del Axjxoxs.

Diremos que el punto z4 es el C-ortocentro del Axjixoxs, asociado a py, si
pa € C(Azixox3) y se cumple que Sy(ps) = x4, donde ¢ es el punto de simetria del
Azizoxs y su pg-antitridngulo. Ademds, al conjunto {zy,z2,x3,24} lo llamaremos
sistema C-ortocéntrico si exite py € C(Axijxows) tal que cumple con lo anterior.
Denotemos por H(Azjxsxs) el conjunto de C-ortocentros del Azjzoxzs. Llamaremos



circunferencia de Feuerbach del Axzixox3 a la circunferencia que pasa por los puntos
medios del Axixoxs y los puntos medios de los segmentos formados por el C-ortocentro
del Azixox3 y los vértices del mismo (ver [5, 11, 13]).

Denotaremos por [pypapsps al cuadrilatero de vértices p1, po, p3 y ps4. Diremos que
este es un paralelogramo si sus lados son paralelos dos a dos. Diremos que una C(x, \) es
circunscrita del [ pypapsps si ||z — pi|| = A\ para ¢ = 1,2,3,4 (ver [8]). Denominaremos
circunferencia de Feuerbach de un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, a la
circunferencia que pasa por los centros de las circunferencias de Feuerbach de los
tridngulos que se pueden formar con los vértices del cuadrilatero (ver [5, 13]).

2 Preliminares

Los siguientes resultados son necesarios para la investigacion.

Lema 2.1. (ver [5]) Sea M wun plano de Minkowski. Si para x,y € M se tiene que
[z] = [lyll, entonces (z +y)Lr(z —y).

Teorema 2.1. (ver [11, 13]) Sea M wun plano de Minkowski. Sean xi, x2, T3 Yy p4
puntos en M. Sean my, mo y ms los puntos medios de los segmentos [xo, x3], [x1,x3] y
[x1, x2], respectivamente. Definamos los puntos p; = S, (pa), para i = 1,2,3, entonces
se cumple lo siguiente:

1. Los segmentos [x;,p;] tienen el mismo punto medio q, para i = 1,2,3. Ademds,
2(q —m;) = x; — ps para i = 1,2,3, es decir, g = LTI

2. Sixy = Sq¢(pa), entonces x; — xj = pj — p; para {i,7} C {1,2,3,4}.
3. x; —pj = pr — x1, donde {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}.
4. Sig= %7 entonces Hy _o(pa) = 4.

Teorema 2.2. (ver [12]) Sean py € C(Axixows), Apipaps el ps-antitridangulo del
Azyx973, q el punto de simetria de dichos tridngulos y x4 = Sy(pa), entonces se cumple:

1. Los puntos p; y x; son circuncentros de los tridngulos Az;xpx; y Apjpppr, para
{i,7,k, 1} ={1,2,3,4}, respectivamente. Los circunradios de dichos tridngulos son
iguales entre si.

2. Los puntos medios de los lados del Ax;xjxy y su pj-antitridngulo, estan en la
circunferencia de centro q y radio ||qg — mi||, para {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}.

3. (g, lg =mall) = H,, 1(C(pas P2 — x1l))). En particular, ¢ = H,, 1(ps)
Corolario 2.1. (ver [12]) Con las hipétesis del teorema anterior se cumple lo siguiente:

1. La circunferencia de los seis puntos (circunferencia de Feuerbach) de los triangulos
Apipepr y Axjrrx; coinciden, y su centro es q.



2.

3.

qg= w para {Z7j7k7l} = {1,2,3,4}

T =T+ T+ a2 — 2p; para {Z7jvkvl} - {1a27374}'

3 Resultados y pruebas

En esta seccién se presentan los resultados principales del trabajo. El siguiente teorema
estudia propiedades de un cuadrildtero inscrito en una circunferencia. Presenta una
expresion analitica para el centro de la circunferencia de Feuerbach del cuadrilatero, en
funcién de sus vértices y el centro de la circunferencia que lo contiene.

Teorema 3.1. Sean p1, p2, p3 y ps cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowsks,
pertenecientes a la C(x, ). Sea q; el punto de simetria del Ap;ppp; y su x-antitridngulo,
y hi = Sq,(z) el C-ortocentro del Ap;prpi, para {i,j,k, 1} ={1,2,3,4}, entonces:

1.

S

Proof. Por el item 1 del Teorema 2.2, se tiene que ¢ =

Los segmentos [h;.p;] tienen el mismo punto medio q. Ademds,

_ prtp2tp3t+ps—2x
7= 2

hi — hj = p;j — pi para {i,j} C {1,2,3,4}.

Los segmentos [hi, hj] y [¢i, q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}.
Siw = Sy(z), entonces h; € C(w, ) para i =1,2,3,4.

qi € C(q, %) parai=1,2,3,4.

Cla, ) = H,,1(C(z,N)).

D=

Siomi; = % Yy xij = Sm,,(x) para {i,j} C {1,2,3,4}, entonces x;; es

circuncentro de los tridngulos que se forman a partir de los puntos p;, p;, hi y
hi para {i,j, k,1} = {1,2,3,4}.

; —T
Pj+Pk 2+pl para

{Z.7j7k7l} — {1, 2,3,4} Luego,

pithi=pi+2q —x=pi+pj+tpetp—22=p+p2+ps+ps—2

y por tanto,

_ p1+p2t+p3tps—2
q= 5 ,

Como

pithi _pjthy
2 2

para {i,7} C {1,2,3,4}, entonces h; — hj = p; — p; (ver Figura 1).
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Por otro lado,

hi — hj = Sy, (x) — Sy, (v) = 2¢; — x — 2¢; + v = 2(qi — ¢5),

entonces los segmentos [hi, hj] y [gi,q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}. Como

w = S4(x), se tiene que w = p1 + pa + p3 + ps — 3x. Asi,

lw— hi|| = |[p1 + p2 + p3 +ps — 3z — (pj + P + 01 — 22)|| = |[pi — x| = A

para {i,7,k,l} ={1,2,3,4} y por tanto, h; € C(w,\) para i = 1,2, 3,4.

Figure 1: Clircunferencia de Feuerbach C(q, %) del cuadrildtero

Luego,
pi —x
2

\lprtp2tpstps—20 pitpetp—a

para {i,7,k,l} = {1,2,3,4} y por tanto, ¢; € C(q, %) para i = 1,2, 3,4. Notemos que

1 L _pitprtpstps—2r

(x):(l_i)w+§x > =q,

H

w,

N



lo que implica que C(q, %) = H, 1(C(x,\)). Por 1ltimo, observemos que

N[

lij —pill = lI2mi; — 2 —pil| = llp; — 2| = A
ij —pill = l12mi; — 2 —pjll = lpi —z| = A
lzij — hiell = [2my —2 — (pi +pj + o0 —22)|| = ||z —pul| = A
lzij — hall = 12mij — 2 — (pi +pj +pp —22)|| = ||z — pel| = A

para {7,7,k,1} = {1,2,3,4} y por tanto, p;, p;, hi, hy € C(zi5,A), es decir, el punto z;;
es circuncentro de los tridngulos que se forman a partir de los puntos p;, p;, hi y h; para
{i,j,k,1} ={1,2,3,4}. O

Tomando en cuenta la construccién presentada en el Teorema 3.1, llamaremos al
cuadrilatero [ hyhohshy el x-anticuadrildtero del cuadrildtero [ pipopsps, v al punto g
el punto de simetria del cuadrilatero [Ipypapsps v su z-anticuadrilatero, es decir,

Definicion 3.1. Dados cuatro puntos pi, p2, p3 y psa del plano, pertenecientes
a la C(z,\), diremos que el [Jhihohshy es el z-anticuadrildtero del [pipopsps, si
hi = Sy, (x), donde ¢; es el punto de simetria del Ap;prp; y su z-antitridngulo para
{i,j,k,1} ={1,2,3,4}.

El siguiente teorema relaciona los vértices de un cuadrilatero y su anticuadrildtero,
con la nocién de sistemas C-ortocéntricos y la circunferencia de Feuerbach del
cuadrilatero.

Teorema 3.2. Sean p1, p2, p3 Yy ps cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowsks,
pertenecientes a la C(xz, ). Sea q; el punto de simetria del Ap;ppp; y su x-antitridngulo,
hi = Sq,(z) el C-ortocentro del Apjprp; para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}, y z; = S¢(¢;) para
i =1,2,3,4, entonces se tiene que:

1. w es circuncentro del Ah;hjhy para {i,j,k} C {1,2,3,4}.

2. H

w

(pi) = @i parai=1,2,3,4.

3

3. El punto z; es el punto de simetria del Ahjhiph; y su w-antitridngulo, para
{i,j,k,1} ={1,2,3,4}.

4. q € C(qi, %) parai=1,2,3,4.

5. El punto z; estd en la circunferencia C(q, %) parai=1,2,3,4.

6. Los puntos h;, hj, hy y p forman wun sistema C-ortocéntrico para
{i7j7k7l}:{1727374}'

Proof. Por el {tem 4 del Teorema 3.1, el punto w es circuncentro de los tridngulos
Ahihjhy para {i,j,k} C {1,2,3,4}. Los item 5 y 6 del Teorema 3.1 dicen que
H, 1(p;) =q;parai=1,2,3,4. Por el item 1 del Teorema 3.1, ¢ es el punto de simetria

1
’LU,E



de los cuadrilateros [Ipipapsps y [Jhihohshs. Por tanto, S,(¢;) = z; es el punto de
simetria del Ah;hjhy y su w-antitridngulo para {i,j,k} C {1,2,3,4}. Luego,

bi—x
2

g - aill = \

prtp2tp3tps—20 <pj + P+ —LU)H _ ‘
2 2

para {i,j, k,l} = {1,2,3,4}. De manera que ¢ € C(q;, %) para i = 1,2,3,4 (ver Figura

Figure 2: Interseccion de circunferencias de Feuerbach

De manera similar, usando el item 5 del Teorema 3.1 y el hecho de que z; = S;(g;)
para i = 1,2,3,4, se tiene que el punto z; estd en la C(q, %) para ¢ = 1,2,3,4. Por
ultimo, dado que w es circuncentro de los triangulos Ah;hjhy para {i, j,k} C {1,2,3,4},
basta ver S.,(w) = p; con i = 1,2,3,4, para tener que {h;, hj, hy,p;} es un sistema
C-ortocéntrico para {1, j, k,l} = {1,2,3,4}. Por tanto,

Sy(w) = 2z —w=2(5(¢)) —w=2(2¢—q) —w=49 —w —2¢; =
= 2(p1+p2+p3+ps—2x)— (p1 +p2+p3+ps—3x)—2¢q; =
= pi+p+p3+pr—a—(pj+pr+p—x)=Dp;i

para {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}. O



Un resultado que se deduce facilmente del Teorem 3.1 y el Teorema 3.2 es el siguiente:
Corolario 3.1. Con las mismas hipdtesis del corolario anterior, se tiene que:

1. Los segmentos [p;, p;] y [2i, 2] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}.

2. Los segmentos [q¢;,q;] y [2i, 2] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}.

3. C(g,3) = H, 1(C(w, \)).

Tomando en cuenta el Teorema 3.1, el Corolario 3.2 y que C(q, %) es la circunferencia

de Feuerbach del cuadrildtero inscrito en la circunferencia C(x, ), se tiene el siguiente
resultado:

Corolario 3.2. Sean p1, p2, p3 y ps cuatro puntos en un plano de Minkowski,
pertenecientes a la circunferencia C(x,\). Sea h; el C-ortocentro del Ap;pyp; asociado
a x, para {i,7,k, 01} = {1,2,3,4}, entonces las circunferencias de Feuerbach de los
cuadrildteros [ pi1papsps y LI hihohshy coinciden.

Proof. Del item 5 del Teorema 3.1 y los item 3 y 5 del Teorema 3.2, se obtiene que
las circunferencias de Feuerbach de los cuadrilateros [ pipopsps v [ hihohshy coinciden
(ver Figuras 2y 1). O

El siguiente teorema relaciona los vértices de un cuadrilatero inscrito en una
circunferencia, los puntos medios de sus lados y el centro de su circunferencia de
Feuerbach, con la nocién de ortogonalidad isésceles, tal y como sigue:

Teorema 3.3. Sea [ pi1papsps un cuadrildtero inscrito en la C(xz, \) y sea q el centro de
la circunferencia de Feuerbach del [1pipapsps. Simi; es el punto medio del segmento
[pi, pj], entonces
1
(g = mij) L5 (P = 1)
para {i,j, k,1} = {1,2,3,4}.

Proof. Por el item 1 del Teorema 2.1, se tiene que

_ prtp2t+p3t+ps—2x
1= 2

Asi,
1
q—mi; = 5(1% +p — 2x)

Dado que [|py — z| = [|p1 — =[], entonces

Pr+ D Pk — DI
R )L
(5t -e) i (257)




por el Lema 2.1, pues

Pk—T  pL—x| ||Pk+Di
+ = —x
2 2 2
y
pe—x (o2 \|| _||PE— P
2 2 2

para {ivja k, l} = {1’ 2,3, 4} y por tanto, q—ngllé(pk—]?l) para {i’j7 k, l} = {1’ 2, 334}
O

Tomando en cuenta el Teorema 3.3 y que las simetrias son isometrias en los planos
normados, se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.3. Sea [ pipapsps un cuadrildtero inscrito en la C(xz, \) y sea [Jhyhahshy
su x-anticuadrildtero. Sea q el centro de la circunferencia de Feuerbach de dichos
cuadrildteros. Si ki; es el punto medio del segmento [h;, hj], entonces

1
(q — kij) lli(hk — hy)
para {Z.’j’ ]{:7l} = {1727 374}'

El siguiente teorema relaciona: los puntos de simetria de los tridngulos formados
con los vértices de un cuadrilatero dado y sus antitriangulos; los puntos de simetria de
los triangulos formados con los vértices del anticuadrilatero del cuadrilatero dado y sus
antitridngulos; y la circunferencia de Feuerbach del cuadrilatero.

Teorema 3.4. Sean el [pipopsps inscrito en la C(x,\) y [Dhihohshy su
x-anticuadrildtero, con punto de simetria q. Sea gq; el punto de simetria del Ap;ppp
y su x-antitridngulo, para {i,7,k,1} = {1,2,3,4}. Sea g; el baricentro del Apjprp; para
{1,7,k,1} ={1,2,3,4}. Sea w = Sy(z), entonces se tiene que:

1. Los puntos medios de los segmentos [w,p;| y [x, hi] estdn en la circunferencia de
Feuerbach del LIpipapsps, para i =1,2,3,4.

2. SireC(x,\), entonces el punto medio del segmento [w,r] estd en la C(q, %)

3. El punto de interseccion de los segmentos [p;, gi|, para i = 1,2,3,4, es el punto
medio del segmento [x,q|, es decir, es el punto H, 1(z).
’2

4. Los puntos H, 1(x) y = son conjugados armdnicos de los puntos H, 1(x) y q.
'3 ’2

Proof. 1. Dado que la circunferencia de Feuerbach del cuadrilatero dado es C(q, %), basta
ver que para ¢ = 1,2, 3,4 se cumple

w + p; 29 —x+p; 1H || A
—_ = —_ —_—mm = — ||lx — . = —
q 9 q 9 9 pi

[\



B T+ h; B B T+ 29— p; _1||33_ H_i
1 2 || 2 =9 pill =5

2. Dado que r € C(z, \), se tiene que ||z — w| = . Luego,

Hq_(wy)H:Hq_ <2q_2m+r>H:;Hx—w||=;.

Ps

Figure 3: Circunferencias de Feuerbach y puntos conjugados armonicos

3. Tomemos las parametrizaciones de los segmentos [p;, g;], para i = 1,2,3,4, dadas
por (1 —t)p; +tg; con t € R. Como g; = %’ﬁpl para {i,7,k,l} = {1,2, 3,4}, entonces

P+
(1 t)p o (PEERER)

Haciendo t = % se obtiene que el punto de interseccién es

p1+p2+p3+pg _4q-=
4 2

4.Sean d = Hq%(x) y f = Sa(x). Observemos que Hy _o(x) = wy Hy _o(d) = w,
con lo que se tiene que los puntos H 01 (z) y x son conjugados arménicos de los puntos
Hqé(az) y ¢, de razén 2. O

Tomando en cuenta el teorema anterior y el hecho de que ¢ es el punto de simetria
de los cuadrildteros [ pipepsps y [ hihohshy, se tiene el siguiente corolario:

10



Corolario 3.4. Con la hipdtesis del teorema anterior, si z; = Sq(q;) para i =1,2,3,4,
se tiene que:

1. 7z = W = % parai=1,2,3,4.
2. Sir € C(w,\), entonces el punto medio del segmento [z,7] estd en la C(q,3).

3. El punto de interseccion de los segmentos [p;, Sq(9:)], para i =1,2,3,4, es el punto
medio del segmento [w,q|, es decir, es el punto H, 1(w).
2

4. Los puntos H, 1(w) y w son conjugados armdnicos de los puntos H, 1(w) y q.
'3 ’2

El siguiente lema muestra relaciones existentes entre la circunferencia circunscrita
de un cuadrilatero dado y el cuadrilatero formado por los baricentros de los triangulos
formados por los vértices del cuadrilatero original.

Lema 3.1. Sea el [pipopsps inscrito en la C(x,\), en un plano de Minkowski, y g
el punto de simetria con su x-anticuadrildtero. Sean g; el baricentro del Ap;prp; para
{i,j,k,1} ={1,2,3,4}, entonces se cumple:

1. g; € Hq% (C(x, N)), es decir, g; € C(H, 1(z), %) para i =1,2,3,4.

3
2. 9i — 9j = %(pl _p]) para {27]} - {1727374}

3. H, 2(z) es el punto de simetria del [Jg1929394 y su H, 1 (z)-anticuadrildtero.
'3 3

4. x es el centro de la circunferencia circuncrita del Hq;(m)-anticuadrildtem del
'3
L g1929394-

Proof. 1. Sea w € C(x,\). Veamos que C(Hq%(x), %) =H, 1(C(z,))) (ver Figura 4)

1 A
|H, ) - By @) = 5 e —all = 5.

Como g; es el baricentro del Ap;pypp; para {i,j, k,1} ={1,2,3,4}, se tiene que

1
'3

gi = W. Asi, por el item 1 del Teorema 3.1 tenemos que
4 _||Pj +Dpr+ D1 29+ 1 ' A
o 1, )] = | PR R (2222 | -l = 5.
2. Teniendo en cuenta que g; = W y g = W es claro que
1
9i = 9i = 3(pi = pj)-
3. Aplicando el item 1 del Teorema 3.1 obtenemos que
g1+92+ 93+ 9 _2Hq,%($) _ 3l tgatygstgs) —dg—2r
2 6
3(p1 +p2 +p3+pa) —2(p1 +p2 +p3+pa) + 22

6
_ pit+prtp3tps—2x+4r 1 2

11



Figure 4: Clircunferencia C(s, %) de los baricentros.

4. Como Hqg(:c) es el punto de simetria entre el [pipopsps vy su
'3

H, 1 (z)-anticuadrildtero, basta ver que Sy , (4)(H, 1(2)) =z (ver Figura 4).
'3 a3 '3

2q + 4x 2+
x) = — =x
3 3

O]

El siguiente lema nos muestra la relacién de un cuadrildtero incrito en una
circunferencia con los puntos medios de los segmentos formados por el punto de simetria
del mismo con su anticuadrildtero, y los vértices del cuadrilatero dado.

Lema 3.2. Sea el cuadrildtero [ pipapsps inscrito en la circunferencia C(x, \), en un
plano de Minkowski, y q el punto de simetria con su x-anticuadrildtero. Sea e; el punto
medio del segmento [q,p;] para i = {1,2,3,4}, entonces se cumple:

1. Siw € Clz,\) y ty, = L5°, entonces t, € C(Hqé(ﬂ:),%). En particular,
ei EC(H%%(:E),%).
2. € — € = %(pl _p]) para {27]} C {1727374}

3. q es el punto de simetria del [Jejesezeq y su Hqé(x)-antz’cuadrildtem.
4. Heieseses = H, 1 (L p1papspa), es decir, e; = H 1(pi) parai=1,2,3,4.

1 1
2 2
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Proof. 1. Como w € C(x, \), entonces |w — x| = 3. Basta ver que Htw —H, ;(1‘)” = 2.
2

wtqg (gta\| _flw—=] A
2 2 a 2 927

I

Si hacemos w = p; para i = 1,2, 3,4 obtenemos el caso particular.

2. Dado que ¢; = &Pty e; = quj, es claro que

1
ei —ej = 5 (pi = Pj)-

para {i,j} C {1,2,3,4}

P3

Figure 5: Demostracion Teorema 3.2.

3. Por el Teorema 3.1 se tiene que

evtertesten—20,1(8) 94 p +py+pst+pi— 20
2 B 4

4. Veamos que H, (pi) = e; para i =1,2,3, 4.

1
2

_pitq
Hqé(pi) == = e;.

O]

Tomando en cuenta la definicién de los puntos e; presentada en el teorema anterior,
se puede deducir facilmente el siguiente corolario.
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Corolario 3.5. Sean el [1p1papsps inscrito en la C(x, \), en un plano de Minkowski,
y q el punto de simetria con su x-anticuadrildatero. Sean C(w,\), C(g, %), C(q', %) las
circunferencias circuncritas de: el x-anticuadrildtero del [1pipopsps, el Llpipapsps, el

g-anticuadrildtero del [1p1pap3ps, asociadas a q respectivamente. Sean m;; = % Y
nij = eﬁTeJ para {i,7} C {1,2,3,4}, entonces se cumple:

1. Eldmqagmsgamsgamyg es un paralelogramo.

2. El[njionesnsangy es un paralelogramo.
Proof. 1. Dado que m;; = @ para {i,7} = {1,2,3,4}, notemos que

M1o — Mo3 = M34 — M4l ¥ M4l — M12 = Moz — Maq, por tanto el LImimomsmy es un
paralelogramo.

Figure 6: Demostracion Lema 3.5.

2. Dado que n;; = eigej para {i,7} = {1,2,3,4}, notemos que ni2 — nog = Nzq — N4y
YV M41 — N12 = N9z — N34, por tanto el [Inisnogngsng; es un paralelogramo. ]

El siguiente lema muestra relaciones entre los puntos de simetria de los tridngulos
que se forman con los vértices de un cuadrilatero inscrito en una circunferencia, y los
puntos de simetria de los tridngulos formados con los vértices del cuadrilatero formado
por los puntos medios de los segmentos comprendidos entre los vértices del cuadrilatero
dado y el punto de simetria con su anticuadrilatero.

Lema 3.3. Sea el L pipapsps inscrito en la C(xz, \), en un plano de Minkowski, y q el

punto de simetria con su x-anticuadrildtero. Sean g; el punto de simetria del Apjprp; y

su z-antitridngulo, y b; el punto de simetria del Aejere; y su H, ;(I)—antitridngulo, para
’2

{i,j,k,1} ={1,2,3,4}, con e; = % para i = 1,2,3,4, entonces

1. g = Sy, (q) parai=1,2,3,4.
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2. C(q, %) = Hq,% (C(q, %)) En particular, b; € C(q, %) para i =1,2,3,4.

Proof. 1. Tomando en cuenta el item 2 del Teorema 2.1, el item 1 del Teorema 3.1,
obtenemos que

Pjitpktp T
Sbi(Q):2bi*q:€j+ek+el*Hq,%(lﬂ)*q:%*52%-

para {i,7,k,l} ={1,2,3,4}

Figure 7: Demostracion Lema 3.3.

2. Sea w € C(g, 3), por tanto ||w — g|| = 5. Asi,

[0 30 =4 = ‘ z_qH =gl —al =3

2

Por tltimo, tomando w = p;, se tiene que b; = H, (pi) € C(q, %), parai=1,2,3,4. 0O

1
2
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