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Chapitre 1

Introduction

1.1

Au milieu de ce siecle, I’électrodynamique semblait fondée en toutes ses
parties essentielles. Eveillé par 1’expérience d’(Erstedt, le génie d’ Ampere
avait créé et porté a un haut degré de perfection 1’étude des forces qui
s’exercent soit entre deux courants, soit entre un courant et un aimant;
Arago avait découvert 1’aimantation par les courants; Faraday avait mis
en lumiere les phénomenes d’induction électrodynamique et d’induction
électromagnétique ; Lenz avait comparé le sens des actions électromotrices
des courants au sens de leurs actions pondéromotrices ; cette comparaison
avait fourni a F. E. Neumann le point de départ d’une théorie de 1’induction ;
cette théorie, W. Weber I’avait formulée de son c6té, en s’appuyant sur des
hypotheses relatives a la loi générale des forces électriques ; enfin, H. Helm-
holtz d’abord, W. Thomson ensuite, avaient tenté de passer des lois d’ Ampere
aux lois découvertes par F. E. Neumann et par W. Weber, en prenant pour in-
termédiaire le principe, nouvellement affirmé, de la conservation de 1’énergie.

Deux objets seulement semblaient s’offrir a [’activité du physi-
cien désireux de travailler au progrés de [I’électrodynamique et de
I’électromagnétisme.

Le premier de ces objets était le développement des conséquences impli-
citement contenues dans les principes qui venaient d’étre posés; a la pour-
suite de cet objet, les géometres employerent toutes les ressources de leur
analyse ; les expérimentateurs mirent en oeuvre leurs méthodes de mesure les
plus précises ; les industriels prodiguerent I’ingéniosité de leur esprit inventif;

(2]



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et, bientdt, I’étude du courant électrique devint le chapitre le plus riche et le
plus vaste de la physique tout entiere.

Le second de ces objets, d’une nature plus spéculative et plus philoso-
phique, était la réduction a une commune loi des principes de 1’électrostatique
et des principes de I’électrodynamique. Ampere lui méme I’avait proposé aux
efforts des physiciens :

Il est donc completement démontré, disait-il, ! qu'on ne
saurait rendre raison des phénomenes produits par 1’action de
deux conducteurs voltaiques, en supposant que des molécules
électriques agissant en raison inverse du carré de la distance
fussent distribuées sur les fils conducteurs, de maniere a y demeu-
rer fluxées et a pouvoir, par conséquent, étre regardées comme
invariablement liées entre elles. On doit en conclure que ces
phénomenes sont dus a ce que les deux fluides électriques par-
courent continuellement les fils conducteurs, d’'un mouvement
extrémement rapide, en se réunissant et se séparant alternative-
ment dans les intervalles des particules de ces fils. . .

C’est seulement dans le cas ou I’on suppose les molécules
électriques en repos dans les corps ou elles manifestent leur
présence par les attractions ou répulsions produites par elles
entre ces corps, qu’on démontre qu’un mouvement uniformément
accéléré ne peut résulter de ce que les forces qu’exercent les
molécules électriques dans cet état de repos ne dépendent que de
leurs distances mutuelles. Quand I’on suppose, au contraire, que,
mises en mouvement dans les fils conducteurs par 1’action de la
pile, elles y changent continuellement de lieu, s’y réunissent a
chaque instant en fluide neutre, se séparent de nouveau et vont
se réunir a d’autres molécules du fluide de nature opposée, il
n’est plus contradictoire d’admettre que des actions en raison
inverse des carrés des distances qu’exerce chaque molécule, il
puisse résulter entre deux éléments de fils conducteurs une force
qui dépende non seulement de leur distance, mais encore des
directions des deux éléments suivant lesquelles les molécules
électriques se meuvent, se réunissent a des molécules de I’espece
opposée, et s’en séparent I’instant suivant pour aller s’unir a
d’autres. ..

1. Ampere. Théorie mathématique des phénoménes électrodynamiques uniquement déduite
de I’expérience, Paris, 1826. Deuxieme édition (Paris, 1883), pp. 96 et sqq.
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S’il était possible, en partant de cette considération, de prou-
ver que I’action mutuelle des deux éléments est, en effet, propor-
tionnelle a la formule par laquelle je 1’ai représentée, cette expli-
cation du fait fondamental de toute la théorie des phénomenes
électrodynamiques devrait évidemment étre préférée a toute
autre. ..

A la question qu’Ampere avait seulement posée, Gauss? formula une
réponse qu’il ne publia point : 1’action répulsive mutuelle de deux charges
électriques ne dépend pas seulement de leur distance, mais encore de la vitesse
du mouvement relatif de 1’'une par rapport a 1’autre ; lorsque les deux charges
sont en repos relatif, cette action se réduit a la force inversement proportion-
nelle au carré de la distance, connue depuis Coulomb ; lorsque, au contraire,
deux fils conducteurs sont, 1’un et I’autre, le siege de deux flux électriques
entralnant en sens opposé, avec une égale vitesse, I’'un 1’électricité positive
et ’autre I’électricité négative, ces deux fils conducteurs s’attirent I’un I’ autre
suivant la loi d’ Ampere.

Gauss s’était contenté de jeter sur le papier une formule qui répondait a la
question d’ Ampere ; son illustre éleve, W. Weber, 3 imagina une formule ana-
logue et en tira toutes les conséquences ; selon Weber, 1’action mutuelle de
deux charges électriques dépend non seulement de leur distance, mais encore
des deux premieres dérivées de cette distance par rapport au temps ; reprodui-
sant la loi de Coulomb lorsqu’on I’applique aux phénomenes électrostatiques,
la formule de Weber indique que deux éléments de courant s’ attirent suivant la
formule d’ Ampere ; en outre, elle fournit une théorie mathématique complete
de I’induction électrodynamique, théorie conforme de tout point a celle que
F. E. Neumann découvrait au méme moment, en s’inspirant des méthodes
d’ Ampere.

Grande fut tout d’abord la vogue de la doctrine de Weber ; la plupart des
physiciens jugerent, selon le mot d’Ampere, que “cette explication du fait
fondamental de toute la théorie des phénomenes électrodynamiques devait
étre préférée a toute autre.”

Toutefois, cette doctrine ne justifia pas les espérances qu’elle avait tout
d’abord suscitées ; bien que G. Kirchhoff# en ait tiré, pour I’induction au sein
des conducteurs d’étendue finie en toutes dimensions, une théorie qui a servi
de précurseur aux recherches de Helmholtz, elle ne conduisit a la découverte

2. C.F. Gauss, Werke, Bd. V, p. 616.

3. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, 1, Leipzig, 1846.

4. G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitt in Leitern (POGGENDORFF’S ANNA-
LEN, Bd. CII, 1857).

(4]
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d’aucun fait nouveau ; et, peu a peu, désespérés de la stérilité des spéculations
touchant les actions qu’exercent les charges électriques en mouvement, les
physiciens en détournerent leur attention qui n’y put €tre ramenée ni par les
hypotheses de B. Riemann, ni par les recherches de R. Clausius.

1.2

L’électrodynamique apparaissait donc, en 1860, comme un vaste pays
dont de hardis explorateurs ont reconnu toutes les frontieres ; I’étendue exacte
de la contrée semblait connue ; il ne restait plus qu’a étudier minutieusement
chacune de ses provinces et a exploiter les richesses qu’elle promettait a I’in-
dustrie.

Cependant, en 1861, a cette science qui semblait si completement
maitresse de son domaine, une région nouvelle et immense fut ouverte ; et I’on
put croire alors, beaucoup pensent encore aujourd’hui, que cette extension su-
bite devait non pas seulement accroitre 1’électrodynamique, mais encore bou-
leverser les parties de cette doctrine que 1’on regardait comme constituées
d’une maniere a peu pres définitive.

Cette révolution était 1’oeuvre d’un physicien écossais, James Clerk Max-
well.

Reprenant et développant d’anciennes idées d’ZEpinus et de Caven-
dish, Faraday avait créé, a coté de 1’électrostatique des corps conducteurs,
I’électrostatique des corps isolants ou, selon le mot qu’il a introduit en phy-
sique, des corps diélectriques; mais nul n’avait fait entrer ces corps en
ligne de compte dans les spéculations de 1’électrodynamique. Maxwell créa
I’électrodynamique des corps diélectriques ; il imagina que les propriétés d’un
diélectrique, a un instant donné, ne dépendaient pas seulement de la polari-
sation de ce corps a cet instant, mais encore de la vitesse avec laquelle la
polarisation varie de cet instant au suivant; il supposa que cette vitesse en-
gendrait des forces pondéromotrices et électromotrices semblables a celles
qu’engendre le flux électrique ; au flux de conduction, il compara le flux de
polarisation ou, selon son expression, le flux de déplacement.

Non seulement les flux de déplacement exercent, dans les corps conduc-
teurs, des actions inductrices semblables a celles des flux de conduction, mais
encore les forces électromotrices de ces deux sortes de flux, qui, dans un corps
conducteur, donnent naissance a un courant, polarisent les diélectriques en les-
quels elles agissent. Les équations que tire de ces hypotheses une méthode ou
les propriétés électrodynamiques des corps entrent seules en ligne de compte,
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offrent des caracteres surprenants ; selon ces équations, les lois qui régissent la
propagation des flux de déplacement dans un milieu diélectrique sont exacte-
ment celles auxquelles obéissent les déplacements infiniment petits d’un corps
parfaitement élastique ; en particulier, les flux de déplacement uniformes se
comportent absolument comme les vibrations de 1’éther auxquelles I’optique
attribuait alors les phénomenes lumineux.

Mais il y a plus. La vitesse de propagation des flux de déplacement dans
le vide peut €tre mesurée par des expériences purement électriques ; et cette
vitesse, ainsi déterminée, se trouve €tre numériquement égale a la vitesse de
la lumiere dans le vide. Des lors, ce n’est plus une simple analogie entre les
flux de déplacement uniformes et les vibrations lumineuses qui s’impose a
I’esprit du physicien ; invinciblement, il est amené a penser que les vibrations
lumineuses n’existent pas; qu’a des flux de déplacement périodiques il faut
attribuer les phénomenes que ces vibrations servaient a expliquer, souvent
d’une maniére moins heureuse ; créant ainsi la Théorie électromagnétique de
la lumiere, Maxwell fait de 1’optique une province de 1’électrodynamique.

Surprenante par ses conséquences, 1’électrodynamique inaugurée par
Maxwell I’était plus encore par la voie insolite qu’avait suivie son auteur pour
I’introduire dans la science.

La théorie physique est une construction symbolique de I’esprit humain,
destinée a donner une représentation, une synthese aussi compléte, aussi
simple et aussi logique que possible des lois que I’expérience a découvertes.
A chaque qualité nouvelle des corps, elle fait correspondre une grandeur dont
les diverses valeurs servent a repérer les divers états, les intensités diverses de
cette qualité ; entre les différentes grandeurs qu’elle considere, elle établit des
liens au moyen de propositions mathématiques qui lui paraissent traduire les
propriétés les plus simples et les plus essentielles des qualités dont ces gran-
deurs sont les signes ; puis, tirant de ces hypothéses, par un raisonnement ri-
goureux, les conséquences qui sont implicitement contenues, elle compare ces
conséquences aux lois que I’expérimentateur a découvertes ; lorsqu’un grand
nombre de ces conséquences théoriques représentent, d’'une maniere tres ap-
prochée, un grand nombre de lois expérimentales, la théorie est bonne. La [7]
théorie doit donner du monde physique une description aussi simple que pos-
sible ; elle doit donc restreindre autant qu’il est en son pouvoir le nombre des
propriétés qu’elle regarde comme des qualités irréductibles et qu’elle figure au
moyen de grandeurs particulieres, le nombre des lois qu’elle regarde comme
premigres et dont elle fait des hypotheses. Elle ne doit faire appel a une nou-
velle grandeur, accepter une hypothese nouvelle que lorsqu’une inéluctable
nécessité I’y contraint.
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Lors donc que le physicien découvre des faits inconnus jusqu’a lui,
lorsque ses expériences lui ont permis de formuler des lois que la théorie
n’avait pas prévues, il doit tout d’abord rechercher avec le plus grand soin si
ces lois peuvent étre présentées, au degré d’approximation requis, comme des
conséquences des hypotheéses admises. C’est seulement apres avoir acquis la
certitude que les grandeurs traitées jusque-la par la théorie ne peuvent servir
de symboles aux qualités observées, que des hypotheses recues ne peuvent
découler les lois établies, qu’il est autorisé a enrichir la physique d’une gran-
deur nouvelle, a la compliquer d’une nouvelle hypothese.

Ces principes sont I’essence méme de nos théories physiques. Si I’on ve-
nait a y manquer, la difficulté qui se rencontre souvent a reconnaitre qu’une
loi, découverte par 1’observation, découle ou non des hypotheses admises,
jointe a une paresse d’esprit trop fréquente, menerait les physiciens a regarder
chaque propriété nouvelle comme une qualité irréductible, chaque loi nou-
velle comme une hypotheése premiere, et notre science mériterait bientdt tous
les reproches que les contemporains de Galilée et de Descartes adressaient a
la physique de 1'Ecole.

Les fondateurs de 1’électrodynamique se sont conformés soigneusement
a ces principes. Pour représenter les propriétés des corps électrisés, il avait
suffi a Coulomb et a Poisson de faire usage d’une seule grandeur, la charge
électrique, d’imposer aux charges électriques une seule hypothese, la loi
de Coulomb. Lorsque Ampere eut découvert que des actions attractives ou
répulsives s’exergaient entre des fils parcourus par des courants électriques,
les physiciens rechercherent tout d’abord si I’on ne pouvait représenter ces
actions au moyen de charges électriques convenablement distribuées sur les
fils et se repoussant selon la formule de Coulomb ; Ampere s’efforca a cette
tentative ; il n’y renoncga point que certains faits d’expérience, et notamment
les phénomenes de rotation électromagnétique, découverts par Faraday, ne lui
eussent prouvé clairement qu’elle ne pouvait réussir ; alors seulement il voulut
que l’intensité du courant électrique prit place aupres de la charge électrique,
alors seulement il proclama que les lois de I’électrodynamique étaient des lois
premieres, au méme titre que la loi de Coulomb.

Pour créer I’électrodynamique des corps diélectriques, Maxwell suivit une
marche inverse.

Au moment ot Maxwell introduisit en électrodynamique une grandeur
nouvelle, le flux de déplacement, au moment ou il marqua, comme des hy-
potheses essentielles, la forme mathématique des lois auxquelles cette gran-
deur devait €tre soumise, aucun phénomene diment constaté n’exigeait cette
extension de la théorie des courants; celle-ci suffisait a représenter, sinon
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tous les phénomenes jusqu’alors connus, du moins tous ceux dont I’étude
expérimentale était arrivée a un degré suffisant de netteté. Nulle nécessité lo-
gique ne pressait Maxwell d’imaginer une électrodynamique nouvelle ; pour
guides, il n’avait que des analogies, le désir de doter I’oeuvre de Faraday d’un
prolongement semblable a celui que 1’oeuvre de Coulomb et de Poisson avait
recu de I’électrodynamique d’ Ampere, peut-Etre aussi un instinctif sentiment
de la nature électrique de la lumiére. Il fallut de longues années de recherches
et le génie d’un Hertz pour que fussent découverts les phénomenes que tradui-
saient ses équations, pour que sa théorie cessat d’€tre une forme vide de toute
matiere. Avec une imprudence inouie, Maxwell avait renversé 1’ ordre naturel
selon lequel évolue la physique théorique ; il ne vécut pas assez pour voir les
découvertes de Hertz transformer son audace téméraire en prophétique divi-
nation.

1.3

Entrée dans la science par une voie insolite, 1’électrodynamique de Max-
well ne parait pas moins étrange lorsqu’on en suit les développements dans
les écrits de son auteur. Remarquons tout d’abord que les écrits de Max-
well exposent non pas une seule électrodynamique, mais au moins trois
électrodynamiques distinctes.

Le premier écrit de Maxwell > a pour objet de mettre en claire lumiére
I’analogie entre les équations qui régissent diverses branches de la physique,
analogie qui lui semble propre a suggérer des inventions nouvelles. “Par ana-
logie physique, dit-il, j’entends cette ressemblance entre les lois d’une science
et les lois d’une autre science qui fait que I’une des deux sciences peut servir a
illustrer I’autre.” L’analogie, déja remarquée par Huygens, entre 1’acoustique
et I’optique, a grandement contribué au progres de celle-ci. Maxwell prend
pour point de départ la théorie de la conductibilité calorifique ou plutot la
théorie du mouvement d’un fluide dans un milieu résistant, simple change-
ment de notation qui n’altere point la forme des équations ; de ces équations,
par voie d’analogie, Ohm avait déja tiré les lois du mouvement électrique
dans les corps conducteurs ; par un procédé semblable, Maxwell en déduit
une théorie de la polarisation des corps diélectriques.

5. 1. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force, lu a la Société philosophique de Cam-
bridge le 10 décembre 1855 et le 11 février 1856 (TRANSACTIONS OF THE CAMBRIDGE PHI-
LOSOPHICAL SOCIETY, vol. X, part. I, pp. 27 a 83. — THE SCIENTIFIC PAPERS OF JAMES
CLERK MAXWELL, t. I, pp. 156 a 219 ; Cambrigde, 1890).

[9]
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Le premier mémoire de Maxwell se proposait seulement d’illustrer la
théorie des diélectriques par la comparaison des équations qui la régissent
avec les équations qui régissent certaines autres parties de la physique ; le se-
cond ¢ a pour objet de constituer un modeéle mécanique qui figure ou explique
(pour un physicien anglais, les deux mots ont le méme sens)’ les actions
électriques et magnétiques.

On connait la constitution que, dans ce mémoire, Maxwell attribue a tous
les corps : Des cellules, dont les parois trés minces sont formées d’un solide
parfaitement élastique et incompressible, renferment un fluide parfait, incom-
pressible également, qu’animent de rapides mouvements tourbillonnaires. Ces
mouvements tourbillonnaires représentent les phénomenes magnétiques ; en
chaque point, I’axe instantané du mouvement tourbillonnaire marque la di-
rection de 1’aimantation ; la force vive du mouvement de rotation du fluide
qui remplit un élément de volume est proportionnelle au moment magnétique
de cet élément de volume. Quant au solide élastique qui forme les cloisons
des cellules, les forces qui agissent sur lui le déforment de diverses manieres ;
les déplacements qu’éprouvent ses diverses parties représentent la polarisa-
tion introduite par Faraday pour rendre compte des propriétés des milieux
diélectriques.

Laisser de c6té toute hypothese sur la constitution mécanique des milieux
ou se produisent les phénomenes électriques et magnétiques ; prendre pour
point de départ unique les lois que 1’expérience a solidement établies et que
tous les physiciens acceptent ; transformer ensuite par I’analyse mathématique
les conséquences de ces lois de maniére que les formules qui les expriment
soient, pour ainsi dire, calquées sur les équations auxquelles conduit 1’hy-
pothese des cellules ; mettre ainsi en évidence 1’équivalence absolue entre
cette interprétation mécanique et les théories électriques communément ad-
mises ; amener par 1a cette doctrine au plus haut degré de probabilité que
puisse al teindre une pareille explication ; tel parait avoir été le but de Max-
well dans ses publications ultérieures touchant 1’électricité ; tel est, semble-t-
il, le principal objet du grand mémoire intitulé : A Dynamical Theory of the

6. J. Clerk Maxwell, On Physical Lines of Force (PHILOSOPHICAL MAGAZINE, 4° série, t.
XXI, pp. 161 2 175,281 2291, 338 2 348 ; 1861. Tome XXIII, pp. 12 224,852 95; 1862. — THE
SCIENTIFIC PAPERS OF JAMES CLERK MAXWELL, tome I, pp. 451 a 513 ; Cambridge, 1900).

7. L’Ecole anglaise et les Théories physiques (REVUE DES QUESTIONS SCIENTIFIQUES, 2°f
série, tome II, 1893).
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Electromagnetic Field® et du Traité d’Electricité et de Magnétisme ® dont ce
mémoire énonce, en quelque sorte, le programme.

Dans ce traité, écrit-il en téte de la premiere édition, je me
propose de décrire les plus importants des phénomenes, de mon-
trer comment on peut les soumettre a la mesure et de recher-
cher les relations mathématiques qui existent entre les quan-
tités mesurées. Ayant ainsi obtenu les données d’une théorie
mathématique de 1’électromagnétisme et ayant montré comment
cette théorie peut s’ appliquer au calcul des phénomenes, je m’ef-
forcerai de mettre en lumiere, aussi clairement qu’il me sera pos-
sible, les rapports qui existent entre les formes mathématiques
de cette théorie et celles de la science fondamentale de la dy-
namique ; de la sorte, nous serons, dans une certaine mesure,
préparés a définir la nature des phénomenes dynamiques parmi
lesquels nous devons chercher des analogies ou des explications
des phénomenes électromagnétiques.

Comparaison entre les formes mathématiques, par lesquelles sont symbo-
lisées diverses branches de la physique ; construction de mécanismes propres
a imiter des effets qu’il semble malaisé de réduire a la figure et au mouve-
ment ; groupement des lois expérimentales en théories composées a I’'image
de la dynamique ; autant de méthodes qu’il est légitime de suivre, pourvu
qu’on le fasse avec rigueur et précision; pourvu que le désir de mettre les
lois solidement assises sous la forme qu’a fait prévoir I’analogie algébrique
ou I’interprétation mécanique, n’entraine jamais 1’altération ni le rejet d’une
partie, si minime soit-elle, de ces lois. Ces méthodes, d’ailleurs, semblent sin-
gulierement propres a éclairer la partie de la physique a laquelle on les ap-
plique toutes trois, lorsque leurs conclusions se confondent en un harmonieux
accord.

Cet accord, malheureusement, ne se rencontre point dans 1’oeuvre de
Maxwell. Les diverses théories du physicien écossais sont inconciliables avec
la doctrine traditionnelle ; elles sont inconciliables entre elles. A chaque ins-
tant, entre les lois les mieux établies, les plus universellement acceptées, de
I’électricité, du magnétisme, et les équations qu’impose 1’analogie algébrique

8. J. Clerk Maxwell, A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, lu a la Société royale
de Londres le 8 décembre 1864 (PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS, vol. CLV, pp. 459 a 512;
1865. — THE SCIENTIFIC PAPERS OF JAMES CLERK MAXWELL, t. I, pp. 526 a 597 ; Cam-
bridge, 1890).

9. J. Clerk Maxwell, Treatise of Electricity and Magnetism, 1™ édition, Londres, 1873. — 2°
édition, Londres, 1881. — Traduit en frangais par G. Seligmann-Lui, Paris, 1885-1889.

[11]
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ou l'interprétation mécanique, le désaccord éclate, criant; a chaque instant,
il semble que la suite méme de ses raisonnements et de ses calculs va ac-
culer Maxwell a une impossibilité, a une contradiction ; mais au moment ou
la contradiction va devenir manifeste, ou I’impossibilité va sauter a tous les
yeux, Maxwell fait disparaitre un terme génant, change un signe inacceptable,
transforme le sens d’une lettre ; puis, le pas dangereux franchi, la nouvelle
théorie électrique, enrichie d’un paralogisme, poursuit ses déductions.

On a prononcé, 1 au sujet des procédés de démonstration employés par
Maxwell, le mot de “coup de pouce ;” nous ne voulons pas souscrire a ce juge-
ment ; les fautes de Maxwell a I’encontre de la logique étaient, nous le devons
croire, des fautes inconscientes ; mais, il faut le reconnaitre, jamais physi-
cien de renom n’a été, plus que Maxwell, aveuglément épris de ses propres
hypotheses, plus que lui sourd aux démentis des vérités acquises; nul n’a
plus completement méconnu les lois qui président au développement ration-
nel des théories physiques. “J’ai fait 1’office d’avocat plutdét que de juge,”
écrit quelque part'! I'auteur du Traité d’Electricité et de Magnétisme; il a
été, pour son explication dynamique des phénomenes électriques, 1’avocat
opinidtrement convaincu du bon droit de son client; il a fait rigoureuse abs-
traction des témoins a charge; il a oublié qu’au moment de soumettre une
hypothese au contrdle souverain des lois que I’expérience a vérifiées, le phy-
sicien doit étre, pour ses propres idées, le plus impartial et le plus sévere des
juges.

14

Dans la préface de 1’un des ouvrages !> qu’il a consacrés a I’oeuvre de
Maxwell, M. H. Poincaré s’exprime ainsi :

La premiere fois qu’un lecteur frangais ouvre le livre de Max-
well, un sentiment de malaise, et souvent méme de défiance, se
méle d’abord a son admiration. Ce n’est qu’apreés un commerce
prolongé et au prix de beaucoup d’efforts, que ce sentiment se
dissipe. Quelques esprits éminents le conservent méme toujours.
Pourquoi les idées du savant anglais ont-elles tant de peine a s’ ac-
climater chez nous ? C’est sans doute que 1’éducation recue par

10. H. Poincaré, COMPTES RENDUS, t. CXVI, p. 1020; 1893.

11. J. Clerk Maxwell, Traié d’Eleclricité et de Magnétisme. Préface de la premiere édition.

12. H. Poincaré, Electricité et Optique. 1. Les théories de Maxwell et la théorie
électromagnétique de la lumiere, préface, p. v ; Paris, 1890.
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la plupart des Francais éclairés les dispose a goiter la précision
et la logique avant toute autre qualité.

Les anciennes théories de la physique mathématique nous
donnaient a cet égard une satisfaction complete. Tous nos
maitres, depuis Laplace jusqu’a Cauchy, ont procédé de la méme
maniere. Partant d’hypotheses nettement énoncées, ils en ont
déduit toutes les conséquences avec une rigueur mathématique et
les ont comparées ensuite avec I’expérience. Ils semblent vouloir
donner a chacune des branches de la physique la méme rigueur
qu’a la mécanique céleste.

Pour un esprit accoutumé a admirer de tels modeles, une
théorie est difficilement satisfaisante. Non seulement il n’y
tolérera pas la moindre apparence de contradiction, mais il exi-
gera que les diverses parties en soient logiquement reliées les
unes aux autres et que le nombre des hypotheses soit réduit au
minimum.

...Le savant anglais ne cherche pas a construire un édifice
unique, définitif et bien ordonné; il semble plutdt qu’il éleve
un grand nombre de constructions provisoires et indépendantes,
entre lesquelles les communications sont difficiles et parfois im-
possibles.

... On ne doit donc pas se flatter d’éviter toute contradiction ;
mais il faut en prendre son parti. Deux théories contradictoires
peuvent, en effet, pourvu qu’on ne les méle pas, et qu'on n’y
cherche pas le fond des choses, étre toutes deux d’utiles instru-
ments de recherches, et peut-étre la lecture de Maxwell serait-elle
moins suggestive s’il ne nous avait pas ouvert tant de voies nou-
velles et divergentes.

Nous sommes de ceux qui ne peuvent prendre leur parti de la contradic-
tion.

Certes—et nous sommes sur ce point de I’avis de M. H. Poin-
caré—nous ne regardons plus la physique théorique comme une branche de
la métaphysique ; pour nous, elle n’est qu’une représentation schématique de
la réalité ; au moyen de symboles mathématiques, elle classe et ordonne les
lois que I’expérience a révélées ; elle condense ces lois en un petit nombre
d’hypotheses ; mais la connaissance qu’elle nous donne du monde extérieur
n’est ni plus pénétrante, ni d’une autre nature que la connaissance fournie par
I’expérience.

[14]
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Toutefois, il n’en faut pas conclure que la physique théorique échappe aux
lois de la logique. Elle ne mérite le nom de science qu’a la condition d’étre
rationnelle ; elle est libre de choisir ses hypotheéses comme il lui plait, pourvu
que ces hypotheses ne soient ni superflues, ni contradictoires ; et la chaine des
déductions qui relie aux hypotheses les vérités d’ordre expérimental ne doit
contenir aucun maillon de solidité douteuse.

Une théorie physique unique qui, du plus petit nombre possible d’hy-
potheses compatibles entre elles, tirerait, par des raisonnements impeccables,
I’ensemble des lois expérimentales connues est évidemment un idéal dont
I’esprit humain n’atteindra jamais la perfection ; mais s’il ne peut atteindre
cette limite, il doit sans cesse y tendre ; si diverses régions de la physique sont
représentées par des théories sans lien les unes avec les autres, voire méme
par des théories qui se contredisent lorsqu’elles se rencontrent en un domaine
commun, le physicien doit regarder ce disparate et cette contradiction comme
des maux transitoires ; il doit s’efforcer de substituer I’unité au disparate, 1’ac-
cord logique a la contradiction ; jamais il n’en doit prendre son parti.

Sans doute, on ne doit point demander compte a un physicien de génie
de la voie qui I’a conduit a une découverte. Les uns, dont Gauss est le par-
fait modele, enchainent toujours leurs pensées dans un ordre irréprochable et
ne proposent a notre raison aucune vérité nouvelle qu’ils ne I’appuient des
démonstrations les plus rigoureuses. Les autres, comme Maxwell, procedent
par bonds et, s’ils daignent étayer de quelques preuves les vues de leur ima-
gination, ces preuves sont, trop souvent, précaires et caduques. Les uns et
les autres ont droit a notre admiration. Mais si les intuitions imprévues des
seconds nous surprennent davantage que les déductions majestueusement or-
données des premiers, nous aurions tort de voir en celles-1a, plus qu’en celles-
ci, la marque du génie ; si les Maxwell sont plus “suggestifs” que les Gauss,
c’est qu’ils n’ont pas pris la peine d’achever leurs inventions ; c’est qu’apres
avoir affirmé des propositions nouvelles, ils nous ont laissé la tiche, souvent
malaisée, de les transformer en vérités démontrées. Surtout devons-nous nous
garder soigneusement d’une erreur qui est de mode, aujourd’hui, en une cer-
taine Ecole de physiciens ; elle consiste a regarder les théories illogiques et in-
cohérentes comme de meilleurs instruments de travail, comme des méthodes
de découverte plus fécondes que les théories logiquement construites ; cette
erreur aurait quelque peine a s’autoriser de 1’histoire de la science ; je ne sache
pas que I’électrodynamique de Maxwell ait plus contribué au développement
de la physique que 1’électrodynamique d’Ampere, ce parfait modele des
théories que construisaient, au commencement du siecle, des génies élevés
al’école de Newton.
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Lors donc que nous nous trouvons en présence d’une théorie qui offre
des contradictions, cette théorie flt-elle I’oeuvre d’un homme de génie, notre
devoir est de ’analyser et de la discuter jusqu’a ce que nous parvenions a
distinguer nettement, d’une part, les propositions susceptibles d’€étre logique-
ment démontrées et, d’autre part, les affirmations qui heurtent la logique et
qui doivent étre transformées ou rejetées. En poursuivant cette tiche de cri-
tique, nous devons nous garder de I’étroitesse d’un esprit auquel de mesquines
corrections feraient oublier le mérite de 1’inventeur ; mais, plus encore, nous
devons nous garder de cette aveugle superstition qui, par admiration de 1’au-
teur, voilerait les défauts graves de 1’oeuvre ; il n’est si grand génie que les
lois de la raison ne le surpassent.

Tels sont les principes qui nous ont guidé dans la critique de 1’oeuvre de
Maxwell.
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Chapitre 2

Les propriétés
fondamentales des
dié¢lectriques. Les doctrines
de Faraday et de Mossotti

2.1 La théorie de I’aimantation par influence,
précurseur de la théorie des diélectriques

La théorie du magnétisme a influé a tel point sur le développement de nos
connaissances touchant les corps diélectriques qu’il nous faut, tout d’abord,
dire quelques mots de cette théorie.

Zpinus se représentait les aimants comme des corps sur lesquels les deux
fluides magnétiques, égaux en quantité, se séparaient de maniere a se porter
I’un & une extrémité du barreau, I’autre a I’ autre extrémité. Coulomb ! modifia
cette maniere de voir, universellement admise de son temps.

Je crois, dit-il, que 1’on pourrait concilier le résultat des
expériences avec le calcul, en faisant quelques changements aux

1. Coulomb, Septieme Mémoire sur I'Electricité et le Magnétisme. — Du Magnétisme
(MEMOIRES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES pour 1789, p. 488. — COLLECTION DE
MEMOIRES RELATIFS A LA PHYSIQUE, publiés par la Société francaise de Physique, t. I :
Mémoires de Coulomb).

17
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hypotheses ; en voici une qui parait pouvoir expliquer tous les
phénomenes magnétiques dont les essais qui précedent ont donné
des mesures précises. Il consiste a supposer, dans le systeme de
M. AEpinus, que le fluide magnétique est renfermé dans chaque
molécule ou partie intégrante de 1’aimant ou de I’acier; que
le fluide peut étre transporté d’une extrémité a I’autre de cette
molécule, ce qui donne a chaque molécule deux pdles ; mais que
ce fluide ne peut pas passer d’une molécule a une autre. Ainsi, par
exemple, si une aiguille aimantée était d’un trés petit diametre,
ou si chaque molécule pouvait étre regardée comme une petite
aiguille dont I’extrémité nord serait unie a I'extrémité sud de
I’aiguille qui la précede, il n’y aurait que les deux extrémités n
et s de cette aiguille qui donneraient des signes de magnétisme ;
parce que ce ne serait qu’aux deux extrémités oll un des poles des
molécules ne serait pas en contact avec le pdle contraire d’une
autre molécule.

Si une pareille aiguille était couple en deux parties apres avoir
été aimantée, en a par exemple, I’extrémité a de la partie na au-
rait la méme force qu’avait I’extrémité s de l’aiguille entiere,
et extrémité a de la partie sa aurait également la méme force
qu’avait I’extrémité n de ’aiguille entiere avant d’étre couple.

Ce fait se trouve tres exactement confirmé par 1’expérience ;
car si ’on coupe en deux parties une aiguille treés longue et tres
fine, apres 1’avoir aimantée, chaque partie, éprouvée a la balance,
se trouve aimantée a saturation, et quoiqu’on 1’aimante de nou-
veau, elle n’acquerra pas une plus grande force directrice.

Poisson avait lu ce passage.

Avant les travaux de Coulomb sur le magnétisme, dit-il 2 on
supposait les deux fluides transportés, dans 1’acte de 1’aimanta-
tion, aux deux extrémités des aiguilles de boussole et accumulés
a leurs poles ; tandis que, suivant cet illustre physicien, les fluides

[19] boréal et austral n’éprouvent que des déplacements infiniment
petits et ne sortent pas de la molécule du corps aimanté a laquelle
ils appartiennent.

La notion d’élément magnétique, ainsi introduite en physique par Cou-
lomb, est la base sur laquelle repose la théorie, donnée par Poisson, de 1’in-

2. Poisson, Mémoire sur la théorie du Magnétisme, lu a I’ Académie des Sciences, le 2 février
1824 (MEMOIRES DE L’ ACADEMIE DES SCIENCES pour les années 1821 et 1822, t. V. p. 250).
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duction magnétique du fer doux ; voici, en effet, comment Poisson énonce 3

les hypotheses fondamentales de cette théorie.

Considérons un corps aimanté par influence, de forme et de
dimensions quelconques, dans lequel la force coercitive soit nulle
et que nous appellerons A, pour abréger.

D’apres ce qui précede, nous regarderons ce corps comme un
assemblage d’éléments magnétiques, séparés les uns des autres
par des intervalles inaccessibles au magnétisme, et voici, par rap-
port a ces éléments, les diverses suppositions résultant de la dis-
cussion dans laquelle nous venons d’entrer :

1. Les dimensions des éléments magnétiques, et celles des es-
paces qui les isolent, sont insensibles et pourront étre traitées
comme des infiniment petits relativement au corps A.

2. La matiere de ce corps n’oppose aucun obstacle a la
séparation des deux fluides boréal et austral dans I’intérieur
des éléments magnétiques.

3. Les portions des deux fluides que I’aimantation sépare dans
un élément quelconque sont toujours tres petites relativement
a la totalité du fluide neutre que cet élément renferme et ce
fluide neutre n’est jamais épuisé.

4. Ces portions de fluide, ainsi séparées, se transportent a la sur-
face de I’élément magnétique ol elles forment une couche
dont I’épaisseur, variable d’un point a un autre, est partout
trés petite et pourra aussi étre considérée comme infiniment
petite, méme en la comparant aux dimensions de 1’élément.

La théorie de I’aimantation fondée par Poisson sur ces hypotheses est loin
d’étre irréprochable ; plus d’un raisonnement essentiel manque de rigueur ou
péche contre I’exactitude * ; mais ces défauts, auxquels il a été possible de
remédier plus tard, ne doivent point faire oublier les résultats d’une im-
portance capitale que le grand théoricien a définitivement introduits dans la
science ; rappelons quelques-uns de ces résultats, dont nous aurons a faire
usage dans la suite :

Soit dw un élément de volume découpé dans un aimant quelconque ; si,
sur une droite, dirigée comme 1’axe magnétique de cet élément, nous portons

3. Poisson, loc. cit., p. 262.
4. Etude historique sur I’aimantation par influence (ANNALES DE LA FACULTE DES
SCIENCES DE TOULOUSE, t. II, 1888).

[20]
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une longueur égale au quotient de son moment magnétique par son volume,
nous obtenons une grandeur dirigée qui est 1’intensité d’aimantation en un
point de 1’élément dw ; M est cette grandeur et A, B, C en sont les compo-
santes.
Les composantes X, Y, Z du champ magnétique, en un point (x,y,z)
extérieur a 1’aimant, sont données par les formules
X v ¥ 1A% 7 v
- ox’ 9y’ 9z’
V étant la fonction potentielle magnétique de 1’aimant ; cette fonction est
définie par 1’égalité :

: o1 o1 91
V:/ A= +B = +C =~ |day, 2.1
o TPy, O, | (2.1)
(x1,¥1,21) étant un point de 1’élément d oy,
A1,B1,Cy, les composantes de 1’aimantation en ce point,

r, la distance des deux points (x,y,z) et (x1,y1,21)
et I’intégration s’étendant a 1I’aimant tout entier.

Cette fonction potentielle est identique a celle qui proviendrait d’une
distribution fictive de fluide magnétique, distribution ayant pour densité, en
chaque point (x,y,z) de la masse de 1’aimant,

dA dJdB JC

=—|—+=—+= 2.2

p (ax * dy * 8z> 22

et, in chaque point de la surface de 1’aimant, ou N; est la normale dirigée
vers I’intérieur de 1’aimant, ayant pour densité superficielle

0 = —[Acos (N;,x) + Bcos (N;,y) + Ccos (N;,z)] (2.3)
(21]

En chaque point intérieur a I’aimant, on a

JdA JB 8C>' 2.4)

AV4np47r(ax+ay+8Z

En chaque point de la surface de ’aimant, on a

ov. oV
N, + N, —4nwo = 4n[Acos (Ni,x) + Beos (N;,y) + Ccos (N, z)] (2.5)
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Si un corps parfaitement doux est soumis a 1’influence d’un aimant, il
s’aimante a son tour de telle sorte que les composantes de 1’aimantation en
chaque point (x,y,z) de I’aimant soient liées par les égalités suivantes a la
fonction potentielle de 1’aimantation tant inductrice qu’induit :

A= —1(8—‘/7 B= —K&—V7 C= —Ka—v.
ox dy dz

Dans ces égalités, K est une quantité constante pour un corps donné, a
une température donnée ; on lui donne le nom de coefficient d’aimantation du
corps.

Ce point de départ suffit a mettre complétement en équations le probleme
de I’aimantation par influence sur les corps dénués de force coercitive.

Ces divers résultats, nous 1’avons dit, sont demeurés acquis a la science ;
seules, les égalités (2.6) ont ét¢ modifiées; pour rendre compte des di-
vers phénomenes présentés par les corps fortement magnétiques, tels que
le fer doux, et, en particulier, du phénomene de la saturation, G. Kirch-
hoff a proposé > de remplacer le coefficient d’aimantation K par une fonction
magnétisante f(M), variable non seulement avec la nature et la température
du corps, mais encore avec I’intensité M de I’aimantation. Les égalités (2.6)
sont alors remplacées par les égalités

2.6)

av oV av
A=—f(M) I B=—f(M) 3y C=—f(M) P (2.7)

Pour les corps faiblement magnétiques, cette fonction magnétisante se
réduit, comme le voulait Poisson, a un coefficient d’aimantation.

On peut, comme I’ont indiqué Emile Mathieu © et plus tard, M. H. Poin-
caré,’ faire disparaitre les inexactitudes de raisonnement qui entachent la
théorie de Poisson et éviter les difficultés d’ordre expérimental qui militent
contre elle. Toutefois, les hypotheses mémes sur lesquelles repose cette
théorie ont quelque chose de naif qui choque les habitudes des physiciens
contemporains.

5. G. Kirchhoff, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von wei-
chem Eisen (CRELLE’S JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd. XLVIII,
p- 348, 1853. — G. KIRCHHOFF’S ABHANDLUNGEN, p. 103, Berlin, 1882).

6. E. Mathieu, Théorie du Potentiel et ses applications & I’Electrostatique et Magnétisme ; 2
partie : Applications (Paris, 1886).

7. H. Poincaré, Electricité et Optique, 1. Les théories de Maxwell et la théorie
électromagnétique de la lumiére, lecons professées a la Sorbonne pendant le second semestre
1888-1889, p. 44 (Paris, 1890).

[22]
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Dans 1’état présent de la science, dit W. Thomson, 8 une

théorie fondée sur les hypotheéses admises par Poisson, de deux
fluides magnétiques mobiles au sein des éléments magnétiques
ne saurait étre satisfaisante; on s’accorde, en général, a regar-
der I’exactitude de semblables hypothéses comme extrémement
improbable. Aussi est-il désirable aujourd’hui que la théorie
complete de I’induction magnétique sur les substances cristal-
lines et non cristallines soit établie indépendamment de toute
hypothese sur les fluides magnétiques et, autant que possible,
sur une base purement expérimentale. Dans ce but, j’ai cherché
a détacher la théorie de Poisson des hypotheses relatives aux
fluides magnétiques, et de substituer a ces hypotheses des prin-
cipes élémentaires qu’on en pourrait déduire et qui servent de

[23] fondement a une théorie identique, dans ses conclusions essen-
tielles, a celle de Poisson.

Au lieu d’imaginer un aimant comme un amas de particules magnétiques
également chargées de fluide boréal et de fluide austral, et noyées dans un
milieu imperméable aux fluides magnétiques, Sir. W. Thomson traite cet ai-
mant comme un corps continu dont les propriétés dépendent de la valeur prise,
en chaque point, par une certaine grandeur dirigée, I’intensité d’aimantation ;
les hypotheses fondamentales qui caractérisent cette grandeur dans les ai-
mants, en général, et dans les corps dénués de force coercitive, en particu-
lier, sont équivalentes aux diverses égalités que aujourd’hui généralement ad-
mise ; elle rend plus aisés et plus élégants les développements de la théorie du
magnétisme, en méme temps qu’elle satisfait davantage notre désir de rendre
les hypotheses physiques indépendantes de toute supposition sur 1’existence
ou les propriétés des molécules.

Il est, dans I’étude du magnétisme, un point spécial qui a certainement
influé sur la théorie des diélectriques et qui, en particulier, a contribué a faire
adopter cette idée de Faraday que 1’éther, vide de toute matiere pondérable,
est doué de propriétés diélectriques. Ce point, c’est 1’étude des corps dia-
magnétiques.

Faraday a reconnu qu’un barreau de bismuth prenait, en chaque point,
une aimantation dirigée non pas comme le champ magnétique, mais en sens
inverse de ce champ ; le bismuth est diamagnétique.

8. W. Thomson, On the theory of magnetic induction in crystalline and non-crystalline sub-
stances (PHILOSOPHICAL MAGAZINE, 4° sérié, vol. I, pp. 177 a 186, 1851. — PAPERS ON
ELECTROSTATICS AND MAGNETISM, art. XXX, sect. 604 ; Londres, 1872).
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Au premier abord, le diamagnétisme semble difficilement compatible avec
la théorie du magnétisme imaginée par Poisson ; les corpuscules magnétiques
ne peuvent s’aimanter que dans la direction du champ. La contradiction se
dissipe si I’on admet une hypothése émise par Edmond Becquerel. °

Selon cette hypothese, tous les corps, méme le bismuth, seraient
magnétiques ; mais 1’éther, privé de toute autre matiere, serait, luis aussi,
magnétique ; dans ces conditions, les corps que nous nommons magnétiques
seraient des corps plus magnétiques que 1’éther ; les corps moins magnétiques
que 1’éther nous sembleraient diamagnétiques.

L’impossibilité de corps proprement diamagnétiques, manifeste dans I’hy-
pothese de Poisson, ne ’est plus au méme degré lorsque 1’on expose les
fondements de la théorie du magnétisme comme 1’a proposé W. Thomson ;
rien, semble-t-il, n’empéche d’attribuer a la fonction magnétisante une valeur
négative dans les équations (2.7), devenues de pures hypotheses. Aussi, en
maint endroit de ses écrits sur le magnétisme, W. Thomson n’a-t-il point fait
difficulté de traiter des corps proprement diamagnétiques.

Les contradictions qu’entrainerait 1’existence de tels corps apparaissent
de nouveau lorsqu’on compare les lois du magnétisme aux principes de la
thermodynamique.

Ces contradictions ont été remarquées pour la premiere fois par W. Thom-
son, au témoignage de Tait : 1*

L’opinion communément recue, selon laquelle un corps dia-
magnétique, placé dans un champ magnétique, prend une polari-
sation opposée a celle que les mémes circonstances déterminent
dans un corps paramagnétique a été attaquée par W. Thomson
au nom du principe de I’énergie. On sait que le développement
complet du magnétisme sur un corps diamagnétique exige un
certain temps, et que ce magnétisme ne disparait pas instan-
tanément lorsque le champ magnétique est supprimé ; il est natu-
rel de supposer qu’il en est de méme des corps diamagnétiques ;
des lors, il est aisé de voir qu'une spheére diamagnétique, ho-
mogene et isotrope, animée d’un mouvement de rotation dans
un champ magnétique, et prenant dans ce champ une distribution
magnétique opposée a celle que le fer y prendrait, serait soumise
a un couple qui tendrait constamment a lui imprimer une rotation

9. Edmond Becquerel, De I’action du Magnétisme sur tous les corps (COMPTES RENDUS, t.
XXXI, p. 198; 1850. — ANNALES DE CHIMIE ET DE PHYSIQUE, 3¢ série t. XXVIII, p. 283,
1850).

10. Tait, Sketch of Thermodynamics

[24]
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de méme sens autour de son centre ; cette sphere permettrait de
réaliser le mouvement perpétuel.

M. John Parker, !! par des raisonnements analogues, a montré que I’exis-

tence des corps diamagnétiques serait contradictoire avec le principe de Car-
[25] not.

Enfin, M. E. Beltrami '2 et nous-méme '3 sommes arrivés a cette conclu-
sion que si 1’on peut trouver, sur un corps diamagnétique placé dans un champ
donné, une distribution magnétique qui satisfasse aux équations (2.7), cette
distribution correspond a un état d’équilibre instable. Il est donc impossible
d’admettre I’existence de corps diamagnétiques proprement dits et indispen-
sable de recourir a I’hypothese d’Edmond Becquerel : I’éther est susceptible
de s’aimanter.

13

2.2 La polarisation des diélectriques

Si les hypotheses de Coulomb et de Poisson sur la constitution des corps
aimantés s’écartent extrémement des principes en faveur aujourd’hui aupres
des physiciens, leur netteté, leur simplicité, la facilité avec laquelle I’'imagi-
nation pouvait les saisir, devaient en faire, pour les théoriciens du commen-
cement du siecle, une des hypotheses les plus séduisantes de la physique.
Toutes les propriétés que nous représentons aujourd’hui par des grandeurs di-
rigées étaient attribuées alors a des molécules polarisées, c’est-a-dire a des
molécules possédant, a leurs deux extrémités, des qualités opposées ; a la po-
larisation magnétique on cherchait des analogues.

L’idée de comparer au fer, soumis a I’influence de 1’aimant, les substances
isolantes, telles que le verre, le soufre ou la gommelaque, soumises a 1’action
de corps électrisés, s’est sans doute offerte de bonne heure a 1’esprit des phy-
siciens. Déja Coulomb, 2 la suite du passage que nous avons cité, écrivait '
ceci :

11. John Parker, On diamagnetism and concentration of energy (PHILOSOPHICAL MAGA-
ZINE, 5¢ série, vol. XXVII, p. 403, 1889).

12. E. Beltrami, Note fisico-matematiche, lettera al prof. Ernesto Cesaro (RENDICONTI DEL
CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO, t. III, séance du 10 mars 1889.

13. Sur I’aimantation par influence (COMPTES RENDUS, t. CV, p. 798, 1887) — Sur I’aiman-
tation des corps diamagnétiques (COMPTES RENDUS, t. CVI, p. 736, 1888). — Théorie nouvelle
de I'aimantation par influence fondée sur la thermodynamique (ANNALES DE LA FACULTE
DES SCIENCES DE TOULOUSE, t. II, 1888). — Sur l'impossibilité des corps diamagnétiques
(TRAVAUX ET MEMOIRES DES FACULTES DE LILLE, mémoire n° 2, 1889). — Legons sur
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L’hypothese que nous venons de faire parait trés analogue a
cette expérience €lectrique trés connue : lorsqu’on charge un car-
reau de verre garni de deux plans métalliques ; quelque minces
que soient les plans, si on les éloigne du carreau, ils donnent
des signes d’électricité trés considérables ; les surfaces du verre,
apres que I’on a fait la décharge de 1’électricité des garnitures,
restent elles-mémes imprégnées des deux électricités contraires
et forment un trés bon électrophore ; ce phénomene a lieu quelque
peu d’épaisseur qu’on donne au plateau de verre ; ainsi le fluide
électrique, quoique d’une nature différente des deux cotés du
verre, ne pénetre qu’a une distance infiniment petite de sa sur-
face; et ce carreau ressemble exactement a une molécule ai-
mantée de notre aiguille. Et si a présent ’on placait I'un sur
I’autre une suite de carreaux ainsi électrisés de maniere que, dans
la réunion des carreaux, le coté positif qui forme la surface du
premier carreau se trouve a plusieurs pouces de distance de la sur-
face négative du dernier carreau ; chaque surface des extrémités,
ainsi que I’expérience le prouve, produira, a des distances as-
sez considérables, des effets aussi sensibles que nos aiguilles ai-
mantées ; quoique le fluide de chaque surface des carreaux des
extrémités ne pénetre ces carreaux qu’a une profondeur infini-
ment petite et que les fluides électriques de toutes les surfaces
en contact s’équilibrent mutuellement, puisqu’une des faces étant
positive, I’autre est négative.

Peu d’années apres, Avogadro 1> admettait également que les molécules
d’un corps non conducteur de 1’électricité se polarisaient sous I’influence d’un
conducteur chargé. Au témoignage de Mossotti '© “le professeur Orioli a em-
ployé I’induction qui s’exerce d’une molécule a une autre, ou d’une couche
mince du disque de verre a une autre, pour expliquer le mode d’action de
la machine électrique.” Mais c’est a Faraday que nous devons les premiers

UElectricité et le Magnétisme, t. 11, p. 221, 1892.

14. Coulomb, Septieme Mémoire sur IElectricité et le Magnétisme (MEMOIRES DE
L’ ACADEMIE DES SCIENCES DE PARIS pour 1789, p. 489. COLLECTION DE MEMOIRES RELA-
TIFS A LA PHYSIQUE, publiés par la Société francaise de Physique ; t. I : Mémoires de Coulomb).

15. Avogadro, Considérations sur 1’état dans lequel doit se trouver une couche d’un corps
non conducteur de I’électricité lorsqu’elle est interposée entre deux surfaces douées d’électricité
de différente espéce (JOURNAL DE PHYSIQUE, t. LXIII, p. 450, 1806). — Second Mémoire sur
I’Electricité (JOURNAL DE PHYSIQUE, t. LXV, p. 130, 1807).

16. Mossotti, Recherches théoriques sur l'induction électrostatique envisagée d’apres les idées
de Faraday (BIBLIOTHEQUE UNIVERSELLE, Archives, t. VI, p. 193, 1847).
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développements étendus sur 1’électrisation des corps isolants.
Faraday a pris soin d’indiquer la suite des pensées qui I’ont conduit a
imaginer ses hypotheses touchant la constitution des corps diélectriques.

Au cours de la longue suite de recherches expérimentales
dans laquelle je me suis engagé, dit-il 17, un résultat général m’a
constamment frappé : nous sommes dans la nécessité d’admettre
ou deux forces, ou deux formes ou directions de force, et en
méme temps, nous sommes dans 1’impossibilité de séparer ces
deux forces (ou ces deux électricités) 1’'une de 1’autre, soit par
les phénomenes de I’électricité statique, soit par les effets des
courants. Cette impossibilité dans laquelle nous nous trouvons
jusqu’ici, en toutes circonstances, de charger la matiere d’une
maniere absolue, exclusivement de 1’une ou de 1’ autre électricité,
m’est demeurée sans cesse présente a 1’esprit. J’ai ainsi concu
le désir de rendre plus claire la vue que j’avais acquise au sujet
du mécanisme par lequel les pouvoirs électriques et les particules
de matiere sont en relation ; en particulier, sur les actions induc-
tives, qui paraissent étre le fondement de toutes les autres ; et j’ai
entrepris des recherches dans ce but.

Deux théories ont, par voie d’analogie, guidé Faraday en ses suppositions
touchant la polarisation des corps diélectriques : la théorie du magnétisme, et
la théorie des actions électrolytiques.

Tout le monde connait la représentation, imaginée par Grotthuss, de 1’état
dans lequel se trouve un électrolyte traversé par un courant ; chaque molécule
y est orientée dans le sens du courant, I’atome électro-positif du coté de
I’électrode négative et 1’atome électro-négatif du coté de 1’électrode posi-
tive. Or Faraday est frappé '8 de la ressemblance qu’un voltamétre présente
avec un condensateur. Mettez une plaque de glace entre deux feuilles de pla-
tine ; chargez 1’'une des feuilles d’électricité positive et 1’autre d’électricité
négative ; vous aurez un condensateur a lame diélectrique ; fondez mainte-
nant la glace; 1’eau sera électrolysée ; vous aurez un voltametre. D’ou pro-
vient cette différence ? Simplement de 1’état liquide de I’eau qui permet aux
ions de se rendre sur les deux électrodes; quant a la polarisation électrique
des particules on doit supposer qu’elle préexiste a leur mobilité, qu’elle est
déja réalisée dans la glace.

17. Faraday, On induction, lu a la Société Royale de Londres, le 21 décembre 1837
(PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS OF THE ROYAL SOCIETY OF LONDON, 1838, p. 1. — Fara-
day’s Experimental Researches in Electricity, série 1, vol. I, n° 1163, p. 361).

18. Faraday, loc. cit. (Experimental Researches, 1. 1, p. 361).
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Et comme tous les phénomenes présentés par 1’électrolyte pa-
raissent diis a une action des particules placées dans un état parti-
culier de polarisation, j’ai été conduit a supposer que I’'induction
ordinaire elle-méme était, dans tous les cas, une action de parti-
cules contigués, et que 1’action électrique a distance (c’est-a-dire
I’action inductrice ordinaire) ne s’exergait que par I’intermédiaire
de la matiere interposée.

Comment ces particules contigués s’influencent-elles les unes les autres ?
Faraday décrit a plusieurs reprises cette action.

L’induction apparait ' comme consistant en un certain état de
polarisation des particules, état dans lequel elles sont mises par
le corps, électrisé qui exerce 1’action ; les particules présentent
des points ou des parties positives, des points ou des parties
négatives ; les parties positives et les parties négatives occupent, a
la surface induite des particules, deux régions symétriques 1’une
de I’autre.

La théorie 2 suppose que toutes les particules d’un corps,
aussi bien d’une matiere isolante que d’une matiere conductrice,
sont des conducteurs parfaits ; ces particules ne sont pas pola-
risées dans leur état normal, mais elles peuvent le devenir sous
I’influence de particules chargées situées dans leur voisinage ;
I’état de polarisation se développe instantanément, exactement
comme dans une masse conductrice isolée formée d’un grand
nombre de particules.

...Les particules d’un diélectrique isolant soumis a I’in-
duction peuvent se comparer a une série de petites aiguilles
magnétiques ou, plus correctement encore, a une série de petits
conducteurs isolés. Considérons 1’espace qui entoure un globe
électrisé ; remplissons-le d’un diélectrique isolant, comme I’air
ou I’essence de térébenthine, et parsemons-le de petits conduc-
teurs globulaires, de telle sorte que de petites distances seulement
les séparent les uns des autres et du globe électrisé ; chacun d’eux
est ainsi isolé ; 1’état et I’action de ces particules ressembleront
exactement a 1’état et a I’action des particules d’un diélectrique

2

19. Faraday, LOC. CIT. (EXPERIMENTAL RESEARCHES, vol. I, p. 409).

20. Faraday, Nature of the electric force or forces, lu a la Société Royale de Londres, le 21 juin
1838 (PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS OF THE ROYAL SOCIETY OF LONDON, 1838, pp. 265
a 282. — Experimental Researches, série XIV, vol. I,. p. 534).
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isolé, tels que je les congois. Lorsque le globe sera chargé, les
petits conducteurs seront tous polarisés; lorsque le globe sera
déchargé, les petits conducteurs retourneront tous a leur état nor-
mal, pour se polariser de nouveau si le globe est rechargé.

Il est clair que Faraday imagine la constitution des corps diélectriques a
I’exacte ressemblance de celle que Coulomb et Poisson ont attribuée aux corps
magnétiques ; il ne parait pas, toutefois, que Faraday ait songé a rapprocher de
ses idées sur la polarisation électrique les conséquences auxquelles la théorie
de I’aimantation par influence avait conduit Poisson.

Ce rapprochement se trouve indiqué pour la premiere fois, d’une maniere
succincte, mais trés nette, dans un des premiers écrits de W. Thomson. 21

11 faut donc, dit-il, qu’il y ait une action tout a fait spéciale
dans I’intérieur des corps diélectriques solides, pour produire cet
effet. Il est probable que ce phénomene se trouverait expliqué
en attribuant au corps une action semblable a celle qui aurait
lieu s’il n’y avait pas d’action diélectrique dans le milieu isolant
et s’il y avait un trés grand nombre de petites spheres conduc-
trices réparties uniformément dans ce corps. Poisson a montré
que I’action électrique, dans ce cas, serait tout a fait semblable
a D’action magnétique du fer doux sous I’influence des corps
magnétisés. En s’appuyant sur les théoremes qu’il a donnés re-
lativement a cette action, on parvient aisément a démontrer que
si I’espace entre A et B est rempli d’un milieu ainsi constitué, les
surfaces d’équilibre seront les mémes que quand il n’y a qu’un
milieu isolant sans pouvoir diélectrique, mais que le potentiel
dans I'intérieur de A sera plus petit que dans le dernier cas, dans
un rapport qu’il est facile de déterminer d’apres les données rela-
tives a I’état du milieu isolant. Cette conclusion parait étre suffi-
sante pour expliquer les faits que M. Faraday a observés relative-
ment aux milieux diélectriques. ..

Vers la méme époque, la Société italienne des sciences, de Modene, mit
au concours la question suivante :

En prenant pour point de départ les idées de Faraday
sur I’induction électrostatique, donner une théorie physico-

21. W. Thomson, Note sur les lois élémentaires de I’électricité statique (JOURNAL DE LIOU-
VILLE, t. X, p. 220, 1S45. — Reproduit, avec des développements, sous le titre : On the elemen-
tary laws of statical electricity, dans CAMBRIDGE AND DUBLIN MATHEMATICAL JOURNAL,
nov. 1845, et dans les PAPERS ON ELECTROSTATICS AND MAGNETISM, art. II, sect. 25).
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mathématique de la distribution de I’électricité sur les conduc-
teurs de forme diverse.

11 suffit & Mossotti 22, pour résoudre le probleme, de faire subir une sorte
de transposition aux formules que Poisson avait obtenues dans 1’étude du
magnétisme ; cette transposition fut ensuite complétée par Clausius. 23

Accepter les idées de Faraday, de Mossotti et de Clausius sur la constitu-
tion des corps diélectriques parait aussi difficile aujourd’hui que d’admettre
les suppositions de Coulomb et de Poisson au sujet des corps magnétiques ;
mais il est aisé de faire subir a la théorie de la polarisation une modification
analogue a celle que W. Thomson a fait subir a la théorie de 1’aimantation ;
c’est d’une théorie ainsi débarrassée de toute considération sur les molécules
polarisées que H. von Helmholtz fait usage. >*

Précisons les fondements de cette théorie.

Au début de I’étude de 1’électrostatique, deux especes de grandeurs non
dirigées suffisaient a définir la distribution électrique sur un corps ; ces deux
grandeurs étaient la densité électrique solide ¢ en chaque point intérieur au
corps et la densité électrique superficielle ¥ en chaque point de la surface du
corps ; encore les fondateurs de I’électrostatique ramenaient-ils cette notion-
ci a celle-1a; ils regardaient la surface du corps comme portant une couche
électrique trés mince, mais non pas infiniment mince.

Plus tard 1’étude des chutes brusques de niveau potentiel au contact de
deux conducteurs différents conduisit a introduire une troisiéme grandeur
non dirigée, irréductible aux précédentes, le moment d’une double couche en
chaque point de la surface de contact des deux conducteurs.

Ces trois especes de grandeurs ne suffisent plus a représenter
compleétement la distribution électrique sur un systéme lorsque ce systéme

22. Mossotti, Discussione analitica sull'influenza che I’azzione di un mezzo dielettrico ha sulla
distribuzione dell’eleitricita alla superfizie dei piu corpi elettrici disseminati in esso (MEMOIRES
DE LA SOCIETE ITALIENNE DE MODENE, t. XXIV, p. 49, 1850). — Extraits du méme
(BIBLIOTHEQUE UNIVERSELLE, ARCHIVES, t. VI, p. 357, 1847). — Recherches théoriques sur
Uinduction électrostatique envisagée d’apres les idées de Faraday (BIBLIOTHEQUE UNIVER-
SELLE, ARCHIVES, t. VI, p. 193; 1847).

23. R. Clausius, Sur le changement détat intérieur qui a lieu, pendant la charge, dans la
couche isolante d’un carreau de Franklin ou d’une bouteille de Leyde, et sur l'influence de ce
changement sur le phénoméne de la décharge (ABHANDLUNGENSAMMLUNG UBER DIE ME-
CHANISCHE THEORIE DER WARME, Bd. II, ZUSATZ ZU ABHANDL. X, 1867. — THEORIE
MEGANIQUE DE LA CHALEUR, traduite en frangais par F. Folie, t. II, ADDITION AU MEMOIRE,
X, 1869).

24. H. Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrieitat fur ruhende leitende
Kérper, § 8 (BORCHARDT’S JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd.
LXXII, p. 114, 1870. — WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p. 611).

(31]
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renferme des corps mauvais conducteurs ; pour parfaire la représentation d’un
semblable systéme, il faut faire usage d’une grandeur nouvelle, grandeur di-
rigée qui est affectée a chaque point d’un corps diélectrique et que I’on nomme
I’intensité de polarisation en ce point.

Un corps diélectrique est donc un corps qui présente en chaque point une
intensité de polarisation, définie en grandeur et en direction, comme un corps
magnétique est un corps qui présente en chaque point une intensité d’aiman-
tation, définie en grandeur et en direction ; les hypotheses élémentaires aux-
quelles on soumet 1’intensité de polarisation sont, d’ailleurs, calquées sur les
hypotheses élémentaires qui caractérisent I’intensité d’aimantation ; une seule
hypothese, essentielle il est vrai, est propre a I’intensité de polarisation ; cette
hypothese, a laquelle on est nécessairement conduit par la maniere dont Fa-
raday et ses successeurs ont représenté la constitution des diélectriques, est la
suivante :

Un élément diélectrique, de volume d®, dont ’intensité de polarisation a
pour composantes A, B, C, exerce sur une charge électrique, placée a distance
finie, la méme action que deux charges électriques égales l'une a U, I’autre
a — W, placées la premiére en un point M de 1’élément d®, la seconde en un
point M du méme élément, de telle sorte que la direction M'M soit celle de la
polarisation et que I’on ait I’ égalité

MMM = (A*+B? +C2)%dw.

(32]

Au contraire, on admet qu’un élément magnétique n’agit pas sur une
charge électrique.

Avant de résumer les conséquences que 1’on peut tirer de ces hypotheses,
insistons un instant encore sur la transformation qu’ont subie les suppositions
émises par les fondateurs de 1’électrostatique.

Quatre especes de grandeurs : la densité électrique solide, la densité
électrique superficielle, le moment d’une couche double, I’intensité de polari-
sation, sont employées aujourd’hui a représenter la distribution électrique sur
un systeme. Les fondateurs de I’électrostatique, Coulomb, Laplace, Poisson,
ne faisaient usage que d’une seule de ces grandeurs, la densité électrique so-
lide ; ils I’admettaient volontiers dans leurs théories, parce qu’ils parvenaient
sans peine a I’imaginer comme la densité d’un certain fluide ; a cette grandeur,
ils réduisaient les trois autres. Au lieu de regarder comme sans épaisseur la
couche électrique qui recouvre un corps et de lui attribuer une densité superfi-
cielle, ils I'imaginaient comme une couche d’une épaisseur finie, quoique tres
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petite, au sein de laquelle 1’électricité avait une densité solide finie, quoique
trés grande ; deux telles couches, identiques au signe pres de 1’électricité dont
elles sont formées, placées a une petite distance 1’une de 1’autre, remplagaient
notre double couche actuelle, sans épaisseur ; enfin, au lieu de concevoir, en
chaque point d’un diélectrique, une intensité de polarisation définie en gran-
deur et en direction, ils y placaient une particule conductrice recouverte d’une
couche électrique qui contenait autant de fluide positif que de fluide négatif.

Aujourd’hui, nous ne demandons plus aux théories physiques un
mécanisme simple et facile a imaginer, qui explique les phénomenes ; nous
les regardons comme des constructions rationnelles et abstraites qui ont
pour but de symboliser un ensemble de lois expérimentales ; des lors, pour
représenter les qualités que nous étudions, nous admettons sans difficulté
dans nos théories des grandeurs d’une nature quelconque, pourvu seulement
que ces grandeurs soient nettement définies ; peu importe que 1’imagination
saisisse ou non les propriétés signifiées par ces grandeurs ; par exemple, les
notions d’intensité d’aimantation, d’intensité de polarisation, demeurent in-
accessibles a I’imagination, qui saisit fort bien, au contraire, les corpuscules
magnétiques de Poisson, les corpuscules électriques de Faraday, recouverts, [33]
a leurs deux extrémités, par des couches fluides de signes opposés; mais
la notion d’intensité de polarisation implique un bien moins grand nombre
d’hypotheses arbitraires que la notion de particule polarisée ; elle est plus
completement dégagée de toute supposition sur la constitution de la matiere ;
substituant la continuité a la discontinuité, elle préte a des calculs plus simples
et plus rigoureux ; nous lui devons la préférence.

2.3 Propositions essentielles de la théorie des
diélectriques

Les principes que nous avons analysés permettent de développer une
théorie complete de la distribution électrique sur les systémes formés de corps
conducteurs et de corps diélectriques. Indiquons bri¢vement, et sans aucune
démonstration, 2> les propositions essentielles dont nous aurons a faire usage
par la suite.

Imaginons deux petits corps, placés a la distance r I'un de ’autre et por-
tant des quantités g et ¢’ d’électricité ; concevons ces deux petits corps placés

25. Le lecteur pourra trouver ces démonstrations dans nos LECONS SUR L’ELECTRICITE ET
LE MAGNETISME, t. II, 1892.
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non pas dans I’ éther, c’est-a-dire dans ce que contiendrait un récipient ou I’on
aurait fait le vide physique, mais dans le vide absolu, c’est-a-dire dans un mi-
lieu identique a I’espace des géometres, ayant longueur, largeur et profondeur,
mais dénué de toute propriété physique, en particulier du pouvoir de s’aiman-
ter ou de se polariser. La distinction est d’importance ; en effet, nous avons vu
que I’existence des corps diamagnétiques serait contradictoire si 1’on n’attri-
buait a 1’éther la faculté de s’aimanter, selon I’hypothese émise par Edmond
Becquerel ; et, depuis Faraday, tous les physiciens s’accordent pour attribuer
a I’éther la polarisation diélectrique.

Par une extension des lois de Coulomb (I’expérience vérifie ces lois pour
des corps placés dans 1’air, mais n’est point concevable pour des corps placés
dans le vide absolu), nous admettrons que ces deux petits corps se repoussent
avec une force

!/

F=efl 2.8)
r

[34] € étant une certaine constante positive.
Supposons qu’un ensemble de corps électrisés soit placé dans 1’espace et

soit g
V=) = 2.9
s 2.9)

leur fonction potentielle. En un point quelconque (x,y,z) extérieur aux
conducteurs électrisés, ou intérieur a I’'un d’entre eux, une charge électrique
U subit une action dont les composantes sont uX, uY, uZetl’ona

A% av aVv
X=—-€¢—, Y=—6—, Z=—€—. 2.10
ox dy dz (2.10)
Imaginons maintenant un ensemble de corps diélectriques polarisés;
soient dw; un élément diélectrique, (x1,y;,z1) un point de cet élément et A,
By, Cj les composantes de la polarisation au point (x1,y1,21)-

— ol ol ol
V()C,y,z) :/<Al 8x1 +BI(9))]+C18Z]> d(D], (211)

formule ou l'intégration s’étend a 1’ensemble des diélectriques polarisés,
définit, au point (x,y,z), la fonction potentielle de cet ensemble. Dans cette
formule (2.11), qui rappelle exactement 1’expression (2.1) de la fonction
potentielle magnétique, r est la distance mutuelle des deux points (x,y,z),

(X17Y1,Zl)~
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Le champ électrostatique créé, au point (x,y,z), par les diélectriques, a
pour composantes

- ov v ov

X=—€——, Y=—6—, Z=—-€—. 2.12

ox’ dy dz 212)

La fonction potentielle V, définie par 1’égalité (2.11), est identique a la

fonction potentielle électrostatique que définit la formule (2.9) appliquée a une

certaine distribution électrique fictive ; en cette distribution fictive, chaque

point (x,y,z) intérieur au diélectrique polarisé est affecté d’une densité solide

dA JdB JC
=—|=+4+=+= 2.13
; (aﬁay*az) 2.13)
et chaque point de la surface de contact de deux corps polarisés différents,
désignés par les indices 1 et 2, correspond a une densité superficielle

E = —[A; cos (Ny,x) + By cos (Ny,y) + Cy cos (N1, z)
+A; o8 (N2, x) + B; cos (N, y) + Ca cos (N2, 2)]. (2.14)

Si I'un des deux corps, le corps 2 par exemple, est incapable de polarisa-
tion diélectrique, il suffit, dans la formule précédente, de supprimer les termes
en Aj, By, Cr.

On voit qu’en tout point intérieur a un diélectrique continu, on a

JA JB JC
A 47'L'€47T<8x+ay+az),

(2.15)
tandis qu’en tout point de la surface de contact de deux diélectriques, on a

oV IV
N + N —4nE (2.16)

=4m[ Ajcos(Ni,x)+ By cos (Ny,y) + Cj cos (Ny,z)
+ A cos (N2, x) + By cos (N2, y) + Cacos (N2, 2)] -

Considérons un systeme ou tous les corps susceptibles d’étre électrisés
sont des corps bons conducteurs, homogenes et non décomposables par
électrolyse, et ou tous les corps susceptibles d’étre polarisés sont des
diélectriques parfaitement doux ; sur un pareil systeme, I’équilibre électrique
sera assuré par les conditions suivantes :

[35]
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1. En chacun des corps conducteurs, on a
V 4V = const. 2.17)

2. En chaque point d’un diélectrique, on a

A= —eF(M)%(V +V),

B:—sF(M)aay(V-i-V), (2.18)

C= fSF(M)aiZ(VJrV).

Dans ces formules,
1

est I’intensité de polarisation au point (x,y,z) et F (M) est une fonction essen-
tiellement positive de M ; cette fonction dépend de la nature du diélectrique au
point (x,y,z); d’un point & 1’autre, elle varie d’une maniére continue ou dis-
continue selon que la nature et 1’état du corps varient d’une maniere continue
ou discontinue.

On se contente, en général, a titre de premiere approximation, de rempla-
cer F (M) par un coefficient de polarisation F, indépendant de I’intensité M de
la polarisation ; moyennant cette approximation, les égalités (2.18) deviennent

d _
d _
B——&‘Fafy(v-i-‘/)7 (2.19)
C —EFE(V-FV)
N 0z

Il en découle immédiatement deux relations qui auront, dans toute cette
étude, une grande importance.

En premier lieu, comparées a 1’égalité (2.13), les égalités (2.19) montrent
que ’on a, en tout point d’un milieu diélectrique continu, 1’égalité

0 [ o2 PV (o2 VD)

£ox ox dy dy gaiz dz

y (2.20)
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En second lieu, comparées a égalité (2.14), les égalités (2.19) montrent
qu’en tout point de la surface de contact de deux milieux différents, on a

I(V+7V)
N

I(V+V)

eF,
! IN,

+ ek =E. 2.21)
De ces égalités, tirons de suite quelques conséquences importantes. Dans

le cas ou on I’applique a un diélectrique homogene, la formule (2.20) devient
eFA(V+V)=e.
Cette égalité, jointe a 1I’égalité (2.15) et a I’égalité
AV =0,
vérifiée en tout point ou il n’y a pas d’électricité réelle, donne 1’égalité
(1+4neF)A(V+V)=0

et comme F est essentiellement positif, cette égalité donne, a son tour,

AV+V)=0 (2.22)

et
e=0. (2.23)

De la cette proposition, démontrée par Poisson dans le cas de 1’aimanta-
tion par influence et transportée par W. Thomson et par Mossotti au cas des
diélectriques :

Lorsqu’un corps diélectrique, homogeéne et parfaitement doux, est pola-
risé par influence, la distribution électrique fictive qui équivaudrait a la pola-
risation de ce corps est une distribution purement superficielle.

Imaginons maintenant qu’un diélectrique 1 soit en contact, le long d’une
certaine surface, avec un corps 2, conducteur, mais incapable de toute po-
larisation. A chaque point de cette surface, correspondent deux densités [38]
électriques superficielles : une densité réelle X et une densité fictive E ; aux
égalités (2.16) et (2.21), nous pouvons joindre 1’égalité bien connue

av Vv
TM + 87]\/2 = —4nX
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ainsi que 1’égalité
ov. a9V
— +— =—4nX
aN, N, ’
qui découle de la condition (2.17) ; nous obtenons ainsi I’égalité

4meR L+ (1+4meR)E = 0. (2.24)

A la surface de contact d’un conducteur et d’un diélectrique, la densité
de la couche électrique réelle ¥ est a la densité de la couche électrique fictive
E dans un rapport (— IX;ZI'?F ) négatif, plus grand que 1 en valeur absolue et
dépendant uniquement de la nature du diélectrique.

Les formules et les théoremes que nous venons de passer rapidement en
revue permettent de mettre en équations et de traiter les problemes que souleve
I’étude des diélectriques. Deux de ces problemes joueront un grand réle dans
les discussions qui vont suivre; il importe donc d’en rappeler en quelques
mots la solution.

Le premier de ces problemes concerne le condensateur.

Imaginons un condensateur clos. En tout point de 1’armature interne, la
somme (V +V) a la méme valeur Uj, tandis qu’en tout point de 1’armature
externe, elle a la valeur Uy. L’intervalle compris entre les deux armatures est
occupé en entier par un diélectrique homogene D dont F est le coefficient
de polarisation. On démontre sans peine que, dans ces conditions, I’armature
interne se couvre d’une charge électrique réelle Q donnée par la formule

_ l+A4neF
- 4rm
[39] A étant une quantité qui dépend uniquement de la forme géométrique de I’es-

pace compris entre les deux armatures. La capacité du condensateur, c’est-a-
dire le rapport

0 A(U; - Uy),

.o
e(Ur —Up)
a pour valeur
1 +4reF
C=—A 2.25
4me ( )

Prenons un condensateur de forme identique au précédent et coulons entre
les armatures de ce condensateur un nouveau diélectrique D’, ayant un coef-
ficient de polarisation F”; la capacité de ce second condensateur aura pour
valeur
_ 14-4neF’

C/
drce

A.



2.3. PROPOSITIONS ESSENTIELLES DE LA THEORIE DES DIELECTRIQUES37

Comme Cavendish I’a fait, d&s 1771, dans des recherches 2° restées cent
ans inédites, comme Faraday 2’ I’a exécuté de nouveau deés 1837, déterminons
expérimentalement le rapport de la capacité du second condensateur a la ca-
pacité du premier ; le résultat de cette mesure sera le nombre

C'  1+4neF’
C  1+4neF’

Ce nombre dépendra uniquement de la nature des deux diélectriques D
et D’; a ce nombre, on donne le nom de pouvoir inducteur spécifique du
diélectrique D’, relatif au diélectrique D.

Par définition, le pouvoir inducteur spécifique absolu d’un diélectrique D
est le nombre (1 +47eF) ; pour un milieu impolarisable il est égal a 1. [40]

La considération du second probleme s’impose de la maniere la plus
stricte du moment que 1’on regarde 1’éther comme susceptible de polarisation
diélectrique.

L’électrostatique tout entiere est construite en supposant que les corps
conducteurs ou diélectriques sont isolés dans le vide absolu; si I’on admet
I’hypothese dont nous venons de parler, une telle électrostatique est une pure
abstraction, incapable de donner une image de la réalité ; mais, par une cir-
constance heureuse, on peut trés simplement transformer cette électrostatique
en une autre ot I’espace illimité, qui était vide en la premiere, se trouve rempli
par un éther homogene, incompressible et polarisable.

Soit Fy le coefficient de polarisation de ce milieu dans lequel sont
plongés les corps étudiés. Ces corps sont des conducteurs homogenes chargés
d’électricité et des diélectriques parfaitement doux. Quelle sera la distribu-
tion électrique sur un tel systeéme en équilibre ? Quelles forces solliciteront les
divers corps dont il se compose ?

La regle suivante réduit a 1’électrostatique classique la solution de ces
questions :

Remplacez [’éther polarisable par le vide; a chaque corps conduc-
teur, laissez la charge électrique totale qu’il porte en réalité; a chaque
diélectrique, attribuez un coefficient de polarisation fictif @, égal a l’excés
de son coefficient réel de polarisation F sur le coefficient de polarisation Fy
de I'éther :

(2.26)

¢ =F—Fo; (2.27)

26. The electrical Researches of the honourable Henry Cavendish, F. R. S., written belween
1771 and 1781 ; edited by J. Clerk Maxwell (Cambridge).

27. Faraday, EXPERIMENTAL RESEARCHES IN ELECTRICITY, série XI, On induction; § 5.
On specific induction, on specific inductive capacity. Lu a la Société Royale de Londres le 21
décembre 1837.
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enfin, remplacez la constante e par une constante fictive

, 4

&€=——. 2.28
1+4rneky ( )

Vous obtiendrez un systéme fictif correspondant au systeme réel qui a été
donné.

La distribution électrique sur les corps conducteurs sera la méme dans le
systeme fictif que dans le systeme réel.

Les actions pondéromotrices seront les mémes dans le systeme fictif que
dans le systeme réel.

Quant a la polarisation en chaque point de 'un des corps diélectriques

[41] autre que ’éther; elle a la méme direction dans le systeme fictif et dans le

systeme réel ; mais, pour obtenir sa grandeur dans le second systeme, il faut
multiplier la grandeur qu’elle a dans le premier par

F
F—Fy

2.4 L’idée particuliere de Faraday

Des idées de Faraday sur la polarisation nous avons extrait jusqu’ici
ce qu’il y a de plus général, ce qui a donné naissance a la théorie des
diélectriques. Ces idées générales sont loin de représenter, dans sa plénitude,
la pensée de Faraday. Faraday professait, en outre, une opinion trés parti-
culiere sur la relation qui existe entre la charge électrique qui recouvre un
conducteur et la polarisation du milieu diélectrique dans lequel ce conduc-
teur est plongé. Cette opinion de Faraday n’avait point échappé a Mossotti,
qui I’avait adoptée ; en revanche, elle semble n’avoir frappé aucun physicien
contemporain ; Heinrich Hertz 8 a exposé cette opinion, en observant qu’elle
est un cas limite de la théorie de Helmholtz, déja signalé par ce grand physi-
cien ; mais ni Helmholtz, ni Hertz, ne I’ont attribuée a Faraday et a Mossotti.

Pour qui lit Faraday avec une minutieuse attention, il est clair qu’il admet-
tait la loi suivante :

Lorsqu’un milieu diélectrique se polarise sous l’action de conducteurs
électrisés, en chaque point de la surface de contact d’un conducteur et
du diélectrique, la densité de la couche superficielle fictive qui recouvre le
diélectrique est EGALE ET DE SIGNE CONTRAIRE & la densité de la couche

28. Heinrich Hertz, Untersuchungen iiber die Aushreitung der elektrischen Kraft. Einleitende
Uebersicht ; Leipzig, 1892. — Traduit en frangais par M. Raveau (LA LUMIERE ELECTRIQUE,
t. XLIV, pp. 285, 335 et 387 ; 1892).
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électrique réelle qui recouvre le conducteur :
E+X=0. (2.29)

Lorsque j’emploie le mot charge dans son sens le plus
simple, écrit Faraday au D’ Hare?®, j’entends qu’un corps
peut €tre chargé de 1'une ou de l'autre électricité, pourvu
qu’on le considére seulement en lui-méme; mais j admets
qu’une telle charge ne saurait exister sans induction, c’est-a-
dire indépendamment du développement d’une quantité égale de
Pautre électricité, non pas sur le corps chargé lui-méme, mais

cules immédi voisi u dié (que qui
dans les particules immédiatement voisines du diélectrique qui
I’entoure, et, par I’intermédiaire de celles-ci, sur les particules en
regard des corps conducteurs non isolés qui I’environnent et qui,
ans cette circonstance, arrétent, pour ainsi dire, cette induction
d tts t tent d tt duct
particuliere.

C’est d’ailleurs a I’existence, au voisinage immédiat 1’'une de 1’autre, de
ces deux couches, égales en densité et de signes contraires, qu’est due, pour
Faraday, la possibilité de maintenir une couche électrique a la surface d’un
conducteur.

Puisque la théorie suppose parfaitement isolant le milieu qui entoure le
corps conducteur, il n’y a pas lieu de chercher quelle force maintient la couche
électrique adhérente a la surface du conducteur ; ce qui I’y maintient, c’est la
propriété attribuée au milieu de ne pouvoir livrer passage a 1’électricité ; sil’on
peut parler de la pression que le milieu exerce sur 1’électricité pour la mainte-
nir, c’est au sens ol I’on parle en mécanique de force de liaison ; cette pression
est I’action électromotrice qu’il faudrait appliquer a la couche électrique pour
qu’elle demeurat a la surface du conducteur, si le milieu cessait d’étre isolant ;

cette idée semble avoir été trés nettement apercue par Poisson > :

La pression, dit-il, que le fluide exerce contre ’air qui le
contient est en raison composée de la force répulsive et de
I’épaisseur de la couche; et puisque 'un de ces éléments est

29. Faraday, An Answer to D" Hare’s Letter on certain theoretical Opinions (SILLIMANN’S
JOURNAL, vol. XXXIX, p. 108 ; 1840. — EXPERIMENTAL RESEARCHES IN ELECTRICITY, vol.
1L, p. 268 ; Londres, 1844).

30. S. D. Poisson, Mémoire sur la distribution de I’électricité a la surface des corps conduc-
teurs, lu 2 1’Académie des sciences le 9 mai et le 3 aofit 1812 (MEMOIRES DE LA CLASSE
DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET PHYSIQUES pour I’année 1811, MEMOIRES DES SAVANTS
ETRANGERS, p. 6).

[42]
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proportionnel a I’autre, il s’ensuit que la pression varie a la sur-
face d’un corps électrisé et qu’elle est proportionnelle au carré de
I’épaisseur ou de la quantité d’électricité accumulée en chaque
point de cette surface. L’air imperméable a 1’électricité doit étre
regardé comme un vase dont la forme est déterminée par celle
du corps électrisé ; le fluide que ce vase contient exerce contre
ses parois des pressions différentes en différents points, de telle
sorte que la pression qui a lieu en certains points est quelque-
fois tres grande et comme infinie par rapport a celle que d’autres
éprouvent. Dans les endroits ou la pression du fluide vient a sur-
passer la résistance que 1’air lui oppose, ’air cede, ou, si I’on
veut, le vase creve, et le fluide s’écoule comme par une ouver-
ture. C’est ce qui arrive a ’extrémité des pointes et sur les arétes
vives des corps anguleux.

Faraday ne comprend pas la pensée de Poisson ; il confond la résistance
que I’air oppose a I’échappement de I’électricité, en vertu de sa non conduc-
tibilité, avec la pression atmosphérique, c’est-a-dire avec la résistance que
ce méme air oppose au mouvement des masses matérielles, en vertu de sa
pesanteur et de son inertie ; et, triomphant sans peine de 1’explication ainsi in-
terprétée, il en tire avantage pour sa théorie qui attribue a 1’action de la couche
répandue sur le diélectrique I’équilibre de la couche recouvrant le conducteur :

Sur ce point, dit-il >, je pense que mes vues sur I’induction
ont un avantage marqué sur toutes les autres et, en particulier, sur
celle qui attribue a la pression de V atmosphere la rétention de
I’électricité a la surface des conducteurs placés dans 1’air. Cette
maniere de voir est celle qui a été adoptée par Poisson et Biot,
et je la crois généralement recue ; cette théorie associe par de
grossieres relations mécaniques, par 1’intermédiaire d’une pres-
sion purement statique, deux éléments aussi dissemblables que
I’air pondérable d’une part et que, d’autre part, le ou les fluides
électriques, fluides subtils et, d’ailleurs, hypothétiques. [...] Cela
nous fournit une nouvelle preuve 32 que la seule pression de I’at-
mosphere ne suffit pas a prévenir ou a gouverner la décharge,
mais que ce role appartient a une qualité ou relation électrique du
milieu gazeux. C’est, par conséquent, un nouvel argument pour

31. Faraday, EXPERIMENTAL RESEARCHES IN ELECTRICITY, série XII, On Induction, vol.
I, p. 438.
32. Faraday, ibid., p. 445.
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la théorie moléculaire de I’action inductive.

D’ailleurs, un lecteur attentif des Recherches expérimentales sur
I’électricité reconnait aisément, dans I’hypotheése que nous développons
en ce moment, ce que Faraday entend énoncer lorsqu’il affirme que 1’ac-
tion électrique ne s’exerce pas a distance, mais seulement entre particules
contigués ; il veut certainement dire par la qu’aucune quantité d’électricité ne
peut se développer a la surface d’une molécule matérielle sans qu’une charge
égale et de signe contraire se développe sur la face en regard d’une autre

molécule extrémement voisine.
C’est bien ainsi que Mossotti a compris la pensée de Faraday :

Ce physicien, dit-il3?

surfaces sont amenées a 1’état électrique contraire.

Mossotti, ayant démontré 1’existence des couches superficielles qui équivalent

2 un diélectrique polarisé par influence, ajoute 3 :

Ces couches qui représenteraient, aux limites du corps
diélectrique, les effets non neutralisés des deux systemes
réciproques de forces intérieures, exercent, sur la surface des
corps conducteurs environnants, des actions équivalentes a celles
que les couches électriques propres de ces mémes corps exer-
ceraient directement entre elles sans l’intervention du corps
diélectrique. Ce théoreme nous donne la conclusion principale de

33. Mossotti, Recherches théoriques sur l'induction électrostatique envisagée d’apreés les idées

de Faraday (BIBLIOTHEQUE UNIVERSELLE, ARCHIVES, t. VI, p. 194 ; 1847).
34. Mossotti, Ibid., p. 196.

, considérant 1’état de polarisation
moléculaire électrique, pense qu’il doit exister deux systemes
de forces opposées qui alternent rapidement et se dissimulent
alternativement dans ’intérieur du corps diélectrique, mais
qui doivent manifester deux effets spéciaux et opposés aux
extrémités de ce méme corps. D’un c6té, par I’action simultanée
des deux systemes de forces qui se développent dans le corps
diélectrique, il nait, dans chaque point de la couche électrique qui
recouvre le corps excité, une force égale et contraire a celle avec
laquelle la méme couche tend a expulser ses atomes ; et 1’oppo-
sition de ces deux forces fait que le fluide qui compose la couche
est retenu sur la superficie du corps électrique. Du c6té opposé, ou
le corps diélectrique touche ou enveloppe les surfaces des autres
corps électriques environnants, il déploie une force d’une espece
analogue a celle du corps électrisé et au moyen de laquelle ces

[44]
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[45] la question que nous nous étions proposée. Le corps diélectrique,
par le moyen de la polarisation des atmospheres de ses molécules,
ne fait que transmettre de 1'un a I'autre corps l’action entre
les corps conducteurs, neutralisant I’action électrique sur 1’un et
transportant sur I’autre une action égale a celle que le premier
aurait exercée directement.

Si I'on observe que pour Faraday et pour Mossotti, les mots action
électrique, force électrique, sont a chaque instant pris comme synonymes de
charge électrique, densité électrique, on ne peut pas ne pas reconnaitre, dans
les passages que nous venons de citer, I’hypothese que traduit 1’égalité (2.29).
Nous pourrons donc dire que cette égalité exprime 1’ hypothése particuliéere de
Faraday et de Mossotti.

Prise en toute rigueur, cette hypothese n’est pas compatible avec les prin-
cipes sur lesquels repose la théorie de la polarisation diélectrique ; nous avons
vu, en effet, comme conséquence de I’égalité (2.24), que la densité de la
couche électrique réelle répandue a la surface d’un corps conducteur avait
toujours une plus grande valeur absolue que la densité, au méme point, de
la couche électrique fictive qui équivaudrait a la polarisation du diélectrique
contigu.

Mais cette méme égalité (2.24) nous enseigne que 1’hypotheése de Faraday
et de Mossotti, inacceptable si on la prend a la rigueur, peut étre approximati-
vement vraie ; ¢’est ce qui arrive si £F] a une valeur trés grande par rapport a
L

On peut donc dire que I’ hypothése de Faraday et de Mossotti représentera
une loi approchée si le nombre abstrait €F a, pour tous les diélectriques, une
valeur numérique extrémement grande.

Examinons les conséquences auxquelles conduit cette supposition.

La capacité d’un condensateur a lame d’air ne varie guere lorsqu’on fait,
en ce condensateur, un vide aussi parfait que possible ; on peut donc admettre
que le pouvoir inducteur spécifique de 1’air par rapport a I’éther ne surpasse
guere I’unité ou que le nombre (1 +4FeF) relatif a I’air peut étre substitué
au nombre (1 +4F neF) relatif a I’éther.

Prenons deux charges électriques Q et Q' placées dans I’éther (pratique-
ment dans 1’air) et soit r la distance qui les sépare ; ces charges se repoussent
avec une force qui a pour valeur

e Q0

= X% 2.30
| +4neF, r2 (2.30)

Si I’on admet I"hypotheése de Faraday et de Mossotti, cette valeur differe
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peu de /
= L % (2.3
41t Fy 2

Supposons que I’on se serve du systeme d’unités électromagnétiques C.
G. S.; que les nombres Q, Q', r, qui mesurent, dans ce systtme, les charges
et leurs distances, soient des nombres de grandeur modérée ; qu’ils soient, par
exemple, tous trois égaux a 1. L’expérience nous montre que la force répulsive
n’est pas mesurée par un nombre extrémement petit, mais, au contraire, par un
grand nombre ; le coefficient de polarisation Fy de 1’éther ne peut donc pas étre
regardé comme ayant une tres grande valeur en systeme électromagnétique C.
G. S.; ’hypothese de Faraday entraine alors la proposition suivante :

En systeme électromagnétique C. G. S., la constante e a une valeur
extrémement grande; chaque formule pourra étre remplacée par la forme
limite que ’on obtient lorsque ’on y fait croitre et au dela de toute limite.

L’expérience dont nous venons de parler nous renseigne, d’ailleurs, sur la
valeur de Fy. La répulsion de deux charges représentées par le nombre 1 dans
le systeme électromagnétique C. G. S., placées a un centimetre de distance
I’une de I’autre, est mesurée sensiblement par le méme nombre que le carré
de la vitesse de la lumiere, c’est-a-dire par le nombre 9 x 10%2 ; si donc ’on
admet I’hypothese de Faraday, on a sensiblement

1
—— =9x10*
4nFy x

ou
1

0= 36 x 102

eFp devant étre extrémement grand par rapport a ﬁ, on voit que, dans
le systeme électromagnétique C. G. S., € doit étre mesuré par un nombre
extrémement grand par rapport a 1022,

Le pouvoir inducteur spécifique relatif a 1’éther (pratiquement a I’air) d’un
diélectrique quelconque est le rapport llifgg g) ; pour tous les diélectriques
connus, il a une valeur finie ; il varie entre 1 (éther) et 64 (eau distillée).

Or, dans la théorie de Faraday, le pouvoir inducteur spécifique d’un
diélectrique D’ par rapport a un autre diélectrique D est sensiblement égal
au rapport entre le coefficient de polarisation F' du premier diélectrique et le
coefficient de polarisation F du second :

1+4neF’  F’
_— = —. 2.32
1+4neF F ( )

[47]
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Donc, pour tous les diélectriques, le rapport FEO est compris entre 1 et 64 ;
en d’autres termes, pour tous les diélectriques, le coefficient de polarisation F',
mesuré en unités électromagnétiques C. G. S., est au plus de 1’ordre de 10722,

Helmbholtz, apres avoir développé une électrodynamique tres générale, a
proposé 3>, pour retrouver diverses conséquences de la théorie de Maxwell,
une opération qui revient a prendre la forme limite des équations obtenues
lorsqu’on y fait croitre €F au dela de toute limite ; cette supposition, on le

[48] voit, se ramene immédiatement a I’hypothese de Faraday et de Mossotti.

35. H. Helmholtz, Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Strome in korperlich aus-
gedehnten Leitern (VERHANDLUNGEN DES NATURHISTORISCH-MEDICINISCHEN VEREINS ZU
HEIDELBERG, 21 janvier 1870; p. 89. — Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 513). —
Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitit fiir ruhende leitende Korper (BORCHARDT’S
JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd. LXXII, p. 127 et p. 129. —
WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p. 625 et p. 628). — Voir aussi : H. Poincaré.
Electricité et Optique ; 11. Les théories de Helmholtz et les expériences de Hertz, p. vi et p. 103 ;
Paris, 1891.



Chapitre 3

La premiere électrostatique
de Maxwell

3.1 Rappel de la théorie de la conductibilité de la
chaleur

Avant d’aller plus loin et d’aborder 1’exposé des idées de Maxwell, il nous
faut arréter un moment a 1’étude de la conductibilité de la chaleur.

Considérons une substance, homogene ou hétérogene, mais isotrope.

Soient : (x,y,z) un point pris a I’intérieur de cette substance ;

T, la température en ce point ;

k, le coefficient de conductibilité calorifique en ce point.

Le flux de chaleur en ce point aura pour composantes suivant les axes de
coordonnées :

aT aT aT

u=—k>-. v:—ka—y, W=k 3.1)

Considérons une partie continue d’un conducteur ; un élément de volume
dw =dxdydz,

découpé dans cette région, renferme une source de chaleur qui dégage, dans le
temps dt, une quantité de chaleur jd®dt ; nous pouvons nommer j I’intensité
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de la source. Nous aurons, d’apres cette définition,

o v ow_
dx dy 09z -

ou bien, en vertu des égalités (3.1),

9 (,dT\ d (,0T\ 9 (,dT\ .

Soit maintenant S la surface qui sépare deux substances, 1 et 2, de conduc-
tibilités différentes. L’ élément dS de cette surface renferme une source de cha-
leur superficielle qui, dans le temps df, dégage une quantité de chaleur JdSdt ;
J est 'intensité superficielle de la source. Nous aurons alors

uj cos (Ny1,x) + vy cos (Ny,y) +wj cos (N, z2)
+up cos (Na,x) +vacos (N, y) +wyp cos (Np,z2) =J

ou bien, en vertu des égalités (3.1),

(I O

Telles sont les équations fondamentales, données par Fourier, qui régissent
la propagation de la chaleur par conductibilité. On sait comment 1’ceuvre de
G. S. Ohm, complétée plus tard par G. Kirchhoff, a permis de les étendre a la
propagation du courant électrique au sein des corps conducteurs. Pour passer
du premier probléme au second, il suffit de remplacer le flux de chaleur par le
flux électrique, la conductibilité calorifique par la conductibilité électrique, la
température 7 par le produit €V de la constante des lois de Coulomb et de la
fonction potentielle électrostatique ; enfin de substituer a j et a J les rapports
%—‘t’, %, o, X désignant les densités électriques solide et superficielle.

Une extension analogue des équations de la conductibilité calorifique peut
servir a traiter de la diffusion d’un sel au sein d’une dissolution aqueuse, selon
la remarque bien connue de Fick.

Une analogie analytique peut aussi étre établie entre certains problemes
relatifs a la conductibilité de la chaleur et certains problemes 1’électrostatique.

Considérons, par exemple, le probléme suivant :

Un corps C est plongé dans un espace E. Le corps C et 1’espace E sont
tous deux homogenes, isotropes et conducteurs, mais ils ont dés conducti-
bilités différentes ; k> est la conductibilité du corps G k est la conductibilité
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de I’espace E. Le corps G est supposé maintenu a une température invariable,
la méme en tous ses points, que nous désignerons par A ; les divers éléments
de I’espace E ne renferment point d’autre cause de dégagement ou d’absorp-
tion de chaleur que celle qui provient de leur chaleur spécifique y; chaque
élément dw, de densité p, dégage donc, dans le temps df, une quantité de
chaleur —pdw }/%dt, en sorte que

T
I1==PY

enfin, 1’état de ce milieu E est supposé stationnaire; 7 y a, en chaque point,
une valeur indépendante de ¢, ce qui transforme 1’égalité précédente en

j=0.

Comment, pour réaliser un semblable état, faut-il distribuer les sources de
chaleur a la surface du corps G ? Quelle sera, aux divers points de I’espace E,
la valeur de la température 7 ?

La température 7', continue dans tout 1’espace, devra prendre, en tout point
du corps G et de la surface qui le termine, la valeur constante A ; en tout point
de I’espace E, elle devra vérifier I’équation

AT =0,
a laquelle se réduit I’équation (3.2), lorsqu’on y fait
j=0

et qu’on y suppose k indépendant de x, y, z; T étant ainsi déterminé, I’équation
(3.3), qui se réduira a

T
kr—+J=0
2N2+ )

fera connaitre la valeur de J en chaque point de la surface qui limite le corps
C.

Ce probleme est analytiquement identique a celui-ci :

Un conducteur homogene et électrisé G est plongé dans un milieu isolant
E; quelle est la distribution de 1’électricité a la surface de ce conducteur en
équilibre ?

Pour passer du premier probleme au second, il suffit de remplacer, dans
la solution, la température T par la fonction potentielle électrique V, le quo-
tient é par le produit 47X, ot X désigne la densité superficielle de la couche
électrique qui recouvre le conducteur C.
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1l serait peut-étre difficile de citer le géometre qui a le premier remarqué
cette analogie; les mathématiciens du commencement du siecle étaient si
parfaitement habitués au maniement des équations différentielles auxquelles
conduisent les diverses théories de la physique qu’une semblable analogie
devait, pour ainsi dire, leur sauter aux yeux. En fous cas, on la trouve explici-
tement énoncée dans d’anciens travaux de Chasles ! et de W. Thomson. 2

3.2 Théorie des milieux diélectriques, construite
par analogie avec la théorie de la conduction
de la chaleur

On a cherché, dans les propriétés des milieux diélectriques, une analogie
plus profonde avec les lois de la conductibilité de la chaleur.

Ayant traité un probleme quelconque de conductibilité, on passerait au
probléme analogue de 1’électrostatique en conservant les mémes équations et
en changeant le sens des lettres qui y figurent selon les régles que voici :

On remplacerait la température T par une certaine fonction ¥ ; cette fonc-
tion ¥ déterminerait les composantes P, Q, R du champ électrostatique au
point (x,y,z) par les formules

po ¥ o Y ¥ 34)
ay dz

Le coefficient de conductibilité k serait remplacé par un coefficient K,
caractérisant les propriétés diélectriques du milieu et que I’on nommerait son
pouvoir inducteur spécifique.

Les composantes du flux de chaleur w, v, w seraient remplacées par les
composantes f, g, h d’un vecteur qu’on nommerait la polarité au point (x,y, z),

1. M. Chasles, Enoncé de deux théorémes généraux sur I'attraction des corps et la théorie
de la chaleur (COMPTES RENDUS, t. VIIL, p. 209 ; 1839).

2. W. Thomson, On the uniform Motion of Heat in homogeneous solid Bodies, and its
Connexion with the mathematical Theory of Electricity (CAMBRIDGE AND DUBLIN MATHE-
MATICAL JOURNAL, février 1842. — Réimprimé dans le PHILOSOPHICAL MAGAZINE en 1854
et dans les PAPERS ON ELECTROSTATICS AND MAGNETISM, Art. 1).



3.2. THEORIE DES MILIEUX DIELECTRIQUES 49

en sorte que 1’on aurait

f=KP= —Ka—\P,
ox
0¥
g=KQ=-K—, (3.5)
dy
oY
h=KR = fKa—Z.

L’intensité j de la source calorifique serait remplacée par 4w Ke, e étant la
densité électrique solide en sorte que 1I’équation (3.2) deviendrait

d ¥ d ¥ d ¥

Dans le mémoire ou il traite de la théorie que nous exposons en ce mo-
ment, Maxwell ne considere jamais les surfaces de discontinuité qui séparent
les divers corps les uns des autres; on peut en effet, si ’on veut, supposer
que le passage des divers corps les uns dans les autres se fait d’une maniere
continue au travers d’une couche trés mince ; les physiciens ont souvent usé
de ce procédé.

Ces diverses regles, si elles existaient seules, pourraient étre regardées
comme un simple jeu de formules, comme des conventions purement arbi-
traires ; elles perdent ce caractere, pour prendre celui d’une électrostatique,
d’une théorie physique susceptible d’étre confirmée ou contredite par
I’expérience, lorsqu’on y joint I’hypothese suivante : Le systéme est le siege
d’actions qui admettent pour potentiel la quantité

U= %/Tedm, 3.7)

I’intégrale s’étendant au systéme tout entier.

Quelques linéaments de cette électrostatique nouvelle se trouvent dans
les recherches de Faraday ; c’est, il est vrai, non point au sujet des corps
diélectriques, mais au sujet des corps magnétiques qu’il les trace; mais
on connait les liens intimes qui unissent le développement de la théorie
des aimants au développement de la théorie des corps diélectriques. Divers
phénomenes, dit Faraday, 3

3. Faraday, Experimental Researches in Electricity, XX VI série, lue a la Société royale de
Londres le 28 nov. 1850 (EXPERIMENTAL RESEARCHES, vol. III, p. 100).
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m’ont conduit a I’'idée que des corps possedent a des degrés
différents un pouvoir conducteur pour le magnétisme [...] J'use
des mots pouvoir conducteur comme expression générale pour
désigner la capacité que les corps possedent d’effectuer la trans-
mission des forces magnétiques, sans rien supposer sur la fagon
dont s’effectue cette transmission.

Certains corps auraient un pouvoir conducteur plus grand que le milieu am-
biant; ce seraient les corps magnétiques proprement dits ; d’autres condui-
raient moins bien que le milieu ; ce seraient les corps diamagnétiques. Faraday
semble d’ailleurs avoir entrevu* que cette théorie ne s’accordait pas en tout
point avec la théorie classique de la polarisation des aimants.

Déja, quelques années auparavant, les idées mémes de Faraday sur 1’in-
duction électrique avaient suggéré 2 W. Thomson® quelques apercus ana-
logues :

Il est possible, je n’en doute pas, écrivait-il, de découvrir que
de telles forces a distance peuvent étre produites entierement par
I’action des parties contigués de tout le milieu interposé, et nous
en trouvons une analogie dans le cas de la chaleur, dont certains
effets, qui suivent les mémes lois, sont propagés sans doute de
particule a particule.

Mais si quelques vestiges de 1’idée que nous venons d’exposer se peuvent
soupgonner dans les écrits de certains auteurs, il n’est point douteux que Max-
well I’ait développée le premier en une véritable théorie ; a cette théorie, il a
consacré la premiére partie de son plus ancien mémoire sur 1’électricité. ¢

Maxwell commence par proclamer le role fécond de 1’analogie physique.
“Par analogie physique, dit-il, j’entends cette ressemblance partielle entre les
lois d’une science et les lois d’une autre science qui fait que I’une des deux
sciences peut servir a illustrer ’autre” et il montre comment 1’analogie phy-
sique entre 1’acoustique et 1’optique a contribué au progres de cette derniere
science.

11 développe alors non point la théorie de la propagation de la chaleur dans
un milieu conducteur, mais une théorie du mouvement d’un fluide dans un mi-

4. Faraday, loc. cit., p. 208.

5. W. Thomson, On the elementary Laws of statical Electricity (CAMBRIDGE AND DUBLIN
MATHEMATICAL JOURNAL. 1845. — PAPERS ON ELECTROSTATICS, Art. II, n® 50).

6. J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force, lu a la Société philosophique de Cam-
bridge, le 10 décembre 1855 et le 11 février 1856 (TRANSACTIONS OF THE CAMBRIDGE PHI-
LOSOPHICAL SOCIETY, vol. X, part, I p. 27 ; 1864.— SCIENTIFIC PAPERS OF JAMES CLERK
MAXWELL, vol. 1, p. 156 ; Cambridge, 1890).
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lieu résistant ; celle-ci ne differe d’ailleurs de celle-la que par la signification
des lettres qu’elle emploie ; mais, en toutes deux, ces lettres se groupent selon
les mémes formules.

Ces formules, Maxwell les étend a 1’électricité, conformément a ce que
nous venons d’indiquer : ’

L’induction électrique, dit-il, exercée sur un corps a distance,
dépend non seulement de la distribution de I’électricité sur le
corps inducteur et de la forme et de la position du corps induit,
mais encore de la nature du milieu interposé ou diélectrique. Fa-
raday exprime ce fait par la conception qu’une substance a une
plus grande capacité inductive ou conduit mieux les lignes d’ac-
tion inductive qu’une autre. Si nous supposons que, dans notre
analogie du mouvement d’un fluide dans un milieu résistant, la
résistance est différente dans différents milieux, lorsque nous
donnerons a la résistance une moindre valeur, nous obtiendrons
un milieu analogue a un diélectrique qui conduit plus aisément
les lignes de Faraday.

3.3 Discussion de la premiere électrostatique de
Maxwell

Lorsque Maxwell, dans 1’exposé que nous venons d’analyser, parle de
polarité, de charge électrique, de fonction potentielle, entend-il destituer ces
mots du sens qu’ils avaient recu jusque-la en électrostatique, entend-il définir
des grandeurs nouvelles, essentiellement distinctes de celles qui portaient
les mémes noms avant lui, et destinées a les remplacer dans une théorie
irréductible a I’ancienne électrostatique ? Maint passage de son mémoire nous
prouve clairement qu’il n’en est rien ; qu’en usant des mots charge électrique,

7. Pour faire concorder nos notations avec celles qu’emploie Maxwell dans le mémoire cité,
il faut remplacer
¥ par -V,

edw par dm,
1
X’
f,g,h par u,v,w,
P,Q,R par X,Y Z

K par
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fonction potentielle, polarité, il entend les employer dans le sens accepté de
tous; qu’il ne prétend pas créer une électrostatique nouvelle, mais, par une
comparaison, illustrer 1’électrostatique traditionnelle, la théorie de la polarisa-
tion des diélectriques telle que Faraday et Mossotti I’ont concue, a I’'imitation
de la théorie du magnétisme donnée par Poisson.

Tout d’abord, en parlant de I’état de 1’ électrostatique au moment ot il écrit,
Maxwell ne semble pas se proposer de modifier quoi que ce soit aux formules
admises ; puis, il indique par quel changement dans le sens des lettres que ren-
ferment les formules on passera du probleéme du mouvement d’un fluide dans
un milieu résistant au probleme électrique “ordinaire,” épithete dont I’emploi
exclut toute intention de révolutionner cette branche de la Physique. A propos
des aimants, Maxwell marque nettement que les deux théories en question
sont, pour lui, mathématiquement équivalentes :

Un aimant, dit-il, est concu comme formé de parties ai-
mantées élémentaires, dont chacune possede un pdle nord et un
pdle sud; I’action de chacun de ces poles sur un autre pdle nord
ou sud est gouvernée par des lois mathématiquement identiques
a celles de I’électricité. Par conséquent, la méme application de
I’idée de lignes de force peut étre faite a ce sujet et la méme ana-
logie du mouvement d’un fluide peut étre employée a ’illustrer.

Cette analogie, Maxwell la développe, I’applique aux corps magnétiques
regardés comme plus conducteurs que le milieu ambiant, aux corps dia-
magnétiques, regardés comme moins conducteurs que ce milieu, et il ajoute :

Il est évident que nous obtiendrons les mémes résultats
mathématiques si nous supposions que la force magnétique a le
pouvoir d’exciter la polarité dans les corps, polarité qui a la méme
direction que les lignes de force dans les corps paramagnétiques
et la direction contraire dans les corps diamagnétiques.

Il est donc palpable que Maxwell, en s’appuyant sur une analogie avec
les équations de la chaleur, a simplement prétendu donner une théorie des
diélectriques, différente au point de vue des hypotheses physiques, mais iden-
tique au point de vue des équations mathématiques, a la théorie que domine
I’hypothese des molécules polarisées.

Aussi Maxwell n’hésite-t-il pas a admettre ® que la fonction W est analy-

8. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 176 ; Maxwell écrit 1’égalité

dm
szzT

qui, avec ses notations, équivaut a la précédente.
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tiquement identique a la fonction potentielle électrostatique :

e
Y= /;dw. (3.8)

Il n’a été question jusqu’ici, dans la théorie de Maxwell, que de corps
diélectriques ; comment Maxwell se représente-t-il les corps conducteurs ?

Si la conductibilité du diélectrique est parfaite ou presque par-
faite pour la petite quantité d’électricité que nous considérons,
dit-il, le diélectrique est alors considéré comme un conduc-
teur; sa surface est une surface d’égal potentiel, et 1’attraction
résultante au voisinage de la surface est normale a la surface.

Ainsi, pour Maxwell, il n’y a pas, a proprement parler, de corps conduc-
teur ; tous les corps sont des diélectriques, qui different seulement les uns des
autres par la valeur attribuée a K ; pour I’éther du vide, K est égal a 1 ; pour
les autres diélectriques, K est supérieur a 1 ; pour certains, K a une tres grande
valeur ; ceux-la sont les conducteurs.

Des lors, le probleme électrostatique se pose de la maniere suivante :

La fonction ¥, que définit 1’égalité (3.8), doit vérifier dans tout I’espace
I’égalité (3.6) ; une fois cette fonction ¥ déterminée, les égalités (3.5) feront
connaitre, en chaque point, 1’état de polarisation du milieu.

Or, I’égalité (3.8), qui est une définition, entraine 1’identité

AY =47e,
en sorte que 1’égalité (3.6) peut aussi bien s’écrire

JKoJ¥Y OJKJ¥Y OJKJI¥Y 0 19
8x8x+8y8y+az3zi' ©9)

Cette condition est fout ce que nous fournit la premiere électrostatique de
Maxwell pour déterminer la fonction W ; or, il est clair qu’elle est insuffisante
a cet objet ; tout d’abord, en un milieu homogene, ou K est indépendant d’x, y,
z, elle se réduit a une identité et laisse la fonction ¥ enticrement indéterminée
en un semblable milieu ; mais, méme au cas ou, pour éviter cette difficulté, on
repousserait I’existence de tout milieu homogene, ou n’aurait pas fait faire un
pas a la détermination de W, car si une fonction ¥ vérifie I’équation (3.9), la
fonction AY, ol A est une constante, la vérifie également.

La premiere électrostatique de Maxwell n’a donc que 1’apparence d’une
théorie physique ; lorsqu’on la serre de pres, elle s’évanouit.

[57]
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Chapitre 4

La deuxieme électrostatique
de Maxwell

4.1 L’hypothese des cellules électriques

La premiere électrostatique n’était, pour Maxwell, qu’une simple
ébauche ; la seconde électrostatique, celle que nous allons maintenant ex-
poser, constitue, au contraire, une théorie développée, a laquelle son auteur
est revenu a plusieurs reprises ; plus étroitement que la premiere théorie, elle
s’inspire des vues de Faraday et surtout de Mossotti sur la constitution des
diélectriques.

Faraday avait considéré un diélectrique soumis a I’influence comme com-
posé de particules dont les deux extrémités portent des charges égales et
contraires ; mais il avait fui toute hypothese déterminée sur la nature in-
trinseque de cette électricité que les particules matérielles possédent, et par
laquelle elles peuvent étre soit polarisées, soit laissées a 1’état neutre ; il aime
a insister sur ce fait que sa théorie de I’induction est indépendante de toute
hypothese sur la nature de 1’électricité.

Ma théorie de I’induction, dit-il,! n’émet aucune assertion
au sujet de la nature de 1’électricité, ou des diverses questions

1. M. Faraday, An Answer to D" Hare’s Letter on certain theoretical Opinions (SILLIMANN’S
JOURNAL, vol. XXXIX, p. 108 a 120; 1840. — FARADAY’S EXPERIMENTAL RESEARCHES IN
ELECTRICITY, vol. II, p. 262).
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posées par quelqu’une des théories qui ont été émises a ce su-
jet. Un certain pouvoir ou deux certains pouvoirs peuvent se
développer ou étre excités dans les corps ; quelle en est 1’origine ?
C’est une question qu’elle ne prétend pas embrasser ; mais, regar-
dant ce fait comme donné par I’observation et 1’expérience, elle
le considere uniquement en lui-méme ; elle étudie comment la
force se comporte, tandis qu’elle se communique a distance dans
le phénomene particulier, mais tres répandu, que ’on nomme
Uinduction électrostatique. Cette théorie ne décide ni de la va-
leur absolue de la force, ni de sa nature, mais seulement de sa
distribution.

Mossotti n’a pas imité la circonspection avec laquelle Faraday se tenait
a I’écart de toute hypotheése sur la nature de 1’électricité et évitait de se
prononcer entre la théorie qui suppose deux fluides électriques et celle qui
admet un fluide unique. Partisan résolu des idées de Franklin, il les trans-
porte dans 1’exposé de la doctrine de Faraday ; il admet que 1’électricité est
constituée par un fluide unique, qu’il nomme 1’éther ; ce fluide existe, a un
certain degré de densité, dans les corps a 1’état neutre; s’il se condense
en une région, cette région se trouve électrisée positivement ; elle se trouve
électrisée négativement lorsque I’éther y est raréfié; dans un diélectrique
a I’état neutre, 1’éther forme atmosphere autour de chacune des particules
matérielles qu’il ne peut quitter ; lorsque la molécule est soumise a une force
inductive, “I’atmosphére éthérée? condensée a une extrémité, déploie une
force électrique positive et raréfiée a I’extrémité opposée, laisse a découvert
une force électrique négative.”

C’est en s’autorisant de ce passage de Mossotti que Maxwell écrit 3 ce qui
suit, au début de I’exposé de sa deuxieme électrostatique :

Une force électromotrice agissant sur un diélectrique, pro-
duit un état de polarisation de ses parties semblable, comme
distribution, a la polarité des particules de fer sous I’influence
d’un aimant et, comme la polarisation magnétique, capable d’étre
représentée sous forme d’un état dans lequel chaque particule a
des poles doués de propriétés opposées.

2. Mossotti, Recherches théoriques sur l'induction électrostatique envisagée d’apreés les idées
de Faraday (BIBLIOTHEQUE UNIVERSELLE, ARCHIVES, t. VI, p. 195, 1847).

3. J. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force, Part. IIl : The Theory of molecular Vor-
tices applied to statical Electricity (PHILOSOPHICAL MAGAZINE, janvier et février 1862. —
SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 491).
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Dans un diélectrique soumis a I’induction, on peut conce-
voir, en chaque molécule, 1’électricité déplacée de telle manicre
que l'une des faces soit électrisée positivement et 1’autre
négativement, en sorte que 1’électricité demeure en entier at-
tachée a chaque molécule et ne peut passer d’'une molécule a
I’autre.

Leffet de cette action sur I’ensemble de la masse électrique
est de produire un déplacement de 1’électricité dans une certaine
direction. ..La grandeur de ce déplacement dépend de la nature
du corps et de la force électromotrice, en sorte que si & est le
déplacement, R la force électromotrice et £ un coefficient qui
dépend de la nature du diélectrique,

R=—47mE*h.* 4.1

...Ces relations sont indépendantes de toute théorie sur le
mécanisme interne des diélectriques. . .

Ce passage, ou se trouve affirmé si formellement I’accord de la théorie
qui va étre développée, d’une part avec la théorie de I’aimantation par in-
fluence donnée par Coulomb et Poisson, d’autre part avec les vues sem-
blables de Mossotti touchant la polarisation des diélectriques, est un rensei-
gnement de premiere importance sur les opinions de Maxwell ; nous le retrou-
verons, en effet, presque textuellement reproduit dans tout ce que Maxwell
écrira dorénavant sur 1’électricité et jusque dans les premiers chapitres de la
deuxieme édition de son Traité, derniere ceuvre a laquelle il ait mis la main.

Dans le mémoire : On physical Lines of Force, que nous nous proposons
d’analyser, Maxwell ne se contente pas d’accepter ces résultats “indépendants
de toute théorie ;” il cherche un agencement de corps fluides et de corps so-
lides qui permette d’en donner une interprétation mécanique ; selon le mot en
honneur aupres des physiciens anglais, il construit un modéle mécanique des
diélectriques.

Maxwell admet que tout diélectrique est un mécanisme formé au moyen
de deux substances : un fluide incompressible et dénué de viscosité, qu’il
nomme 1’éther, et un solide parfaitement élastique, qu’il nomme 1’électricité.

Lélectricité forme les parois tres minces de cellules que remplit I’éther.
L’éther est animé, au sein de chaque cellule, de mouvements tourbillonnaires
qui expliquent les propriétés magnétiques du milieu.

4. Le signe —, au second membre de 1’égalité (4.1), provient, comme nous le verrons plus
loin, d’une faute matérielle.

[61]
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Lorsque les particules du fluide éthéré sont tirées dans une
certaine direction, leurs actions tangentielles sur la substance
élastique qui forme les cellules déforment chaque cellule et
mettent en action une force égale et opposée due a I’élasticité des
cellules. Lorsque la premiére force est supprimée, les cellules re-
prennent leur forme primitive, et 1’électricité reprend la position
qu’elle avait abandonnée.

Dans cette représentation de la polarisation diélectrique, le déplacement
de la substance élastique nommée électricité va jouer exactement le méme
role que le déplacement du fluide éthéré dont parlait Mossotti ; il mesurera, en
chaque point, I’intensité de polarisation.

Les parois élastiques des cellules sont déformées par les forces qui
agissent sur elles; soient P, O, R, les composantes de la force en un point,
f, &, h, les composantes du déplacement au méme point ; les composantes f,
g, h du déplacement dépendent des composantes P, Q, R de la force. Comment
en dépendent-elles ?

La réponse a cette question dépend d’un probléeme d’élasticité qui serait
fort compliqué si la forme des cellules était donnée, et qui ne peut méme
étre mis en équation tant que cette forme demeure inconnue ; faute de solu-
tion exacte, Maxwell se contente d’une solution grossierement approchée ; il
étudie la déformation d’une cellule unique, ayant la forme sphérique, et sou-
mise a une force qui est parallele a OZ et qui a en tout point la méme valeur
R. 1l trouve alors que I’on a

R =4nE*h, (4.1°%)

E? étant une quantité qui dépend des deux coefficients d’élasticité de la
matiere qui forme les cellules.
Généralisant ce résultat, il admet que I’on a, en toutes circonstances, les
égalités
P=4mE%f, Q=4nE?, R=4nE’h. (4.2V15)

En réalité, ces formules ne sont pas celles que Maxwell a données, mais
celles que lui aurait fournies un calcul correct. Par suite d’une faute de signe
manifeste, > il substitue a ces formules les formules incorrectes

R = —47E’h, 4.1

5. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol.. I, p. 495. Des équations

R = —2mma(e+2f) (100)



4.2. LES PRINCIPES PRECEDENTS DANS LES ECRITS ULTERIEURS DE MAXWELL59

P=—4mE*f, Q= —4mE?y, R= —4mE’h. (4.2)

Les formules que nous venons d’écrire sont générales ; elles prennent une
forme plus particuliere dans le cas ou I’équilibre électrique est établi sur le
systeme ; dans ce cas, en effet, les théories électrodynamiques développées par
Maxwell dans le mémoire méme que nous analysons ® montrent qu’il existe
une certaine fonction ¥(x,y,z), telle que I’on ait

¥ ¥ ¥

P=-Gr 0=-5 k== 4.3)

D’ailleurs, si les raisonnements de Maxwell démontrent 1’existence de
cette fonction, ils ne nous renseignent en aucune facon sur sa nature, bien
que Maxwell insinue ce qui suit : “L’interprétation physique de W est que
cette fonction représente la fension électrique en chaque point de I’espace.”  [63]

4.2 Les principes précédents dans les écrits
ultérieurs de Maxwell

Avant de suivre plus loin les conséquences de ces principes et de les ana-
lyser, nous allons indiquer sous quelle forme on les retrouve dans les écrits
publiés par Maxwell postérieurement & son mémoire : On physical Lines of
Force.

En 1864, Maxwell publiait un nouveau mémoire,” trés étendu, sur les
actions électromagnétiques ; il y définissait lui-méme, de la maniere suivante,
I’esprit qui a dirigé la composition de ce travail :

J’ai tenté dans une occasion précédente, disait-il, 8 de décrire
une espece particuliere de mouvement et un genre particu-
lier de déformation combinés de maniere a rendre compte des

ae
_ e 3
h=5. (103)

Maxwell tire 1I’équation

R=47"m

¢ J”ezf h. (104)
Drailleurs, tout ce mémoire de Maxwell est littéralement criblé de fautes de signe.

6. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 482.

7. 1. Clerk Maxwell, A dynamical Theory of the Electromagnetic Field, 1u a la Société Royale
de Londres le 8 décembre 1854 (PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS, vol. CLV. — SCIENTIFIC
PAPERS, vol. I, p. 526).

8. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 563.
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phénomenes. Dans le présent mémoire, j’ai évité toute hypothese
de cette nature; lorsqu’a propos des phénomenes connus de
I’induction électrodynamique et de la polarisation diélectrique,
j’emploie des termes comme moment électrique et élasticité
électrique, je n’ai d’autre but que de diriger ’esprit du lec-
teur vers des phénomenes mécaniques qui 1’aideront a com-
prendre les phénomenes électriques correspondants. Dans le
présent mémoire, de semblables manieres de parler doivent étre
regardées comme des illustrations et non comme des explica-
tions.

Sans faire aucune hypothese sur la nature des phénomenes électriques,
donner aux lois qui les régissent des formes analogues de tout point a celles
qu’affectent les équations de la dynamique, ce sera précisément 1’objet du
Traité d’Electricité et de Magnétisme, dont le mémoire : A dynamical Theory
of the electromagnetic Field est I’ébauche.

Maxwell ne s’y montre pas moins que dans son précédent mémoire : On
physical Lines of Force respectueux des hypotheses traditionnelles touchant
la polarisation des diélectriques. Il écrit,  en citant Faraday et Mossotti :

Lorsqu’une force électromotrice agit sur un diélectrique, elle
y produit un état de polarisation qui s’y distribue comme la pola-
rité des diverses parties d’une masse de fer soumise a I’influence
d’un aimant ; de méme que la polarisation magnétique, cette po-
larité peut étre représentée comme un état dans lequel les pdles
opposés de chaque particule se trouvent dans des conditions op-
posées.

Lorsqu’un diélectrique est soumis a 1’action d’une force
électromotrice, on doit admettre que I’électricité est déplacée
en chaque molécule de telle maniere que I'une des extrémités
de cette molécule est électrisée positivement et 1 autre
négativement ; mais 1’électricité demeure totalement retenue par
la molécule, de sorte qu’elle ne peut passer de cette molécule a
une molécule voisine. L’ effet que cette action produit sur la masse
entiere du diélectrique est un déplacement général de 1’électricité
dans une certaine direction. . . Dans I’intérieur du diélectrique, on
ne remarque aucun signe d’électrisation, car 1’électrisation de la
surface de chaque molécule est neutralisée par 1’électrisation op-
posée qui se trouve a la surface des molécules contigués ; mais

9. J. Clerk Maxwell, IBID., vol. I, p. 531.
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a la surface qui limite le diélectrique, 1’électrisation ne se trouve
plus neutralisée et nous observons des phénomenes qui indiquent
une électrisation positive ou négative.

La relation qui existe entre la force électromotrice et la
grandeur du déplacement électrique qu’elle produit dépend
de la nature du diélectrique; en général, la méme force
électromotrice produit un plus grand déplacement électrique dans
un diélectrique solide, comme le verre et le soufre, que dans I’air.

Si I'on désigne par K le rapport entre la force électromotrice et le
déplacement, on aura

P=Kf, Q=Kg, R=Kh. (4.4)

Dr’ailleurs, dans le cas ou I’équilibre est établi sur le systeme, les compo-
santes P, O, R de la force électromotrice sont données par les formules

¥ ¥ ¥
) 2 — =—— R=—— 4.3
0=-3 e (4.3)
ou W est une fonction d’x, y, z sur la forme analytique de laquelle les raison-
nements électrodynamiques de Maxwell ne nous apprennent rien : [65]

¥ dit Maxwell, '9 est une fonction d’x, y, z et t qui demeure
indéterminée en ce qui concerne la solution des équations de
I’électrodynamique, car les termes qui en dépendent disparaissent
lorsqu’on integre le long d’un circuit fermé. Toutefois, la quantité
¥ peut étre déterminée dans chaque cas particulier, lorsque 1’on
connait les conditions actuelles de la question. L’interprétation
physique de ¥ est qu’elle représente le potentiel électrique en
chaque point de 1’espace.

Ce passage ne differe guere de celui que Maxwell écrit, au sujet de la
quantité ¥, dans son mémoire : On physical Lines of Force, que par la substi-
tution des mots potentiel électrique aux mots tension électrique. Mais, malgré
la précision plus grande du nouveau terme, rien, dans les raisonnements de
Maxwell, ne justifie I’identification analytique de la fonction W et de la fonc-
tion potentielle électrostatique de Green ; rien non plus, ni une ligne de texte,
ni une équation, ne marque que Maxwell ait admis cette assimilation, qui se-
rait incompatible avec plusieurs des résultats auxquels il parvient.

10. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 558.
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Les équations que nous venons d’écrire concordent évidemment avec
celles que nous avons empruntées au mémoire : On physical Lines of Force ;
elles n’en different que par la substitution du coefficient K au produit 47E? ;
en outre, la faute de signe qui affectait les équations (4.1) et (4.2) est corrigée
dans les équations (4.4).

4.3 L’équation de I’électricité libre

Par la lettre e, Maxwell représente, dans son Mémoire : A dynamical
Theory of the electromagnetic Field ' “la quantité d’électricité positive libre
contenue dans 1’unité de volume d’une portion quelconque du champ, due a
ce que I’électrisation des différentes parties du champ n’est pas exactement
neutralisée par I’électrisation des parties voisines.”

Rapprochée du passage sur la polarisation diélectrique que nous avons,
au § précédent, emprunté au méme mémoire, cette définition ne laisse aucun
doute sur le sens que Maxwell attribue a la lettre e ; c’est la densité solide
de la distribution électrique fictive qui équivaut a la polarisation diélectrique ;
c’est donc cela méme qu’au Chapitre 2, nous avons désigné par la lettre e.

D’autre part, comme le déplacement (f, g, h) est certainement, pour Max-
well, I’exact équivalent de I’intensité de polarisation, entre les composantes du
déplacement et la quantité e, il n’hésite pas a écrire !2 la relation que Poisson
avait établie entre les composantes de 1’aimantation et la densité magnétique
fictive, et que Mossotti avait étendue aux diélectriques :

et -+ o2+ - =0. (4.5)

Une équation complete celle-la en fixant la densité superficielle de
I’électricité libre a la surface de séparation de deux diélectriques 1 et 2 ; dans
les deux mémoires que nous analysons en ce moment, Maxwell ne parle ja-
mais de surfaces de discontinuité ; il n’écrit donc pas cette équation ; mais
la forme en est forcée, du moment que 1’on admet, d’une part, 1’équation
précédente et, d’autre part, I’équivalence entre une surface de discontinuité
et une couche de passage treés mince ; on peut donc adjoindre a 1’équation

11. IBID., vol. 1, p. 561.
12. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 561, égalité (G).
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précédente la relation
E + ficos (Ni,x) + g1 cos (N1,y) +hi cos (N1, 2)
+ f2c08 (N2, x) + g2 cos (Na,y) + ha cos (N2,z) = 0. (4.6)

Moyennant les équations (4.4), I’égalité (4.6) devient

1
E+ ?[Pl cos (N1,x) + Q1 cos (N1,y) + Ry cos (N1, 7)]
1

1
+ o [P cos (N2, x) + Q2 cos (N2, y) + Ry cos (N2,z)] =0, 4.7)
2

tandis que 1’équation (4.5) devient

dP JdQ IR

[ N 4.8
“Toxk Toyk Tazk (4.8)
et, dans le cas ou le milieu est homogene,
1 /0P JQ OJR
J— —_ [—— p— = . 4.
e+K<8x+8y+8z> 0 9

Cette équation, Maxwell ne I’a pas écrite dans son mémoire : A dynami-
cal Theory of the electromagnetic Field, mais elle résulte immédiatement des
équations (4.4) et (4.5) qu’il y écrit.

Dans le mémoire : On physical Lines of Force, il I’obtient par des
considérations, a peine différentes des précédentes, qu’il nous faut relater.

Il part 13 de ce principe que “la variation du déplacement est assimilable
a un courant” en sorte que %, g—f, %, sont les composantes d’un flux, le flux
de déplacement, qui doivent étre respectivement ajoutées aux composantes du
flux de conduction, pour former les composantes p, g, r, du flux total.

Si e désigne la quantité d’électricité libre par unité de volume,
I’équation de continuité donne
dp dqg Jr Ode
e + 3y + 9z + 5 = 0
Mais, par des considérations que nous retrouverons lorsque nous

étudierons 1’électrodynamique de Maxwell, celui-ci attribue aux composantes
du flux de conduction la forme

L9y 9B\ 1 (da_dy\ 1 (9B Jy
dr \dy dz )’ 4\ dz oJx)’ 4\ dx dy)’

13. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 496.

[67]
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ol &, f3, 7, sont trois fonctions d’x, y, z. Il en résulte que 1’équation précédente
demeure exacte si I’on y substitue a p, g, r, les seules composantes du flux de
déplacement, et qu’elle peut s’écrire

a<af g 8h> de

al\oxtay o) Tar Y

ou bien, en vertu des égalités (4.2°),

9[0 P 9 Q 9 R de_
at[ax4nE2 Jy 4nE? <9z47rE2]+_0 (4-10)

ot
et, dans le cas d’un milieu homogene,

1 a(ap 20 8R) de

— =+t + — =0. 4.11
mEa\ox tay T ) o “.11)
Jusqu’a ce point du raisonnement, on pourrait douter si Maxwell désigne
simplement par e la densité de la distribution électrique fictive équivalente a la
polarisation diélectrique, ou bien s’il y comprend quelque électrisation réelle

communiquée au milieu ; un membre de phrase résout la question :

Lorsqu’il n’y a pas de forces électromotrices, dit-il, ' on a
e=0.

Il est donc clair que e a le méme sens que dans le mémoire : A dynamical
Theory of the electromagnetic Field ; en outre, des équations (4.11) et (4.11),
il est permis de tirer les équations

Jd P Jd Q0 d R

oxanE? T ayanEr T azanp2 7670 (4.12)
I (3P 90 IR\
4TE? <<9x+8y+az> te=0, (4.13)

identiques, a la notation pres, aux équations (4.8) et (4.9).
Indiquons en passant qu’au lieu d’écrire I’équation (4.13), Maxwell, par
suite de la faute de signe qui affecte les égalités (4.2), écrit 1>

I (9P  JQIR\ _ bis

14. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 497.
15. IBID., vol. I, p. 497, égalité (115).
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4.4 La deuxieme électrostatique de Maxwell est
illusoire
Les diverses égalités que nous venons d’écrire sont générales ; dans le cas

ou I’équilibre est établi sur le systeme, P, O, R sont liés a la fonction W par
les égalités (4.3), qui donnent

1 0¥ 1 ¥ 1 0¥
I= @ o T oy T @
ou “4.14)
1 0¥ 1 o¥ 1 oY
="%a ¢ xa "k

Moyennant les égalités (4.3), les égalités (4.12) et (4.8) deviennent
d 1 ¥ d 1 ¥ d 1 o¥
—|—= )+t |—=—)+5|-—5=")—e=0
dx \4mE? ox dy \4nE? Jdy dz \4mE? 07

o (1owy o (1owy 2 (1awy
dx \ K dx dy \ K dy dz \K 9z e=

Les égalités (4.13) et (4.9) deviennent

(4.15)

1 1
AW —e=0, —A¥—e=0. 4.16
4TE? e=n ko (4.16)

Enfin, 1’égalité (4.7) devient la seconde des égalités

L ow 1 ow
47EE12 JN| 47L'E22 oN,
1 0¥ 1 J¥

———+—=——-E=0.
K1 Ny +K2 N,

E=0,
4.17)

Si la fonction W était connue, les relations (4.14) détermineraient les com-
posantes du déplacement en chaque point du milieu diélectrique. Mais com-
ment sera déterminée la fonction W ? Par elles-mémes, les égalités (4.15),
(4.16), (4.17) ne nous apprennent rien de plus, au sujet de cette fonction, que
les égalités (4.14), dont elles découlent. Il en serait autrement si quelque
théorie, indépendante de celle qui nous fournit les équations (4.14), nous per-
mettait d’exprimer e, E au moyen des dérivées partielles de ¥, par des rela-
tions irréductibles aux relations (4.15), (4.16), et (4.17); alors, en éliminant
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e, E entre les relations (4.15), (4.16), et (4.17) et ces nouvelles relations, on
obtiendrait des conditions auxquelles les dérivées partielles de la fonction ¥
seraient soumises, soit en tout point du milieu diélectrique, soit a la surface de
séparation de deux diélectriques différents.

C’est par cette méthode que se développe la théorie de 1’aimantation par
influence donnée par Poisson, la théorie de la polarisation des diélectriques
congue, a I’imitation de la précédente, par Mossotti.

Lorsqu’en cette derniere théorie, on a posé les équations de la polarisation
sous la forme [Chapitre 2, égalités (2.19)]

P _
A=—eF 5 (V+V),

on en tire, en tout point d’un milieu continu, la relation [Chapitre 2, égalité
(2.20)]

d[.AVAV)] 9 [.dV+WV)] 9 [.d(V+V)
— |F———— — |F———= — |F——=—=| —¢e=0
88)5[ dx }_’_Say{ dy +€9Z 9z =
(4.18)
analogue a nos égalités (4.15), et, a la surface de séparation de deux milieux

diélectriques, la relation [Chapitre 2, égalité (2.21)]

I(V+V) ngan(v +V)

EF]
! ON; ON,

—E=0, (4.19)
analogue a nos relations (4.17). Mais la ne s’arréte pas la solution. La fonction
(V +V) qui figure dans ces formules n’est pas simplement une fonction uni-
forme et continue de x, y, z ; ¢’est une fonction dont I’expression analytique est
donnée d’une maniere tres précise lorsqu’on connait la distribution électrique,
réelle ou fictive ; et de cette expression analytique découlent, en vertu des
théorémes de Poisson, deux relations indépendantes des précédentes ; I’une
[Chapitre 2, égalité (2.15)], vérifiée en tout point d’un diélectrique continu,
polarisé mais non électrisé,

A(V +V) = —4re; (4.20)
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I’autre [Chapitre 2, égalité (2.16)], vérifiée a la surface de séparation de deux
tels diélectriques,

IVHV) oWV4V)
SN TN, 4.21)

Si alors nous comparons, d’une part, les égalités (4.18), (4.20), d’autre part,
les égalités (4.19) et (4.21), nous trouvons que les dérivées partielles de la
fonction (V +V) doivent vérifier, en tout point d’un diélectrique continu, la
relation

% (1+47reF)a(Va—:V)] +§y {(1+47reF)a(Va—;V)]
d IV+V)]
—|—a—z [(1—1—47reF)aZ } =0

et, a la surface de séparation de deux milieux diélectriques, la relation

A(V+V)
N

I(V+V)

———= =0.
N

(1+4neF) +(l+4neh)

Ce sont précisément ces équations aux dérivées partielles qui serviront
a déterminer la fonction (V —l—V) et, par suite, I’état de polarisation des
diélectriques.

Les mémes circonstances se rencontrent d’ailleurs dans tous les problemes
analogues que fournit la physique mathématique. Prenons, par exemple, le
probleme de la conductibilité de la chaleur dans un milieu isotrope. Des [72]
hypotheses de Fourier découlent, en désignant par j, J, ’intensité solide ou
superficielle des sources de chaleur, I’équation [Chapitre 3, équation (3.2)]

d aT d oT 0 oT
— | k= — | k= — | k= =0
8x<8x>+8y<8y>+8z< 3Z>+] ’

vérifiée en tout point d’un milieu continu, et I’équation [Chapitre 3, équation

(3.3)] 5 5
T T
ki=—+ky=—+J=0
on, TN, Y
vérifiée a la surface de séparation de deux milieux.
Mais le probleme qui consiste a déterminer la distribution de la chaleur

sur le systeéme n’est pas mis en équation tant que des hypotheéses nouvelles
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n’ont pas relié les intensités j, J a la température T. Pour pousser plus loin,
il nous faudra supposer, par exemple, que le milieu ne contient d’autre source
de chaleur ou de froid que sa propre capacité calorifique, ce qui reviendra a
écrire

) aT

J=—P Yga J= 07

p étant la densité du corps et y sa chaleur spécifique. Les équations
précédentes deviendront alors, pour la fonction 7', les équations aux dérivées

partielles
o (, 0T o (,0T o (. 0T .
ox <k8x> +8y (kay)+az <k8z> +7=9

aT aT
“iom TRan, =0

qui serviront a déterminer la distribution de la température sur le systeme.

Rien d’analogue dans 1’électrostatique de Maxwell. De la fonction W, qui
figure dans les équations (4.15), (4.16), (4.17), il ne sait rien en dehors de ces
équations, si ce n’est qu’elle est uniforme et continue ; il n’a le droit d’écrire,
au sujet de cette fonction, aucune égalité qui ne soit une conséquence de celles
qui sont déja données, et, de fait, il n’en écrit aucune qu’il ne prétende tirer
de celles-1a; il ne posseéde donc aucun moyen d’éliminer e, E et d’obtenir une
équation qui puisse servir a déterminer cette fonction V.

Il faut donc reconnaitre que la deuxieme électrostatique de Maxwell
n’aboutit pas méme a mettre en équations le probleme de la polarisation d’un
milieu diélectrique donné.

4.5 Détermination de I’énergie électrostatique

Néanmoins, Maxwell s’efforce de tirer quelques conclusions de ce
probléme incompleétement posé ; c’est, il faut bien le reconnaitre, dans cet
essai de constitution d’une électrostatique que son imagination, insoucieuse
de toute logique, se donne le plus librement carriere.

Le premier probleme traité est la formation de 1’ énergie électrostatique ou
du potentiel des actions qui s’exercent en un dié€lectrique polarisé.

Dans son mémoire : On physical Lines of Force, Maxwell admet purement
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t16

et simplement '° que cette énergie a pour valeur

_ % / (Pf+ Qg+ Rh)dw. (4.22)

Invoquant alors les formules (4.2) et (4.3), il trouve que U se peut mettre

sous la forme
OP\? [o¥\? [o¥
(ax> + (ay> + ( az ) ] do. (4.23)

Les formules (4.2) sont affectées d’une faute de signe ; si 1’on faisait usage
des formules correctes (4.2°1%), on trouverait

1 1 IP\2 [o¥\2 [ow)\? N
STRN(C RICHRC )

Cette formule (4.23) peut se transformer au moyen d’une intégration par
parties ; comme Maxwell rejette I’existence de surfaces de discontinuité, 17
elle peut se mettre sous la forme

1 0¥ 8 1 9¥
2 8x 4TE? ox 8y 47E? dy

0 1 o¥
4-8—Z <4nE2 azﬂ do. 4.24)

2 / AmE?

De 1a, au moyen des égalités (4.3) et de I’égalité (4.13%8) affectée d’une
faute de signe semblable a celle qui affecte les équations (4.2), Maxwell tire
I’égalité

1
=5 / Yedo. (4.25)

On y parviendrait également si, a 1’égalité correcte (4.23%"%), on appliquait
la relation correcte (4.12).

Maxwell parvient ainsi a une expression de I’énergie électrostatique sem-
blable de forme a I’expression (3.7) qu’il a admise en sa premiere théorie.
Mais, chemin faisant, il a rencontré I’égalité (4.23) qui, une fois corrigée la

16. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 497.
17. Dans ce passage, Maxwell raisonne toujours comme si EZ avait la méme valeur dans tout
I’espace ; mais on peut aisément libérer ses raisonnements de cette supposition.
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faute de signe essentielle qui affecte les équations du mémoire : On physical
Lines of Force, prend la forme (4.23%).

Or, cette égalité (4.23%) conduit a un résultat inquiétant.

L’énergie électrostatique du systeme, nulle en un systeme dépolarisé, se-
rait négative en un systeme polarisé ; elle diminuerait du fait de la polarisa-
tion ; un ensemble de diélectriques a 1’état neutre serait dans un état instable ;
aussitot cet état troublé, il irait se polarisant avec une intensité toujours crois-
sante.

Lorsque Maxwell composa son Mémoire : A dynamical Theory of the elec-
tromagnetic Field, il reprit les équations données dans le Mémoire précédent,
mais apres les avoir débarrassées des fautes de signe qui les altéraient. Des
lors, la conséquence que nous venons de signaler a pu lui apparaitre. Est-
ce la la raison pour laquelle il a, dans ce nouveau travail, changé 1’expres-
sion de I’énergie électrostatique ? Toujours est-il qu’au lieu de conserver, pour
définition de cette quantité, 1’égalité (4.22), il définit maintenant cette gran-
deur par I’égalité '8

U= % /'(Pf+Qg+Rh)dw. (4.26)

A la vérité, cette égalité n’est point donnée ici comme une définition ou
un postulat, mais découle d’un raisonnement que nous allons reproduire :

De D’énergie peut étre créée dans le champ magnétique
de diverses manieres, notamment par 1’action d’une force
électromotrice qui produit un déplacement électrique. Le tra-
vail produit par une force électromotrice variable P qui produit
un déplacement variable f, s’obtient en formant la valeur de

I’intégrale
/ Pdf

P=0

jusqu’a la valeur donnée de P.
Comme I’on a

depuis

P=Kf,

cette quantité devient

1 1
/def: EKﬂ = 3Pf

18. *J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 563.
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Des lors, I’énergie intrinseque qui existe dans une partie quel-
conque du champ, sous forme de déplacement électrique, a pour
valeur :

%/(Per Qg +Rh)do.

Il nous semble que ce raisonnement devrait bien plutot justifier la conclu-
sion opposée et obliger Maxwell a conserver I’expression de 1’énergie
électrique, donnée par 1’égalité (4.22), qu’il avait adoptée tout d’abord.

Il parait assez clairement que, dans le raisonnement qui précede,
P, O, R doivent étre regardés comme les composantes d’une force
électromotrice intérieure au systeéme, et non comme les composantes d’une
force électromotrice extérieure engendrée dans le systeéme par des corps qui
lui sont étrangers.

En effet, on peut remarquer, en premier lieu, que Maxwell ne décompose
jamais 1’ensemble des corps qu’il étudie en deux groupes, dont 1I’un est re-
gardé comme arbitrairement donné, tandis que I’autre, soumis a I’action du
premier, éprouve des modifications que le physicien analyse. Il semble bien
plutot que ses calculs s’appliquent a tout I’univers, assimilé a un systéme isolé,
en sorte que toutes les actions qu’il considere sont des actions intérieures.

En second lieu, si, dans le raisonnement précédent, P, Q, R désignaient
les composantes d’une force électromotrice extérieure, Maxwell aurait di leur
adjoindre les composantes de la force électromotrice intérieure qui nait du fait
méme de la polarisation du milieu diélectrique ; I’omission de cette derniére
force rendrait son calcul fautif.

On doit donc penser que le travail évalué par Maxwell est pour lui un
travail interne ; mais alors ce travail équivaut a une diminution et non a un
accroissement de 1’énergie interne, en sorte que la conclusion de Maxwell
doit étre renversée.

Maxwell la conserve cependant et, dans un champ ou 1’équilibre est établi,
ou I’on a, par conséquent,

¥ ¥ v

T Q=5 k=5 (4.3)

il écrit 1° I’équation (4.26) sous la forme
1 /0¥ 0¥ ¥
U=—= —_— —g+—h|do
2/(8xf+ 8yg+ 9z )

qu’une intégration par parties transforme en

P:

19. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 568.
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&f dg  dh
2/ ( —I—a>da)

ou bien, en vertu de I’égalité (4.5),

1 n
U=—3 / Yedo. 4.27)

4.6 Des forces qui s’exercent entre deux petits
corps électrisés

De D’expression de 1’énergie électrostatique, Maxwell va chercher a
déduire les lois des forces pondéromotrices qui s’exercent en un systeme
électrisé.

Etudions d’abord cette solution dans le Mémoire : On physical Lines of
Force.

Le point de départ est I’expression de 1’énergie électrostatique donnée par
la formule (4.25).

Maxwell qui, dans le Mémoire en question, ne consideére jamais de sur-
face de discontinuité, n’y a fait figurer aucune électrisation superficielle ;
néanmoins, pour éviter certaines objections qui pourraient étre faites aux
considérations suivantes, il sera bon de tenir compte d’une telle électrisation
et de mettre I’énergie électrostatique sous la forme

1 !
= / Wedo+ 5 / WE s, (4.28)

la seconde intégrale s’étendant aux surfaces électrisées.

Imaginons que I’espace entier soit rempli par un diélectrique homogene ;
E? aura en tout point la méme valeur. !

La densité électrique solide sera donnée par 1’égalité

A¥Y —e=0 4.16
4nE? e=v (4.16)
que Maxwell devrait écrire, par suite de la faute de signe qui affecte les
égalités (4.2),
1 bi
1 E2A‘1‘+e—0 (4.16")
20. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 497 et p. 498.

21. Le lecteur évitera sans peine toute confusion entre le coefficient EZ et la densité superfi-
cielle E.
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D’autre part, en un point d’une surface de discontinuité ou la normale a
les deux directions Nj;, N,, la densité superficielle aura, d’apres la premiere
égalité (4.17), la valeur donnée par I’égalité

1 o¥ J¥
—E=0 4.29
4B (aM TN, ) ! (429)
que Maxwell devrait écrire
1 ¥ IJ¥ .
| a3t | TE=0. 4290
InE? <azv1 * 8Ne> i (4:297)

Une surface de discontinuité S; est supposée séparer de I’ensemble du
milieu diélectrique une portion 1 que 1’on regardera comme susceptible de se
mouvoir dans ce milieu, a la facon d’un solide dans un fluide. La fonction ¥,
que I’on désignera par W1, sera supposée harmonique dans tout 1’espace, sauf
en la région 1; en cette région, existera une densité solide e ; la surface S
pourra porter, en outre, la densité superficielle Ej. L'énergie électrostatique
du systéme sera

1 1
U = 5/‘P1e1dw1+5/‘P1E1d51.

Si le corps 1 se déplace en entralnant sa polarisation, U restera invariable.

Par une surface S5, isolons de méme une autre partie 2 du diélectrique.
Soit ¥, fonction harmonique en dehors de la région 2 ; elle correspond a une
densité solide e> en tout point de la région 2 et a une densité solide E; en [79]
tout point de la surface S ; si cette électrisation existait seule dans le milieu,
I’énergie électrostatique serait

1 1
U, = E/‘Pzezdﬁb+§/‘P2E2d5‘2.

Imaginons maintenant que ces deux corps électrisés existent simul-
tanément dans le milieu diélectrique, et que la fonction ¥ ait pour valeur
(¥ +¥,) ; I’électrisation de chacun des deux corps sera la méme que s’il
existait seul ; quant a 1’énergie électrostatique du systeme, elle sera visible-
ment, d’apres 1’égalité (4.28).

1 1 r
U= 5/(‘1‘1+‘I’2)€1d@1+§/(\{’1—|—‘P2)E1dSl

1 1
+ 5/(‘1’1 +\Pz)62d(02+ 5/(‘?1 Jrle)EzdSz
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ou bien
1 1
U=U1+U2+§ /‘Pzelda)l—l—i/\{’geld&
1 1
+§/T162da)2+§/‘1’1€2dS2. (4.30)

Mais le théoreme de Green donne sans peine I’égalité

/‘PIA‘Pzda)er/lPl (al}lz 8‘1’2 > ds,

aNZ[ aNZe
oW, oW

_ / WA, doy + / ¥, ( 8N1‘ n 8N11 >d52.
1 e

Soit que I’on fasse usage des équatjons (4.16) et (4.29), soit que I’on fasse
usage des équations (4.16%) et (4.29"), cette égalité peut s’écrire

/‘Plezdwz-i-/lPlEzdSz :/Tzeldwl-l-/lszldSl
[80] et transforme 1’égalité (4.30) en
U=U +U2+/‘Pzeldw1 +/‘P2E1 das,. 4.31)

Laissant immobile le corps 2, déplacons le corps 1; Uj, U, demeurent
invariables et U éprouve un accroissement

U =0 /.lI’zel dow; +0 /‘PzEldsl. 4.32)

Maxwell remarque que dU représente le travail qu’il faudrait effectuer
pour mouvoir le corps 1 ou, en d’autres termes, le travail résistant engendré
par les actions du corps 2 sur le corps 1 ; le travail effectué par ces actions est
donc

—dJU = —a/\Pz(é‘]dU)] —8/‘I‘2E1 dS].

Supposons que le corps 1 soit un corps trés petit et que dx, dy1, 9z,
soient les composantes du déplacement de ce corps ; désignons par

q) = /61 dw1+/E1 ds; (4.33)
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sa charge électrique totale ; nous aurons

¥ ¥ oY
—aU=—q1( 28x1+ R 2 9y1 + 5. 28Z1>
V1 <1

Le corps 2 exerce donc sur le petit corps 1 une force dont les composantes
sont

¥,
X1 = _QITxl =q P,

0¥,
Yi=—-q—5— FI = q102, (4.34)
y1
¥
Zy = _‘hﬁ =q1R;.

[81]
En vertu des égalités (4.16P") et (4.29Y), on peut écrire

E’e E2E
o [ 5 o [ £

E
— E? 9d@+E2/—2d52.
. r . r

Si le corps 2 est tres petit, et si 1’on désigne par

0= [exdo+ [Eads; (4.33%)
sa charge électrique totale, on aura, au point (x1,y1,21),
v, - 28 (4.35)
r
Les égalités (4.34) deviendront alors
q192 Ir
Xy = E?
r2 8x1
d
Yy = g2 4192 9F (4.36)
2y’
q192 Or
Zy =E* 72—,
21 2 9z

Elles nous enseignent que le corps 2 exerce sur le corps 1 une force
répulsive
F=pT% (4.37)
r
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Mais ce résultat est obtenu au moyen des égalités (4.16°) et (4.29°%), qui
sont affectées d’une faute de signe ; 2? si 1’on faisait usage des égalités (4.16)
et (4.29), ou cette faute de signe est corrigée, on trouverait que 1’égalité (4.35)
devrait étre remplacée par 1’égalité

v, = -5 (4.355%)
r

et le corps 2 exercerait sur le corps 1 une force attractive

A=E?

q192
2

(4.37Vis)

Cette conséquence, qui elit assurément étonné Maxwell, ne se retrouvera
pas dans le mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field, grace
au changement de signe qu’a subi I’expression de 1’énergie électrostatique.

Dans ce mémoire, 23 Maxwell traite trés succinctement des actions mu-
tuelles des corps électrisés en renvoyant le lecteur désireux de suivre les
détails du raisonnement, a la théorie des forces magnétiques qu’il vient de
donner.

Ce raisonnement est, d’ailleurs, conduit exactement suivant la marche que
nous venons d’exposer ; seulement, au lieu de prendre pour point de départ
I’expression (4.25) de 1’énergie électrostatique, il prend pour point de départ
I’expression (4.27) de cette énergie ou mieux 1’expression

1 f 1 f
U= ) /‘Peda)— 7 /‘I’EdS. (4.38)

De ce changement de signe de I’énergie électrostatique, résulte le rempla-
cement des égalités (4.34) par les égalités

oW
X5 = fhﬁ =—qiP,
oW
Yoy = qla—z = —q10s, (4.39)
Y1

0¥,
Zy = D= = —q1R;.
21

22. En fait, Maxwell écrit non pas 1’équation (4. 16'), mais I’équation (4.16) [loc. cit., égalité
(123)]; mais ensuite, il admet I’expression (4.35) de ¥, comme s’il avait €crit 1’équation
(4.16").

23. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, pp. 566 a 568.
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Selon ces équations, le champ pondéromoteur créé par le corps 2 au
point (x,y,z) aurait pour composantes —P», —(Q», —R5, tandis que le champ
électromoteur créé par le méme corps, au méme point, aurait pour com-
posantes P», Q», Ry ; ces deux champs seraient donc égaux, mais de sens
contraires. Maxwell, qui a écrit>* les égalités (4.39), ne s’arréte pas a cette
conclusion paradoxale. Remplacant > ¥, par I’expression

K qz
Y, =1 4.40
2 A r’ ( )

analogue a I’égalité (4.35), il trouve les égalités

K qiq> dr
Xo1=—"—F5"3,
4w 2 dx

_ K qig or
4w 2 dy,’
K qiqo Or

70 = — 2192 97
AT a2 dzi’

Y2 (4.41)

K
F— 2t 9192

= 4.42
am 2’ (4.42)

analogues aux égalités (4.36) et (4.37).

Maxwell parvient ainsi a une loi analogue a la loi de Coulomb, mais a
la condition de faire 1’hypothese assez étrange et singulierement particuliere
que les corps électrisés ont méme pouvoir diélectrique que le milieu qui les
sépare.

En outre, cette conclusion n’est obtenue, dans le mémoire : On physi-
cal Lines of Force, qu’a la faveur d’une faute matérielle de signe et, dans le
mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field, elle est déduite
d’une expression de 1’énergie électrostatique dont, visiblement, le signe est
erroné.

24. Loc. cit., p. 568, égalités (D).
25. En réalité, Maxwell écrit
K ¢
Y,=—=
T4y

5

[loc. cit., égalité (43)]; mais cette faute de signe est compensée par une faute de signe dans
I’égalité (44).
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4.7 De la capacité d’un condensateur

Un autre probleme d’électrostatique préoccupe Maxwell dans les deux
mémoires que nous analysons en ce Chapitre : c’est le calcul de la capacité
d’un condensateur.

Suivons, tout d’abord, la solution de ce probléme donnée 26 dans le
mémoire : On physical Lines of Force.

Imaginons une lame diélectrique plane, d’épaisseur 0, placée entre deux
lames conductrices 1 et 2; Maxwell admet que la fonction W prend, a
I’intérieur de la lame conductrice 1 la valeur invariable Wy, a I’intérieur de
la lame conductrice 2 la valeur invariable W, ; il sous-entend que, dans le
diélectrique, W est fonction linéaire de la distance a I’'une des armatures.

Pour calculer la distribution électrique sur un tel systeme, Maxwell fait
usage, aussi bien pour les conducteurs que pour les diélectriques, de I’équation
(4.13%%); il y faudrait joindre, pour rendre son raisonnement rigoureux,
I’équation analogue relative a I’électrisation superficielle des surfaces de
discontinuité. Il en déduit que 1’électrisation est localisée aux surfaces de
séparation des armatures et du diélectrique ; a la surface de séparation de 1’ar-
mature 1 et du diélectrique, la densité superficielle sera

1 0¥
E=——+— 4.43
4nE? ON;’ (4.43)
N; étant la normale vers I’intérieur du diélectrique.
D’ailleurs
¥ ¥,-¥
oNy 6

Si donc S est I’aire de la surface de chaque armature en contact avec le
diélectrique, I’armature 1 portera une charge

S ¥ —-¥
=ES= —_— 4.44
Q 4TE* 0 (444)
L’armature 2 portera une charge égale et de signe contraire.
Maxwell définit la capacité du condensateur par la formule
Q
C=——. 4.45
¥, (4.45)

26. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 500.
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L’égalité (4.44) donnera alors

1 S
=—7— 4.46
4TE? 6’ (4.46)
ce qui permettra de regarder ﬁ comme le pouvoir inducteur spécifique du

diélectrique.

Mais ce résultat n’a été obtenu qu’en faisant usage de 1’égalité (4.43),
entachée de la méme faute de signe que I’égalité (4.13P"%) ; si I’on faisait usage
de I’égalité correcte

1 J¥
~ 4mE? ON;’
a laquelle conduirait la premiere égalité (4.7), on trouverait pour la capacité
du condensateur la valeur négative

(4.430)

— 1 S bis

C= 7Bl 8 (4.46°)

La faute de signe qui affecte les égalités (4.2) et, par 1a, tant d’égalités

du mémoire : On physical Lines of Force, a disparu dans le mémoire : A

dynamical Theory of electromagnetic Field ; la théorie du condensateur que

renferme ce mémoire >’ va-t-elle donc conduire a ce résultat paradoxal qu’un

condensateur a une capacité négative ? Plutot que de se laisser acculer a cette
extrémité, Maxwell commettra ici une nouvelle faute de signe, la méme que [86]

dans le mémoire : On physical Lines of Force, et il écrira 28
oY
— =K/,
ox f

alors que quelques pages auparavant, il a écrit >

F=Kf

et aussi 30

27. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 572.
28. Loc. cit., p. 572, égalité (48).

29. Loc. cit., p. 560, égalités (E).

30. Loc. cit., p. 568.
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Chapitre 5

La troisieme électrostatique
de Maxwell

5.1 Différence essentielle entre la deuxieme et la
troisieme électrostatiques de Maxwell

Les fautes de signe que nous venons de signaler peuvent seules cacher la
contradiction inévitable a laquelle se heurte la théorie du condensateur donnée
en la seconde électrostatique de Maxwell.

En cette électrostatique, on fait entrer en ligne de compte la densité
électrique e ; cette densité provient de ce que 1’électrisation de quelque cor-
puscule polarisé, dont Maxwell admet 1’existence, a I’instar de Faraday et de
Mossotti, n’est pas exactement neutralisée par I’électrisation des corpuscules
voisins ; cette densité est ’analogue de la densité fictive que Poisson nous
a appris a substituer a ’aimantation d’un morceau de fer. En aucun cas, il
n’est question d’une densité électrique autre que celle-1a ; en aucun cas, Max-
well ne tient compte d’une électrisation non réductible a la polarisation des
diélectriques, d’une électrisation propre des corps conducteurs. Quoi de plus
net, par exemple, que le passage suivant, ! que nous lisons dans le mémoire :
A dynamical Theory of the electromagnetic Field ?

Quantité d’électricité

1. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 561.
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Si e représente la quantité d’électricité positive libre contenue
dans I'unité de volume du champ, c’est-a-dire s’il arrive que les
électrisations des diverses parties du champ ne se neutralisent pas
les unes les autres, nous pouvons écrire I’ équation de ’électricité
libre :

Admettant ce principe essentiel des théories de Maxwell, reprenons
I’étude d’un condensateur plan formé par deux lames conductrices 1 et 2,
que sépare un diélectrique.

Supposons que la face interne de la lame 1 soit électrisée positivement et
la face interne de la lame 2 négativement ; au sein de la lame diélectrique, le
champ électromoteur est dirigé de la lame 1 vers la lame 2.

Si, selon la faute de signe commise par Maxwell dans son mémoire : On
physical Lines of Force et reproduite dans la partie du mémoire : A dynamical
Theory of the electromagnetic Field ou est examinée la théorie du conden-
sateur, nous supposions le déplacement dirigé en sens contraire du champ
électromoteur, le déplacement serait, au sein de la lame diélectrique, dirigé du
conducteur 2 vers le conducteur 1.

Mais, sauf a I’endroit que nous venons de signaler, Maxwell n’a jamais
reproduit cette opinion dans ses écrits postérieurs au mémoire : On physical
Lines of Force. Partout, il admet que le déplacement, proportionnel a la force
électromotrice, est dirigé comme elle.

Nous devons admettre, écrit-il%2 en 1868, qu’au sein du
diélectrique polarisé, il se produit un déplacement électrique dans
la direction de la force électromotrice.

Le déplacement est dans la méme direction que la force,
répete-t-il dans son Traité, 3et, numériquement, est égal a I’inten-
sité .multipliée par %, ou K est le pouvoir inducteur spécifique
du diélectrique.

2. J. Clerk Maxwell, On a Method of making a direct Comparaison of electrostatic with
electromagnetic Force ; with a Note on the electromagnetic Theory of Light (Lu a la Société royale
de Londres le 18 juin 1868. PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS, vol. CLVIII. — SCIENTIFIC
PAPERS, vol. I, p. 139).

3. J. Clerk Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism ; Oxford, 1873, vol. I, p. 63.
— Traité d’Electricité et de Magnétisme, traduit de I"anglais sur la 2° édition, par G. Seligmann-
Lui ; Paris, 1885-1887 ; tome I, p. 73. — Nous citerons dorénavant le Traité de Maxwell d’apres
la traduction francaise toutes les fois qu’aucune modification n’aura été apportée a la 1 édition
anglaise.
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Dans ce Traité, dit-il plus loin,* nous avons mesuré
I’électricité statique au moyen de ce que nous avons appelé le
déplacement électrique : c’est une grandeur dirigée ou vecto-
rielle, que nous avons désignée par D, et dont les composantes
ont été représentées par f, g, h.

Dans les substances isotropes, le déplacement s’effectue dans
le sens de la force électromotrice qui le produit, et il lui est pro-
portionnel au moins pour les petites valeurs de cette force. C’est
ce que 1’on peut exprimer par 1’équation :

Equation du déplacement électrique, © = P ¢,
ou K est la capacité diélectrique de la substance.

Si nous désignons, avec Maxwell, par P, Q, R les composantes de la
force électromotrice &, I’égalité symbolique précédente équivaudra aux trois
égalités

K K K
= 7P = — ]’l = 7R. 5.1
f=0 8=4;9 i (6.1
Enfin, dans ’ouvrage dont Maxwell préparait la publication peu de temps

avant sa mort, en un des Chapitres qui sont en entier de sa main, nous lisons : 6

D’apres la théorie adoptée dans cet ouvrage, lorsque la force
électromotrice agit sur un diélectrique, elle force 1’électricité a
s’y déplacer, dans sa direction, d’une quantité proportionnelle a
la force électroraotrice et fonction de la nature du diélectrique. . .

Des lors, si une lame diélectrique est comprise entre les deux arma- [90]
tures d’un condensateur dont ’'une est électrisée positivement et 1’autre
négativement, le déplacement sera, en chaque point, dirigé de I’armature po-
sitive vers I’armature négative. Maxwell admet cette loi sans hésitation :

Lorsqu’un diélectrique est soumis a 1’action d’une force
électromotrice, écrit-il dans sa Note on the electromagnetic
Theory of Light”, il éprouve ce que I’on peut appeler la pola-
risation électrique. Si I’on compte comme positive la direction

4. Traité..., vol. 11, p. 287.

5. La comparaison de ces égalités (5.1) avec les égalités (4.4) montre que la quantité %
introduite ici par Maxwell, est celle qu’il désignait par % dans son mémoire A dynamical Theory
of the electromagnetic Field.

6. J. Clerk Maxwell, A elementary Treatise of Electricity, edited by W. Garnett. — Traité
élémentaire d’Electricité, traduit de 1’anglais par Gustave Richard. Paris 1884, p. 141.

7. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. IL, p. 139.
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de la force électromotrice, et si 1’on suppose que le diélectrique
soit limité par deux conducteurs, A situé du c6té négatif et B du
coté positif, la surface du conducteur A sera chargée d’électricité
positive et la surface du conducteur B d’électricité négative.
Puisque nous admettons que 1’énergie du systéme ainsi
électrisé réside dans le diélectrique polarisé, nous devons ad-
mettre qu’il se produit au sein du diélectrique un déplacement
d’électricité dans la direction de la force électromotrice.

L électrisation positive de A et 1’électrisation négative de B,
répete-t-il dans son grand Traité,® produisent une certaine force
électromotrice agissant de A vers B dans la couche diélectrique,
et cette force électromotrice produit un déplacement électrique
de A vers B dans le diélectrique.

Les déplacements, écrit-il plus tard, 9 A travers deux sec-
tions quelconques d’'un méme tube de déplacement sont égaux. Il
existe, a I’origine de chaque tube unité de déplacement, une unité
d’électricité positive et une unité d’électricité négative a 1’autre
extrémité.

Quel sens exact Maxwell attribue-t-il, dans ses derniers travaux, a ce mot
déplacement électrique ?

Dans le mémoire A dynamical Theory of the electromagnetic Field, ou il
introduit pour la premiere fois cette expression, Maxwell, nous I’avons vu,
s’inspire de Mossotti. Pour Mossotti, la force électromotrice, rencontrant un
des corpuscules dont se composent les corps diélectriques, chasse le fluide
éthéré des parties de la surface ou elle entre dans le corpuscule, pour I’accu-
muler sur les régions par ou elle sort. La pensée de Maxwell, dans les deux
mémoires que nous avons analysés au Chapitre précédent, s’accorde pleine-
ment avec celle de Mossotti. En est-il de méme dans ses écrits plus récents ?

On n’en saurait douter, le déplacement reste bien, pour Maxwell, un en-
trainement de I’électricité positive que la force électromotrice produit dans
sa propre direction, entrainement qui se limite a chaque petite portion du
diélectrique :

La polarisation électrique du diélectrique '* est un état de
déformation dans lequel le corps est jeté par I’action de la force

8. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. T1.
9. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d’Electricité, p-71.
10. J. Clerk Maxwell, Traité d’ Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 69.
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électromotrice, et qui disparait en méme temps que cette force
méme. Nous pouvons concevoir qu’il consiste en ce que 1’on
peut appeler un déplacement électrique produit par I’intensité
électromotrice. Lorsqu’une force électromotrice agit sur un mi-
lieu conducteur, elle y produit un courant ; mais si le milieu est un
non conducteur ou diélectrique, le courant ne peut s’établir a tra-
vers le milieu ; I’électricité, néanmoins, est déplacée dans le mi-
lieu, dans la direction de la force électromotrice, et la grandeur de
ce déplacement dépend de la grandeur de la force électromotrice.
Si la force électromotrice augmente ou diminue, le déplacement
électrique augmente ou diminue dans le méme rapport.

La grandeur du déplacement a pour mesure la quantité
d’électricité qui traverse l'unité de surface, pendant que le
déplacement croit de zéro a sa valeur maximum. Telle est, par
suite, la mesure de la polarisation électrique.

Plus formel encore, si possible, est le passage suivant : '!

Pour rendre plus claire notre conception du phénomene,
considérons une cellule isolée appartenant & un tube d’induction
émanant d’un corps électrisé positivement, et limitée par deux des
surfaces équipotentielles consécutives qui enveloppent le corps.

Nous savons qu’il existe une force électromotrice agis-
sant du corps électrisé vers l’extérieur; cette force produi-
rait, si elle agissait dans un milieu conducteur, un courant
électrique, qui durerait aussi longtemps que I’action de la [92]
force. Mais ce milieu étant non conducteur ou diélectrique,
la force électromotrice a pour effet de produire ce que nous
pourrions appeler un déplacement électrique, c’est-a-dire que
I’électricité est repoussée vers I’extérieur, dans la direction de
la force électromotrice ; 1’état de 1’électricité est d’ailleurs, pen-
dant ce déplacement, tel qu’elle reprend, aussitdt que la force
électromotrice disparait, la position qu’elle occupait avant le
déplacement.

L’idée que Maxwell désigne, dans ses derniers travaux, par ces mots :
déplacement électrique, s’accorde donc avec celle qu’il désigne parles mémes
mots dans ses premiers mémoires, partant avec la conception de Mossotti,

11. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d’Electricité, p. 61.
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avec la théorie de 1’aimantation par influence telle que 1’a créée le génie de
Poisson. Maxwell a soin, d’ailleurs, de signaler cet accord : 12

Puisque, comme nous ’avons vu, la théorie de 1’action di-
recte a distance est, au point de vue mathématique, identique a la
théorie d’une action s’exercant par I’intermédiaire d’un milieu,
les phénomeénes que 1’on rencontre peuvent s’expliquer par une
théorie aussi bien que par I’autre. .. Ainsi, Mossotti a déduit la
théorie mathématique des diélectriques de la théorie ordinaire de
I’attraction, simplement en donnant une interprétation électrique,
au lieu d’une interprétation magnétique, aux symboles dont Pois-
son s’est servi pour déduire la théorie de I’'induction magnétique
de la théorie des fluides magnétiques. Il admet qu’il existe dans le
diélectrique de petits éléments conducteurs, susceptibles d’avoir
leurs extrémités électrisées en sens inverse par induction, mais
incapables de gagner ou de perdre une quantité quelconque
d’électricité, parce qu’ils sont isolés les uns des autres par un
milieu non conducteur. Cette théorie des diélectriques cadre avec
les lois de Félectricité ; elle peut étre effectivement vraie. Si elle
est vraie, le pouvoir inducteur spécifique d’un milieu peut étre
plus grand, mais jamais plus petit que celui de I’air ou du vide.
Jusqu’a présent, on n’a pas trouvé d’exemple d’un diélectrique
ayant un pouvoir inducteur plus faible que celui de I’air; si ’on
en trouve un, il faudra abandonner la théorie de Mossotti, mais

[95] ses formules resteront toutes exactes, et nous n’aurons a y chan-
ger que le signe d’un coefficient.

Dans la théorie que je me propose de développer, les
méthodes mathématiques sont fondées sur le plus petit nombre
possible d’hypotheses; on trouve ainsi que des équations de
méme forme s’appliquent a des phénomenes qui sont certai-
nement de nature bien différente : par exemple, 1’induction
électrique a travers les diélectriques, la conduction dans les
conducteurs et I’induction magnétique. Dans tous ces cas, la re-
lation entre la force et I’effet qu’elle produit s’exprime par une
série d’équations de méme espece ; de sorte que si un probleme
est résolu pour un de ces sujets, le probleéme et sa solution peuvent
étre traduits dans le langage des autres sujets et les résultats, sous
leur nouvelle forme, seront encore vrais.

12. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. T4.
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De toutes ces citations, une conséquence semble découler logiquement,
entre les composantes f, g, i, du déplacement et les densités électriques solide
ou superficielle e, E, on devra établir les relations

et =4 224 2= =0, (4.5)

E + ficos (N1,x) + g1 cos (Ny,y) + hy cos (N1, z)
+ f2cos (N2, x) + g2 cos (Na,y) + hp cos (N2, z) = 0. (4.6)

Ces équations, en effet, s’accordent avec ce que Maxwell a dit du
déplacement électrique ; elles sont au nombre des formules essentielles de
la théorie de Mossotti, que Maxwell déclare mathématiquement identique a la
sienne ; elles sont, d’ailleurs, dans cette théorie, la transposition d’équations
que Poisson a introduites dans la théorie de I’induction magnétique et que
Maxwell 13 conserve dans I’exposition de cette derniére théorie ; enfin Max-
well les a adoptées dans ses premiers écrits.

On est encore conduit a reconnaitre que les idées de Maxwell menent
logiquement aux égalités (4.5) et (4.6) en analysant ce qu’il dit des courants
de déplacement. [94]

Les variations du déplacement électrique '* produisent

évidemment des courants électriques. Mais ces courants ne
peuvent exister que pendant que le déplacement varie.

Une des particularités les plus importantes de ce Traité '
consiste dans cette théorie que le courant électrique vrai €(u, v, w)
duquel dépendent les phénomenes électromagnétiques n’est pas
identique au courant de conduction £(p,q,r), et que, pour
évaluer le mouvement total d’électricité, on doit tenir compte de
la variation dans le temps du déplacement électrique ©, en sorte
que nous devons écrire :

. . . 09D
Equation du courant vrai, € = 8+ >
ou, en fonction des composantes,
af
U=p+—=—,
P75

13. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 11, p. 11.
14. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 69.
15. Ibid., t. 11, p. 288.
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dg
V—(]‘f‘g,
o
w=r 3

Ainsi, en tout point d’un diélectrique non conducteur dont I’état de pola-
risation varie, se produit un flux de déplacement dont les composantes sont

, of ,0g ;o dh

nga CI—E, ”—E- (5.2)
Or

quelle que soit la nature de I'électricité,'® et quoi que

nous entendions par mouvement d’électricité, le phénomene que
nous avons appelé déplacement électrique est un mouvement
d’électricité, dans le méme sens que le transport d’une quantité
déterminée d’électricité.
[95] Ou cette phrase ne veut rien dire, ou elle exige que les composantes p/,
¢, ¥ du flux de déplacement soient liées aux densités électriques e, E par les
équations de continuité

dp’ dq  Ir  de

oE
= + py cos (N1, x) + ¢} cos (Ny,y) + 7 cos (N1, z)

+ P c0s (N2,x) + g5 cos (N2,y) + 15 cos (N2,2) =0,
qui pourront s’écrire, en vertu des égalités (5.2),

3 (df dg oh B
at<ax+&y+az+€)—07

0
E[E + ficos (Ny,x) + g1 cos (Ny,y) + hy cos (N1, z)

+ f2c0s (Na,x) + g2 cos (N2,y) + ha cos (N2, z)] = 0.

Intégrées entre un instant ou le systeme était a I’état neutre et 1’état actuel,
ces équations redonnent les équations (4.5) et (4.6) ; le présent raisonnement

16. Ibid., t.1,p.73.
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est, d’ailleurs, donné par Maxwell dans son mémoire : On physical Lines of
Force.

Examinons les conséquences de ces équations et, en particulier, de
I’équation (4.6); appliquons-la a la surface de séparation d’un diélectrique
1 et d’un conducteur non polarisable 2 ; le déplacement (f>,g2,h;) étant nul
en ce dernier milieu, I’équation (4.6) se réduit a

E + ficos (Ny,x)+ g1 cos (Ny,y) + hj cos (N1,z) = 0. (5.3)

La surface terminale du diélectrique est électrisée négativement aux points
ou la direction du déplacement ou, ce qui revient au méme, la direction de la
force électromotrice, pénetre dans le diélectrique ; elle est électrisée positive-
ment aux points ou cette méme direction sort du diélectrique.

Appliquons cette proposition, qui découle si naturellement des principes [96]
posés par Maxwell, a notre lame diélectrique comprise entre deux conduc-
teurs chargés I’'un d’électricité positive, 1’autre d’électricité négative, et nous
obtenons la conclusion suivante :

La face du diélectrique qui est en contact avec le conducteur électrisé po-
sitivement porte de 1’électricité négative ; la face qui est en contact avec le
conducteur électrisé négativement porte de 1’électricité positive. Il est donc
impossible d’identifier la charge électrique que porte un conducteur avec la
charge prise par le diélectrique contigu.

Maxwell va-t-il donc renoncer a la supposition, sous-entendue dans ses
premiers écrits, que 1’électrisation propre des corps conducteurs n’existe pas;
que, seule, la polarisation des milieux diélectriques est un phénomene réel,
produisant, par 1’électrisation apparente a laquelle elle équivaut, les effets
que les anciennes théories attribuent aux charges électriques répandues sur
les corps conducteurs ? Bien au contraire ; il énonce plus nettement cette hy-
pothese et en affirme la 1égitimité :

On peut concevoir, dit-il, !’ la relation physique qui existe
entre les corps électrisés, soit comme effet de 1’état dans lequel
se trouve le milieu qui sépare les corps, soit comme résultat d’une
action directe s’exercant a distance entre les corps.

...Si nous calculons, dans cette hypothese, 1’énergie totale
du milieu, nous la trouvons égale a I’énergie qui serait due a
I’électrisation des conducteurs dans I’hypotheése d’une action di-
recte a distance. Donc, au point de vue mathématique, les deux
hypotheses sont équivalentes.

17. 1. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 67.
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A Pintérieur méme du milieu, '® ol I’extrémité positive de
chacune des cellules se trouve au contact de I’extrémité négative
de la cellule voisine, ces deux électrisations se neutralisent exac-
tement ; mais aux points ou le milieu diélectrique est limité par
un conducteur, 1’électrisation n’est plus neutralisée et constitue
I’électrisation que 1’on observe a la surface du conducteur.

D’apres ces idées sur 1’électrisation, nous devons Ila
considérer comme une propriété du milieu diélectrique, plutot

[97] que du conducteur entouré par ce milieu.

Dans le cas d’une bouteille de Leyde!® dont 1’armature
intérieure est chargée positivement, une portion quelconque de
verre aura sa face intérieure chargée positivement et sa face
extérieure négativement. Si cette portion est tout entiere a
I’intérieur du verre, sa charge superficielle est entierement neu-
tralisée par la charge opposée des parties qu’elle touche ; mais si
elle est en contact avec un corps conducteur, dans lequel ne peut
se maintenir 1’état d’induction, la charge superficielle n’est plus
neutralisée, mais constitue la charge apparente que I’on appelle
généralement charge du conducteur.

Par suite, la charge qui se trouve a la surface de séparation
du conducteur et du milieu di€lectrique, et que 1’on appelait dans
I’ancienne théorie charge du conducteur, doit étre appelée, dans
la théorie de I’induction, la charge superficielle du diélectrique
environnant.

D’apres cette théorie, toute charge est 1’effet résiduel de la
polarisation du diélectrique.

Puisque Maxwell maintient formellement cette supposition, comment
fera-t-il disparaitre la contradiction que nous avons signalée ? Le plus sim-
plement du monde : Dans les équations (4.5) et (4.6), qui rendent criante cette

contradiction, il changera le signe de e et de E et il écrira ?°
f dg oh
- -2 4, 54
e=5-+ 2 +3; (5.4)

E = ficos(Ni,x)+gicos (Ni,y) +hycos (N,z)
+f>cos (N2, x) + g2 cos (Na,y) + ha cos (N2, 2). (5.5)

18. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d’Electricité, p. 63.
19. J. Clerk Maxwell, Traité d *Electricité et de Magnétisme, p. 175.
20. Ibid., [t. 11,] p. 289.
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L’égalité (5.3), qui fait connaitre la charge superficielle d’un diélectrique
au contact d’un conducteur, c’est-a-dire, dans 1’hypothése de Maxwell, la
charge méme du conducteur, sera alors remplacée par I’égalité

E = ficos (N, x) +gicos (Ny,y) +hycos (Ny,z). (5.6)

[98]
La charge sera positive 1a ou la direction du déplacement ou du champ
électromoteur pénetre a I'intérieur du diélectrique, négative la ot la direction
du déplacement ou du champ électromoteur sort du diélectrique.

Dans le cas d’un conducteur chargé,?! supposons la charge
positive ; alors si le diélectrique environnant s’étend de toutes
parts autour de la surface fermée, il y aura polarisation électrique
et déplacement du dedans vers le dehors sur toute I’étendue de
la surface fermée ; et I’intégrale du déplacement, prise sur toute
la surface, est égale a la charge du conducteur renfermé dans la
surface.

Comment devront é&tre polarisées les masses élémentaires d’un
diélectrique, si I’on veut que d’électrisation en sens opposés de leurs deux
extrémités s’accorde avec les égalités (5.4), (5.5), (5.6) ?

Reprenons I’exemple d’une lame diélectrique plane placée entre deux
plateaux conducteurs. On suppose qu’a l'intérieur de la lame les charges
électriques opposées qui se trouvent aux deux extrémités d’une molécule sont
exactement neutralisées par les charges de la molécule qui la précede et de la
molécule qui la suit. Seule, 1’électrisation des molécules extrémes produit des
effets appréciables.

La face du diélectrique par laquelle la force électromotrice entre dans ce
milieu manifeste un état d’électrisation ; il est dii a la charge que prennent, en
celle de leurs extrémités par laquelle la force électromotrice les pénetre, les
molécules de la premiere couche. La face du diélectrique par laquelle la force
électromotrice sort de ce milieu manifeste aussi un état d’électrisation ; il est
da a la charge que prennent, en celle de leurs extrémités par laquelle la force
électromotrice les quitte, les molécules de la derniere couche. Or, d’apres les
propositions que Maxwell vient d’énoncer, la premiere électrisation est po-
sitive, la derniere négative. Donc, lorsqu’une force électromotrice rencontre
une molécule diélectrique, elle la polarise ; I’extrémité de la molécule par oi
entre la force électromotrice se charge d’électricitéPOSITIVE ; ’extrémité de

21. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 72.
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la molécule par laquelle sort la force électromotrice se charge d’électricité
NEGATIVE.

Telle est la proposition, =~ contraire a celle qu’ont admise Coulomb et
Poisson dans 1’étude du magnétisme, Faraday et Mossotti dans 1’étude des
diélectriques, contraire a I’opinion professée par lui-méme en ses premiers
écrits, que Maxwell énonce formellement dans ses derniers traités.

22

Si nous supposons>® le volume du diélectrique divisé en
parties élémentaires, nous devons concevoir les surfaces de ces
éléments comme électrisées, de telle maniere que la densité su-
perficielle en un point quelconque de la surface soit égale en
grandeur au déplacement qui se produit en ce point a travers
la surface, ce déplacement compté vers 1’intérieur ; c’est-a-dire
que si le déplacement a lieu dans la direction positive, la sur-
face de I’élément doit étre électrisée négativement du coté po-
sitif et positivement du c6té négatif. Ces charges superficielles
se détruisent en général I'une 1’autre lorsque 1’on considere des
éléments consécutifs, sauf aux points ol le diélectrique a une
charge interne, ou a la surface du diélectrique.

Dans le cas d’une bouteille de Leyde 2* chargée positivement,
une portion quelconque de verre aura sa face intérieure chargée
positivement et sa face extérieure négativement.

Le déplacement,? a travers une section quelconque d’un
tube unité d’induction, représente une unité d’électricité, et la
direction du déplacement est celle de la force électromotrice,
c’est-a-dire qu’elle va des potentiels supérieurs aux potentiels
inférieurs.

Nous avons a considérer, outre le déplacement électrique
dans la cellule, I’état des deux extrémités de la cellule formées
par les surfaces équipotentielles.Nous devons supposer que dans
toute cellule, I'extrémité formée par la surface de potentiel
supérieur est recouverte d’une unité d’électricité positive, tan-
dis que I'extrémité opposée, formée par la surface de potentiel

22. Je ne crois pas qu’aucun physicien ait fait attention au caractere paradoxal de cette pro-
position de Maxwell avant que H. Hertz I’ait exposée sous une forme particulierement claire et
saisissante (H. Hertz, GESAMMELTE WERKE, Bd. Il : Untersuchungen iiber die Aushreitung der
elektrischen Kraft; Einleitende Uebersicht, p. 27).

23. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 73.

24. Ibid., t. 1, p. 175.

25. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d’Electricité, p. 63.
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inférieur, est recouverte par une unité d’électricité négative.

Aussi bien dans le Traité d’Electricité et de Magnétisme que dans le Traité
élémentaire d’Electricité, quelques pages, parfois quelques lignes seulement,
séparent les passages que nous venons de citer d’affirmations telles que celles-
ci:

La force électromotrice?® a pour effet de produire ce que
nous pourrions appeler un déplacement électrique, c’est-a-dire
que I’électricité est repoussée dans la direction de la force.

Lorsque ’induction?’ se transmet a travers un diélectrique,
il y a d’abord un déplacement de 1’électricité dans la direc-
tion de I’induction. Par exemple, dans une bouteille de Leyde
dont I’armature intérieure est chargée positivement et 1’armature
extérieure négativement, le déplacement de I’électricité positive
a travers la masse du verre se fait du dedans vers le dehors.

Lorsqu’une force électromotrice agit sur un milieu conduc-
teur, 28 elle y produit un courant ; mais si le milieu est un non
conducteur ou diélectrique, le courant ne peut s’établir a travers
le milieu, dans la direction de la force électromotrice. . .

Quelle que soit la nature de I’électricité,”® et quoi que

nous entendions par mouvement d’électricité, le phénomene que
nous avons appelé déplacement électrique est un mouvement
d’électricité, dans le méme sens que le transport d’une quan-
tité déterminée d’électricité a travers un fil est un mouvement
d’électricité. . .

Ou ce langage ne veut rien dire, ou il signifie ce qui suit : Lorsqu’une
force électromotrice agit sur une partie élémentaire du diélectrique, 1’état de
neutralité électrique de cette partie est troublé ; [’électricité s’y déplace dans
la direction de la force électromotrice ; elle s’accumule en exces a I’ extrémité
par out la force électromotrice sort de la particule, en sorte que cette extrémité
s’électrise POSITIVEMENT, tandis qu’elle abandonne I’extrémité par ou la
force électromotrice entre dans la particule, et cette extrémité s’électrise
NEGATIVEMENT.

26. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d’Electricité, p. 62.

27. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 174.
28. Ibid., p. 69.

29. Ibid., p. 73.
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Comment deux propositions aussi manifestement contradictoires
pouvaient-elles se présenter au méme instant a I’esprit de Maxwell et,
toutes deux a la fois, entrainer son adhésion ? C’est un étrange probleme de
psychologie scientifique que nous livrons aux méditations du lecteur.

5.2 Développement de la troisieme
électrostatique de Maxwell

SiI’on passe condamnation sur cette premiere contradiction, sil’on admet
les égalités (5.4), (5.5) et (5.6), les équations de la troisieme électrostatique
de Maxwell se déroulent, au cours de son Traité, exemptes de ces conti-
nuels changements de signe qui interrompaient la marche de la deuxieme
électrostatique.

Si P, O, R sont les composantes de la force électromotrice, les compo-
santes f, g, h du déplacement sont données par les égalités 3°

K K

K
=—P g=
! a8 4n

ou K est le pouvoir inducteur spécifique du diélectrique.
L’ énergie électrostatique du milieu est donnée par la proposition sui-
.31
vante :

L’expression la plus générale de 1’énergie électrique pour
I’unité de volume du milieu est le demi-produit de I’intensité
électromotrice et de la polarisation électrique par le cosinus de
I’angle compris entre leurs directions.

Dans tous les diélectriques fluides, 1’intensité électromotrice
et la polarisation électrique sont dans la méme direction. . .

Pour ces derniers corps, 32 I’énergie électrostatique est donc

!
U= /(Pf+Qg+Rh)da). (5.8)

30. I. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 73 ; t. 11, p. 287.
31. Ibid., t. 1, p. 67.
32. Ibid., t. 1, p. 176; t. 11, p. 304.
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C’est d’ailleurs pour les mémes corps que les équations (5.7) sont va-

lables, ce qui permet de donner de 1’énergie électrostatique ces deux autres

expressmns 3

_ L 2 2 2
= / K(P*+0* + RY)do, (5.9)

U=2rn

2,20 12
/mdw (5.10)

Dans le cas ou le systtme est en équilibre électrique, les lois de
I’électrodynamique montrent qu’il existe une certaine fonction ¥ (x,y,z) telle
que I’on ait 3

M

Les expressions (5.8) et (5.9) de I’énergie interne d’un systeéme en
équilibre peuvent alors s’écrire : 3

1 0¥ ¥ ¥

1 IP\2 [IP\? [o¥
[5G e o

Une intégration par parties permet de transformer 1’égalité (5.12) en

I’égalité
df dg Jh
2/ (++az>d(o

+§/‘P[f1 cos (Ny,x) + g1 cos (N1,y) + hy cos (Ny,z)
+f2 Cos (N27x) +g2cos (N27y) + hy cos (NZaZ)]dSa

la derniere intégrale s’étendant aux diverses surfaces de discontinuité.
Par I’emploi des formules (5.4), (5.5) et (5.6), cette égalité devient 3

1 1
= 5/\Pedawr5/\{%[15. (5.14)

33. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 176.

34. Ibid., t. 11, p. 274, équations (B).

35. Ibid., t. 11, p. 303.

36. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme t. 1, p. 108 ; t. II, p. 303.
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Drailleurs, en vertu des égalités (5.7) et (5.11), on a

K 0¥ K 0¥ K 0¥

f:—ﬁxa gz_ﬁ?y’ h:_ETZ’ (5.15)

et les relations (5.4) et (5.5) deviennent

d ¥ d ¥ d v
¥ 0¥
Ko gy +Ka S H4TE =0, (5.17)

Maxwell, qui donne ces égalités, >’ les introduit dans son Traité non pas
par le raisonnement précédent, mais par un rapprochement étrange et peu sai-
sissable entre ces égalités et les relations de Poisson

v 9%v 9%V

Fr + — 57 + = 92 +4me =0, (5.18)
oV A%
a—+aN2+4 nE =0, (5.19)

auxquelles satisfait la fonction

E
V:/fdw+/7dw. (5.20)

Dans une note 3® ajoutée a la traduction francaise du Traité de Maxwell,
M. Potier a déja fait justice de ce rapprochement; il est bon d’insister sur ce
qu’il a de fallacieux.

Les égalités (5.18) et (5.19) sont des conséquences purement algébriques
de la forme analytique de la fonction V, forme donnée par I’égalité (5.20);
au contraire, la forme analytique de la fonction W est inconnue et les égalités
(5.16) et (5.17) résultent d’hypotheses physiques.

37. Ibid., t. 1, p. 104.
38. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 106.



5.3. RETOUR A LA PREMIERE ELECTROSTATIQUE DE MAXWELL97

5.3 Retour a la premiere électrostatique de Max-
well

Les équations que nous venons d’écrire offrent une profonde analogie
avec les équations auxquelles conduit la théorie de la conductibilité de la
chaleur ; dans son Traité d *Electricité et de Magnétisme, Maxwell ne reprend
pas ce rapprochement, qui avait été le point de départ de ses recherches
sur les milieux diélectriques ; mais il y insiste dans son Traité élémentaire
d’Electricité.>® Et en effet, on passe aisément des formules sur la théorie de
la chaleur, données au Chapitre 3, aux formules que Maxwell donne dans son
Traité d’Electricité et de Magnétisme si, entre les grandeurs qui figurent dans
ces formules, on établit le tableau de correspondance que voici :

Théorie de la Chaleur Electrostatique

T, température ; ¥,

u, v, w, composantes du flux de cha- | f, g, h, composantes du déplacement
leur; électrique ;

k, coefficient de conductibilité calo- %, le pouvoir inducteur spécifique
rifique ; étant K ;

Jj, intensité d’une source solide de | e, densité électrique solide ;
chaleur;

J, intensité d’une source superfi- | E, densité électrique superficielle.
cielle de chaleur.

Des lors, les égalités (3.1), (3.2) et (3.3) se transforment en les égalités
(5.15), (5.16) et (5.17).
Mais en développant sa premiere électrostatique, Maxwell, nous 1’avons
vu, avait admis que la fonction ¥ s’exprimait analytiquement, comme la fonc-
tion potentielle V dont il est fait usage en I’électrostatique classique, par la

formule
‘P——/fda)—k/—EdS.
r r

Dans son Traité d’Electricité et de Magnétisme,™” au contraire, il met
son lecteur en garde contre cette confusion ; il nomme distribution électrique
apparente une distribution dont la densité solide ¢ et la densité superficielle

40

39. J. Clerk Maxwell, Traité élémentaire d ’Electricité, p. 64.
40. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 1, p. 104.
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E' feraient connaitre la fonction ¥ par la formule
/ E/ .
w= / ¢ do+ / Zas.. (5.200)
r r

Selon les théoremes de Poisson, on aurait alors les égalités

R A A bis
ooz +4me=0,. (5.18V%)
¥ ¥ ,_ bis

En comparant ces égalités aux égalités (5.16) et (5.17), on voit que les
densités apparentes €', E', ne peuvent étre égales aux densités e, E. En parti-
culier, les égalités (5.16) et (5.18"%) donnent,

JdK 8‘1‘ JdK 8‘1‘ JK 0¥

/ J—
4n(Ke —e) = ox ox T dy 8y 9z 9z .
Les égalités (5.17) et (5.19°'%) donnent *!
4n(KE' —E) = (K, —Kz)a—w,
N (5.22)
¥ ’

An(K\E'—E K>, — K|
(KIE'~E) = (Ky — Ki) 3
Ce serait ici, semble-t-il, le lieu de juger cette électrostatique de Maxwell
et de voir si elle peut s’accorder avec les lois connues ; mais un élément nous
manque pour mener a bien cette discussion; cet élément, c’est la notion de
flux de déplacement, qui appartient a I’électrodynamique.

41. Ces égalités (5.22) sont, dans toutes les éditions du Traité de Maxwell, remplacées par des
égalités erronées. En la traduction frangaise, le terme Ke' de I’égalité (5.21) est remplacé par ¢’ ;
cette erreur ne se trouve pas dans la premiere édition anglaise.
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Chapitre 6

Flux de conduction et flux de
déplacement

6.1 Du flux de conduction

Le théoricien cherche a donner des lois physiques une représentation
construite au moyen de symboles mathématiques ; cette représentation doit
étre aussi simple que possible; les grandeurs distinctes qui servent a signi-
fier les qualités regardées comme premieres et irréductibles doivent donc étre
aussi peu nombreuses que possible. Lors donc que des faits nouveaux sont
découverts, que I’expérience en a déterminé les lois, le physicien doit s’ effor-
cer d’exprimer ces lois au moyen des signes déja en usage dans la théorie, de
les formuler au moyen de grandeurs déja définies. C’est seulement lorsqu’il
a reconnu la vanité d’une semblable tentative, I’impossibilité de faire rentrer
les lois nouvelles dans les anciennes théories, qu’il se décide a introduire dans
la physique des grandeurs inusitées jusqu’alors, a fixer les propriétés de ces
grandeurs par des hypothéses qui n’avaient pas encore été énoncées.

Ainsi, lorsque (Erstedt, puis Ampere, eurent découvert et étudié les ac-
tions électrodynamiques et électromagnétiques, les physiciens s’efforcerent
d’en formuler les lois sans introduire dans la science d’autres grandeurs
que celles qui avaient suffi jusque-la a représenter tous les phénomenes
électriques et magnétiques, savoir : la densité électrique et 'intensité d’ai-
mantation ; I’exacte connaissance de la distribution qu’affecte, & un instant
donné, 1’électricité répandue sur un conducteur, devait, pensaient-ils, suffire a

101

[108]
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déterminer les actions que ce conducteur exerce a cet instant. Ampere ne crut
pas ces tentatives indignes de son génie ; mais ayant enfin reconnu qu’elles
étaient condamnées a I’'impuissance, il imagina de définir les propriétés d’un
fil conducteur a un instant donné en indiquant non seulement quelle est, a cet
instant et en chaque point du fil, la valeur de la densité électrique, mais en-
core quelle est la valeur d’une grandeur nouvelle, I'intensité du courant qui
traverse le fil.

Si I'on se place au point de vue de la logique pure, 1’opération qui
consiste a introduire, dans une théorie physique, de nouvelles grandeurs pour
représenter des propriétés nouvelles est une opération entierement arbitraire ;
en fait, le théoricien se laisse guider, dans cette opération, par une foule de
considérations étrangeres au domaine propre de la physique, en particulier par
les suppositions que lui suggerent, touchant la nature des phénomenes étudiés,
les doctrines philosophiques dont il se réclame, les explications que I’on prise
en son temps et en son pays. Ainsi, pour définir les grandeurs propres a réduire
en théorie les lois des attractions et des répulsions électriques, les physi-
ciens s’étaient inspirés de I’opinion qui attribuait ces actions a un fluide ou
a deux fluides. De méme, pour définir des grandeurs propres a représenter les
phénomenes électrodynamiques, ils se sont laissé guider par 1’idée qu’un cou-
rant de fluide électrique parcourait le conducteur interpolaire et ils ont imité
les formules qui, depuis Euler, servaient a étudier 1’écoulement d’un fluide.

L’analogie hydrodynamique avait déja fourni a Fourier le systeéme de sym-
boles mathématiques par lequel il est parvenu a représenter la propagation
de la chaleur par conductibilité; elle a fourni a G. S. Ohm, a Smaasen, a
G. Kirchhoff le moyen de compléter, dans le sens indiqué par Ampere, la

[109] représentation mathématique des phénomenes électriques.

A I’imitation de la vitesse qu’ offre, en chaque point, un fluide qui s’écoule,
on imagine, en chaque point du corps conducteur et a chaque instant, une
grandeur dirigée, le flux électrique.

Entre les composantes de la vitesse d’un fluide en mouvement et la densité
de ce fluide, existe une relation, la relation de continuité ; a I’'imitation de cette
relation, on admet, entre les composantes u, v, w du flux électrique qui se
rapporte au point (x,y,z) du conducteur et a I'instant 7, et la densité électrique
solide ¢ au mé&€me point et au méme instant, ’existence de I’égalité

du Jdv dw do

wtaytoata =" 6.1

A cette relation, on en joint une qui concerne la densité superficielle X en un
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point de la surface de contact de deux milieux distincts 1 et 2 :
uj cos (N1, x) + vy cos (Ny,y) +wj cos (N1, z)

+tp cos (N2, x) + v cos (N2, y) +wo cos (N2, z) + % =0. (6.2)

Dans I’esprit des premiers physiciens qui les ont considérées, les quantités
u, v, w représentaient, en chaque point et a chaque instant, les composantes
de la vitesse avec laquelle se meut le fluide électrique ; nous ne devons pas
hésiter, aujourd’hui, a laisser de coté toute supposition de ce genre et a regar-
der simplement u, v, w, comme trois certaines grandeurs, variables avec les
coordonnées et avec le temps et vérifiant les égalités (6.1) et (6.2).

Pour connaitre compleétement les propriétés d’un conducteur a un instant
isolé t, il faut connaitre, en tout point du conducteur, les valeurs des variables
u, v, w, O et, en outre, en tout point des surfaces de discontinuité, la valeur de
la variable X. Lorsqu’on se propose de fixer les propriétés d’un conducteur a
tous les instants d’un certain laps de temps, c’est seulement a 1’instant initial
qu’il faut donner les valeurs des cinq grandeurs o, X, u, v, w; aux autres ins-
tants, il suffit de donner les valeurs des variables w, v, w; o, X s’en déduisent
en intégrant les équations (6.1) et (6.2).

6.2 Du flux de déplacement

Pour représenter les lois connues qui régissent les actions des corps
diélectriques, Faraday, Mossotti et leurs successeurs se contentaient de
considérer une seule grandeur dirigée, variable d’un point a 1’autre et d’un
instant a I’autre, ’intensité de polarisation, de composantes A, B, C.

Bien qu’aucune expérience, a I’époque ou il écrivait, ne justifidt ni ne
suggérat méme une semblable hypothese, Maxwell admit que la connaissance,
a un instant isolé t de la durée, des trois composantes A, B, C de la polarisa-
tion ne déterminait pas completement les propriétés du diélectrique a cet ins-
tant ; que ce corps possédait des propriétés, encore inconnues, qui, a 1’instant
t, dépendaient non seulement de I’intensité de polarisation ou déplacement,
mais encore du flux de déplacement, grandeur dirigée de composantes

dJA  _ JdB _ OC
-, V== W= —.
ot’ ot’ ot

Les six variables A, B, C, u, v, w ont des valeurs qui peuvent étre choisies
arbitrairement pour un instant isolé ; mais il n’en est pas de méme pour tous

u=

6.3)
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les instants d’un certain laps de temps ; si, pour tous ces instants, on connait
les valeurs de A, B, C, on connait par le fait méme les valeurs de u, v, w.

Si on la présente, ainsi que nous venons de le faire, comme I’introduction
purement arbitraire d’une grandeur nouvelle dont aucune expérience n’exi-
geait I’emploi, la définition, donnée par Maxwell, du flux de déplacement ap-
parait comme une étrangeté. Elle devient, au contraire, trés naturelle et, pour
ainsi dire, forcée si I’on tient compte des circonstances historiques et psycho-
logiques.

Au cours de ses recherches sur les di€lectriques, Maxwell, nous 1’avons
vu, ne cesse de s’inspirer des hypotheses de Faraday et de Mossotti. A I’imita-
tion de ce que Coulomb et Poisson avaient supposé pour les aimants, Faraday
et Mossotti avaient imaginé un diélectrique comme un amas de petits grains
conducteurs noyés dans un ciment isolant, chaque petit grain conducteur por-

[111] tant autant d’électricité positive que d’électricité négative ; assurément Max-
well, dans tous ses écrits, regarde cette image sinon comme une représentation
fidele de la réalité, du moins comme un modele suggérant des propositions
toujours vérifiées.

Si, avec Faraday et Mossotti, on regarde un diélectrique polarisé comme
un ensemble de molécules conductrices sur lesquelles 1’électricité est dis-
tribuée d’une certaine maniere, tout changement dans I’état de polarisation
du diélectrique consiste en une modification de la distribution électrique sur
les molécules conductrices ; ce changement de polarisation est donc accom-
pagné de véritables courants électriques, dont chacun est localisé en un tres
petit espace. D’ailleurs, on voit sans peine que ces courants correspondent,
en chaque point du diélectrique, a un flux moyen dont les composantes sont
précisément données par les égalités (6.3). Ce flux moyen n’est donc autre
chose que le flux de déplacement.

Dans son mémoire : On physical Lines of Force, Maxwell écrit, ! en invi-
tant son lecteur a se reporter aux travaux de Mossotti :

Une force électromotrice, agissant sur un diélectrique, pro-
duit un état de polarisation de ses parties semblable a la distri-
bution de la polarité sur les particules du fer que 1’on soumet a
I’influence de I’aimant ; tout comme la polarisation magnétique,
cette polarisation diélectrique peut €tre représentée comme un
état en lequel les deux pdles de chaque particule sont dans des
conditions opposées.

1. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 491.
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Dans un diélectrique soumis a 1’induction, nous pouvons
concevoir que 1’électricité est déplacée en chaque molécule de
telle maniere que 1'une de ses extrémités est rendue positive et
I’autre négative ; mais 1’électricité demeure entierement confinée
en chaque molécule et ne peut passer d’une molécule a 1’autre.

Leffet de cette action sur I’ensemble de la masse diélectrique
est de produire un déplacement général de 1’électricité dans une
certaine direction. Le déplacement ne peut donner naissance a un
courant, car, aussitdt qu’il a atteint une certaine valeur, il demeure
constant ; mais il constitue un commencement de courant, et ses
variations constituent des courants dirigés dans le sens positif ou

dans le sens négatif, selon que le déplacement augmente ou di-
minue. La grandeur du déplacement dépend de la nature du corps
et de la grandeur de la force électromotrice ; en sorte que si & est
le déplacement, R la force électromotrice et E un coefficient qui
dépend de la nature du diélectrique, on a

R= —47nE*h.?
Si r est la valeur du courant électrique dii au déplacement, on

_9h
ot

Ce passage, le premier ou Maxwell ait mentionné le courant de
déplacement, porte la marque indiscutable des idées de Mossotti qui ont
conduit le physicien écossais a imaginer ce courant.

Il exprime si exactement, d’ailleurs, la conception que Maxwell s’est
formée de ce courant, que nous le trouvons reproduit presque textuellement
dans le mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field ;> dans le
Traité d’Electricité et de Magnétisme,* nous lisons ce passage plus bref :

r

Les wvariations du déplacement électrique produisent
évidemment des courants électriques. Mais ces courants ne
peuvent exister que pendant que le déplacement varie, et, par
suite, le déplacement ne pouvant dépasser une certaine valeur
sans produire une décharge disruptive, ils ne peuvent continuer

2. Nous avons insisté [1™ Partie, Chapitre 4] sur la faute de signe qui affecte cette égalité.
3. J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. 1, p. 531.
4. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, 1. I, p. 69.

[112]
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indéfiniment dans la méme direction, comme font les courants
dans les conducteurs.

Quelle que soit la nature de 1’électricité, et quoi que nous
entendions par mouvement d’électricité, ajoute Maxwell,> le
phénomene que nous avons appelé déplacement électrique est

[113] un mouvement d’électricité dans le méme sens que le transport
d’une quantité déterminée d’électricité a travers un fil est un mou-
vement d’électricité.

Un flux de déplacement est donc essentiellement, et au méme titre qu’un
flux de conduction, un flux électrique ; en tout corps conducteur, diélectrique
ou magnétique, il produit la méme induction, la méme aimantation, les mémes
forces électrodynamiques ou électromagnétiques qu’un flux de conduction de
méme grandeur et de méme direction. Un courant ou un aimant exerce les
mémes forces sur un diélectrique parcouru par des flux de déplacement que
sur un conducteur qui occuperait la place de ce diélectrique et dont la masse
serait parcourue par des flux de conduction égaux a ces flux de déplacement.

On ne devra donc jamais, dans les calculs électrodynamiques, faire figurer
isolément le flux de conduction dont u, v, w sont les composantes ; toujours,
on devra considérer le flux fotal, somme géométrique du flux de conduction
et du flux de déplacement, dont u, v, w sont les composantes. Ce principe est
appliqué par Maxwell en ses divers écrits sur 1’électricité ; ¢ il constitue 1’un
des fondements de sa doctrine électrodynamique, I’'une de ses innovations les
plus audacieuses et les plus fécondes, ainsi qu’il le marque lui-méme en ce
passage :

Une des particularités les plus importantes de ce Traité
consiste dans cette théorie que le courant électrique vrai duquel
dépendent les phénomenes électromagnétiques n’est pas iden-
tique au courant de conduction, et que, pour évaluer le mouve-
ment total d’électricité, on doit tenir compte de la variation dans

le temps du déplacement électrique.
[114]

5. J. Clerk Maxwell, Traité d *Electricité et de Magnétisme, trad. francaise, t. I, p. 73.

6. J. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force (SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 496). — A
dynamical Theory of the electromagnetic Field (SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 554). — TRAITE
D’ELECTRICITE ET DE MAGNETISME, trad. frangaise, t. 11, p. 288.

7. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, t. II, p. 288.
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6.3 Dans la théorie de Maxwell, le flux total est-il
un flux uniforme ?

Supposons qu’en chaque point pris a I’intérieur d’un domaine continu on
ait I’égalité

du dv Jdw
T 6.4
ox * dy + dz ©4
et, en chaque point d’une surface de discontinuité, que 1’on ait I’égalité
uj cos (N, x) + vy cos (Ny,y) +wi cos (N, 2)
+up cos (Na,x) + vy cos (N2, y) +wy cos (N2, z) = 0. (6.5)

Alors, on aura, au premier point, en vertu de I’égalité (6.1),

Jdo
EZO

et, au second point, en vertu de 1’égalité (6.2),

X
Fri 0.
La distribution de 1’électricité réelle sur le systeme demeurera invariable.
On donne le nom de flux de conduction uniformes a des flux de conduction
qui vérifient les égalités (6.4) et (6.5).
Des flux de déplacement uniformes sont des flux de déplacement qui
vérifient 1’égalité
Ju Jdv Iw
ox * dy + dz

en tout point d’un milieu continu et I’égalité

=0 (6.6)

u; cos (Ny,x) + vy cos(Ny,y) +wj cos (N1, z)
+1i3 €08 (Na,x) + V2 cos (N2, y) +Wacos (N2,z) =0 (6.7)
en tout point d’une surface de discontinuité. [115]

Si I’on admet la définition des densités électriques fictives e, E, donnée
par les égalités (2.13) et (2.14) de la premiere partie :

JdA JB JC
ez—(ax-‘ray"‘raz>, (6.8)
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E = —|Ajcos(ny,x)+ By cos(ny,y) +Cjcos (ny,z)
+Az cos (n2,x) + By cos (n2,y) +Cacos (n2,2)], (6.9)
on peut écrire, en général, en vertu des égalités (6.3),
du Jv Jw de

F TR TR i) (6.10)

w1 cos (N1, x) +v; cos (Ny,y) +w cos (Ny,2)
JE

+1i3 €08 (N2, x) + V2 cos (N2, y) + Wa cos (N2,z) + i 0. (6.11)
Les flux de déplacement uniformes vérifient donc les égalités
d JoE
76 =Y, =, = 07
dt dt

d’ol résulte, en tout le systeme, I’invariabilité de la distribution électrique
fictive équivalente a la polarisation di€lectrique.

Il peut arriver que ni les flux de conduction, ni les flux de déplacement
ne soient séparément uniformes, mais que le flux total, dont les composantes
sont (u+1u), (v+7), (w+ W), soit uniforme ; il vérifiera, en tout point d’un
milieu continu, I’égalité

0

aax(quu)+ay(v+v)+§Z(w+w)0 (6.12)

et, en tout point d’une surface de discontinuité, 1’égalité

(w1 +71) cos (N1,x) + (vi +71) cos (N1,y) + (w1 +Ww) ) cos (N1,2)
+(up + 1) cos (Na,x) + (va +V2) cos (N2, y) + (wa +Wwp) cos (N2, z) = 0.
(6.13)
[116]
De ces égalités (6.12) et (6.13) découlent, en vertu des égalités (6.1), (6.2),
(6.10) et (6.11), les égalités

—(0+¢)=0, (6.14)

Z(Z+E)=0. (6.15)
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La distribution électrique réelle peut varier d’un instant a I’autre ; il en est
de méme de la distribution fictive équivalente a la polarisation diélectrique ;
mais en chaque point soit d’un milieu continu, soit d’une surface de discon-
tinuité, la somme de la densité électrique réelle et de la densité électrique
fictive garde une valeur indépendante du temps, en sorte que les actions
électrostatiques qui s’exercent dans le systéme restent les mémes d’un ins-
tant a I’instant suivant.

Admettre que le flux total est toujours uniforme ce serait, pour celui qui
reconnaitrait en méme temps la 1égitimité de toutes les équations précédentes,
nier les phénomenes électrostatiques les mieux constatés; ce serait, par
exemple, nier qu’un condensateur puisse se décharger au travers d’un conduc-
teur immobile jeté entre les deux armatures.

L’hypotheése qu’en tout systéme, en toutes circonstances, le flux total est
toujours uniforme est, de ’aveu de tous les commentateurs de Maxwell, I’un
des principes essentiels sur lesquels repose la doctrine du physicien écossais.
Suivons, au cours de ses écrits, la formation de cette hypothese.

Dans le mémoire : On Faraday’s Lines of Force, le premier que Maxwell
ait consacré aux théories de 1’électricité, il n’est point encore question de cou-
rant de déplacement, le courant de conduction est seul considéré ; ce qui en est
dit s’accorde sans peine avec les considérations générales que nous avons ex-
posées au § 1 ; en particulier, Maxwell admet ® que la somme (% + g—; + %—”;)
a une valeur, généralement différente de 0, qu’il désigne par —4xp ; il ajoute [117]
seulement ces mots : “Dans une large classe de phénomenes, qui comprend
tous les cas ou les courants sont uniformes, la quantité p disparait.”

A la page suivante, en se fondant sur les propriétés électromagnétiques
bien connues d’un courant fermé, ° Maxwell montre que les trois composantes
u, v, w du flux de conduction peuvent se mettre sous la forme

_u2v_9B
uiay 2z’

da  dy
= _ 27 .1
Y dz  ox’ (6.16)
_y= 2B _2a
YT ox dy’

o, B3, v étant trois fonctions d’x, y, z qu’il nomme les composantes de [’inten-
sité magnétique ; de ces égalités découle visiblement la relation (6.4); elles

8. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 192.
9. Nous reviendrons sur cette démonstration au Chapitre 7, § 7.1
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ne s’appliquent donc qu’aux flux uniformes ; cette conclusion ne doit point
étonner, 1’'uniformité du courant étant postulée dans les prémisses mémes du
raisonnement qui donne les égalités (6.16).

Maxwell remarque cette conclusion, mais il n’a garde d’en déduire 1’im-
possibilité de courants non uniformes :

On peut observer, dit-il,'* que les équations précédentes
donnent, par différentiation,

Ju Jdu Jdu _ 0
ox + ox + adx

ce qui est ’équation de continuité des courants uniformes. Par
conséquent, nos recherches seront, pour le moment, limitées aux
courants uniformes ; d’ailleurs, nous savons peu de chose des ef-
fets magnétiques produits par des courants qui ne sont pas uni-
formes.

C’est a partir du mémoire : On physical Lines of Force que s’introduit,
dans I’ceuvre de Maxwell, la distinction entre les courants de conduction et
les courants de déplacement.

Au point (x,y,z), la vitesse instantanée moyenne de rotation de 1’éther a
pour composantes a, 3, ¥; cette vitesse représente, ! dans la théorie cinétique
que Maxwell développe en ce mémoire, I'intensité du champ magnétique ;
posant alors

dy dp

oy 9 tme

da dy

- L 6.17
9z ox 617
ap Jda

ox oy ™

Maxwell admet ' que u, v, w représentent, au point (x,y,z), les composantes
du flux de conduction ; le flux de conduction est donc uniforme par définition.
Cette proposition n’a d’ailleurs rien qui puisse surprendre dans un écrit o,
implicitement, la densité électrique vraie o est toujours supposée égale a 0 et
ou, seule, est introduite la densité électrique fictive e, équivalente a la polari-
sation diélectrique.

10. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 195.
11. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 460.
12. J. Clerk Maxwell, loc. cit., vol. I, p. 462.
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Celle-ci est liée 13 aux composantes du flux total par 1’équation de conti-
nuité : 5 5 5 5
e
i 7 i v J— w _= O 618
ax(lH—uH—ay(v+v)+az(w+w)+at : (6.18)

qui peut aussi bien s’écrire, a cause des égalités (6.17),

du Jv Jw de 0
ox oy Tzt =Y

Si donc, en ce mémoire, Maxwell définit les flux de conduction comme [119]
étant essentiellement uniformes, il n’a garde de poser le méme postulat tou-
chant les flux de déplacement.

Il en est de méme dans le mémoire : A dynamical Theory of the electroma-
gnetic Field ; a I’aide des lois connues de 1’électromagnétisme, lois qui sup-
posent essentiellement les courants fermés et uniformes, Maxwell établit 14
les équations (6.17), qu’il regarde comme s’appliquant a tous les courants
de conduction; il admet donc par la que ces courants sont toujours uni-
formes. Mais il se garde bien d’étendre cette proposition au flux total ; celui-ci
vérifie 1 I"égalité (6.18), ce qui entraine, pour le flux de déplacement, I’égalité
(6.19).

Lorsque, dans ce méme mémoire, Maxwell développe la théorie de la pro-
pagation, dans un milieu diélectrique, des flux de déplacement, il se garde bien
de prétendre que ces flux soient toujours et nécessairement des flux transver-
saux, soumis a la condition

du Jv ow

dox + dy + oz
Il admet, au contraire, qu’en chaque point la densité apparente e peut varier
d’un instant 2 1’autre et il établit '° Ia loi qui régit cette variation ; toutefois,
pour se débarrasser des flux longitudinaux qui se trouveraient ainsi introduits
et qui entraveraient la théorie électromagnétique de la lumiere, il ajoute ces
mots : “Si la substance est un isolant parfait, la densité e de I’électricité libre
est indépendante du temps.” Rien dans les idées émises par Maxwell au cours
de ce mémoire ou de ses écrits précédents ne justifie cette conclusion ; la den-

sité e, liée aux variations du déplacement électrique, n’y dépend en aucune
facon du courant de conduction.

0.

13. J. Clerk Maxwell, loc. cit., égalité (113), vol. I, p. 496.
14. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 557.
15. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 561, égalité (H).

16. J. Clerk Maxwell, loc. cit., vol. I, p. 582.
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La théorie électromagnétique de la lumiere, cependant, exige que les flux
de déplacement dans un diélectrique non conducteur se propagent suivant les
meémes lois que les petits mouvements dans un solide élastique et non com-
pressible ; les principes posés par Maxwell dans ses divers mémoires ne satis-
font pas a cette exigence ; il n’en est pas de méme de la singuliere théorie que
Maxwell développe en son Traité d’Electricité et de Magnétisme, et que nous
avons nommée sa troisiéme Electrostatique.

Il n’existe nulle part d’autre charge électrique que la charge fictive due
a la polarisation diélectrique, d’autre densité que les densités e, E ; c’est a
ces densités que les composantes du flux de conduction seront reliées par les
relations de continuité prises sous leur forme habituelle. En tout point d’un
milieu continu, on aura 7

u, v ow e, (6.19)

ox "oy "oz T

En tout point d’une surface de discontinuité, on aura '8

uj cos (Np,x) + vy cos (Ny,y) +wj cos (Ny,z)

JE
+uy cos (Na,x) +vacos (N2, y) +wa cos (N2,z) + T 0. (6.20)

Mais, d’autre part, les densités e, E sont liées aux composantes A, B,
C, de l'intensité de polarisation diélectrique, que Maxwell désigne par f,
g, h et nomme composantes du déplacement ; la relation entre ces quantités
est donnée par les égalités suivantes, que nous avons commentées dans la
premiére partie de cet écrit ' et que Maxwell a soin de rappeler 2° aupres des
égalités que nous venons d’écrire :

_9A 9B IC

==+ —+—= 6.21
¢~ ox + dy + 2z’ 621)

E =Ajcos(Ny,x)+ Bjcos(Ny,y) +Cicos (N, z)
+ A cos (N2, x) + By cos (N2, y) + Cr cos (N2, 7). (6.22)

17. J. Clerk Maxwell, Traité d *Electricité et de Magnétisme, trad. francaise, t. I, p. 506, égalité
(2). On observera que ce passage contredit ce que donne Maxwell a la p. 470, ou il semble
admettre que tout courant de conduction est uniforme, conformément a ses anciennes idées.

18. J. Clerk Maxwell, loc. cit., t. I, p. 510, égalité (5).

19. 1' partie, égalités (91) et (92).

20. J. Clerk Maxwell, Traité d *Electricité et de Magnétisme, trad. francaise, t. I, p. 506, égalité
(1) et p. 510, égalité (4).
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Différentions ces égalités par rapport a ¢, en tenant compte des égalités
(6.3) qui définissent les flux de déplacement, et nous trouvons

Ju oJv Jdw Jde

LA A L) 6.23
x oyt a Y (6.23)
# cos (N1, x) + vy cos (Ny,y) +wi cos (Ny,2)
JE
+1tp cos (Na,x) + v cos (No, y) +Wa cos (Na, z) — o= 0. (6.24)

Comme on devait s’y attendre, ces égalités different par le signe des
termes en 8 . a =, des égalités (6.10) et (6.11), qui découlent de la théorie ha-
bituelle de la polarisation diélectrique et que Maxwell admettait, avant d’avoir
congu I’électrostatique particuliere qui est développée en son Traité,

Ajoutons membre a membre les égalités (6.19) et (6.23) d’une part, les
égalités (6.20) et (6.24) d’autre part ; nous trouvons en tout point d’un milieu
continu, 1’égalité

d J

et, en tout point d’une surface de discontinuité, I’égalité

(u+u)+5-(v+v)+

(uy +1y) cos (Ny,x) + (vi + V1) cos (N1,y) + (wi +wy ) cos (Ny,2)

+(uz +12) c0s (N2, x) + (v2 +2) cos (N2,y) + (w2 +W2) cos (N2, z) = 0.
(6.26)

Ainsi donc, la derniere théorie €lectrostatique adoptée par Maxwell en-
traine les conséquences suivantes :

Non seulement, au sein d’un milieu continu, les composantes du flux to-
tal vérifient la mé&€me relation que les composantes du flux au sein d’un li-
quide incompressible, mais encore, a la surface de séparation de deux milieux
différents, le flux total n’éprouve aucun changement brusque ni de grandeur,
ni de direction. Le flux total, en tout systeme, correspond a un courant fermé
et uniforme.

Des I'instant ot Maxwell congut sa troisieme électrostatique, il entrevit
cette conséquence, si favorable a ses idées sur la théorie électromagnétique [122]
de la lumiére. Dans une note, 2! ot il fait remarquer que la polarisation d’une

21. J. Clerk Maxwell, On a method of making a direct comparison of electrostatic with elec-
tromagnetic force ; with a note on the electromagnetic theory of light, lu a la Société Royale de
Londres le 18 juin 1868 (Philosophical Transactions, vol. CLVIIL. — Scientific Papers, vol. 11, p.
139).
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lame diélectrique placée entre deux conducteurs se dirige du conducteur A,
électrisé positivement, au conducteur B, électrisé négativement, remarque qui
le conduisait forcément a sa troisieme électrostatique, puisqu’il n’admettait
d’autre électrisation que 1’électrisation fictive, il ajoutait :

Si les deux conducteurs en question sont réunis par un fil, un
courant parcourra ce fil de A vers B. En méme temps, il se pro-
duira dans le diélectrique une diminution du déplacement cette
diminution sera équivalente, au point de vue électromagnétique,
a un courant qui traverserait le diélectrique de B vers A. Selon
cette maniere de voir, le courant que 1’on obtient en déchargeant
un condensateur parcourt un circuit fermé.

Plus tard, dans son Traité d’Electricité et de Magnétisme, Maxwell re-
prend 22 les mémes considérations avec plus de développements :

Considérons, dit-il, un condensateur formé de deux plateaux
conducteurs A et B, séparés par une couche de diélectrique C.
Soit W un fil conducteur joignant A et B, et supposons que, par
I’action d’une force électromotrice, une quantité Q d’électricité
positive soit transportée de B vers A...En méme temps qu’une
quantité d’électricité Q est transportée par la force électromotrice
le long du fil de B en A, en traversant toutes les sections du
fil, une quantité égale d’électricité traverse toutes les sections du
diélectrique de A vers B, en vertu du déplacement électrique.

Un mouvement inverse de 1’électricité se produira pendant la
décharge du condensateur. Dans le fil, la décharge est O de A vers
B ; dans le diélectrique, le déplacement disparait, et une quantité
Q traverse toutes les sections de B vers A.

Tous les cas d’électrisation et de décharge peuvent donc étre
considérés comme des mouvements s’exécutant dans un circuit

[125] fermé tel qu’au méme instant, il passe dans chaque section la
méme quantité d’électricité ; il en est ainsi, non seulement dans
le circuit voltaique, pour lequel la chose avait toujours été recon-
nue, mais aussi dans les cas ou 1’on supposait généralement que
I’électricité s’accumulait en certains points.

Nous sommes ainsi conduits a une conséquence trés remar-
quable de la théorie que nous examinons ; a savoir que les mou-
vements de 1’électricité sont semblables a ceux d’un fluide in-
compressible. ..

22. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, t. I, p. 71.
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Ce passage est suivi, dans le Traité de Maxwell, de la phrase que voici :
“...C’est-a-dire qu’a chaque instant il doit entrer dans un espace fermé quel-
conque autant d’électricité qu’il en sort.”

En écrivant cette phrase, Maxwell oublie, pour un instant, le sens tres
particulier qu’a, dans sa derniere théorie, cette proposition : le flux total est
uniforme, pour lui restituer le sens qu’elle a dans 1’esprit de la plupart des
physiciens, qu’elle avait dans ses premiers écrits. Mais c’est la une inadver-
tance manifeste. Il est bien vrai que les composantes du flux total vérifient les
relations (6.25) et (6.26), analogues a celles qui caractérisent un écoulement
uniforme ; mais il n’est pas vrai que la quantité d’électricité contenue dans
un espace donné soit toujours invariable, ni que les quantités % %—f soient
partout égales a 0; c’est un des caracteres paradoxaux de la derniere théorie
de Maxwell, que I’uniformité du flux total n’entraine nullement I’invariabilité
de la distribution électrique ni des actions électrostatiques.

Toutefois, s’il n’est pas vrai que la quantité d’électricité contenue dans une
surface fermée demeure toujours invariable, cette proposition devient vraie
lorsque la surface fermée ne contient que des flux de déplacement, sans trace
de flux de conduction — ou bien encore que des flux de conduction, sans
trace de flux de déplacement ; il suffit, pour s’en convaincre, de jeter les yeux
soit sur les égalités (6.19) et (6.20), soit sur les égalités (6.21) et (6.22). Donc
lorsque Maxwell, développant, en son Traité, la théorie électromagnétique
de la lumiere, écrit : 2 “Si le milieu n’est pas conducteur...la densité en [124]
volume de I’électricité libre est indépendante de ¢,” il affirme une conséquence
nécessaire de la doctrine développée en ce Traité ; tandis que la méme phrase,
écrite par lui, a la méme occasion, en son mémoire : A dynamical Theory of
the electromagnetic Field, y constituait un paralogisme, en contradiction avec
les idées admises au cours de ce mémoire.

Mais si la distribution électrique ne peut varier au sein d’un corps conduc-
teur non diélectrique, non plus qu’au sein d’un diélectrique non conduc-
teur, cette distribution peut varier d’un instant a I’autre a la surface par la-
quelle un milieu conducteur confine a un milieu diélectrique ; ces variations
donnent lieu aux phénomenes de charge et de décharge que 1’on étudie en
électrostatique.

23. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, t. II, p. 488.
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6.4 Retour a la troisieme électrostatique de Max-
well. Jusqu’a quel point on peut la mettre
d’accord avec I’électrostatique classique.

Maxwell, nous I’avons vu [17 Partie, Chapitre 5, § 5.3] évite, en sa
troisieme électrostatique, d’établir entre la fonction W et les densités e, E, au-
cune relation autre que les égalités (5.16) et (5.18) ; des lors, on serait porté a
croire qu’il est permis de répéter ici tout ce que nous avons dit en la 1™ Partie,
Chapitre 4, § 4.4 ; de dénoncer comme illusoire la troisieme électrostatique de
Maxwell ; de déclarer qu’elle ne renferme pas les éléments nécessaires pour
mettre en équation le moindre probleme de distribution électrique.

On serait d’autant plus tenté de formuler semblable jugement que, dans
son Traité d’Electricité et de Magnétisme, Maxwell ne fait aucun usage de
cette électrostatique ; il ne reprend méme pas la solution des deux problemes
que, dans ses mémoires : On physical Lines of Force et A dynamical Theory of
the electromagnetic Field, il avait tenté de résoudre ; il ne traite ni la théorie du
condensateur, ni la théorie des forces qui s’exercent entre des corps électrisés.

Sans doute, en son Traité, se lisent bien des chapitres ou des parties de
chapitre qui traitent de la distribution électrique ou des forces électrostatiques.
Mais les raisonnements qu’on y développe, les formules qu’on y emploie, ne
découlent en aucune fagon de 1’électrostatique particuliere dont nous avons

[125] analysé les principes ; les uns et les autres dépendent de I’électrostatique
fondée sur les lois de Coulomb, de I’électrostatique classique créée par Pois-
son.

Cependant, le jugement que nous venons d’esquisser serait injuste ; on
peut, dans le systeme de Maxwell, obtenir une mise en équation du probleme
électrostatique ; il suffit d’introduire des suppositions convenables qui rem-
placeront I’expression analytique de la fonction potentielle déduite, dans la
théorie ordinaire, des lois de Coulomb.

Et d’abord, a I’intérieur d’un corps conducteur, les composantes du flux de
conduction sont proportionnelles aux composantes de la force électromotrice ;
pour qu’il y ait équilibre, il faut que les premieres s’annulent et, partant les

secondes, ce qu’expriment les égalités
0¥ ¥ 0¥
_— = O’ -_ = 07 - = 0
ox dy dz

Sur une méme masse conductrice, la fonction ¥ aura, en tout point, la méme
valeur.
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A Tl’intérieur d’un corps non conducteur, le flux de conduction est partout
nul. Des lors, les égalités (6.25) et (6.26) deviennent

du Jdv ow @

EFRIFTREF R PR

iy cos (N1, x) +Vj cos (Ny,y) + W cos (Ny,2)
+iip cos (N2, x) +Va cos (N2, y) +Wwacos (N, z) = 0.

ou bien, en vertu des égalités (6.23) et (6.24),

de 0 JE 0
a7 ot

A Tintérieur d’un corps isolant continu ou a la surface de contact de deux
corps isolants différents, la distribution électrique est invariable. On postulera
alors, en général, que les deux densités sont égales a 0 :

e=0, E=0.

A la vérité, ce postulat ne se trouve pas explicitement énoncé dans les
écrits de Maxwell, mais on peut dire qu’il s’y trouve implicitement ; a chaque
instant, Maxwell, nous I’avons vu, répete que la charge électrique, effet
résiduel de la polarisation, ne se fait pas sentir a I’extérieur du diélectrique,
mais seulement a la surface de contact du conducteur et du diélectrique ;
d’ailleurs nous avons cité des passages de Faraday et de Mossotti ou ces au-
teurs exprimaient une opinion semblable. On interprétera donc la pensée de
Maxwell sans la fausser en exprimant que les deux densités électriques sont
nulles en tout milieu isolant.

Dans la théorie classique, il convient de le remarquer, on est obligé d’in-
troduire un postulat qui a des analogies avec le précédent ; 13, a c6té de la po-
larisation diélectrique et de la charge électrique fictive qui lui est équivalente,
on considere une charge électrique vraie ; sur un corps non conducteur, cette
derniere affecte une distribution invariable que, dans chaque probleme, on doit
regarder comme donnée ; et, dans la plupart des cas, on suppose que la charge
électrique vraie est nulle en tout point des corps isolants que 1’on considere ;
mais cette hypothese ne préjuge rien sur 1’électrisation fictive et sur la polari-
sation a laquelle elle équivaut.

[126]
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Dans le systeme de Maxwell, on ne rencontre plus de charge électrique
vraie a cOté de la charge électrique apparente qui équivaut a la polarisation
diélectrique ; cette derniere seule existe. C’est a elle qu’appartient, sur les
corps mauvais conducteurs, le caractere d’invariabilité, attribué par la théorie
classique, a la charge électrique vraie ; c’est elle qui doit &tre regardée comme
une donnée.

Si 'on égale a O les densités e, E, les égalités (5.16) et (5.17) de la
premiere partie se transforment en 1’égalité

9 (P D (B, D (),
ox ox dy dy dz az )

vérifiée en tout point d’un milieu isolant continu, et en 1’égalité

K v K 0¥ 0
N TN, T
[127] wvérifiée a la surface de séparation de deux milieux isolants distincts.

On obtient ainsi des équations propres a déterminer la fonction ¥ ; et qui
plus est, ces équations sont celles qui serviraient a déterminer la fonction po-
tentielle électrostatique, selon la théorie classique, dans un systeéme ot chaque
diélectrique aurait un pouvoir inducteur spécifique proportionnel a K.

L analogie entre la théorie de Maxwell et la théorie classique est complete,
dans le cas ou des conducteurs sont plongés dans un seul diélectrique
homogeéne. Dans ce cas, la fonction W, constante a 1’intérieur de chaque
conducteur, doit vérifier dans I’espace interposé 1’égalité AY = 0; une fois
déterminée par ces conditions, la fonction W détermine a son tour la den-
sité superficielle a la surface de chaque conducteur par I’égalité (5.17) de la
premiere Partie, qui devient

¥ 41

ON. K

1l est clair, des lors, que I’on peut écrire

1 [E
Y= / —dS,
KJ r
I’intégrale s’étendant a toutes les surfaces électrisées. L’énergie
électrostatique a alors pour valeur

1
U=—- [YEdS
/
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1 EE'
— dsds'.
2K // r

Comparons ces formules avec celles que donneraient les théories clas-
siques, dont les principes sont rappelés au Chapitre 2 de la premiere Partie.
Supposons que, dans un milieu impolarisable, deux charges électriques g

ou bien

!
et ¢’ séparées par la distance r, se repoussent avec une force 8%. Désignons
par F le coefficient de polarisation du milieu diélectrique et par V la fonction [128]
potentielle électrostatique totale que désigne, au Chapitre indiqué, la somme
(V+V). Soit X la densité superficielle réelle de 1’électricité ; elle correspond
a une densité totale, tant réelle que fictive,
X
A= —7——.
1 +4rmeF
La fonction V, constante sur chaque corps conducteur, est harmonique au
sein du diélectrique ; il en est évidemment de méme de la fonction Hi%.
On a d’ailleurs, a la surface de contact d’un conducteur et du diélectrique,
av
—— = —47nA
dN, ’
ce qui peut s’écrire

d ev 4re
_— = _ Y
ION, 1 +4neF (1+4meF)?

Enfin, I’énergie électrostatique a pour valeur

AN
U= E// 28 isas,
2 r

€ 2 ¥/
= == dsds'.
v 2(1 +4meF) // ydsds

On voit que I’on passera des formules de Maxwell a celles-ci si I’on remplace

ce qui peut s’écrire

E par X,
ev
lIl 9
1 +4rmeF’
1 +4meF)?
g - (l+4mer)’

€
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L’analogie des deux théories est alors complete.

L’analogie entre la théorie de Maxwell et la théorie classique n’est plus
aussi complete dans le cas ot le systeme renferme un diélectrique hétérogeéne
ou plusieurs diélectriques distincts.

Supposons que des conducteurs 1 soient plongés dans un milieu
diélectrique homogene et indéfini 0, et que, dans ce milieu, se trouve un
autre corps diélectrique, également homogene, 2 ; aux diélectriques et 2 cor-
respondent des valeurs Ky, K, du coefficient K.

La fonction ¥, qui est continue dans tout I’espace et constante a I’intérieur
de chacun des conducteurs, vérifie I’équation AY = 0 aussi bien a I’intérieur
du diélectrique 0 que du diélectrique 2.

A la surface de séparation du diélectrique O et du diélectrique 2, elle vérifie

la relation
PO A (@)
- =0. a
YNy o
A la surface de contact du corps 1 et du diélectrique O se trouve une densité
superficielle E1g donnée par 1’égalité

Koy 0¥
=——_—. b
10 41w INy ®)
Enfin, I’énergie électrostatique a pour valeur
1
U= E/TEIOdSlO- (c)

Comparons ces relations avec celles que donne la théorie classique.

La fonction V, continue dans tout I’espace, constante a I’intérieur des
conducteurs, est harmonique au sein des diélectriques.

A la surface de contact des diélectriques O et 2, on a

av v

[130]
A la surface de contact du conducteur 1 et du diélectrique se trouve une
densité superficielle réelle

1 +4neFy oV

Z = — .
10 4 dNy

B
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A la surface de contact des deux diélectriques se trouve une densité super-
ficielle, purement fictive,

1 av av
Ao = —— ( + )
4

INy  IN
_ S(szFo) Vv (B/)
o +4rneF, 8N0 ’
et cette densité n’est pas nulle, en général, si F, n’est pas égal a Fy.
Enfin, I’énergie électrostatique a pour valeur
E [ e [
= 5 /VA10d510+ E/VAZOdSZO
ou
———— [ VZ0dS / VAydS
2(1+47r8Fo / 10dS10+ 5 20d820. )

Peut-on passer du premier groupe de formules au second en remplacant
Ejg par X1p et ¥ par AV, A étant une constante convenablement choisie ?
La comparaison des égalités (b) et () donnerait
1+4nel, . K>

l+4neFy Ko

On aurait donc, d’une maniere générale,
KA = (1+4meF).

L’égalité (c) deviendrait [131]

- % / VE10dSo.

Si nous posions
&€

- 1+4rneky

nous retrouverions le premier terme de 1’expression (), mais point le second.

Nous arrivons donc a la conclusion suivante :

Si 0 désigne le milieu polarisable éthéré ou tous les corps sont censés
plongés ; si Fy est le coefficient de polarisation diélectrique de ce milieu ; si F>
est le coefficient de polarisation diélectrique du corps plongé dans ce milieu ;
si, enfin, dans les équations de la troisieme électrostatique de Maxwell on
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remplace :

La densité électrique E a la surface  par la densité électrique réelle X,
des conducteurs

: . % N
La fonction ¥ par la fonction Tranery® ou. \%
est la fonction potentielle
électrostatique,
2
Le coefficient K, par w,
Le coefficient K> par w,
K> 1+4rmeF,
Partant, le rapport X Par i gzer -

on retrouve les formules par lesquelles 1’électrostatique classique détermine
la valeur de la fonction potentielle en tout le systeme et la distribution réelle
de I’électricité sur les conducteurs, en sorte que, pour ces problémes, les deux
électrostatiques fournissent des solutions équivalentes.

L’équivalence se poursuit si I’on veut étudier les forces pondéromotrices
produites entre conducteurs électrisés dans un systéme qui ne renferme pas

[132] d’autre diélectrique que le milieu 0.

Mais s’il existe un autre diélectrique 2, la transformation précédente,
appliquée a I’énergie électrostatique de Maxwell, ne donne pas 1’énergie
électrostatique classique ; il y manque le terme

v
2 / VhpdSn=-¢; / <aN0 aN2> 4520

__S(FQ—F()) BV WV s
T 1+4neh aN 20

qui s’écrirait aussi, en vertu des équivalences que nous venons d’indiquer,

£ oY ¥ (1+4neR)? oY ¥
SH/IZ/T<8N0 oN, >d52° 8me /\P<8No oN, >d52°

Ko ¥ ¥
= gn/‘y<azvo+azv2)"52°

Kr— K
__ O/w dSx
¥4

() (5o

_ Ksz()/
T 81 2
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On voit que ce terme ne peut étre nul, si le champ électrique n’est pas nul
et si le diélectrique 2 differe du milieu 0.

La présence ou I’absence de ce terme différenciera la loi des forces
pondéromotrices qui s’exercent dans le systeme considéré selon la doctrine
classique ou selon la doctrine de Maxwell.

Or, les recherches de M. Gouy, 2* qui sont d’ailleurs sur ce point une suite
naturelle des ndtres, > ont montré que la doctrine classique rendait parfai-
tement compte des actions observées entre conducteurs et diélectriques par
divers physiciens, notamment par M. Pellat. Il faut en conclure qu’en général,
ces actions ne s’accordent pas avec 1’électrostatique de Maxwell. [135]

24. Gouy, Journal de Physique, 3° série, t. V, p. 154, 1896.
25. P. Duhem, Legons sur [ *Electricité et le Magnétisme, t. 11, 1892.
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Chapitre 7

Les six équations de Maxwell
et I’énergie
¢lectromagnétique

7.1 Les trois relations entre les composantes du
champ électrique et les composantes du flux.

Supposons qu’un courant électrique uniforme parcoure un fil disposé se-
lon le contour G d’une aire A ; regardons cette aire de telle fagcon que nous
voyons le courant circuler en sens contraire des aiguilles d’une montre ; nous
regarderons la face positive de 1’aire A (fig. 7.1).

Siun pole magnétique, renfermant 1’unité de magnétisme austral, est placé
en présence de ce courant, il est soumis a une force dont ¢, f3, ¥, sont les
composantes ; cette force est ce que Maxwell nomme la force magnétique, ce
que, plus justement, on nomme aujourd’hui le champ magnétique.

Supposons que ce pdle unité décrive une courbe fermée e, que cette courbe
perce une et une seule fois 1’aire A, et qu’elle la perce en passant de la face
négative a la face positive ; la force a laquelle le pole est soumis effectue un
certain travail que représente 1’intégrale

/(adx+/3dy+y,dz)

étendue a la courbe fermée c.

125

[134]
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FIGURE 7.1 —

Les lois de I’électromagnétisme, établies par Biot et Savart, par Laplace,
par Ampere et par Savary, font connaitre les propriétés des grandeurs o, 3, 7.
Ces lois conduisent a la conséquence suivante :

Le travail dont nous venons de donner 1’expression ne dépend ni de la
forme de la courbe c, ni de la forme de la courbe C; il ne dépend que de
I’intensité du courant qui parcourt la courbe C ; si cette intensité J est mesurée
en unités électromagnétiques, il a pour valeur 47J :

/(adx+ﬁdy+}/dz) =4nJ. (7.1
c

Cette égalité peut s’interpréter un peu autrement. Supposons que la courbe
¢ soit le contour d’une aire a. Si nous regardons 1’aire a de telle sorte que nous
voyons le pole d’aimant tourner en sens inverse des aiguilles d’une montre,
nous dirons que nous regardons la face positive de I’aire a.

Il est clair que le courant qui parcourt le fil G perce 1’aire a en passant du
coté négatif au coté positif'; et comme, au travers de chaque section du fil G,
il transporte dans le temps d¢, une quantité dQ = Jdt d’électricité positive,
on peut dire que 1’aire a est traversée, pendant le temps dt, du coté négatif au
coté positif, par une quantité d’électricité positive dQ = Jdt. L’égalité (7.1)
peut donc s’écrire

dt/(adx+ﬁdy+ ydz) = 4ndQ. (7.2)

Cette égalité s’étend sans peine au cas ol le champ renferme un nombre
quelconque de fils parcourus par des courants fermés et uniformes. Si une
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courbe fermée c, parcourue dans un sens déterminé , est le contour d’une aire
a et si dQ est la quantité d’électricité positive qui, dans le temps dt, perce
I’aire a du coté négatif au co6té positif, I’égalité (7.2) demeure exacte.

La démonstration suppose que la courbe ¢ n’a aucun point commun avec
les fils conducteurs qui transportent 1’électricité ; pour affranchir 1’ égalité (7.2)
de cette restriction, certaines précautions seraient nécessaires ; sans s’y attar-
der, Maxwell admet que 1’égalité (7.2) s’étend méme au cas ou la courbe
fermée c est tracée au sein d’un corps que des flux électriques parcourent
d’une maniere continue.

Dans ce dernier cas, la quantité dQ se relie simplement a ces flux.

Soient do un élément de l'aire a; u, v, w les composantes du flux
électrique en ce point; N la normale a cet élément, menée dans un sens tel
qu’elle perce I’aire a du c6té négatif au coté positif ; dans le méme sens, et
pendant le temps dt, I’aire do livre passage a une quantité d’électricité

[ucos (N,x) +vcos (N,y) +wcos (N, z)|do dt

et I’aire a tout entiere a une quantité d’électricité
dt/[ucos (N,x)+vcos(N,y)+wcos(N,z)|do = dQ.
a
L’égalité (7.2) devient donc

/.(Ocdx—i-ﬁdy—i— ydz)—4m /[ucos (N,x)+vcos(N,y)+wcos(N,z)|do =0.

(7.3)
Or, une formule souvent employée par Ampere et dont la forme générale
est due a Stokes permet d’écrire

/(Ocdx—k[idy—&-ydz):—L[ (gz}/—?ﬁ)cos(N,x)
(2 )i

J d
+ <8€ - ;;) cos(N,z) ] do.
[136]
L’égalité (7.3) peut donc s’écrire

"[/dy 9B da  dy
/a Kay—az—i—47ru)cos(N,x)+(aZ—ax+47W) cos(N,y)

I Jda —
+ (8x ~ % +47rw> cos (N,z) } do =0.
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Cette égalité doit étre vraie pour toute aire a tracée a I’intérieur du corps
que parcourent les flux électriques. Pour cela, on le voit sans peine, il faut et
il suffit que I’on ait, en tout point de ce corps, les trois égalités

oy B
oy oz - M
da dy

_ - _ 7.4
dz Ox 4, 74
B da
ox oy

Ces trois équations, auxquelles Maxwell attribue un réle essentiel, se
trouvent établies, dans son plus ancien mémoire ! sur I’électricité, par une
démonstration que de simples nuances distinguent de la précédente ; cette
démonstration il la reproduit > ou 1’esquisse 3 dans tous ses écrits ultérieurs.

Dans son mémoire : On Faraday’s Lines of Force,* Maxwell fait suivre
les équations (7.4) de la remarque que voici :

Nous pouvons observer que les équations précédentes
donnent par différentiation

du N dv n ow 0
ox dy dz
[137] ce qui est I’équation de continuité pour les courants fermés.

Toutes nos investigations se borneront donc, a partir de ce mo-
ment, aux courants fermés; et nous connaissons peu de chose
des effets magnétiques des courants qui ne seraient pas fermés.

La condition d’uniformité, imposée aux courants dans les prémisses du
raisonnement, se retrouve dans les conséquences ; Maxwell qui, a I’époque
ou il écrivait les lignes précédentes, professait sur les courants électriques les
mémes idées que tous les physiciens, se garde bien d’en conclure que tous les
courants soient nécessairement uniformes, mais seulement que 1’application
des équations (7.4) se doit limiter aux courants uniformes.

1. J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 194). En
réalité, dans ce mémoire, Maxwell omet le facteur 47 ; en outre les signes des seconds membres
sont changés par suite d’une orientation différente des axes des coordonnées.

2. J. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force (SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 462). —
Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, t. II, p. 285.

3. J. Clerk Maxwell, A dynamical Theory of the electromagnetic Field (SCIENTIFIC PAPERS,
vol. I, p. 557).

4. [p. 195]
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La méme observation se retrouve dans le Traité d’Electricité et de
Magnétisme ; mais, selon la doctrine exposée dans ce Traité, si le flux de
conduction et le flux de déplacement peuvent étre séparément non uniformes,
le flux total, obtenu par la composition des deux précédents, est toujours uni-
forme ; les équations (7.4) seront donc exemptes de toute exception “‘si nous
considérons u, v, w comme les composantes du flux électrique total compre-
nant la variation de déplacement électrique, aussi bien que la conduction pro-
prement dite.” 5 En d’autres termes, on pourra, en tout état de cause, écrire les

relations
(;;/ % = —4n(u+u),
2 any4, (1.5)
% — 88;)16 =—4n(w+Ww).

7.2 DL’état électrotonique et le potentiel
magnétique dans le mémoire : ON FARA-
DAY’S LINES OF FORCE.

Le groupe de trois équations que nous venons d’étudier ne constitue pas, a
lui seul, tout I’électromagnétisme de Maxwell. Il est complété par une série de
propositions essentielles. La forme de ces propositions, la suite de déductions
et d’inductions qui les fournit, varient d’un écrit a I’autre ; nous devrons donc [138]
analyser successivement chacun des mémoires composés sur I’électricité par
le physicien écossais ; selon 1’ordre chronologique, nous commencerons par
le mémoire intitulé : On Faraday’s Lines of Force.

Dans ce mémoire, comme dans ses autres écrits antérieurs au Traité
d’Electricité et de Magnétisme, Maxwell ne tient jamais compte des sur-
faces de discontinuité que peut présenter le systeme ; il faut donc, pour suivre
sa pensée, supposer que deux milieux distincts sont toujours reliés par une
couche de passage trés mince, mais continue ; il suffit que la remarque en ait
été faite pour que toute difficulté soit écartée de ce coté.

Il n’en est pas de méme des difficultés causées par les erreurs matérielles
de calcul et, particulierement, par les fautes de signe ; elles sont incessantes

5. [vol. II]
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dans le passage que nous nous proposons d’analyser et jettent quelque incer-
titude sur la pensée de 1’auteur.

Aux composantes @, B, B du champ magnétique qu’il nomme tantdt force
magnétique, tantdt intensité magnétique et tantdt force magnétisante effective,
Maxwell adjoint une autre grandeur, de composantes A, B, C,°® qu’il nomme
induction magnétique ; ce mot qui, dans des écrits plus récents, prendra un
autre sens, désigne assurément ici la grandeur que 1’on considere habituelle-
ment, dans la théorie du magnétisme, sous le nom d’intensité d’aimantation ;
conformément aux idées de Poisson, on doit avoir [1* Partie, égalité (2.2)]

JdA JdB dC

p étant la densité du fluide magnétique fictif, que Maxwell nomme la matiere
[139] magnétique réelle.”

Entre les grandeurs A, B, C et les composantes &, 3, ¥ du champ existent
les relations

a
A=<, B:% C:%, a7
ol K désigne la résistance a I’induction magnétique ; ® si ’on continue a rap-
procher la théorie de Maxwell de la théorie de Poisson, on reconnait que cette
résistance est I’inverse du coefficient d’aimantation.
Soit V fonction continue, nulle a I’infini, que définit I’équation

AV +47mp =0. (7.8)

Cette fonction ne sera autre chose que la fonction potentielle magnétique in-
troduite en physique par Poisson. Considérons les différences

1 oV
=A— ——
a 4w Ix’
1 0V
- —2= .
b 4w dy’ (7.9
1 0V
c=C- oz

6. Nous ne conservons pas ici les notations de Maxwell.

7. 1. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (SCIENTIFIC PAPERS, vol I, p. 192). En
réalité, au lieu de p, Maxwell écrit 47p ; en outre, dans le passage indiqué, le signe du second
membre de 1’égalité (7.6) est changé ; mais il se trouve rétabli a la p. 201.

8. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 192.
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Selon les égalités (7.6) et (7.8), ces différences vérifieront la relation

da Jb Jdc
— 4+ =4+ ==0. 7.10
dx + dy + dz (7.10)
Or un théoréme d’analyse, souvent employé par Stokes, par Helmholtz,
par W. Thomson, enseigne qu’a trois fonctions a, b, ¢, liées par la relation
(7.10), on peut toujours associer trois autres fonctions F, G, H, telles que 1’on
ait
__ 1 (9H JG
 4m\dy 9z)’
1 /(dF OJH
= = - = 7.11
4w ( Jz 8x) ’ .10
__ 1 (oG oF
 4m\odx ady)’
. OF 3G oH
— 4+ —+—=—=0. 7.12
ox * dy + 0z (7.12)
Des lors, les égalités (7.9) peuvent s’écrire
o2V (219G
dox dy Jz
A% JoF OH
diB= — — [ — — — 7.13
dy < Jdz  OJx ) ’ (7.13)
oV 0G OJF
4aC=—— ——— ).
9z < ox 8y>

Empruntant une dénomination par laquelle Faraday désignait une concep-
tion assez vague, Maxwell 9 donne aux quantités F, G, H le nom de compo-
santes de I’état électrotonique au point (x,y,z).

Quel sera le role physique attribué a ces grandeurs ? L’étude du potentiel
électromagnétique d’un systéme va nous 1’apprendre.

Revenons aux équations (7.4).

Dans un systeme qui ne renferme pas de courant, ou, par conséquent, u, v,
w sont partout égaux a 0, ces équations nous enseignent que les composantes
o, B, ¥ du champ magnétique sont les trois dérivées partielles d’'une méme
fonction ; quelle est cette fonction ? Guidé par la théorie classique, Maxwell

9. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 203 ; les quantités F, G, H sont désignées par o, Bo, Y-

[140]

[141]
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admet ' que c’est la fonction —V/, en sorte que, dans un systéme qui renferme
des aimants et point de courant, on a

A S A (7.14)
dx

ox’ dx
Lorsqu’un systeme d’aimants se meut, les forces qui s’exercent dans
ce systeme, conformément aux lois classiques que Maxwell admet et que
traduisent les égalités précédentes, effectuent un certain travail; selon un
théoréme bien connu, ce travail est la diminution subie par I’expression

1

3 / Vpdo,
ou I'intégrale s’étend a tous les éléments de volume d @ du systeme. Pourquoi
Maxwell ! omet-il le facteur 1/2 et écrit-il ces lignes :

Le travail total produit durant un déplacement quelconque
d’un systéme magnétique est égal au décroissement de 1’intégrale

E= /Vpda) (7.15)

étendue a tout le systeme, intégrale que nous nommerons le po-
tentiel total du systeme sur lui-méme ?

On n’y voit point de raison. Toujours est-il qu’il serait impossible de cor-
riger cette erreur et de restituer a E sa véritable valeur sans ruiner, par le fait
méme, toute la déduction que nous voulons analyser. Passons donc condam-
nation sur cette erreur et poursuivons.

L’égalité (7.15) peut encore s’écrire, en vertu de I’égalité (7.6),

E——/V 9A L 9B 9CY 4o
N dx dy 0dz

o v oV
E:/(Aax+Bay+CaZ) do

[142] ou enfin, !2 en vertu des égalités (7.14),

ou

10. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 202. En réalité, en ce passage, Maxwell dit V ; mais a la page
suivante, il rétablit un signe exact.
11. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 203.
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E= 7/(Aa +BB +Cy)dw. (7.16)

Maxwell admet ' que cette expression du potentiel s’étend au cas ou le
systeme renferme non seulement des aimants, mais encore des courants. Fai-
sant alors usage des égalités (7.13), I’égalité (7.16) peut s’écrire

Effi/ oca—VJrBa—er v do
 4n ox dy yaz

+i/ oH _9G o+ oF _oH B+ oG _9oF do
4n dy 9dz dz dx ox  dy ¥
(7.17)

On trouve sans peine, en vertu des égalités (7.14) et (7.8),
/ al+ﬁal+ 81 a)—_/ al 2_|_ al 2+ ad
81 N ox dox Ox
D’autre part, en tenant compte des égalités (7.4), on trouve
(228 as (2 21)5 (%620 14
dy 9dz dz  dx dx dy Y
({7 9B, (2 _07\ g, (9 0a
/[<8y 8z)F+<82_8x>G+(8x_8y H|de

do / VAVd® = —Ar / |

:—47r/(Fu+Gv+Hw)da)
L égalité (7.17) devient donc ' [143]
E:/Vpdw—/(FzH—Gv—l—Hw)dw. (7.18)

Parvenu a cette formule, Maxwell se propose de tirer du principe de la
conservation de 1’énergie les lois de I’induction électromagnétique, imitant,
comme il le reconnait, 13 le raisonnement bien connu de Helmholtz dans son
Mémoire : Ueber die Erhaltung der Kraft.

12. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 203, change le signe du second membre.
13. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 203.
14. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 203.
15. 1. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 204.
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Imaginons, dit-il, que des causes extérieures lancent des courants dans le
systeme. Ces causes fournissent du travail sous deux formes.

En premier lieu, elles surmontent la résistance que les conducteurs op-
posent au passage de 1I’électricité ; si I’on désigne par E,, Ey, E,, les com-
posantes du champ électromoteur en un point, le travail fourni dans ce but,
pendant le temps dt, est

—dt /(Exu +Eyv+Ew)do

En second lieu, elles fournissent du travail mécanique qui met le systéme
en mouvement ; le travail ainsi fourni pendant le temps dt est, par hypothese,
égal a I’accroissement de la quantité Q pendant le méme temps ; sans justifier
I’omission du terme [V p d@ Maxwell réduit '° cet accroissement a

—ar s / (Fu+Gv+Hw)do

ou bien encore, en supposant u, v, w invariables, a

—d;/ LN P
dt dt dt )

Si I’on suppose que les causes extérieures disparaissent, et que les cou-
rants soient exclusivement engendrés par 1’induction que le systéme exerce
sur lui-méme, le travail fourni par ces causes extérieures doit étre égal a 0,
d’ou I’égalité

dH
dt / (u—i— —v+ dw) da)—i—dt/(Exu—l—Eyv—l—Ezw)da) =0

qui peut encore s’écrire

dF dG dH
/ Kdth) it <dt+Ey) v+ (dt+Ez) w] do=0.  (1.19)

On vérifie cette égalité (7.19) si I’on pose

dF dGg dH
E,=——, E,=——, E,=——. 7.20
* a’ 7 dt’ ¢ dt (7.20)
Ces égalités, dont Maxwell 17 admet I’exactitude, relient les composantes du
champ électromoteur d’induction aux composantes de 1’état électrotonique.

16. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 204.
17. 1. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 204.
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7.3 Examen de la théorie précédente.

Ces égalités s’accordent-elles avec les lois connues de 1’induction ?

Maxwell n’a point donné 1’expression analytique des fonctions F, G, H,
non plus que de la fonction V et, partant, n’a pas développé les égalités (7.20) ;
mais il est aisé de suppléer a son silence.

La fonction V étant, selon son sentiment maintes fois répété, la fonction
potentielle magnétique, est donnée par 1’égalité

Vi) = [ (4

Des lors, les conditions imposées aux fonctions F, G, H les déterminent
sans ambiguité et donnent :

1 1
B
on TBg,

1
-

27

doy. (7.21)

91 1
F(.X,y,Z) :/< ayr _Bla - > d(l)l,
. al 1
G(x,y,2) = /( 8’1 —Cio- )dwl, (7.22)
1 1
H(X,y7Z):/< a x| Alay1>da)l

Si, dans les équations (7.20), on reporte ces expressions des fonctions F,
G, H, on trouve, pour les composantes du champ électromoteur d’induction,
des expressions qui s’accordent fort exactement avec les lois connues, dans
le cas ou I’induction est produite par un changement d’aimantation sans que
le systeme éprouve aucun mouvement. L’accord est moins parfait lorsque les
aimants et les conducteurs se déplacent ; un terme manque, que d’ailleurs on
rétablirait sans peine en cessant de traiter u, v, w comme invariables et en
laissant constant seulement le flux électrique dont ces trois quantités sont les
composantes.

Mais une objection plus grave se dresse contre la théorie de Maxwell.

Si cette théorie, appliquée a un systtme en mouvement, y dénote
I’existence de forces électromotrices d’induction, ces forces électromotrices
présentent toutes ce caractere de s’annuler lorsque le systéme ne contient pas
d’aimant ; le mouvement de conducteurs traversés par des courants serait donc
incapable d’engendrer aucun phénomene d’induction.

[145]
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Cette seule conséquence suffit a condamner la théorie exposée par Max-
well dans son écrit : On Faraday’s Lines of Force.

Ajoutons une remarque faute de laquelle le lecteur éprouverait quelque
embarras en comparant les formules précédentes a celles de Maxwell.

En premier lieu, Maxwell, en écrivant les égalités (7.4), omet, au second
membre le facteur 47 ; ce facteur 47, il 1’introduit au contraire au second
membre de 1’égalité (7.6) et il nous faut indiquer brieévement combien est

[146] illogique cette introduction.

Elle a pour point de départ ce que, dans le mémoire en question, Maxwell
dit des flux électriques. '8

Si u, v, w sont les composantes du flux en un point d’une surface fermée
S, la quantité d’électricité qui pénetre dans cette surface pendant le temps dt
est

dt/[ucos (N;,x) +vcos (N;,y) +wcos (N;,z)]dS.

Une intégration par parties transforme cette expression en

du Jdv Jdw
—dt/ (ax+ay+az) do, (7.23)

I’intégrale s’étendant au volume que limite la surface close ; par une faute de
signe évidente, Maxwell écrit

du dv dw bis

Si e désigne la densité électrique en un point intérieur a la surface S,
I’intégrale (7.23) doit étre égale a

de
dt/ Eda),

ce qui donne de suite I’équation de continuité

Ju Jdv dw Jde
a“ra*y“rafz“rgzo. (7.24)

Maxwell n’écrit pas cette égalité ; mais il écrit 1’égalité 1
du dv dw
S 24" —Ar 7.25
ox + dy + dz P (7.25)

18. J. Clerk Maxwell, loc. cit., pp. 191-192.
19. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 192, égalité (C).
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sans y joindre aucune explication, sinon que p s’annule dans le cas des cou-
rants uniformes.
Il est évidemment loisible de considérer une quantité p définie par cette
1 de.

€galité ; cette quantité p se trouvera €tre égale 2 —;- 5 ; malheureusement,

Maxwell semble supposer que la quantité p est précisément égale a % et rai-
sonner en conséquence ; il est probable que cette supposition le guide au cours
de I’assimilation qu’il établit > entre la conductibilité électrique et I’aiman-
tation et le conduit a relier les composantes de 1’induction magnétique a la
densité magnétique par 1’égalité

JdA JB dC
—+=—=4r 7.26
ox © dy + 0z p: (7.26)
qu’il remplace d’ailleurs, quelques pages plus loin, >! par
JdA JdB JC
— 4+ —+ = = —4np. 7.27
ox + dy + dz p (7.27)

Nous aurons occasion plus loin de revenir sur cette égalité (7.26). Pour
le moment, contentons-nous de remarquer que 1’emploi des égalités (7.4) et
(7.6) sous la forme que nous avons donnée fournit des formules qui, parfois,
different de celles de Maxwell par I’introduction ou par la suppression d’un
facteur 47 ; mais cette modification n’altere pas, croyons-nous, 1’esprit méme
de la théorie.

Il est, cependant, une derniere objection que I’on pourrait adresser a I’in-
terprétation que nous avons donnée de cette théorie. Nous avons admis sans
discussion que 1’induction magnétique dont parle Maxwell devait étre iden-
tifiée ici avec I’intensité d’aimantation telle qu’elle a été définie au début de
cet écrit; que, par conséquent, la résistance magnétique K était I’'inverse du
coefficient d’aimantation k considéré par Poisson. Cette assimilation demande
a étre discutée.

A la surface qui sépare un aimant d’un milieu non magnétique, la fonction
potentielle magnétique v vérifie la relation [1 Partie, Chapitre 2, égalité (2.5)]

vV a9V

N, + N~ 4m[Acos (N;,x) + Bcos (N;,y) + Ccos (N, z)],
N; et N, étant les directions de la normale vers 1’intérieur et vers 1’extérieur de
I’aimant. Si les lois de I’aimantation sont celles que Poisson a données [Ibid.,

20. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 180.
21. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 201.

[147]

[148]



138CHAPITRE 7. LES SIX EQUATIONS DE MAXWELL ET L’ENERGIE ELECTROM

égalités (2.6)], le second membre de 1’égalité précédente devient —47tk%, en
sorte que 1’égalité précédente devient

JdK av
— 4+ (14+4nk)=— =0. 7.28
on, T ATk 5 (7.28)
Or, Maxwell indique nettement 2> que la résistance magnétique K est égale au
rapport
v
N,
av -’
IN,
On doit donc poser
1
K= . 7.29
1 +4nk (7.29)
La quantité
u=1+4nk (7.30)

est ce que W. Thomson 2> a nommé la perméabilité magnétique.

La résistance électrique considérée par Maxwell doit donc étre prise
égale a I’inverse non du coefficient d’aimantation de Poisson, mais de la
perméabilité magnétique de W. Thomson.

[149] Les composantes de 1’induction magnétique s’obtiennent en divisant les
composantes @, 3, Y du champ par la résistance magnétique ou, ce qui revient
au méme, en les multipliant par la perméabilité magnétique ; ces grandeurs
ont donc pour expressions

A= (1+4rmk)o, B=(1+4nk)B, C=(1+4mk)y, (7.31)
tandis que les composantes A, B, C de I’ aimantation ont pour valeurs
A=ka, B=kB, C=ky. (7.32)

L’induction magnétique et I’aimantation ne sont pas identiques ; leurs compo-

santes sont liées par les égalités

1 +4rnk 1 +4rk 1+4-4nk

= A, B= B, C=

k k
Lors donc que nous avons identifié 1’induction magnétique de Maxwell

avec Iintensité d’aimantation nous avons commis une grave confusion.

A

C. (7.33)

22. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 179.
23. 'W. Thomson, PAPERS ON ELECTROSTATICS AND MAGNETISM, art. 629 ; 1872.
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Sinous 1’avons commise, ¢’est qu’elle nous a semblé conforme a la pensée
de Maxwell, et que la théorie développée nous a paru intimement liée a cette
confusion.

Certainement, dans le mémoire que nous analysons, Maxwell n’a nulle-
ment apergu la distinction sur laquelle nous venons d’insister ; il proclame 2*
la complete identité mathématique des formules auxquelles conduit la théorie
classique de la polarité magnétique et des formules fournies par sa théorie de
la propagation par conductibilité des lignes de force magnétiques ; maintes
fois, au cours de ses raisonnements, il transporte a I’ induction magnétique les
propriétés connues de 1’aimantation. En particulier, le point que voici semble
tres clair :

La confusion entre la notion d’induction magnétique et la notion d’inten-
sité d’aimantation que 1’on considere dans la théorie classique du magnétisme
a seule conduit Maxwell lorsqu’il a établi une relation entre les variations
que I'induction magnétique éprouve d’un point a I’autre et la densité de la [150]
matiére magnétique ; lorsque, dans son Traité d’Electricité et de Magnétisme,
Maxwell parviendra a distinguer les deux notions d’intensité d’aimantation et
d’induction magnétique, il n’établira plus aucune relation entre les dérivées
des composantes de cette derniére et la densité magnétique.

74 Létat électrotonique et I’énergie
électromagnétique dans le mémoire : ON
PHYSICAL LINES OF FORCE

Notre intention n’est pas de discuter ici les problemes de mécanique que
souleve la théorie exposée dans le mémoire : On physical Lines of Force;
acceptant comme démontrées toutes les lois dynamiques que Maxwell énonce
au sujet du milieu qu’il a imaginé, nous examinerons seulement de quelle
maniere Maxwell transporte ces lois du domaine de la mécanique au domaine
de I’électricité.

Le fluide que renferment les cellules est animé d’un mouvement tour-
billonnaire ; soient, au point (x,y,z) et a Uinstant ¢, ¢, 3, ¥ les projections
sur les axes d’un segment égal a la vitesse angulaire de rotation et porté sur
I’axe instantané de rotation de I’élément d® ; soit, en outre, [t une grandeur
proportionnelle a la densité du fluide qu’animent ces mouvements tourbillon-
naires. Selon Maxwell, un élément de volume d® du fluide est soumis a une

24. J. Clerk Maxwell, On Faraday’s Lines of Force (SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 179).
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force dont X dw, Y dw, Zdw sont les composantes ; X a la forme que voici : 25
1 (0 0 0 p (o +B>+9%)

X ~in (axuowrayuﬁJrasz) Ot ey

uy(ay 805);1[3 (8(x 8[3) dIl

3 ox (7.34)

dam\ox 9dz) 4m Cox’

Y et Z ont des expressions analogues.

Laissant de coté le terme f%, ou II représente une certaine pression,
Maxwell s’efforce de donner une interprétation électromagnétique des autres
termes qui forment le second membre de 1’égalité (7.34).

Le point de départ de cette interprétation est le suivant :

Les grandeurs a, 8, v, composantes de la rotation, figurent, en chaque
point, les composantes du champ magnétique.

Des lors, si I’élément d@ renferme une masse m de fluide magnétique,
il doit étre soumis a une force ayant pour composantes am, Sm, ym ; parmi
les termes qui forment X, on doit en premier lieu, selon Maxwell, trouver le
terme ap, p = 7 étant la densité du fluide magnétique au point considéré,
et ce terme ne peut étre que le premier ; Maxwell est conduit ainsi & admettre
que la densité du fluide magnétique en un point est donnée par 1’égalité

) ) )
el g HB+ 5 py=dp. (7.35)

Maxwell, qui donne de nouveau le nom de composantes de !’induction
magnétique aux quantités Lo, 1B, Wy, est ainsi amené a reprendre 1’égalité
(7.26) qu’il avait proposée, puis abandonnée, dans son précédent mémoire.

Cette relation, Maxwell cherche-t-il a la justifier autrement que par le be-
soin de retrouver un certain terme au second membre de I’égalité (7.34) ? 1l

n’écrit dans ce sens que ces quelques lignes : 2°

De la sorte,
J 0 0
<axua+ a—yuﬁ + azuy) do=4npdw,

qui représente la quantité totale d’induction traversant la sur-
face de I’élément dw de dedans en dehors, représente la quan-
tité contenue en cet élément de la matiere magnétique imaginaire
australe.

25. 1. Clerk Maxwell, On physical Lines of Force, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 458.
26. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 459.
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Mais ces lignes vont a I’encontre de 1’objet poursuivi par Maxwell, car
elles conduiraient a écrire au second membre p d®, et non point 47pd ®. [152]
L’influence exercée sur 1’esprit de Maxwell par I’étrange égalité (7.25),
écrite en son précédent mémoire, est ici bien palpable.
Si «, B, y représentent les composantes du champ magnétique, les compo-
santes u, v, w du flux électrique doivent vérifier les égalités (7.4). Au second
membre de X, on aura

ox 0z

ce qui représentera la composante parallele a Ox de [Daction
électromagnétique.
Reste a interpréter le terme

Ho 5 a2
or o (@ +B +7). (1.37)
Il représente la composante parallele a Ox d’une force qui tend a entrainer
I’élément d vers la région de I’espace ou le champ a la plus grande valeur
absolue. Faraday 27 avait déja montré que 1’on pouvait regarder un petit corps
diamagnétique, c’est-a-dire un corps pour lequel ¢ a une moindre valeur que
dans le milieu ambiant, comme se dirigeant vers la région de 1’espace ou le
champ a la moindre valeur absolue ; et W. Thomson avait montré > qu’un petit
corps parfaitement doux était, en quelque sorte, attiré par le point de 1’espace
ot (> + B2 +¥?) ala plus grande valeur. Maxwell n’hésite pas a voir dans le
terme (7.37) la composante parallele a Ox de cette attraction.
Mais une objection grave peut €tre faite a cette interprétation.
Lorsqu’un corps parfaitement doux est soumis a I’induction magnétique,
I’aimantation qu’il prend peut étre figurée par une certaine distribution de
fluide magnétique ; les actions qu’il subit peuvent étre décomposées en forces
qui solliciteraient les diverses masses élémentaires de ce fluide magnétique ;
I’attraction apparente exercée sur le corps parfaitement doux par le point ol
le champ atteint sa plus grande valeur absolue n’est pas une action distincte [153]
des précédentes et superposée aux précédentes ; elle n’en est que la résultante.
L’interprétation de Maxwell lui fait donc trouver deux fois, au second membre

27. Faraday, EXPERIMENTAL RESEARCHES, § 2418 PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS,
1846, p. 21.

28. W. Thomson, PHILOSOPHICAL MAGAZINE, octobre 1850. — PAPERS ON ELECTROSTA-
TICS AND MAGNETISM, n° 647.
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de I’égalité (7.34), une action que les lois reconnues du magnétisme n’ad-
mettent qu’une seule fois.

Cette difficulté n’est pas la seule a laquelle se heurte la théorie dont nous
poursuivons 1’exposé.

Supposons 2 que le systéme ne renferme aucun courant électrique ; les
égalités, alors vérifiées,

u=0, v=0, w=0
se transformeront, selon les égalités (7.4), en

oy o _, o 3y ap da_,
dy dz ' dz dx  ox dy

les composantes o, , ¥ du champ magnétique seront les trois dérivées par-
tielles d’une méme fonction :

oV oV oV
a=-5-, ﬁ:—jy, r=-" (7.38)

L’égalité (7.35) deviendra

d av 0 av 0 v
7 (150) 4 5 (05 ) 52 (e ) =m0

et, dans une région ou U ne change pas de valeur lorsque 1’on passe d’un point
au point voisin,

AV = —4zP. (7.40)

u
Imaginons que u ait, dans tout ’espace la méme valeur; supposons
qu’une région 1 de cet espace renferme de la “matiere magnétique imagi-
naire” en sorte que p y differe de O, tandis que p est nul en tout le reste de

I’espace ; nous aurons
L /pi
V=—[—do. (7.41)
wir
Le champ magnétique se calculera donc comme si deux masses m, n?',
situées a la distance r, se repoussaient avec une force

1 mm'

worr s

29. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 464.
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. N . .. N . !
Dans le vide ou, par définition, 4 = 1, cette force a I’expression ’"r#

donnée par Coulomb, dont il semble ainsi que I’on ait retrouvé la loi;
conclusion cependant qu’il ne faut point se hater d’affirmer, car la déduction
précédente est subordonnée a I’hypothese que pt a la méme valeur au sein
des masses aimantées et du milieu interposé, hypothese inadmissible lorsqu’il
s’agit de masses de fer placées dans 1’air.

Ajoutons cette remarque, bien capable de jeter quelque discrédit sur la
théorie du magnétisme donnée par Maxwell. Selon la théorie classique, un
aimant quelconque renferme toujours autant de fluide magnétique boréal que
de fluide magnétique austral ; en sorte que la charge magnétique totale qu’il
renferme est toujours égale a 0. Cette conclusion n’a plus rien de forcé dans la
théorie de Maxwell ; en sorte que, selon cette théorie, il semble possible d’iso-
ler un aimant qui renfermerait uniquement du fluide boréal ou uniquement du
fluide austral.

Les considérations précédentes jouent un grand role dans la détermination
de la forme qu’il convient d’attribuer a 1’énergie magnétique. *°

Le fluide, animé de mouvements tourbillonnaires qui représentent le
champ magnétique, posséde une certaine force vive ; cette force vive a pour
valeur

E:C/u(a2+ﬁ2+7/2)da), (7.42)

I’intégrale s’étendant au systeme entier et C étant un coefficient constant dont [155]
il s’agit de déterminer la valeur.

Pour y parvenir, Maxwell suppose que le systeme ne renferme aucun cou-
rant, cas auquel les égalités (7.38) sont applicables. L’égalité (7.42) devient

alors
E—C/ av2+ aszr awv\?
AR dy 0z
Il suppose ensuite que tt a la méme valeur dans tout 1’espace, ce qui permet
de transformer I’égalité précédente en

do

E=-C / LVAV do. (7.43)

11 suppose enfin que la fonction V est la somme de deux fonctions.

V=Vi+W.

30. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 472.
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La premiere, Vi, vérifie, en tout point du volume ;, I’égalité

4
O

et, en tout autre point, 1’égalité AV; = 0. La seconde, V,, vérifie, en tout point
d’un volume @, n’ayant avec @;, aucun point commun, I’égalité

47
AV, = — P2

et, en tout autre point, I’égalité AV, = 0. Des lors, 1’égalité (7.43) peut s’écrire

E=4xC [ (Vi +V2)p1do; +4nC / (V +V2)p2dan. (7.44)
(0]} (%)

Drailleurs le théoréme de Green donne I’égalité
/VlAVQd(D = /VgAVl dw,

[156] ou les intégrales s’étendent a I’espace entier ; cette égalité se transforme sans
peine en la suivante,

/ledeOzZ/ Vaprday,
(%) 2]

qui transforme 1’égalité (7.44) en
E :4717C/ Vip1do, +47rC/ Vzpzda)2+87rC/ Vipadw,.  (7.45)
O] (0] (0]

Supposons que le volume ®;, demeure invariable ainsi que la valeur de
P1, qui correspond a chacun de ses points ; supposons que le volume @, se
déplace comme un solide rigide, chacun de ses points entralnant la valeur
de p», qui lui correspond ; nous reconnaitrons sans peine que fwl Vipidoy,
[ Vapada, garderont des valeurs invariables, tandis que si nous désignons par
dxy, dy,, dz2, les composantes du déplacement d’un point de 1’élément d @;,
nous aurons

oV V oV
3/ Vipadan :/ p2 (13X2+13y2+1312> don
0 0 ox; 8y2 d2

et
JIE — 87C / 02 (a"laxz Vi s ‘ma@) da. (7.46)
Jwn aX2 8y2 aZQ
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Cette variation de 1’énergie doit étre égale et de signe contraire au travail des
forces apparentes que I’aimant ®; exerce sur I’aimant m,.

Tenant compte du premier terme de I’expression (7.34) de X et de I'in-
terprétation qu’il en a donnée, mais oubliant entierement le second terme,
Maxwell admet que ce travail a pour valeur

dT:/ p2(0 dxz + B1 dy2 + 11 dxa)dan
o

ou bien, en vertu des égalités (7.38), [157]
oV, oV oV
dT:—/ p2< 0w+ Loy, + l8zz)da)2.
wz dx ay; dz

En identifiant I’expression de —dT a 1’expression de JdE donnée par
I’égalité (7.46), on trouve

8nC =1,
en sorte que I’égalité (7.42) devient
1 3
— 8—n/u(a2+[32+72)da). (7.47)

Ainsi est obtenue l’expression de la force vive ou énergie cinétique
électromagnétique ; cette expression va jouer dans les travaux de Maxwell
un role considérable.

En voici une importante application.

Imaginons un syst¢éme immobile ot ¢, 3, ¥ varient d’un instant a 1’ autre.
Le systeme va étre traversé par des flux électriques engendrés par induction.
La production de ces flux correspond a un certain accroissement d’énergie du
systeme ; et Maxwell admet que si Ey, Ey, E,, sont les composantes du champ
électromoteur, 1’accroissement d’énergie, au sein du systeme, dans le temps
dt, correspondant a la création des courants électriques, a pour valeur

31

dt / (Exu+Eyw+Ew)do

L’énergie totale du systeme, que 1’on suppose soustrait a toute action
extérieure, devant rester invariable, 1’accroissement dont nous venons de don-
ner 1’expression devra &tre compensé par une égale diminution de la force
vive électromagnétique. Cette diminution a, d’ailleurs, pour valeur

_%/ ( aa+[3 B 8t)dw

31. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 475.
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[158]
On aura donc 1’égalité

1 da ap  dy B
(Exu—&-Eyv—l—Ezw)da)—&—E/u (aat —|—ﬁat+}/at> do=0. (748)

Mais, en vertu des égalités (7.4),
/(Exu—l—Eyv—i—EZw)dw
L [[(or 9B\, (& v\, (9 oa
__47t./ Kay_ 8z)EX+<8Z _8x>Ey+<8x ~ dy E:|do
1 JE, OE, JE, OE. JE, OE,
—‘M/Kay - az>°‘+(az‘ax>>ﬁ+<ax‘ ade‘*"
L’égalité (7.48) devient alors

[](2 00w, (9 O 08,

oy 9z Mo oz ox Mo

OE, JE. dvy B
+(ax Iy uat>y]dw0.

Elle sera évidemment vérifiée si I’on a, en chaque point,

JE, JE, du

oy 9z Moo
JE, OE, 9B

_ = _ = 7.49
0z ox “8t’ (7.49)
9E, JE. _ Iy
ox oy Mo

Les trois équations que nous venons d’écrire ont une grande importance ;
jointes aux trois équations (7.4), elles forment ce que 1’on est convenu de
nommer avec Heaviside, Hertz et Cohn, les six équations de Maxwell.

Soit ¥(x,y,z,¢) la fonction, définie a une fonction pres de ¢, qui vérifie
dans tout I’espace la relation
JE, OJE, OJE,

—+—=—=0. (7.50)

A+ ox dy  dz

[159]
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Posons P
= !
Ex ox By,
¥
E, = ~5 +Ey, (7.51)
¥ ,
EZ - —TZ +EZ
Les égalités (7.49) et (7.50) deviendront
oy 9z Mo
JE. OE! P
x _ = u-= 7.52
oz ox Mo (7:52)
9B, 9JE, _9v
ox oy Mo
' QE! !
oF; v 9B _ 0. (7.53)

— + —
dx dy 0z
Ces équations, vérifiées dans tout I’espace, sont traitées par Maxwell de la

maniére suivante : 32
Soient F', G, H, trois fonctions qui vérifient dans tout 1’espace les relations

9H JG _
dy dz et
JoF O0H
0T 7.54
5 " ox - HP 759
9G _oF _
ax (9}1 - .LL')/,
JF 0G OH
§+aﬁy+a—zf0. (7.55)
Nous aurons [160]
L .G . oH
o9 Y a9t Y ot

32. En réalité, dans le passage analysé, Maxwell désigne par —F, —G, —H, les quantités que
nous désignons ici par F, G, H; le changement de signe que nous avons introduit rétablit la
concordance entre les divers écrits de Maxwell.
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et les égalités (7.51) deviendront

oY OF
Ex=—5y "o
¥ 0G
g 9Y JH
9z ot

Les fonctions F, G, H, qui figurent dans ces formules, sont les com-
posantes de 1’érat électrotonique, déja considéré par Maxwell dans son
mémoire : On Faraday’s Lines of Force. Quant a ¥, 33

c’est une fonction d’x, y, z, t qui est indéterminée en cequi
concerne la solution des équations primitives, mais qui d’ailleurs
est déterminée, dans chaque cas particulier, par les circonstances
du probleme. La fonction W, doit étre interprétée physiquement
comme la tension électrigue en chaque point de I’espace. 34

Dans un systeme ot le régime permanent est établi, ', G, H ne dépendent

plus du temps ; les égalités (7.56) se réduisent a
v ¥ v
Ex=———, Ey=——, E,=——. 7.57

X y 8)} 9 z az ( )

Les composantes du champ électromoteur sont respectivement égales aux

trois dérivées partielles d’une fonction dont la forme analytique demeure ab-

solument inconnue. C’est 1’un des fondements de la deuxieme électrostatique

de Maxwell. 3
[161] En exposant ce calcul, Maxwell remarque fort justement® que les
équations (7.54) ne peuvent €tre écrites que si 1’on a en tout point
d d d
—uo+—up+5-uy=0. (7.58)
ox dy dz
Rapprochée de 1’égalité (7.35), cette derniere égalité devient
p=0.
33. Dans I’étude de I’induction en un systeme immobile, Maxwell a oublié les termes en — %—‘f,
- %, —%‘f ; mais il les a rétablis dans les formules relatives a I’induction au sein d’un systeme

en mouvement.
34. [t. 1, p. 482]
35. Voir 1% Partie, Chapitre 4.
36. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 476, égalité (57).
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Les équations (7.54) ne peuvent donc étre écrites que si la matiere fictive
magnétique a partout une densité nulle. La théorie de 1’état électrotonique
développée ici par Maxwell est incompatible avec I’existence du magnétisme ;
c’est une restriction que Maxwell va oublier dans son mémoire : A dynamical
theory of the electromagnetic field.

7.5 Létat électrotonique et I’énergie
électromagnétique dans le mémoire : A
DYNAMICAL THEORY OF THE ELECTROMA -
GNETIC FIELD.

Dans 1’écrit intitulé : On physical Lines of Force, Maxwell s’est efforcé
de créer un assemblage mécanique dont les propriétés pussent étre regardées
comme I’explication des phénomenes électriques. Dans ses écrits ultérieurs,
tout en continuant a admettre que les actions électriques et magnétiques sont
d’essence mécanique, il ne cherche plus a construire le mécanisme qui les
produit ; selon le conseil de Pascal, il continue a “dire en gros : cela se fait par
figure et mouvement ;” mais il ne s’efforce plus “de dire quels et de composer
la machine.” 37 Former I’expression de I’énergie électrostatique et de 1’ énergie
électromagnétique ; montrer qu’a ces expressions on peut rattacher les lois
des phénomenes électriques, en imitant la méthode de Lagrange, qui tire les
équations du mouvement d’un systeme des expressions de 1’énergie poten-
tielle et de I’énergie cinétique du systeme ; tels sont les objets du mémoire : A
dynamical theory of the electromagnetic field et du Traité d’ Electricité et de
Magnétisme.

La troisieme partie du mémoire : A dynamical theory of the electroma-
gnetic field, qui nous intéresse particulierement ici, offre, sous une forme [162]
extrémement concise, la réunion des principales formules qui régissent les
phénomenes électriques.

L’une des grandeurs que Maxwell introduit tout d’abord est le moment
électromagnétique ; 38 ce vecteur dont il désigne par F, G, H les composantes,
joue exactement le rdle qu’il attribuait, dans ses précédents mémoires, a 1’ étar
électrotonique ; il admet d’emblée, en effet, que les composantes E7, E;, E. du
champ électromoteur d’induction en un systeéme immobile sont données par

37. [Pascal, Blaise. Pensées. (Sellier 118 / Lafuma 84)]
38. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 555.
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les égalités
B JoF B G B JH
S A N T
De ces grandeurs F, G, H, Maxwell ne donne aucune expression ana-
lytique ; mais il les relie aux composantes «, 3, ¥ du champ magnétique.
Désignant par ua, uff, 1y, les composantes de I’induction magnétique, il
écrit les trois relations

oH JG __

dy dz et

JoF OH .
ST Ao = 7.54bis
3 ax - MR (75475
96 _IF _

ox dy Yy

Ces égalités, vérifiées dans tout I’espace, sont exactement les mémes que
les égalités (7.54) ; mais aux égalités (7.54) se joignait la relation

JoF 0G OJOH

— +—=—+—=—=0, 7.55

dx + dy + dz (7.53)
en sorte que les fonctions F, G, H se trouvaient déterminées ; dans le mémoire

[163] que nous analysons en ce moment, Maxwell n’admet plus I’exactitude de
I’égalité (7.55) ; bien au contraire, il écrit 40

JF JG OJH bis
$+Ty+aiz_‘] (7.55")

et il traite la quantité J comme une grandeur inconnue, généralement
différente de 0.

Des lors, les grandeurs F, G, H ne sont plus déterminées ; on peut leur
ajouter respectivement les trois dérivées par rapport a x, y, z d’'une fonction
arbitraire des variables x, y, z, t.

Lors donc que Maxwell écrit*!' les composantes du champ électromoteur

39. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 556.
40. J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. 1, p. 578
41. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 558 et p. 578.
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au sein d’un systeme immobile

g oY OF
T ox dr’
_Jd¥ JG bis
== (7.560%)
¥ OH

EZ——TZ—W

il peut, en toutes circonstances, substituer a ¥ n’importe quelle fonction d’x, y,
z,t; la fonction W est absolument indéterminée et 1’on ne saurait logiquement

souscrire 2 I'affirmation suivante : 42

La fonction ¥ est une fonction d’x, y, z, t, qui est
indéterminée en ce qui concerne la solution des équations
précédentes, car les termes qui en dépendent disparaissent dans
une intégration étendue a un circuit fermé. Toutefois, la quan-
tité ¥ peut toujours €tre déterminée, dans chaque cas particu-
lier, lorsqu’on connait les conditions actuelles de la question. ¥
doit étre interprété physiquement comme représentant le poten-
tiel électrique en chaque point de 1’espace.

En outre, lorsque Maxwell, dans son mémoire : On physical Lines of
Force, avait écrit les équations (7.54), il avait eu soin de remarquer qu’elles [164]
seraient absurdes si I’on n’avait pas, dans tout 1’espace, I’égalité

d d d

Dans le présent mémoire, il néglige de faire cette remarque et, qui plus
est, il raisonne comme si 1’égalité (7.58) était fausse ; nous en verrons tout a
I’heure un exemple.

A la suite de considérations*’ que leur extréme brieveté ne permet
guére de regarder comme un raisonnement, Maxwell admet** que 1’énergie
électromagnétique est donnée par la formule

1
E=3 / (Fu+Gv+Hw)do, (7.59)

42. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 558.
43. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 541.
44. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 562.



152CHAPITRE 7. LES SIX EQUATIONS DE MAXWELL ET L’ENERGIE ELECTROM

ou u, v, w représentent les composantes du flux total et ou I’intégrale s’étend
a tout ’espace.

Cherchons a préciser les considérations qui conduisent Maxwell a cette
expression.

Dans le temps dt, le systeme dégage, selon la loi de Joule, une quantité de
chaleur donnée en unités mécaniques par I’expression

dt/r(u2 +v? +w?)do,

ou r est la résistance spécifique du milieu; en vertu de la loi de Ohm, cette
quantité de chaleur peut encore s’écrire

di / (Evu+ Eyv+ Ew)d .

Si le systeme, isolé et immobile, est soumis exclusivement aux ac-
tions électromotrices que produisent, par induction, les variations du flux
[165] électrique, cette quantité de chaleur dégagée dans le temps dt est exacte-
ment égale a la diminution de 1’énergie électromagnétique pendant le méme
temps ; on a donc 1’égalité

dE—i—dt/(Exu—i—Eyv—i—Ezw)da) =0.

En méme temps, les composantes Ey, E,, E; du champ électromoteur sont
données par les égalités (7.56P"), en sorte que 1’égalité précédente devient

¥ ¥ oV
dE—dt/(axu+ayv+az w> do
oF oG JH

—dt/ a£+8£ 4—a—\P do
ax Ty o

Le terme

peut s’écrire

du Jdv dw
Y —+—+—=)do.
/ <8x * dy * 9z )
Il est donc égal a 0 si I’on considére seulement des flux uniformes pour les-
quels
du dv  dw 0

ax oy 9z
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On a donc

oF oG J0H
dE:dt/ <atu+3tv+8tw) do. (7.60)

Cette égalité est-elle compatible avec 1’expression de E que fournit 1’égalité
(7.59) ? Celle-ci donne 1’égalité

oF G oH
dE —dt/(axu—l— 8yv+8zw>

1 u v ow
+2 (Fa JrG(9 JrHaZ>d(1)

Pour que cette égalité soit compatible avec 1’égalité (7.60), il faut et il suffit [166]

que I’on ait I’égalité
/ a—F +8—G +&—H dw
o' T
du av ow

Cette égalité est-elle vérifiée ? Il est impossible de le décider puisque, dans
le mémoire que nous analysons, Maxwell n’attribue aucune expression analy-
tique déterminée aux fonctions F, G, H.

Acceptons 1’égalité (7.59). Les égalités (7.4) lui donneront la forme

__ L [|(9r_9B 9a _ 9y 9B _ 9o\ ]
E__Sanay_az)F—i_(t?z QX>G+<9X 9)’)H_dw

qu’une intégration par parties changera en

1 JH 0JG JoF OJ0H 0G O0F)\ |
=g (55 e (550 ) (55 ) 1]

Les égalités (7.54%) donneront alors

= 8%./“(052+[32+72)da). (7.47)

L’énergie électromagnétique, déterminée, dans le mémoire : A dynamical
Theory of the electromagnetic Field, par des considérations électriques re-
prend ainsi la forme que, dans le mémoire : On physical Lines of Force, lui
avaient attribuée des hypotheses mécaniques.
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L’accord est plus malaisé a établir entre ces formes de 1’énergie
électromagnétique et celle a laquelle Maxwell a été conduit, en son mémoire :
On Faraday’s Lines of Force, a partir de la théorie du magnétisme.

Cette derniere forme est donnée par 1’égalité

E:/Vpda)—/(Fu+Gv+Hw)da). (7.18)

La densité magnétique p est li€e aux composantes de 1’induction
magnétique par I’égalité (7.35)

J 0 J
RHet GouB+ o py =dzp
ou bien, en vertu des égalités (7.54bis),

p=0.

L’égalité (7.18) se réduit donc a
E= f/(Fu+Gv+Hw)dw. (7.62)

Cette expression de 1’énergie électromagnétique differe de I’expression
(7.59) de la méme quantité a la fois par la présence du signe | et par 1’absence
du facteur % A la vérité, comme nous I’avons remarqué au § 7.2, I’absence du
facteur % provient d’une omission, et ce facteur pourrait étre aisément rétabli.
Mais la contradiction que la nature du signe introduit entre les deux expres-
sions de I’énergie électromagnétique ne peut Etre évitée.

Elle disparaitrait, cependant, si, dans la définition de la densité
magnétique, donnée par I’égalité (7.6), on changeait le signe de p ; ce chan-
gement de signe, Maxwell I’a fait accidentellement dans le mémoire : On
Faraday’s Lines of Force, puis normalement dans ses mémoires ultérieurs.

L’expression (7.47) de 1’énergie électromagnétique s’accorde-t-elle avec
les lois connues a magnétisme ? Que le systeéme renferme ou non des cou-
rants, Maxwell admet qu’il existe une fonction ®* qu’il nomme potentiel
magnétique, telle que I’on ait

i d @ (7.63)
Z

a=—-—, Bzfia Y=-
x y
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L’expression (7.47) devient alors
1 P P P
E=—— —_— —_— —
87t/ <,LLOC dx THP dy THY 9z ) do

ou, en intégrant par parties,
1 d d d
— [ D =— -— -— . 7.64
877:/ (Qx‘ua+8y#ﬁ+32#y> e (7.64)

Sans pousser plus loin le calcul, Maxwell aurait dii remarquer que les
égalités (7.54%) donnent immédiatement

d d d
SHet a*yliﬁ‘f'afsz—o’ (7.58)
ce qui transforme 1’égalité (7.64) en
E=0.

L’énergie électromagnétique serait ainsi identiquement nulle en toutes cir-
constances ; une telle conséquence lui aurait révélé que 1’on ne peut accepter
en méme temps les égalités (7.54%) et les égalités (7.63). D’une telle contra-
diction, Maxwell ne s’embarrasse pas. Il introduit dans ses calculs la quantité
p définie par 1’égalité

d d d
a[.wt+ jleB+aﬁZN7’:4”Pa (7.35)

il traite cette quantité p comme si elle n’était pas identiquement nulle et rem-
place I’égalité (7.64) par I’égalité

E= %/Cbp do. (7.65)

De cette expression, par un raisonnement dont nous avons déja vu plu-
sieurs exemples, Maxwell se propose de tirer la loi des actions qui s’exercent
entre deux pdles d’aimants.
Pour y parvenir, Maxwell suppose implicitement que U a la méme valeur
dans tout I’espace ; que la fonction P est la somme de deux fonctions Vi, V, [169]

45. J. Clerk Maxwell, Scientific Papers, vol. I, p. 566. En réalité¢, Maxwell nomme Potentiel
magnétique la fonction —®P.
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qui sont respectivement les fonctions potentielles de deux masses aimantées
1 et 2. La fonction V; satisfait dans tout I’espace a I’équation

AV; =0,
sauf a I’intérieur du corps 1 ou elle satisfait a I’équation

A= 371
m

La fonction V3, satisfait, en tous les points de I’espace, a I’équation

AV, =0,
sauf a I’intérieur du corps 2 ou elle satisfait a I’équation

4
AV, = — P2 .
u

L’énergie magnétique E peut s’écrire
E= —é (Vi + V) (AV) + AV,)d o.
Mais, selon le théoreme de Green,
/VlAVZda) = /VgAV] do.
On peut donc écrire :

E— _i/levldw— ﬂ/VzAVzdw— i/VlAVzdw
87 3n 4m

ou bien, en vertu des propriétés de la fonction V5,

E= 7% </V1AV1 dw+/V2AV2da)> +/V1Ap2da)

Supposons que I’aimant 1 demeurant invariable d’aimantation et de posi-
tion, I’aimant 2 se déplace comme un solide rigide, en entrainant son aiman-
tation ; on pourra dire également qu’il entraine avec lui sa fonction potentielle
V5. Les deux intégrales

/VlAvl dCO, /VzAVdeO7
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étendues a tout I’espace, garderont visiblement des valeurs invariables. Si
I’on désigne par dx;, dy», dzo les composantes du déplacement d’un point
de I’élément d w,, appartenant au corps 2, on aura

eA% eA% A%
dE = /pz —ldxg + —ldyz + —ldzz dan.
2 x> dy, 22

dE est d’ailleurs égal au travail interne accompli dans la modification
considérée, changé de signe. Tout se passe donc comme si sur chaque élément
day, du corps 2, le corps 1 exergait une force ayant pour composantes

A% A% A%
X=-—ppitdam, Y=-pi-dm, Z=-p—do.
8)62 (9)72 322

Drailleurs, les caracteres analytiques attribués a la fonction Vi, exigent que
I’on ait

1
Vi=— &d(})].
phior

Les composantes de la force exercée par 1’aimant 1 sur un élément d, de
I’aimant 2 sont donc

1 J p1

X=—— - [=2
szdwzam/l L don,
1 Jd [pi

Y = ——pyd —/—da),
“Pz (Dzay2 o
1 Jd [p

Z=——p,d —/—dw.
HPz (DzaZ2 - 1

Elles sont les mémes que si deux masses magnétiques m; = pydw; et [171]
my = ppdan, séparées par une distance r, se repoussaient avec une force

1 miniy

wor

Cette proposition semble s’accorder avec les lois connues du magnétisme ;
en réalité, il y a lieu de reproduire ici la remarque que nous avons déja faite :
la théorie précédente est intimement liée a une hypothese inadmissible ; elle
suppose que le coefficient u a la méme valeur pour tous les corps, aussi bien
pour les aimants que pour le milieu tel que 1’air au sein duquel on les plonge.
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7.6 La théorie du Magnétisme dans le TRAITE
D’ELECTRICITE ET DE MAGNETISME.

Dans ce traité, dit Maxwell, *® je me propose de décrire les
plus importants de ces phénomenes électriques et magnétiques,
de montrer comment on peut les soumettre a la mesure et de re-
chercher les relations mathématiques qui existent entre les quan-
tités mesurées. Ayant ainsi obtenu les données d’une théorie
mathématique de 1’électromagnétisme et ayant montré comment
cette théorie peut s’appliquer au calcul des phénomenes, je m’ef-
forcerai de mettre en lumicre, aussi clairement qu’il me sera pos-
sible, les rapports qui existent entre les formes mathématiques
de cette théorie et celles de la science fondamentale de la Dy-
namique ; de la sorte, nous serons, dans une certaine mesure,
préparés a définir la nature des phénomeénes dynamiques parmi
lesquels nous devons chercher des analogies ou des explications
des phénomenes électromagnétiques.

L’objet de I’ouvrage étant ainsi nettement déterminé, le probleme suivant
y doit jouer un role essentiel :

Des lois fondamentales de 1’électricité et du magnétisme, tirer 1’expres-
sion de I’énergie électrostatique et de 1’énergie électromagnétique ; montrer

[172] que ces deux énergies sont susceptibles de se mettre sous la forme que le
mémoire : On physical Lines of Force a attribuée a 1’énergie potentielle et a la
force vive du milieu dont les déformations mécaniques imitent ou expliquent
les phénomenes électromagnétiques.

Comment est réalisée la partie de ce programme qui concerne
I’énergie électrostatique, nous 1’avons déja vu.*’ Examinons maintenant la
détermination de 1’énergie électromagnétique.

Maxwell parvient a I’expression de cette énergie par deux méthodes
différentes ; I’'une de ces méthodes fait appel aux lois de 1’électromagnétisme,
tandis que 1’autre, restreinte aux systeémes qui ne renferment pas de courants,
repose exclusivement sur la théorie du magnétisme.

Le Traité d’Electricité et de Magnétisme, en effet, expose une théorie
complete du magnétisme. Cette théorie forme la troisieme partie de I’ouvrage.

46. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, Préface de la 1 édition; t. I, p.
IX de la traduction frangaise.
47. 1 partie, Chapitre 5, § 5.2
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La théorie du magnétisme exposée par Maxwell est la théorie classique
créée par les travaux de Poisson, de F. E. Neumann, de G. Kirchhoff, de
W. Thomson, la théorie dont nous avons résumé précédemment*® les pro-
positions essentielles. Il y considere, en particulier, I’intensité d’aimantation,
définie comme nous 1’avons fait au passage cité.

Les composantes A, B, C de cette intensité d’aimantation servent, pour
Maxwell comme pour Poisson, * a définir la fonction potentielle magnétique

par la formule
d- L 0l
V= / A1 +Bl L |day. (7.66)
dy 271

A cette fonction, les composantes o, 8, ¥ du champ sont liées par les
relations

a:—aa—‘;, B:—?y/, y:—aa—‘z/. (7.67)

[173]
Cette fonction potentielle peut s’exprimer également au moyen des deux
densités, solide et superficielle, p et o, du fluide magnétique fictif par 1’égalité

V:/&dw1+/9dsl
r r

et ces densités sont liées aux composantes de 1’aimantation par les égalités >

JA 0JB dC
Acos (N;,x) + Bcos (N;,x) + Ccos (N;,x) = —0, (7.69)

déja données par Poisson.

A cOté de I'intensité d’aimantation, mais sans la confondre avec elle,
comme il semble 1’avoir fait en ses premiers écrits, Maxwell considere 3!
Iinduction magnétique. Les composantes A, B, C de cette grandeur sont

48. 1% partie, Chapitre 2, §5.1

49. 1 partie, égalité (2.1). — J. Clerk Maxwell, Traité d *Electricité et de Magnétisme, trad.
francaise, t. IL, p. 10, égalité (8).

50. 1% partie, égalités (2.2) et (2.3). — J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 11.

51. J. Clerk Maxwell, loc. cit., n°® 400, p. 28.
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définies par les égalités

A=wa+4rnA,
B=p+4nB, (7.70)
C=y+4nC,
que les égalités (7.67) permettent également d’écrire
av
A=41A — —
dox’
av
B=47nB— —, (7.71)
dy
av
C=4nC— —
T P

En restituant a ’induction magnétique son sens propre, Maxwell laisse
[174] tomber la relation que, sous deux formes différentes et incompatibles, il avait
voulu établir entre les composantes de I’induction magnétique et la densité de
la matiere magnétique fictive. Par la, il renie implicitement tous les raisonne-
ments, si essentiels en ses précédents écrits, qui invoquaient cette relation.
En tout point d’un milieu continu, on a 52

+ o5 =4n + o

Py BV PV (o on o
oxz 2 972 ox dx dx)’

En vertu des égalités (7.71), cette égalité devient >
JA n JB n JC
dx  dx  dx
De cette derniere égalité, il résulte que I’on peut trouver trois fonctions F,
G, H, telles que I’on ait

0. (7.72)

JH 0JG

EN e

JoF O0H

-z - _ 7.73
9 ox D 7.73)
oG OF

9z oy ©

52. 1% partie, égalité (2.4).
53. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 57, égalité (17).
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Maxwell écrit ces équations>* et donne le nom de potentiel vecteur de
I’induction magnétique a la grandeur dont F', G, H sont les composantes. A ce
sujet, il nous faut répéter 1’observation que nous avons déja faite touchant les
égalités (7.54%) : les égalités (7.73) ne suffisent pas a déterminer les fonctions
F, G, H, tant qu’on laisse indéterminée la valeur de la somme

or o or
dx  dx  Ix’
[175]

Dans un corps parfaitement doux ou la fonction magnétisante se réduit a
un coefficient k£ indépendant de 1’intensité d’aimantation, on a

A=ka, B=kB, C=ky. (7.74)
Les égalités (7.70) deviennent alors

_ 1+47rkA B_ 1—|—47rkB C— 1+47rkc

A
k ’ k ’ k

Entre les composantes de 1’aimantation et les composantes de 1’induction
magnétique, on retrouve les relations (7.33). Si I’on pose

u=1+4nk, (7.75)
les égalités (7.70) et (7.74) donnent les égalités 55
A=pa, B=pup, C=uy, (7.76)

qui, dans les précédents écrits de Maxwell, servaient a définir 1’induction
magnétique.

Venons a la détermination de I’énergie magnétique.

Un aimant 1, dont (x1,y1,z1) est un point et d®; un élément, se trouve en
présence d’un autre aimant dont V5, est la fonction potentielle magnétique ;
ces deux aimants sont des solides rigides et, a chacun de leurs éléments, est in-
variablement liée une intensité d’aimantation ; tandis que I’aimant 2 demeure
immobile, I’aimant 1 se déplace ; les actions de I’aimant 2 sur I’aimant 1 ef-
fectuent un certain travail ; selon les doctrines classiques du magnétisme, ce [176]

54. J. Clerk Maxwell, loc. cit., n® 405, p. 32, égalités (21). Dans le Traité de Maxwell, le signe
des seconds membres est changé par suite d’un choix différent des axes de coordonnées.
55. I. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 57, égalités (16).



[177]

162CHAPITRE 7. LES SIX EQUATIONS DE MAXWELL ET L’ENERGIE ELECTROM

travail est égal a la diminution subie par la quantité

(91 81 0l
W= / A17+B1 +Ci=L |do.
(9 Vi (92

Maxwell démontre cette proposition, > qui est universellement acceptée.

Prendre cette proposition pour point de départ et en conclure que I’énergie
d’un systéme quelconque de corps aimantés est donnée par 1’expression

/ ( v +C8V) do, (1.77)
dz

ou V est la fonction potentielle magnétique du systéme entier et ou 1’intégrale
s’étend a tout le systeme, c’est évidemment faire une hypothese ; cette hy-
pothese, les progres récents de la thermodynamique montrent qu’elle n’est pas
justifiée ; mais elle devait sembler naturelle a I’époque ott Maxwell écrivait ;
1.°7 Des lors, une transformation classique permet

aussi Maxwell 1’adopte-t-il.
d’écrire
1 aV\* (VN [ov
E=_— —-— —-— d
8717/ (8)6) +<ay> +<3z)] ®

ou bien, en vertu des égalités (7.67),

Lo e
E= 8/((x +B*+Pdo. (7.78)

Telle est ’expression de I’énergie magnétique a laquelle parvient Max-

well. 58

Cette expression ne coincide pas avec 1’expression (7.47) qu’il désirait
retrouver ; le facteur u fait défaut sous le signe d’intégration . Pour retrou-
ver I’expression de 1’énergie électromagnétique a laquelle il désire parvenir,
Maxwell devra faire appel a la théorie de I’électromagnétisme.

56. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 18, égalité (3).
57. 1. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 304, expression (6).
58. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 305, égalité (11).
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7.7 La théorie de I’électromagnétisme dans
le TRAITE D’ELECTRICITE ET DE
MAGNETISME.

Résumons brievement la théorie de I’électromagnétisme, telle que Max-
well I’expose dans son Traité.

Il introduit tout d’abord un vecteur, de composantes F, G, H, auquel, dans
un systéme immobile, mais d’état électrique variable, les composantes E )’(, E;,
E!, du champ électromoteur d’induction devront étre liées par les égalités 39

oF G oH
Ei=—r, Ey=-7' El=-% (7.79)

Ce vecteur est donc ce qu’il avait nommé, dans ses précédents écrits,
I’état électrotonique ou le moment électromagnétique ; il le nomme mainte-
nant quantité de mouvement électrocinétique ; 60 puis, aussitot, il émet cette

affirmation : ©!

Ce vecteur est identique a la quantité que nous avons étudiée
sous le nom de potentiel vecteur de 1I’'induction magnétique.

A T’appui de cette affirmation, Maxwell esquisse un commencement de
preuve. %% Les expressions (7.79) du champ électromoteur d’induction, ap-
pliquées a un fil fermé et immobile, donnent I’expression suivante pour la
force électromotrice totale d’induction qui agit dans ce fil :

,/ ai@+a£@+a£% d
ot ds | ords 91 a9s)

Dans cette expression, ’intégrale s’étend a tous les éléments linéaires ds

en lesquels le fil peut étre partagé. [178]
Prenons le fil pour contour d’une aire dont dS est un élément; soit N

une normale a I’élément dS, menée dans un sens convenable; on sait que

59. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 267 et p. 274, égalités (B).
60. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 267.

61. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p 267.

62. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 268, n° 592.
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I’expression précédente pourra s’écrire

/2 &—H—a—G cos(N)c)+2 87F7(97H cos (N,y)

o1 \ 9y 9z T\ 9z ox Y

d (dG OF

+ 5 (é)x - 8y> cos(N,z)] ds,

I’intégrale s’étendant a 1’aire considérée.

Mais, d’autre part, si le fil est placé dans un milieu non magnétique, on
sait depuis Faraday que cette force électromotrice est liée a la variation du
champ magnétique par la formule

da aB ady
7/ [atcos (N,x)+ o Cos (N,y)+ z?t} ds.

Les égalités (7.79) s’accorderont donc avec les lois de I’induction en un
circuit fermé, au sein d’un milieu non magnétique, si I’on a

JdH 0JG JF JH oG JF
— = =- —_— = =- — = =-7. 7.80
dy 0dz % 97 ox h ox dy ¥ (7.80)
Ces égalités (7.80) peuvent étre regardées comme des cas particuliers des
égalités
JH 0
(zTF - aaj = —(B+4nB)—B, (7.73%%)
z X
dG JF
TZ — 87)7 = —(Y+4TEC) —C.

Elles ne les justifient pas, mais elles rendent acceptable 1’hypothese que

[179] fait Maxwell en adoptant &3 les égalités (7.73%).
Dans le cas ol le milieu magnétique est parfaitement doux et ou la fonc-
tion magnétisante de ce milieu se réduit a un coefficient indépendant de I’in-

tensité d’aimantation, ®* on a

A=pa, B=up, C=uy (7.76)

63. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 268, égalités (A).
64. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 289, n° 614.
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et les égalités (7.73%%), prennent la forme

9H oG _

dy dz et

OF OH -
g7 7.54bis
9 ax  MB ( )
96 _JF _ _

ox dy Y-

déja donnée dans le mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic
Fiéld. Jointes aux égalités &

dy 9B _ _
da  Jdy _

A A 7.5
3. ox dn(v+v), (7.5)
I da _

les équations (7.54%) forment le groupe, aujourd’hui célebre, deés six
équations de Maxwell.

Les fonctions F, G, H qui figurent dans les équations (7.54%) ne sont pas
entierement déterminées ; deux fois déja nous en avons fait la remarque ; pour
achever de les déterminer, il faudrait connaitre la valeur de la quantité 66

IF G oH .
g“raiy-‘raiz—f (7.55°%)

Or cette quantité a une valeur inconnue, ce qui jette quelque embarras dans
le calcul suivant : ¢

65. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 286, égalités (E) et p. 290.

66. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 290, égalité (2).

67. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 290, n° 616. — Ce calcul se trouvait déja presque textuel-
lement dans le mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field (J. Clerk Maxwell,
SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 581).

[180]
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Les égalités (7.54) et (7.5) donnent sans peine les relations

aJ _
aJ _
AG— 7y—4ﬂu(v+v),

AH = 3—; —4ru(w+w).
Si donc on pose
F,:/m(ulm)dwb
r
C’:/del, (7.81)
r

H/ = /7“1(14}1 +W1)d(1)1,
r

L[Ny (7.82)

=—— [ —do
A ) r ’

formules ot les intégrations s’étendent a tout I’espace, on aura

Ix
_ A
F_F+8x’
;90X
G=G+2%, (7.83)
dy
Ix
_ gl 2
H—H+az.

[181]
La quantité y, ajoute Maxwell,% disparait des équations

(7.54%%) et n’a rapport a aucun phénomene physique. Si nous
supposons qu’elle soit nulle, J est aussi nul en tout point, et les
équations (7.81) donnent, en supprimant les accents, les vraies
valeurs des composantes

du potentiel vecteur.
La quantité y, assurément, disparait des égalités (7.54"%); mais elle fi-
gure aux égalités (7.79) ; est-il donc, deés lors, si évident qu’elle n’ait aucune

68. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 291.
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influence sur aucun phénomene physique ? Sans doute, la force électromotrice
totale qui agit dans un circuit fermé

ﬁ/ﬁﬁ#ﬁ@+%%d
ot ds ot ds ot as) "

pourra aussi bien s’écrire

dF' dx dG'dy OJH'dz
- = +t—=—5+—=—5)ds
dt ds  dt ds  dt Js
et sa valeur sera indépendante de la détermination attribuée a la fonction y ;
mais il n’en résulte pas que celle-ci n’intervienne dans aucune discussion de
physique ; I’affirmer, serait taxer d’absurdité un passage que Maxwell écrit *
tout aupres du précédent.
La force électromotrice qui agit dans un circuit fermé étant donnée par

I’expression
JF dx dGdy OJHdz
—/ CEL T T s
dt ds  dtr ds  Jt ds
Maxwell en conclut que le champ électromoteur a pour composantes en
chaque point
¥ OJF ¥ JG ¥ JH
Ev=—% — o, Ex=—% o, E=—o— - (184)
dx ot dy ot dz Jt
puis il ajoute :
Les termes comprenant la nouvelle quantité W ont été intro-
duits pour donner de la généralité€ aux expressions de Ey, Ey, E.
Ils disparaissent quand 1’intégrale est prise tout le long d’un cir-
cuit fermé. La quantité ¥ est donc indéterminée, du moins en ce
qui concerne le probleme actuel, ou nous nous proposons d’ob-
tenir la force électromotrice totale qui agit le long d’un circuit.
Mais nous verrons que, quand on connait toutes les conditions du
probleme, on peut assigner a ¥ une valeur déterminée qui est le
potentiel électrique au point (x,y,z).

Si la fonction ¥ joue un role dans 1’analyse de certains problémes
d’électricité, pourquoi la fonction ) n’en jouerait-elle aucun ?

Ce sont les deux groupes d’équations (7.54%) et (7.5) qui vont fournir 2
Maxwell I’expression de I’énergie électromagnétique qu’il veut obtenir, cela

69. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 274.

[182]
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par un calcul presque semblable a celui qui est donné dans le mémoire : A
dynamical Theory of the electromagnetic Field et que nous avons exposé au
§7.5.

Cette énergie, selon Maxwell, a pour premiére expression 7

E— %/[F(quﬁ) 4G +7) + H(w+ W) do.

Les égalités (7.5) la transforment en

1 dy 9P do.  dy I Jda
e (55 (G ) o (55 ) o) e

Une intégration par parties donne

1 JH 0JG JoF OJ0H oG OJF
=g /(5% ) e (55 (5 5y )7]ee

ou bien, en vertu des égalités (7.73%),
1 o
E= /(Aa +BB +Cy)do. (7.85)

Dans le cas ou le systeme ne renferme que des corps magnétiques parfai-
tement doux, les égalités (7.76) transforment I’égalité (7.85) en

_ b 2, 2
E= Sn/”(a +B%+7V)do. (7.47)

Ainsi se retrouve par une méthode électrodynamique 1’expression de
I’énergie électromagnétique que le mémoire : On physical Lines of Force avait
obtenue au moyen d’hypotheéses mécaniques.

Les deux expressions (7.78) et (7.47) de I’énergie électromagnétique ne
s’accordent pas; ce désaccord n’échappe point a Maxwell et ne laisse pas
que de I’embarrasser; tout d’abord, il déclare,”! en parlant de 1’énergie
magnétique prise sous la forme (7.78), que “cette partie de 1’énergie sera
comprise dans 1’énergie cinétique sous la forme que nous allons lui donner,”
c’est-a-dire sous la forme (7.47) ; mais ensuite, il reconnait’> que 1’expres-
sion obtenue pour 1’énergie électromagnétique, jointe au postulat qu'une telle
énergie représente de la force vive, ne peut s’accorder avec la théorie habi-
tuelle du magnétisme :

70. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 305, n° 634 a 636.
71. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 304.
72. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 309.
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Cette fagon d’expliquer le magnétisme exige aussi que nous
abandonnions la méthode ou nous considérions I’aimant comme
un corps continu et homogene dont la plus petite partie a des
propriétés magnétiques semblables a celles du tout. Nous de-
vons maintenant considérer un aimant comme un nombre tres
considérable de circuits électriques. . .

En rédigeant son Traité, Maxwell se proposait de prendre pour point de
départ les lois bien établies de 1’électricité et du magnétisme et de les tra-
duire par des équations dont la forme laisserait transparaitre les liens entre
ces lois et les principes de la dynamique ; mais la réalité demeure fort loin
de cette promesse et, plutdt que d’abandonner une interprétation mécanique a
laquelle il tient surtout, Maxwell aime mieux renoncer a I’une des branches
les plus parfaites de la physique rationnelle, la théorie du magnétisme ; ainsi
I’avions-nous vu, dans notre Premiere Partie, quitter pour les hypotheses les
plus aventureuses, la doctrine électrique la plus anciennement constituée,
I’électrostatique.

L’électrodynamique de Maxwell procede suivant la méthode insolite que
nous avons déja analysée en étudiant 1’électrostatique ; sous I’influence d’hy-
potheses qui demeurent en son esprit vagues et imprécises, Maxwell ébauche
une théorie qu’il n’acheve pas, dont il ne prend méme pas la peine d’écarter
les contradictions ; puis, il modifie sans cesse cette théorie, il lui impose des
changements essentiels qu’il ne signale pas a son lecteur; et celui-ci fait de
vains efforts pour fixer la pensée fuyante et insaisissable de I’auteur ; au mo-
ment ot il pense y parvenir, il voit s’évanouir les parties mémes de la doctrine
qui ont trait aux phénomenes les mieux étudiés.

Cette méthode étrange et déconcertante est cependant celle qui conduit
Maxwell a la théorie électromagnétique de la lumiere.

[184]

[185]
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Chapitre 8

La théorie
électromagnétique de la
lumiere

8.1 La vitesse de la lumiere et la propagation des
actions électriques ; recherches de W. Weber
et de G. Kirchhoff.

C’est a Wilhelm Weber qu’il faut remonter pour trouver la premiere men-
tion, dans 1’étude des phénomenes électriques, du nombre qui mesure la vi-
tesse de la propagation de la lumiere dans le vide.

La premiére étude publiée ! en 1846 par W. Weber, sous le titre : Elektro-
dynamische Maassbestimmungen, contenait un appendice ainsi intitulé :

Ueber die Zusammenhang der elektrostatischen und der elektrodynami-
schen Erscheinungen nebst Anwendung auf die elektrodynamischen Maass-
bestimmungen.

Cet appendice renfermait la célebre loi de Weber.

Un fil parcouru par un courant électrique est en réalité le siege de deux
flux de direction opposée ; 1’un, dirigé dans le sens du courant, charrie de
I’électricité positive ; I’autre, dirigé en sens contraire, charrie de 1’électricité

1. W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, Leipzig, 1846.

171



[186]

172CHAPITRE 8. LA THEORIE ELECTROMAGNETIQUE DE LA LUMIERE

négative ; lorsque le courant est uniforme, ces deux flux ont un égal débit.

D’autre part, la loi d’action mutuelle de deux charges électriques énoncée
par Coulomb est une loi incompléte ; elle ne s’applique qu’a des charges qui
sont en repos relatif; si deux charges électriques e, ¢’ sont séparées par une
distance r variable avec le temps ¢, ces deux charges se repoussent par une
force dont I’expression est

ee’ { & (dr\* & d*r
2 16 (dt) Ty

Appliquée au calcul des actions électrodynamiques, cette loi redonne la
loi élémentaire d’Ampere ; appliquée aux phénomenes d’induction, elle en
formule la loi mathématique.

La constante a figure dans chacune de ces lois. Voyons, en particulier,
comment elle figure dans la loi d’ Ampére.

Deux éléments de courants uniformes ds, ds’ sont en présence ; dans le
premier, le flux d’électricité positive et le flux d’électricité négative ont une
valeur commune i ; dans le second, ces deux flux ont une valeur commune # ;
€ est I'angle des deux éléments, r la distance qui les sépare, 6, 6’ les angles
que font ces éléments avec la droite qui va d’un point de 1’élément ds a un
point de I’élément ds’. Ces deux éléments se repoussent avec une force

idsi' ds' 3
el Sl2 u <c0se—cos€cos€'>.
r 2

Les intensités J, J' des deux courants sont liées aux débits partiels i, i’ par
les relations
J=2i, J=2i.

La force précédente peut donc encore s’écrire

a* JdsJ' ds'

3 /
n P (coss—zcosecos(?).

Aujourd’hui, on écrit habituellement cette formule de la maniere suivante :

- AszSJ,dS/

3 /
o (0038200590059>,

[187] A, étant la constante fondamentale des actions électromagnétiques évaluée en
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unités électrostatiques. La constante a? de Weber est, on le voit, liée a cette
constante A” par la relation
a

2—7
A= 8.1)

W. Weber, d’ailleurs, changea bient6t la forme de sa loi, qu’il écrivit

ee 1 1 [/dr 2+ 2 d*r
(¢ il
r? 2 \ dt 2 di?

La nouvelle constante ¢2, ainsi introduite était liée a la constante a, par
I’égalité
1 a?
2 16
et, partant, en vertu de 1’égalité (8.1), elle est liée a la constante A2, par
I’égalité
A’ = % (8.2)
c
Il est clair que ¢ est une grandeur de méme espece qu’une vitesse.
Imaginons que la vitesse avec laquelle les deux charges e, ¢’ s’approchent

ou s’éloignent ’'une de I’autre, vitesse dont la valeur absolue est celle de %,

. . . 2 (o1
soit une vitesse uniforme ; % sera égal a 0 et les deux charges se repousseront

avec une force
ee { 1 (dr\?
r? 2 \ dt

2
dry"_ 2
dt ’
1 ee

I [ . 2
ces deux forces se détruiront; la force électrodynamique ——5 % (%) fera
ce r t

Sil’on a

équilibre a la force électrostatique Er—‘;

Cette constante ¢, W. Weber et R. Kohlrausch, dans un mémoire demeuré
classique, 2 en ont déterminé expérimentalement la valeur ; ils ont trouvé que
cette valeur, évaluée en millimetres par seconde, était :

¢ = 439450 x 10°.

2. R. Kohlrausch et W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere
Zuriickfithrung der Stromintensitdts-Messungen auf mechanische Maass, Leipzig, 1856.

[188]
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Is font suivre simplement ce résultat de la réflexion que voici : 3

Cette détermination de la constante ¢ prouve donc que deux
masses électriques devraient se déplacer avec une trés grande
vitesse 1’'une par rapport a I’autre, si I’on voulait que la force
électrodynamique fit équilibre a la force électrostatique; sa-
voir avec une vitesse de 439 millions de metres ou de 59 320
milles par seconde ; cette vitesse surpasse notablement celle de la
lumiere.

L’année suivante, G. Kirchhoff* se proposa de déduire de la théorie de
Weber les lois suivant lesquelles I’induction électrodynamique se propage
dans un fil conducteur.

11 fit observer que la résistance du fil figurait dans les équations obtenues,
mais divisée par un facteur constant dont la valeur numérique est extrémement
grande ; de sorte que dans un fil de cuivre de quelques metres de longueur,
de quelques millimetres de rayon, les lois de variation du courant électrique
étaient sensiblement les mémes que si le fil avait une résistance nulle. Dans
ce cas limite, ou le fil est supposé sans résistance, I’intensité J du courant
électrique qui parcourt un conducteur fermé s’exprime, a 1’instant ¢, par la
formule suivante :

C —ht C C
J=— e s+—t|+fls——=t]],
4v2 [f < V2 ) ! < V2 )]
s étant la longueur du fil depuis une origine donnée jusqu’au point considéré,
[189] & une constante et f une fonction arbitraire.

Ce courant peut étre regardé comme le résultat de la superposition de deux
autres courants d’intensités respectives

e o)
el )

ou de deux ondes amorties qui se propagent en sens contraire avec une vitesse
C

NeR

3. [p. 652]
4. G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitdit in Drdhten (POGGENDORFF’S ANNA-
LEN), Bd. C, 1857.
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La vitesse de propagation d’une onde électrique, dit Kir-
chhoff, se trouve d’apres cela égale a ﬁ ; elle est donc
indépendante de la section du fil, de sa conductibilité, enfin de
la densité électrique ; sa valeur est de 41 950 milles par seconde ;
elle est partant treés voisine de la vitesse avec laquelle la lumiere
se propage dans un espace vide.

L’analyse du mouvement de 1’électricité dans un fil, qui avait conduit G.
Kirchhoff & cette remarquable conséquence, se trouvait peu aprés étendue
par le méme auteur aux conducteurs dont les trois dimensions sont finies.

Le résultat obtenu par G. Kirchhoff ne pouvait manquer de frapper Weber.
Il entreprend de soumettre les oscillations d’un courant électrique variable en
un fil conducteur a une étude théorique et expérimentale approfondie. © Cette
étude confirme les recherches de Kirchhoff. Moyennant certaines hypotheses,
aueu nombre desquelles se trouve la petitesse de la résistance du fil, on re-
connait que ’

ﬁ est la limite vers laquelle tendent toutes les vitesses de

propagation, et pour la valeur donnée de ¢
o millimetre

c=439450x 1
seconde

cette limite a pour valeur

£ 310740 x 106mllhmetre
V2 seconde

c’est-a-dire une vitesse de 41 950 milles en une seconde.

G. Kirchhoff a déja trouvé cette expression pour la vitesse
de propagation des ondes électriques et il a remarqué “qu’elle
est indépendante de la section du fil, de sa conductibilité et de la
densité électrique ; que sa valeur, qui est de 41 950 milles par se-
conde, est tres voisine de la vitesse de la lumiére dans le vide.” Si
cette concordance approchée entre la vitesse de propagation des
ondes électriques et la vitesse de la lumiere pouvait étre regardée

5. G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitdt in Leitern (POGGENDORFF’S ANNA-
LEN), Bd. CII, 1857.

6. Wilhem Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere iiber elektrische
Schwingungen, Leipzig, 1864.

7. [pp. 157-8]

[190]
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comme 1’indice d’une relation intime entre les deux doctrines,
elle mériterait le plus grand intérét ; car la recherche d’une sem-
blable relation a une grande importance. Mais il est évident qu’il
faut considérer avant toutes choses la véritable signification qu’a
cette vitesse en ce qui concerne 1’électricité ; et cette signification
ne parait pas étre de nature a favoriser de grandes espérances.
En effet, comme nous 1’avons montré ci-dessus, pour que la
véritable vitesse de propagation s’approche de cette limite qui
coincide avec la vitesse de la lumiere, il faut non seulement que
le fil conducteur soit tres délié, eu égard a sa longueur, mais en-
core que ce fil long et fin ait une tres petite résistance. Il est bien
évident que la vitesse réelle ne s’approchera que tres rarement de
cette valeur limite et que, trés souvent, elle en sera fort éloignée.

8.2 La vitesse de la lumiere et la propagation
des actions électriques ; recherches de B. Rie-
mann, de C. Neumann, et de L. Lorenz.

L’égalité, au moins approchée,

1

2 _
A=

(8.3)
ou V désigne la vitesse de la lumiere dans le vide, n’en est pas moins une

[191] conséquence des expériences de Weber et de Kohlrausch et, malgré les ap-
proximations auxquelles était soumise la proposition démontrée par G. Kirch-
hoff, cette égalité était trop frappante pour qu’on n’y vit pas la marque d’une
relation intime entre la lumiere et I’électricité. Des ce moment, les physiciens
tenterent d’introduire dans les théories électriques 1’idée d’une propagation
qui se produirait a travers I’espace avec la vitesse méme de la lumiere.

Le 10 février 1858, Bernhard Riemann lisait a la Société des Sciences de
Goettingue une note intitulée : Ein Beitrag zur Electrodynamik ; cette note ne
fut publiée ® qu’apres la mort de I’illustre analyste.

Le point de départ adopté par Riemann est le suivant.

Supposons qu’un point M porte, a ’instant ¢, une charge électrique va-
riable avec 7, g(¢). On admet ordinairement qu’en un point M’, dont r est la

8. Bernhard Riemann, Ein Beitrag zur Elektrodynamik, POGGENDORFF’S ANNALEN, Bd.
CXXXI. — Bernhard Riemann’s gesammelte mathematische Werke, p. 270 ; 1876.



8.2. RECHERCHES DE B. RIEMANN, DE C. NEUMANN, ET DE L. LORENZ177

distance au point M, cette charge électrique engendre une fonction potentielle
dont la valeur, au méme instant ¢, est M. A T’instant ¢, la fonction potentielle

;
au point M’ est
q(t)
v =y 4
y 1

Riemann admet qu’a I’instant ¢, la fonction potentielle engendrée en M’
par la charge du point M est %q (t — g), a étant une constante positive ; la
fonction potentielle en M’ a I'instant ¢ est

/ g (t — 2)
Vi=) ———

On peut évidemment énoncer cette hypothese en disant que la fonction
potentielle électrostatique, au lieu de se propager instantanément dans 1’es-
pace, comme on I’admet habituellement, s’y propage avec la vitesse finie a.

[192]

Or, de cette hypotheése, Bernhard Riemann déduit pour le potentiel
électrodynamique mutuel de deux systemes, une formule qui coincide avec
celle que W. Weber a donnée, pourvu que 1’on prenne

c
4= —

V2
D’apres la détermination de Weber et de Kohlrausch, on a

¢ — 439450 x 106 Mllimetre
seconde
Il en résulte que a est égal a 41 949 milles géographiques par
seconde, tandis que les calculs de Busch, prenant pour point de
départ les observations d’aberrations faites par Bradley, donnent
pour vitesse de la lumiere 41 994 milles, et que Fizeau, par une
mesure directe, a trouvé 41 882 milles. °

Riemann pouvait donc résumer de la maniere suivante sa contribution a

I’électrodynamique : '°

Jai trouvé que l'on pouvait expliquer les actions
électrodynamiques des courants électriques en supposant
que I’action d’une masse électrique sur une autre ne se produit

9. [p.243]
10. [p. 237
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pas instantanément, mais se propage avec une vitesse constante ;
cette vitesse est d’ailleurs égale, aux erreurs d’expérience pres, a
la vitesse de la lumiere.

Malheureusement, selon une remarque de Clausius, 11 I’analyse de B. Rie-
mann était certainement inexacte ; 1’éditeur des ceuvres de Riemann, M. H.
Weber, suppose avec vraisemblance que 1’erreur avait été reconnue par Rie-
mann et I’avait empéché de livrer sa note a I’'impression.

En 1868, alors que I’écrit de Riemann était encore inconnu, 1’ Université de
Bonn fétait son jubilé cinquantenaire ; comme Gratulationsschrift de 1’Uni-
versité de Tubingue, M. Carl Neumann présenta un écrit intitulé : Theoria
nova pheenomenis electricis applicanda ; ' cet écrit contenait le résumé d’une

[193] théorie qui fut, plus tard, publiée in extenso sous ce titre : 1> Die Principien
der Elektrodynamik.

L’hypothese fondamentale de M. Carl Neumann concordait essentielle-

ment avec celle de Riemann ; I’auteur 1’énongait en ces termes : 14

Nova introducitur suppositio, statuendo, causam illam motri-
cem, quam potentiale vocamus, ab altera massa ad alteram non
subito sed progrediente tempore transmitti, atque—ad instar lu-
cis—per spatium propagari celeritate quadam permagna et con-
stante. Quam celeritatem denotabimus litera c.

Ista suppositio, conjuncta cum hac altera, principium Hamil-
tonianum normam exprimere supremam ac sacrosanctam nullis
exceptionibus obviam, fit suppositio in theoria nostra fundamen-
talis, ex qua absque ulla ulteriore suppositione leges ill& notissi-
me a cel’s, AMPERE, NEUMANN, WEBER, condite sua sponte
emanabunt.

Mais si I’hypothese essentielle admise par M. Carl Neumann concorde
avec celle qu’avait émise B. Riemann, elle s’en sépare immédiatement lorsque
son auteur la traduit en formules.

Considérons, dit-il, deux points M, M’, portant des charges électriques et
agissant 1’un sur I’autre ; soit » leur distance a I’instant t. D’apres ce que nous
avons dit de la propagation du potentiel, nous devons distinguer deux especes
de potentiel : le potentiel émissif et le potentiel réceptif.

11. R. Clausius, POGGENDORFF’S ANNALEN, Bd. CXXXYV, p. 606 ; 1869.

12. [Annali di Matematica Pura ed Applicata 2, n. 1 (1868-8) : 120-128.
doi :10.1007/BF02419606.]

13. C. Neumann, Die Principien der Elektrodynamik, MATHEMATISCHE ANNALEN, Bd.
XVII, p. 400.

14. [p. 121]
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Le potentiel émissif du point M est le potentiel qui est émis par le point M
a linstant ¢, et qui ne parvient au point M’ que quelque temps apres ; il a pour
expression
ec

r
Quant au potentiel réceptif, M. Carl Neumann le définit en ces termes :

Potentiale receptivum vocabimus id, quod utrumque punctum
recipit tempore t, aliquanto antea ab altero puncto emissum. Unde
elucet potentiale receptivum respectu dati temporis cujuslibet [194]
formatum idem esse ac potentiale emissivum respectu temporis
cujusdam prioris formatum.

Par des considérations qu’il serait trop long d’exposer ici, mais que 1’on
trouvera dans 1’écrit intitulé : Die Principien der Elektrodynamik, M. Carl
Neumann parvient a 1’expression du potentiel réceptif @ que donnent les
égalités suivantes :

W—ia 1_|_i ﬂ ’
or 2 \ dt ’
logr 1 (dr\*
|28 [4r
n_ee[ c 22 (a’t) 1

De cette expression du potentiel émissif, I’emploi du principe de Hamil-
ton permet de tirer I’expression de la force que chaque point subit & I’instant

t; cette force est dirigée suivant la droite qui joint les deux points, elle est
répulsive et a pour grandeur

ec ) 1 [dr 2+2 d*r
- — 5| - —r—-= .
r? 2 \ dt 2 dr?

C’est la force donnée par la loi de Weber.

Pour que la théorie de M. Carl Neumann s’accorde avec les lois connues
de I’électrodynamique, il sera nécessaire de donner a la constante c¢ la valeur,
déterminée par Weber et Kohlrausch,

06 millimetre

c=439450x 1 .
seconde
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Ce n’est donc pas avec une vitesse égale a la vitesse V de la lumiere dans
le vide que se propage le potentiel, mais avec une vitesse plus grande et égale
avy2.

[195] Dans le volume méme des Annales de Poggendorff ou était imprimée
pour la premiere fois 1’hypothese électrodynamique de B. Riemann, L. Lo-
renz publiait '3 une théorie qui avait avec la pensée de Riemann, d’ailleurs
inconnue de I’auteur, une affinité plus étroite que la théorie de C. Neumann.

En généralisant par induction les équations de I’électrodynamique
données par W. Weber, G. Kirchhoff '© était parvenu a un systeéme d’équations
régissant la propagation des actions électriques dans les corps conducteurs.

Soit V = Z%, la fonction potentielle électrostatique, ou la sommation
s’étend a toutes les charges électriques g du systeéme.

Cette fonction peut s’exprimer plus explicitement.

A Pinstant ¢, au point (x,y,z) d’un volume électrisé, la densité électrique
solide a pour valeur ¢ (x,y,z,7); a I’instant ¢, au point (x,y,z) d’une surface
électrisée, la densité superficielle électrique a pour valeur X(x,y,z,¢). On a

alors
l‘ t
V(X,y,z,l‘):/ ( 3yaz d +/ 3yaz dSl, (83)

la premiére intégrale s’étendant a tous les éléments d @’ des volumes électrisés
et la seconde a tous les éléments dS’ des surfaces électrisées.
Soient

u(x,y,z,t), v(x,y,z,t), wx,yz,1)

[196] les trois composantes du flux électrique '7 au point (x,y,z), 4 I’instant ¢.
Considérons les fonctions

X —x / I
Uleyzn = [0 —nul. 2)
+(y/_y)v<x/7y/7zl’t) (84)
+(Z/ —z)w(x/,y/,z/,t)]da) )
V(x,y,z,t)=...... , Way,z,t)=...... .

15. L. Lorenz, Sur l’identité des vibrations de la lumiére et des courants électriques (cf. SELS-
KABS. OVERS., 1867, p, 26. — POGGENDORFF’S ANNALEN, Bd. GXXXI, p. 243; 1867. —
(Euvres scientifiques de L. Lorenz, revues et annotées par H. Valentinier, t. I, p. 173 ; 1896).

16. G. Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektricitdt in Leitern. (POGGENDORFF’S ANNA-
LEN, Bd. CII ; 1857).

17. Dans le mémoire de G. Kirchhoff, u, v, w, ont un sens un peu différent, li€¢ aux conceptions
particuliéres de Weber sur la nature du courant électrique.
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Les équations du mouvement de 1’électricité dans un corps conducteur
dont p est la résistance spécifique s’écriront, selon G. Kirchhoff,

i 2w
"= p\odx 2ot )’

1 /0V 2dv

v 2au
Y= p\dz c2at)’

L. Lorenz fait remarquer fort justement qu’en prenant pour point de départ
non pas les formules de 1’induction données par Weber, mais d’autres for-
mules qui leur sont rigoureusement équivalentes pour le seul cas étudié jus-
qu’alors, celui des courants linéaires uniformes, on peut obtenir non point
les équations précédentes, mais d’autres équations analogues, en particulier

celles-ci :
_a(v 2r
"= p\dx c%ot)’
1 /0V 290G
(v 20
YEro\e: Ta2ar )
oul’ona L [197]
F(x,y,2,1) :/M(x’y’zf’t)dw',
r
!
Glovzn = [ YT oy 8.7)
r

!\ S
w(x',y', 7zt
H(x,y,z,1) = /de/.
r
Cette remarque devait bientdt étre reprise par Helmholtz'® et lui
suggérer I’introduction, dans les théories électrodynamiques, de la constante
numérique, d’une si grande importance, qu’il désigne par la lettre k.

18. Helmholtz, Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Strome in korperlich aus-
gedehnten Leitern (VERHANDLUNGEN DES NATURHISTORISCH-MEDICINISCHEN VEREINS
ZU HEIDELBERG, 21 janvier 1870. — WISSENSSHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p.
537). — Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik fiir ruhende leitende Korper
(BORCHARDT’S JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd. LXXII, p. 57.
— WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN, Bd. I, p. 545).
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Ce sont les équations (8.6) que L. Lorenz prend pour équations du mou-
vement de I’électricité ; mais au lieu d’y conserver les fonctions V, F, G, H,
définies par les égalités (8.3) et (8.7), il y substitue les fonctions

_ o(x,y,7,t—=L
Vo) = /491;;44Qw

V.2 .
/ TNV G 4 (8.3%5)

y Zl‘—*
F(x,y,2,t) / WY, )da)

v(¥, t—1L -
Glx,y,2,t) = YY)y (8.7°)

w s z t—=*
H(x,y,2,t) / oY, )da)

[198] ou
a=—. (8.8)
V2
C’est, on le voit, I’hypothese, émise par B. Riemann, selon laquelle
la fonction potentielle €lectrique se propage avec la vitesse a, que L. Lo-
renz admet et qu’il étend aux fonctions F, G, H, composantes de 1’étar
électrotonique.
Les équations (8.6) deviennent

1(oU 29F
uip dx 2ot )’

1 [V 209G o
"p(a+@&>’ (567
_ 1 (oW 20H
"o \ox T o

Ces équations ne different des équations (8.6) que par la substitution de
(t—L)at;or, dans toutes les expériences, r est égal au plus & quelques metres,
tandis que a représente une vitesse égale a peu pres a 300 000 kilometres par
seconde ; (t — ) differe donc extrémement peu de 7 et les équations (8.6) et
(8.6") peuvent étre regardées comme également vérifiées par I’expérience.
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On vérifie sans peine qu’en tout point d’une masse continue, on a

_ 9%V

@AV — = = —dnao(xy.2.0),
— J°F

@AF — o5 = —4na’u(x,y,2.1),
— 0%G

azAGA—:%Ef::—4na%(xoth%
— 9?

@A — o = —4maw(x,y.2.0).

[199]
Dés lors, il n’est pas malaisé de voir que les équations (8.6") et (8.8)
permettent d’écrire les équations

o 204 (90 2 u
T2 T p \dx c2ot)’
20% 4m (do 2 dv
_ o _Sr (o0, oy 8.
A c2adrr  p (8y+628t>7 (8.9)

A LY AT
v 8z+c2 ot

20w _dn (30 20w
2o " p ’

auxquelles doit étre jointe 1’équation de continuité

dx dy dz It

On voit sans peine que chacune des trois quantités

w v u ow v du

w, = -—, O,= -—,
Ty a9z Yz ox’ Y x Ay

vérifle I’équation

20°0  8m dw

2 92 pc? at’

Si le milieu considéré est extrémement résistant, de telle sorte que p ait

une tres grande valeur, le second membre de cette équation est négligeable
devant le premier membre ; 1I’équation se réduit a la forme bien connue

Aw

2 32w

rw— 222
c? 0t?

:07
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ce qui nous enseigne que, dans le milieu considéré, les flux électriques trans-
versaux se propagent avec la vitesse % Nous parvenons ainsi a la proposition
suivante :

Dans un milieu extrémement résistant, les flux électriques transversaux se

[200] propagent avec une vitesse égale a la vitesse de la lumiere dans le vide.

Encouragé par cet important résultat, L. Lorenz n’hésite pas a formuler
une théorie électromagnétique de la lumiere : les milieux transparents sont
tous des milieux trés mauvais conducteurs de 1’électricité et la lumiere qui
se propage en ces milieux est constituée par des flux électriques transversaux
périodiques.

L’hypothese, assurément, est séduisante ; elle se heurte cependant a de
grandes difficultés.

En premier lieu, les équations obtenues n’excluent nullement la possibilité
de flux électriques longitudinaux, dont le role sera difficile a expliquer.

En second lieu, et c’est ’objection la plus grave, selon la théorie
précédente, dans un milieu trés mauvais conducteur quelconque, les flux
électriques transversaux se propagent toujours avec une vitesse égale a la vi-
tesse de la lumiere dans le vide; au contraire, dans un milieu transparent,
la lumiere se propage avec une vitesse qui caractérise ce milieu et qui est
moindre que la vitesse de la lumiere dans le vide ; et 1’on ne voit aucun moyen
simple de modifier les hypotheses de la théorie précédente de telle maniere
que cette contradiction disparaisse.

Cette contradiction semble condamner irrémédiablement la théorie
électromagnétique de la lumiere proposée par L. Lorenz.

8.3 L’hypothese fondamentale de Maxwell.
— Polarisation électrodynamique des
diélectriques

Une différence logique extrémement profonde sépare les hypotheses de B.
Riemann, de L. Lorenz, de M. G. Neumann, des suppositions admises jusque-
1a sur la propagation des actions physiques.

La théorie de 1’émission de la lumiere représentait la propagation de la
lumieére comme la marche d’un projectile; ce qui se propageait, en cette
théorie, ¢’€était une substance.

La propagation du son se produit, au contraire, sans que la substance si¢ge
de cette propagation, I’air par exemple, subisse des déplacements notables ;
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mais, tandis qu’une masse d’air, d’abord en mouvement, retombe au repos,
une masse voisine, qui était en repos, se met en mouvement ; dans ce cas, il y
a propagation non d’une substance, mais d’un accident, d’un mouvement.

De ces deux types se rapprochent la plupart des théories physiques ol in-
tervient la notion de propagation. Dans la théorie des ondulations, la transmis-
sion de la lumiere est la propagation d’un mouvement ; et lorsque, adoptant
les idées de Weber, Kirchhoff étudie la propagation de 1’électricité dans les
corps conducteurs, il la considere comme le flux d’une certaine substance.

On peut évidemment généraliser davantage encore et concevoir la propa-
gation en un corps d’un accident qui ne serait pas un mouvement de ce corps,
mais une qualité quelconque; pour un physicien qui regarde 1’électricité
comme n’étant ni un fluide, ni un mouvement, mais simplement une certaine
qualité, les équations de Kirchhoff représentent une propagation de cette qua-
lité au travers des corps conducteurs.

Mais toutes ces manieres diverses de considérer la notion de propagation
ont un caractére commun ; substance ou accident, c’est quelque chose de réel
qui disparait d’une région de 1’espace pour apparaitre dans une région voi-
sine. Il n’en est plus de méme dans les théories de la propagation des actions
électriques proposées par B. Riemann, par L. Lorenz, par M. Carl Neumann ;
ce n’est plus une réalité qui parcourt I’espace, mais une fiction, un symbole
mathématique, tel que la fonction potentielle ou les composantes de I’état
électrotonique.

Ce caractere des nouvelles théories a peut-étre été soupgconné par L. Lo-
renz; en tous cas, il a été clairement apercu par M. Carl Neumann ; mais
celui-ci n’hésite pas a regarder la fonction potentielle, dont il suppose la pro-
pagation, comme une réalité :

Potentiis datis, dit-il, datum esse potentiale, ac vice versa, po-
tentiali dato, datas esse potentias, satis notum est. Unde apparet
in traditam mechanices theoriam nil novi introduci statuendo, po-
tentiale principalem esse causam, ab isto procreari potentias, sci-
licet potentiale vocare veram causam motricem, potentias vero
tantummodo formam vel speciem exprimere ab illa causa sibi pa-
ratam.

Ce passage permettrait, je crois, de regarder a juste titre M. Carl Neumann
comme le créateur de la doctrine philosophique et scientifique qui a aujour-
d’hui si grande vogue sous le nom de doctrine de la migration de 1’énergie
(Wanderung der Energie).

Les idées de Maxwell n’ont rien de commun avec ces doctrines ; les sym-

[201]
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boles mathématiques ne se propagent pas ; par exemple, la fonction potentielle
électrostatique au point (x,y,z), a I’instant a pour expression, dans un milieu
de pouvoir diélectrique K,

1 gy,
V(X,y7Z,t) = }Z¥

et non, comme le voudrait I’hypothese de B. Riemann,

V(x,y,2,t) = %Z%q (x',y’,z’,t — 2) .
Ce qui se propage, c’est une qualité réelle : dans les corps conducteurs, le flux
de conduction, dans les corps diélectriques, le flux de déplacement.

La considération des corps diélectriques est, d’ailleurs, un des points es-
sentiellement nouveaux de la théorie de Maxwell ; ni B. Riemann, ni M. G.
Neumann n’ont fait la moindre allusion a la polarisation des diélectriques ;
pour L. Lorenz, les corps isolants sont simplement des corps dont la résistance
spécifique est trés grande, des corps trés mauvais conducteurs !° et c’est au
flux de conduction se propageant dans de semblables corps qu’il assimile les
vibrations lumineuses.

Au contraire, pour Maxwell, la lumiere qui se propage en des corps trans-
parents consiste essentiellement en flux de déplacement produits au sein de
corps diélectriques.

Ces flux de déplacement, nous le savons, produisent les mémes actions
pondéromotrices et électromotrices que les flux de conduction; mais leur
génération est soumise a une autre loi, et I’invention de cette loi est une des
idées les plus puissantes et les plus fécondes de Maxwell.

Dans un systeme ou 1’équilibre est établi, les composantes f, g, & du
déplacement sont liées aux dérivées de la fonction potentielle électrostatique
W par les égalités [1™ partie, égalités (5.15)]

K'Y K'Y K Y

4m x’ § 4z y

4w 7’

Dans un systeme qui n’est pas en équilibre, les égalités précédentes
doivent étre remplacées par celles-ci
K K
—E,, = —
4r 4m
19. La différence entre le point de vue de Maxwell et le point de vue de Lorenz a été fort bien

marquée dans une note ajoutée par M. H. Valentinier aux ceuvres scientifiques de ce dernier (L.
Lorenz, (Euvres scientifiques, revues et annotées par H. Valentinier, tome I, p. 204, note 16).

K
f= HEX’ 8= E,, (8.10)
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ou E,, E,, E, sont les composantes du champ électromoteur total, aussi bien
du champ d’induction que du champ statique.

Voyons cette idée découler naturellement des hypotheses admises par
Maxwell touchant la constitution des diélectriques.

Nous avons reconnu, au cours de cette étude, que Maxwell se laissait
presque constamment guider, dans ses suppositions touchant les diélectriques,
par les hypotheses de Faraday et de Mossotti, congues elles-mémes a 1’imi-
tation des hypotheses magnétiques de Poisson. Selon ces hypotheses, un
diélectrique est formé de petites masses conductrices, noyées dans un ciment
isolant. L’action d’un champ électromoteur d’induction sur un diélectrique
résultera donc des actions que ce champ exerce sur un grand nombre de
conducteurs ouverts.

Or, en un conducteur ouvert, un champ électromoteur d’induction pro-
duit le méme effet qu’un champ électromoteur statique ; il oblige 1’électricité
a se distribuer de telle sorte que la charge positive s’accumule a 1’une des
extrémités du conducteur et la charge négative a I’autre extrémité ; en d’autres
termes, ce champ ’polarise le conducteur ouvert.

Maxwell insiste a plusieurs reprises au sujet de cette action qu’un champ
d’induction exerce sur un conducteur ouvert.

Considérons, écrit-il déja dans son mémoire On Faraday’s
Lines of Force, ?° un conducteur linéaire ne formant pas un circuit
fermé ; supposons que ce conducteur coupe des lignes de force
magnétique, soit par 1’effet de son propre mouvement, soit par les
variations du champ magnétique. Une force électromotrice agira
dans la direction du conducteur ; mais cette force ne pourra pro-
duire un courant, car le conducteur n’est pas fermé ; elle produira
une tension électrique aux extrémités du conducteur.

De ce passage, Maxwell ne tire, pour le moment, aucune conclusion rela-
tive a la polarisation des diélectriques, a laquelle il ne s’attache guere en ce
premier mémoire sur 1’électricité ; il en va autrement du mémoire : On physi-
cal Lines of Force.

L’expérience nous enseigne, y écrit-il,>! que la tension
électrique est de méme nature, qu’elle soit engendrée par
I’électricité statique ou par 1’électricité galvanique : une force
électromotrice produite par le galvanisme, par exemple celle que

20. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 186.
21. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p, 490.

[204]
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fournit une bobine d’induction, peut charger une bouteille de
Leyde.

... Si une différence de tension existe entre les diverses par-
ties d’un corps, 1’électricité passe ou tend a passer de la partie ou
la tension est la plus grande a la partie ot elle est la plus faible.

L’application de ces considérations aux petits corps conducteurs que ren-
ferme un diélectrique est immédiate ; elle impose des conclusions que Max-
well énonce en ces termes : 22

Lorsqu’une force électromotrice agit sur un diélectrique, elle
produit un état de polarisation de ses particules semblables a la
distribution de la polarité sur les particules du fer qu’on soumet a
I’action d’un aimant ; comme la polarisation magnétique, cet état
de polarisation peut €tre figuré comme un état ol chaque particule
possede deux pdles de propriétés contraires.

Lorsqu’un diélectrique est soumis a I’induction, nous pou-
vons concevoir que, dans chaque molécule, 1’électricité est
déplacée de maniere a rendre positive une des extrémités et
négative I’autre extrémité ; mais 1’électricité demeure liée en en-
tier a chaque molécule et ne peut passer d’une molécule a une
autre.

L’effet de cette action sur la masse totale du diélectrique
est de produire un déplacement général de 1’électricité dans
une certaine direction...La grandeur du déplacement dépend de

[205] la nature du corps et de la force électromotrice; si i est le
déplacement, R la force électromotrice et E un coefficient qui
dépend de la nature du diélectrique, on a

R=—4nE*h; 3
et si r est la valeur du courant électrique dii au déplacement

dh
r=—.
dt

Les mémes idées se retrouvent, sous une forme encore plus nette, dans le
mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field.

22. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 491.
23. Au sujet du signe du second membre, voir 17 Partie, égalité (4.1).
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Siun corps se meut au travers des lignes de force magnétique,
il subit, écrit Maxwell,>* ce que I’on nomme une force
électromotrice ; les deux extrémités du corps tendent a prendre
un état électrique opposé et un courant électrique tend a circuler
au travers du corps. Si la force électromotrice est suffisamment
puissante, et si elle s’exerce sur certains corps composés, elle les
décompose, transporte 1I’an des composants a I’une des extrémités
du corps et I’autre composant a I’autre extrémité.

Ces faits mettent en évidence une force ; cette force produit
un courant, en dépit de la résistance ; cette force communique
des électrisations opposées aux deux extrémités du corps, créant
un état que 1’action de la force électromotrice est seule capable
de maintenir; au moment ou cette force cesse d’agir, cet état
tend, par une force égale et de sens contraire, a produire un
contre-courant au travers du corps et a ramener celui-ci a son
état électrique initial ; enfin, lorsque cette force est assez puis-
sante, elle arrache les unes aux autres les parties d’un composé
chimique et les charrie en des sens opposés, bien que ces par-
ties aient une tendance naturelle a se combiner, et a se combi-
ner précisément avec une énergie capable d’engendrer une force
électromotrice de sens contraire. [206]

Telle est donc la force a laquelle un corps se trouve sou-
mis lorsqu’on le déplace dans un champ magnétique ou lorsque
quelque changement se produit dans ce champ; cette force a
pour effet ou bien de produire dans le corps un courant et un
dégagement de chaleur ; ou bien de décomposer le corps ; ou bien
enfin, si 'un et ’autre effet lui sont également impossibles, de
mettre le corps dans un état de polarisation électrique ; cet état de
polarisation est un état de contrainte ou les extrémités opposées
du corps sont électrisées en sens contraire ; aussitot que la force
perturbatrice est écartée, le corps réagit et, de lui-méme, perd cet
état.

...Lorsqu’une force électromotrice agit en un circuit
conducteur, elle produit un courant...Mais lorsqu’une force
électromotrice agit en un diélectrique, elle produit un état de po-
larisation de ses parties. . .

et Maxwell, citant d’ailleurs Faraday et Mossotti dont il s inspire visiblement,

24. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 530-531.
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reproduit, au sujet de cette polarisation diélectrique, le passage du mémoire :
On physical Lines of Force que nous avons cité plus haut.

Telles sont, dans leur suite naturelle, les inductions qui ont conduit Max-
well a poser les équations générales de la polarisation diélectrique 23

K K K
= —F =—F h=—E
f ag o 8T gy 4

Dans un milieu homogene, les composantes Ey, E,, E;, du champ
électromoteur sont données par les égalités (7.56), en sorte que les égalités

(8.10) deviennent
__K (o oF
==\ oxTar )

K (0¥ 0G
g:—H (a))—i—at)’ (8.11)

o K (2% oH
AN

[207]
Dr’ailleurs, dans ce cas, les composantes du flux de déplacement ont pour
valeurs
dA JdB aC
U=—, v=—, w=—. 6.3
“Tor T VT ©3)
On a donc
_ K 0 (0¥ OF
= —— — [ 22
drdt \ dx It )’
K 0 (Jd¥ 0G
V=——= 8.12
v mw<@+w>’ 8.12)
S K d [J¥ L 8£
T 4mot\dz ot )’
Ces équations sont le fondement de la théorie électromagnétique de la
lumiere.

25. J. Clerk Maxwell, A dynamical Theory of the electromagnetic Field, (SCIENTIFIC PAPERS,
vol. I, p. 560.) — Traité d’Electricité et de Magnétisme, vol. 11, p. 287.
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8.4 Premieére ébauche de la  théorie
électromagnétique de la lumiere de Max-
well

Toutefois, avant de développer une théorie électromagnétique de la
lumiere fondée sur ces équations, Maxwell avait obtenu les deux lois es-
sentielles de cette théorie par une méthode toute différente. Cette méthode,
intimement liée aux hypotheéses mécaniques que renferme le mémoire : On
physical Lines of Force, est exposée dans ce mémoire.

Nous avons vu (1™ Partie, Chapitre 4) comment, dans ce mémoire, Max-
well se représente 1’action d’un champ électromoteur sur un diélectrique. La
force électromotrice est assimilée a une traction qui s’exerce sur les parois par-
faitement élastiques des cellules ; si R est le champ électromoteur, les parois
subissent un déplacement dans la direction de ce champ ; la valeur moyenne
par unité de volume de ce déplacement, que désigne la lettre A, est liée au
champ électromoteur R par la relation [17 Partie, égalité (4.1%%)]

R =4mE’h,

E?, étant une quantité qui dépend de I’élasticité des parois cellulaires. [208]
Sans discuter, au point de vue de la théorie de I’élasticité, la solution du
probleme traité par Maxwell, nous nous bornerons a indiquer la relation qui
existe, selon lui, entre E2, et les coefficients d’élasticité de la substance.
Maxwell exprime 26 E2, en fonction de deux coefficients qu’il désigne par
U et m et que, pour éviter certaines confusions, nous désignerons par i’ et m ;
cette expression est la suivante :
£ u

L 8.13
MW+ 5m (8.13)

!

Le coefficient u’ est défini >’ comme le rapport de la pression a la contrac-
tion cubique dans un corps uniformément pressé ; c’est donc I’inverse de ce
qu’on nomme habituellement le coefficient de compressibilité cubique. Si
nous désignons par A et M les coefficients que Lamé désigne par A et u,

nous aurons 28

, 3A+2M
===

26. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 495, égalité 107.

27. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 493, égalité (80). — Pour mettre cette égalité d’accord avec
le reste de I’exposé de Maxwell, il faut changer le signe du second membre.

28. Lamé, Legons sur I’élasticité, 2° édition, p. 74, égalité (a).

(8.14)
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Quant au coefficient m, en comparant 2° les équations de Maxwell i celles
de Lamé, on trouve de suite
m="2M. (8.15)

En vertu des égalités (8.14) et (8.15), 1’égalité (8.13) devient

3A+2M
E?*=am——F—. 8.16
"ATaM (8.16)
[209] SiI’on admet la théorie de I’élasticité moléculaire telle que 1’a développée
Poisson, on a comme 1’on sait, 1’égalité

A=M (8.17)

et 1égalité (8.16) devient
E*>=7mm (8.18)

que Maxwell accepte *° pour le développement ultérieur de sa théorie.

Selon cette théorie, deux charges électriques dont les valeurs en unités
électromagnétiques sont ¢, g2, se repoussent a une distance r avec une force
[17 Partie, égalité (4.37)]

F=p 42 (8.19)
I

E? ayant la valeur qui convient au diélectrique interposé.

Si ce diélectrique est le vide, la valeur de EZ, peut étre demandée a la
célebre expérience de Weber et Kohlrausch ; nous trouvons alors 3! que E est
une grandeur de méme espeéce qu’une vitesse dont la valeur numérique est

108 millimetre

E =310740 x (8.20)

seconde

32

Parvenu a ce point, Maxwell continue °“ en ces termes :

Trouver la vitesse de propagation des vibrations transversales
dans le milieu élastique qui forme les cellules, en supposant que
I’élasticité est due entierement a des forces agissant entre les
molécules prises deux a deux. 33

29. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 493, égalité (83) et Lamé, loc. cit., p. 65, égalités (1).
30. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 495, égalité (108).

31. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 499, égalité (131).

32. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 499.

33. Par ces mots, Maxwell désigne la théorie moléculaire de Poisson.
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Par la méthode ordinaire, on sait que

v= /" (8.21)
P

m désignant le coefficient d’élasticité transversale et p la densité.

La densité qui doit figurer dans cette formule, c’est la densité du milieu
élastique qui forme les parois des cellules ; sans avertir de cette transposition,
Maxwell suppose que p désigne la densité du fluide qui remplit les cellules et
il admet alors la relation

u=mnp (8.22)
qu’il a été amené a établir > entre cette densité et la perméabilité magnétique
u. Il trouve alors

uv? =mm

ou, en vertu de I’égalité (8.18),

E=V\/L. (8.23)
Il commente 3 en ces termes ce résultat :

Dans I’air ou le vide, u = 1 et, par conséquent,
V=E
= 310740 x 10® millimetres par seconde

= 193 088 milles par seconde

La vitesse de la lumiere dans 1’air, déterminée par M. Fizeau,
est de 70 843 lieues par seconde (25 lieues au degré) ce qui donne

V = 314858 x 10° millimétres par seconde
= 195 647 milles par seconde.

La vitesse de propagation des ondulations transversales
dans notre milieu hypothétique, calculée d’apres les expériences
électromagnétiques de MM. Kohlrausch et Weber, concorde si
exactement avec la vitesse de la lumiere calculée au moyen des
expériences optiques de M. Fizeau, qu’il nous serait difficile de
ne point faire cette supposition : La lumiere consiste en on-
dulations transversales de ce méme milieu qui est la cause des
phénomenes électriques et magnétiques.

34. J. Clerk Maxwell, loc. cit., pp. 456 et 457.
35. J. Clerk Maxwell, loc. cit., pp. 499 et 500.
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La capacité d’un condensateur plan de surface S, dont les armatures sont
séparées par une épaisseur 6 d’un diélectrique donné 1, a pour valeur [17
Partie, égalité (4.46)]

_ s
1747rE12(-)'

Si I’espace compris entre les deux armatures du condensateur est vide, ce
condensateur a, de méme, pour capacité

__rs
" 4AmE? 0’

Le rapport
_a
- C

est, par définition, le pouvoir inducteur spécifique du diélectrique 1. On a donc

D

E2
D= —
1 E12
ou bien, en vertu de I’égalité (8.23),
V21
Dy=—5—. (8.24)
V1 My

En sorte 3® que le pouvoir inducteur d’un diélectrique est di-
rectement proportionnel au carré de I’indice de réfraction et en
raison inverse du pouvoir inducteur magnétique.

Ainsi, deés 1862, avant que la note de Bernhard Riemann ait été publiée,
alors que les théories de L. Lorenz et de M. G. Neumann n’étaient point encore
congues, Maxwell était déja en possession des lois essentielles de la théorie
électromagnétique de la lumiere. Malheureusement, la méthode par laquelle
il y était parvenu, tres différente de celle qu’il a proposée depuis, était viciée
par une grave erreur matérielle. En vertu de 1’égalité (8.15), I’égalité (8.21)
deviendrait

36. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 501.
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formule inexacte a laquelle on doit substituer 1’égalité 37

V==
P

8.5 Forme définitive de la théorie
électromagnétique de la lumiere de Max-
well

Deux fois Maxwell a exposé, avec des variantes de détail, la théorie
électromagnétique de la lumiere sous une forme précise et exempte d’hy-
pothéses mécaniques : une premiére fois,3® dans le mémoire : A dynami-
cal Theory of the electromagnetic Field ; une seconde fois, >° dans le Traité
d’Electricité et de Magnétisme.

Prenons le systeme des six équations de Maxwell

dy dB _ _

da dy

_Zr_ _ v 7.5
3. ox 4n(v+v), (7.5)
Jp  Jda

x oy —4n(w+w).

oH _dJG__ .
dy dz Ha,
JoF OH

Tz—g——ﬂﬁ,
G o _
ox dy

(7.54%1)

—uy.

Posons (7.55%),
OF 9G OH _

bis
I + Iy + %z J (7.55%9)

37. Lamé, loc. cit., p. 142, égalité (9).

38. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, pp. 577 a 588.

39. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, trad. frangaise, t. II, pp. 485 a
504.
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et supposons le milieu homogene. Nous obtiendrons sans peine les trois
égalités

aJ _

oJ _
AG = % —4mp(v+v), (8.25)
AH = 9J —A4ru(w+w).

dz

Ces équations sont générales. Supposons maintenant le milieu non conduc-
teur, mais diélectrique ; nous aurons

tandis que w, v, w seront donnés par les égalités (8.12). Des lors, les égalités
(8.25) deviendront

d*F  dJ ory
AF—Kli o7 = 5 TR Sar
%G adJ 22y
_gpyl=Z_ o g 2
AG—Ku 92 9y —|—Ku(9yat, (8.26)
0*H aJ 22y
AH—KNW =5 +Kum.

Jointes aux égalités (7.54bis), ces relations nous donnent, en premier lieu, les
égalités

2
Ao Kﬂ%t(; =0,
2
2B -ku2P —o (8:27)
82
A}/—Kya—tg/ =0

Ces trois équations, dont la forme est bien connue, nous enseignent que
dans un diélectrique homogene, les trois composantes ¢, 3, ¥ du champ
magnétique, lesquelles, selon les égalités (7.54), vérifient la relation

doo dy 9
@ 9y 9Y_

T 0 (8.28)
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qui caractérise les composantes d’une vibration transversale, se propagent

avec une vitesse
1
V=y/—. 8.29
N n (8.29)

La suite des déductions de Maxwell est différente dans le mémoire : A
dynamical Theory of the electromagnetic Field et dans le Traité d’Electricité
et de Magnétisme ; attachons-nous d’abord aux raisonnements exposés dans
ce dernier, qui sont plus corrects.

Différentions la premiere égalité (8.26) par rapport a x, la seconde par
rapport a y, la troisiéme par rapport a z et ajoutons membre a membre les
résultats obtenus en tenant compte de I’égalité (7.55"%) ; nous trouvons

d 92
Ku (&A‘P—b- atg) =0. (8.30)

D’autre part, I’égalité (5.16) de la 1™ Partie nous enseigne que, dans un
milieu homogene, la densité électrique e est donnée par I’égalité

KAY +4me = 0. (8.31)

Enfin, I’égalité
du, dv dw de
ox dy dz It

nous montre que 1’on a, dans un milieu non conducteur ou

0. (6.19)

u=0, v=0 ,w=0,

I’égalité (8.32)

de

— =0. 32

o 0 (8.32)
Les égalités (8.30), (8.31) et (8.32) donnent

9%J

32 = 0. (8.33)

Donc?® J doit étre une fonction linéaire de 7, ou une
constante, ou zéro, et nous pouvons ne tenir compte ni de J, ni
de W, si nous considérons des perturbations périodiques.

40. J. Clerk Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 11, p. 488.
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Et les équations (8.26) deviennent, selon Maxwell, 4!
82F
azG
AG — Kl —— 52 =0 (8.34)
0’H

AH — K =0.

La phrase de Maxwell que nous avons citée, exacte en ce qui concerne la
fonction J, ne I’est pas pour la fonction ¥ ; mais, sans s’écarter beaucoup de la
pensée essentielle de Maxwell, on pourrait raisonner de la maniere suivante :

Différentions deux fois les égalités (8.26) par rapport a 7, et tenons compte
de I’égalité (8.33) et de I’égalité

d
—A¥Y =0
ot ’
qui découle des égalités (8.31) et (8.32) et qui donne
AT 1Y 1Y
oxdt " dydr T dzdt

[216]
Nous pourrons écrire les résultats obtenus

0 (W IFN | O (a¥ IF\_
ot \ox o Hor\ox Tar ) ="

A0 (W, G | P (¥ 3G
ot \ay " ar ) Mas oy T

d <8‘P 8H> d3 (Bll‘ 8H>
4+ ) —ku— 0

0,

ot \ 0z + ot H o3\ dz ot
ou bien, en vertu des égalités (8.12),
_ 2%
0%
—Ku— 57 0, (8.35)
%%

41. J. Clerk Maxwell, loc. cit., p. 488, équations (9).
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Drailleurs, en vertu de 1’égalité (6.25), dans un milieu non conducteur ou

u=0, v=0, w=0,

les composantes u, v, w, du flux de déplacement vérifient 1’égalité

du dJdy Jw
—+ =4+ —=—=0. 8.36
dx Jdv 9z (8.36)
Donc, dans un milieu non conducteur, les flux de déplacement sont des
flux transversaux qui se propagent avec la vitesse

/1
V= T (8.29)

L’analyse précédente repose essentiellement sur I’emploi des égalités
(6.19) et (6.25), conséquences naturelles de la troisieme électrostatique de
Maxwell ; on ne pouvait donc s’attendre a la rencontrer dans le mémoire : A
dynamical Theory of the electromagnetic Field ; elle y est remplacée par une
autre analyse qu’il serait moins aisée de rendre exacte.

Maxwell détermine une fonction ¥, analogue a la fonction ), donnée par
I’égalité (7.82), qu’il a considérée plus tard dans son Traizé, telle que

Ay =J. (8.37)
Il pose
Ix
F=F+==
+ ox’
;L Ox
G=G+=%, (7.83)
dy
Ix
H=H +=£.
+ 0z

Les égalités (7.55), (8.37) et (7.83) donnent visiblement

87F’+ 2G' N oH'
dx  dy oz

0, (8.38)

en sorte que F’, G', H' peuvent étre regardés comme la partie transversale de
I’état électrotonique dont F', G, H sont les composantes.
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Moyennant les égalités (7.83), les égalités (8.26) deviennent

AF' — K @ =K i 87‘11 + aZJ
Ror =™ or "o )

292G’ J (9¥ %y

/_ - = - - -

AG —Ku 32 Ku Iy ( 5 + 572 ), (8.39)

I°H' J [O¥ Iy

r_ - = _ - —
A =KH 55 K“az(az+at2>'

[218]
Différentions respectivement ces égalités par rapport a x, y et z et ajoutons

membre a membre les résultats obtenus en tenant compte de 1’égalité (8.38) ;

2
A(N J x> —0. (8.40)

nous trouvons

- + A
dr  or?
Maxwell fait ce calcul ; *?> mais au lieu d’en conclure I’égalité (8.40), il en
conclut, ce qui n’est point 1égitime, 1’égalité

0¥ 9%y
W—FW =0. (8.41)

Faisant usage de cette égalité (8.41), il transforme les égalités (8.39) en

2!
AF' —Ku——— =0
ALl' atz 9
292G’
AG —Ku——=0 (8.42)
AIJ’ atz b
azH/
AH' — Ku—— =0.
“aﬂ

La partie transversale de 1’état électrotonique se propage avec une vitesse

[ 1
V= T (8.29)

Dr’ailleurs, les égalités (8.37) et (8.41) donnent

9 92%J
T op =0
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et comme AW est, dans un milieu homogene, proportionnel [ 17 Partie, égalités

(4.16) et (4.16"5)] 2 la densité e de I’électricité libre, g—jzj se trouve étre pro-

portionnel a % “Comme le milieu est un isolant parfait, dit Maxwell, 3 a
densité e de 1’électricité libre est invariable ;” cette affirmation ne découle
point logiquement de 1’électrostatique admise dans le mémoire : A dynamical
Theory of the electromagnetic Field ; Maxwell s’y tient cependant, admet que
‘3—?{ forcément nul et en conclut qu’une perturbation électrique périodique ne
peut correspondre a une valeur de J différente de 0.

La seconde électrostatique de Maxwell se préte donc moins bien au
développement de la théorie électromagnétique de la lumiere que la troisieéme
électrostatique du méme auteur.

Il est deux points sur lesquels s’accordent ** toutes les électrostatiques de
Maxwell.

En premier lieu, deux charges électriques g1, ¢», placées a une distance
r 'une de I’autre au sein d’un certain diélectrique 1, se repoussent avec une
force [1 Partie, égalités (4.37) et (4.42)]

_laep
K 2

En second lieu, un condensateur plan dont les plateaux d’aire S sont
séparés par une épaisseur 6 du méme diélectrique a une capacité [1 Partie,
égalité (4.46)]

K S
4m e’

Ces deux égalités, jointes a I’égalité (8.29), redonnent immédiatement ces
deux lois, déja obtenues par Maxwell, en son mémoire : On physical Lines of
Force :

1* LOI. Dans le vide, les courants de déplacement transversaux se pro-
pagent avec la méme vitesse que la lumiere.

2™M¢ Lo1. Le pouvoir inducteur spécifique par rapport au vide est lié aux
vitesses de propagation V; et V des flux de déplacement transversaux dans ce
diélectrique et dans le vide, et a la perméabilité magnétique u; du diélectrique

42. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 581, égalité (77).

43. J. Clerk Maxwell, SCIENTIFIC PAPERS, vol. I, p. 582.

44. Pour reconnaitre cet accord, il faut se souvenir que la méme quantité se nomme K dans le
Traité d’Electricité et de Magnétisme et ici méme, ﬁ, dans le mémoire : On physical Lines of

Force et 47” dans le mémoire : A dynamical Theory of the electromagnetic Field.
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par la relation
V21
Dy=—>—. (8.24)
V] Uy
Ce sont les deux lois essentielles de la théorie électromagnétique de la

[221] lumiere.
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Conclusion

La théorie électromagnétique de la lumiere relie d’une maniere si heureuse
deux disciplines jusque la distinctes, elle satisfait si pleinement au besoin,
souvent manifesté par les physiciens, de rapprocher I’optique de la doctrine
électrique, que bien peu de personnes consentiraient aujourd’hui a la tenir
pour nulle et non avenue.

D’autre part, a moins d’étre aveuglé par une admiration de parti pris, on
ne saurait méconnaitre les illogismes et les incohérences qui rendent inac-
ceptables a un esprit juste les raisonnements de Maxwell ; ces illogismes, ces
incohérences, ne sont d’ailleurs pas, dans I’ceuvre du physicien anglais, des
défauts de minime importance et faciles a corriger ; d’illustres géometres ont
cherché a mettre de I’ordre dans cette ceuvre et ont dii y renoncer.

Quel parti prendre puisqu’on ne saurait se résoudre ni a accorder une va-
leur démonstrative aux raisonnements de Maxwell, ni a renoncer a la théorie
électromagnétique de la lumiere ?

Beaucoup de physiciens penchent aujourd’hui pour un parti qui a été
adopté par O. Heaviside, ! par Hertz,? par Gohn? et dont Hertz* a nette-

1. O. Heaviside. On the electromagnetic Wave-surface (PHILOSOPHICAL MAGAZINE, 5
série, vol. XIX, p. 397; 1885. — HEAVISIDE’S ELECTRICAL PAPERS, vol. I, p. 8). — On
electromagnetic Waves, especially in Relation to the Vorticity of the impressed Forces ; and the
forced Vibrations of electromagnetic Systems (PHILOSOPHICAL MAGAZINE, 5 série, vol. XXV,
p. 130; 1888. — ELECTRICAL PAPERS, vol. I, p. 375).

2. H. Hertz. Ueber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir ruhende Korper
(WIEDEMANN’S ANNALEN. Bd. XL, p- 577 ; 1890. — UNTERSUCHUNGEN UBER DIE AUS-
BREITUNG DER ELEKTRISCHEN KRAFT, p. 208 ; 1894).

3. Gohn. Zur Systematik der Elektricititslehre (Wiedemann’s Annalen, Bd. XL, p. 625;
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ment formulé le principe et revendiqué la 1égitimité :

Puisque les raisonnements et les calculs par lesquels Maxwell développe
sa théorie de 1’électricité et du magnétisme sont a chaque instant compromis
par des contradictions non pas accidentelles, non pas aisées a corriger, mais
essentielles et inséparables de I’ensemble de I’ceuvre, laissons de coté ces
raisonnements et ces calculs. Prenons simplement les équations auxquelles ils
ont conduit Maxwell et, sans souci des procédés par lesquels ces équations ont
été obtenues, acceptons-les comme des hypothéses fondamentales, comme
des postulats sur lesquels nous ferons reposer 1’édifice entier des théories
électriques. Nous garderons ainsi, sinon toutes les pensées qui ont agité I’es-
prit de Maxwell, du moins tout ce qu’il y a d’essentiel et d’indestructible dans
ces pensées, car “ce qu’il y a d’essentiel dans les théories de Maxwell, ce sont
les équations de Maxwell.”

A-t-on le droit de laisser de c6té a la fois les anciennes théories électriques
et les théories nouvelles par lesquelles Maxwell est arrivé a ces équations et de
prendre purement et simplement ces équations comme point de départ d’une
doctrine nouvelle ?

Un algébriste a toujours le droit de prendre un groupe quelconque
d’équations et de combiner ces équations entre elles selon les regles du cal-
cul. Les lettres que liaient certaines relations seront impliquées dans d’autres
relations algébriquement équivalentes aux premieres.

Mais un physicien n’est pas un algébriste ; une équation ne porte pas sim-
plement, pour lui, sur des lettres ; ces lettres symbolisent des grandeurs phy-
siques qui doivent &tre ou mesurables expérimentalement, ou formées d’autres
grandeurs mesurables. Si donc on se contente de donner a un physicien une
équation, on ne lui enseigne rien du tout; il faut, a cette équation, joindre
I’indication des regles par lesquelles on fera correspondre les lettres sur les-
quelles porte 1’équation aux grandeurs physiques qu’elles représentent. Or,
ces regles, ce qui les fait connaitre, c’est I’ensemble des hypotheses et des
raisonnements par lesquels on est parvenu aux équations en question ; c’est la
théorie que ces équations résument sous forme symbolique : en physique, une
équation, détachée de la théorie qui y a conduit, n’a aucun sens.

Selon H. Hertz, des théories sont identiques lorsqu’elles conduisent aux
mémes équations.

A cette question :° “Qu’est-ce que la théorie de Maxwell ?”

1890).

4. H. Hertz. Untersuchungen iiber die Ausbreitung der elektrischen Kraft. Einleitende Ueber-
sicht, p. 21.

5. H. Hertz, Abhandlungen iiber die Ausbreitung der elektrischen Kraft. Einleitende Ueber-
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je ne connais aucune réponse plus bréve et plus précise que celle-
ci: “La théorie de Maxwell, c’est le systeme des équations de
Maxwell.” Toute théorie qui conduit aux mémes équations, et, par
conséquent, embrasse le méme ensemble de phénomenes pos-
sibles, je la regarderai comme une forme ou un cas particulier
de la théorie de Maxwell ; toute théorie qui conduit a d’autres
équations, et par conséquent, fait prévoir la possibilité d’autres
phénomenes sera pour moi une autre théorie.

Ce critérium ne saurait suffire a juger I’équivalence de deux théories ; pour
qu’elles soient équivalentes, il ne suffit pas que les équations qu’elles pro-
posent soient littéralement identiques ; il faut encore que les lettres qui figurent
dans ces équations représentent des grandeurs liées de la méme maniere aux
quantités mesurables ; et pour s’assurer de ce dernier caractere, il ne suffit
pas de comparer les équations, il faut comparer les raisonnements et les hy-
potheses qui constituent les deux théories.

On ne peut donc adopter les équations de Maxwell que si ’on y par-
vient comme conséquence d’une théorie sur les phénomenes électriques et
magnétiques ; et comme ces équations ne s’accordent pas avec la théorie clas-
sique issue des travaux de Poisson, force sera de rejeter cette théorie clas-
sique, de rompre avec la doctrine traditionnelle, et de créer avec des notions
nouvelles, sur des hypotheses nouvelles, une théorie nouvelle de 1’électricité
et du magnétisme.

C’est ce qu’a fait M. Boltzmann.

Dans un livre publié de 1891 a 1893,° il a tenté un prodigieux effort
pour oublier les doctrines que nous enseignent la tradition et I’usage et pour
construire, au moyen de conceptions toutes nouvelles, un systeme ou les
équations de Maxwell soient logiquement enchainées.

On ne saurait nier, en effet, que cet ouvrage n’établisse un lien
irréprochable entre les diverses équations écrites par Maxwell en son Traité
d’Electricité et de Magnétisme. Les contradictions et les paralogismes dont
Maxwell s’était plu, trop souvent, a semer la voie qui meéne a ces équations
ont été soigneusement écartés. Est-ce a dire que la théorie ainsi construite ne
préte plus le flanc a aucune critique et satisfasse a tous les désirs des physi-
ciens ? Il s’en faut de beaucoup. Ainsi 1’électrostatique de M. L. Boltzmann

sicht, p. 23.

6. L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Maxwell’s Theorie der Elektricitdt und des Lichtes. I°
Theil : Ableitung der Grundgleichungen fiir ruhende, homogene, isotrope Korper. — 1I° Theil :
Verhaltniss zur Fernwirkungs-theorie ; specielle Falle der Elektrostatik, stationaren Stromung
und Induction. Leipzig, 1891-1893.
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n’est autre chose que la troisieme électrostatique de Maxwell ; comme cette
derniere, elle ne parait point s’accorder avec les actions que les conducteurs
électrisés exercent sur les diélectriques ; le magnétisme, imité des Mémoires
de Maxwell, ne semble pas susceptible de s’identifier aux doctrines fécondes
de Poisson, de F. Neumann, de W. Thomson, de G. Kirchhoff, doctrines que
Maxwell lui-mé&me avait reprises dans son Traité.

Si donc, pour parvenir d’une maniere logique aux équations de Maxwell,
nous suivons les méthodes proposées par M. L. Boltzmann, nous nous voyons
contraints d’abandonner en partie I’ceuvre de Poisson et de ses successeurs sur
la distribution de I’électricité et du magnétisme, c’est-a-dire I’une des parties
les plus précises et les plus utiles de la physique mathématique.

D’autre part, pour sauver ces théories, devons-nous renoncer a toutes les
conséquences de la doctrine de Maxwell, et, en particulier, a la plus séduisante
de ces conséquences, a la théorie électromagnétique de la lumiere ? Comme
le remarque quelque part M. Poincaré, il serait difficile de s’y résoudre.

Enfermés en ce dilemme : ou bien abandonner la théorie traditionnelle

de la distribution électrique et magnétique, ou bien renoncer a la théorie
électromagnétique de la lumiere, les physiciens ne peuvent-ils adopter un tiers
parti ? Ne peuvent-ils imaginer une doctrine ou se concilieraient logiquement
I’ancienne électrostatique, I’ancien magnétisme et la doctrine nouvelle de la
propagation des actions électriques au sein des milieux diélectriques ?

Cette doctrine existe ; elle est I’'une des plus belles ceuvres de Helmholtz ; 7
prolongement naturel des doctrines de Poisson, d’Ampere, de Weber et de
Neumann, elle conduit logiquement des principes posés au commencement
du XIXer siecle aux conséquences les plus séduisantes des théories de Max-
well, des lois de Coulomb a la théorie électromagnétique de la lumiere ; sans
perdre aucune des récentes conquétes de la science électrique, elle rétablit la
continuité de la tradition.

7. Helmholtz. Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik fiir ruhende leitende
Kdérper (BORCHARDT’S JOURNAL FUR REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, Bd. LXXII,
p- 57, 1870. — Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 543).
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