Eselsbriicken fiir die Berechnung der Spur von Produkten von Gammamatrizen

Bjorn Schemmann

Der Autor stellt eine kleine Hilfestellung zur Berechnung von Spuren der Form tr(y*!, ..., y#2")
vor.

EINLEITUNG

Im Rahmen der Quantenelektrodynamik treten bei der Berechnung der spin-gemittelten Amplituden bekannterweise
Spuren iiber Produkte von Gammamatrizen auf. Bei der Berechnung dieser Spuren wird die Cliffordalgebra verwendet.
Nach [1] ist die Spur eines Produktes einer geraden Anzahl von Gammamatrizen dann allgemein iiber die folgende
Regel zu bestimmen:

tr( - fon) =4 el -ag,) - (ai, - aj,), (1)
wobei € die Signatur der Permutation 41 j1...i, s, ist. Die Summe lduft iiber die 22,1"%! = (2n — 1)!! Permutationen, welche

die folgenden Regeln erfiillen: 1 =iy < is < ... < iy, und ip < Jjg.

Um Ballast abzuwerfen und eine bessere mathematische Handhabbarkeit zu ermoglichen werden wir die obige
,slash-Notation* durch die einfachen Gammamatrizen ersetzen und die ,, Sigma-Schreibweise“ fiir die Permutationen
verwenden. Auflerdem wird sich folgende Definition als niitzlich erweisen:

Definition 1 (Gebundene Permutation): Eine Permutation o € Sa,, n € N, nennt man gebunden, wenn
1=0(1)<0o3)<..<o(2n—1)und o(2k — 1) < 0(2k) fiir alle k = 1, ..., n. Eine gebundene Permutation
bezeichnen wir mit oy.

Die Aussage aus [1] nimmt dann folgende Gestalt an:

t?“(’y“l . ,,y#2n) -4 Z E(O-b)n#o‘b(l)ﬂo‘b(Z) copHop@n=Dloyan) (2)
opESan

wobei 7*? die Minkowskimetrik ist.

Im nun folgenden Text werden wir eine Konstruktionsvorschrift fiir die gebundenen Permutationen vorstellen, sowie
eine Methode ihr entsprechendes Signum zu bestimmen. Wir werden feststellen, daf} sich die Spuren nach folgendem
Muster konstruieren lassen, z.B. fiir tr(y*y"y*y?):

Schreibe alle Indizes auf und verbinde je zwei mit Klammern. Wiederhole dies fiir alle moglichen Kombinationen
von Verbindungen. In unserem Beispiel wéren dies.

[ =
pvaf, praf, und praf. (3)

Die verbundenen Indizes bilden die Komponenten der Minkowskimetriken, also n**n®3, nt*n¥8 und n*Pn*<. Thre
Vorzeichen sind gegeben durch (—1)*, wobei x die Héufigkeit ist, mit der sich die Klammern kreuzen. Hier also
(—1)° =1 fiir den ersten Ausdruck, (—1)' = —1 fiir den zweiten Ausdruck und (—1)° = 1 fiir den letzten. Somit
erhalten wir

tr(yHy ) = 4[(=1)" " + (=1) oy 4 (= 1) o] = Al — pronP + oy (4)

KONSTRUKTION GEBUNDENER PERMUTATIONEN

Wir werden nun das zuvor genannte Beispiel auf den Fall von 2n Gammamatrizen verallgemeinern und die zugehorigen
Aussagen beweisen.

Aussage 1: Man erhilt sdamtliche gebundenen Permutationen aus S;, indem man alle Molichkeiten
betrachtet, die Menge {1,...,2n} zu Paaren (a1, 1), ..., (@n, Bn) zu gruppieren. Dabei soll a; = 1 und
ag < B fiir alle k € 1,...,n und o < ay, fiir alle I < m gelten. Die zugehorige gebundene Permutation ist
dann definiert durch o(2k — 1) := ay, o(2k) := Gy.

Definition 2: (Eselsbriicke) Ein Paar (ay, 8;) wie oben erklirt nennen wir Eselsbriicke.



Beweis von Aussage 1: Der Beweis ergibt sich sofort aus der Definition einer gebundenen Permutation. Zunéchst
liefert die Konstruktionsvorschrift eine gebundene Permutation, da o(1) = a; = 1, sowie 0(2l — 1) := oy < ap, =:
o(2m—1) fiir alle I < m, als auch 0(2k—1) := ap < Bk =: 0(2k). Umgekehrt existiert zu jeder gebundenen Permutation
ein Satz von Eselsbriicken. Gegeben sei eine gebundene Permutation o;,. Die Eselsbriicken sind dann gegeben durch
(ob(1),05(2)), ..., (op(2n — 1), 04(2n)), denn diese erfiillen alle Bedingungen von Eselsbriicken. n

Anmerkung 1: Die obige Vorschrift &8t sich bildlich wie folgt beschreiben: Gegeben seien die Zahlen
1,....,2n, n € IN. Verbinde die 1 mit einer weiteren Zahl §; durch einen Bogen, also i,...61,...2n. Im
néichsten Schritt verbinde fiir den Fall dafl 81 # 2 die 2 mit einer weiteren Zahl 5, mit der Einschrankung
B2 # B und (o # 1. Wenn ;1 = 2 verbinde die 3 mit einer weiteren Zahl B2, mit G5 # 1 und By # 2. Diesen
Prozess fithrt man solange aus, bis jede Zahl durch genau einen Bogen mit einer anderen verbunden ist.
Die Vorschrift liefert also eine aufsteigende Menge von Zahlen 1 =: a1 < as < ... < a,, und eine Menge
von Zahlen (1, ...0, mit ai < Bg. Die Paare (ag, 8x) sind also genau die vorher definierten Eselsbriicken.
Umgekehrt ist natiirlich jede Menge von Eselsbriicken einem solchen mit Klammern versehenen Bild
zuzuordnen. Wir erhalten also alle Sétze von Eselsbriicken, wenn wir alle nach dieser Anmerkung mdoglichen
Bilder zeichnen. Fiir die weitere Interpretation im néchsten Abschnitt ist es hilfreich die Bogen nur oberhalb
oder nur unterhalb der Zahlenreihe zu zeichen, also 1234 oder 1234, anstelle von @l, als auch darauf zu
achten, dafl sich die Bogen nur so wenig wie moglich kreuzen.

SIGNUM UND ESELSBRUCKEN

Bisher haben wir eine einfache Methode gefunden um alle gebundenen Permutationen von Sy, zu finden. Wir
nutzen einfach alle Moglichkeiten aus Anmerkung 1, um die Bégen zu zeichnen. Die Permutation ist dann durch die
Interpretation der Paare als Eselsbriicke gegeben. Wir erinnern uns noch, daf} in

t?“(’y”l . /-y)u'Qn) -4 Z g(ab)n#ob(l)#ob(z) <Py @n=DHoy(2n) (5)
opESan

die Paare (0p(2k — 1), 0(2k)) genau die Eselsbriicken (ay, 8x) sind, die wir nun sehr einfach bestimmen kénnen. Was
uns hingegen noch fehlt ist das Signum £(0}). Dem wollen wir uns nun zuwenden.

Definition 3 (Kreuzung): Man sagt, daf$ zwei Eselsbricken (o, 3;), (o, ;) mit i < j einander kreuzen,
wenn gilt B; > o und B; < B;.

Anmerkung 2: Nach Voraussetzung gilt natiirlich auch «; < o;. Man kann sich iiberzeugen, dafl der Fall
zweler sich kreuzender Eselsbriicken folgender Situation in dem Bild aus Anmerkung 1 entspricht:

T
...,Oéi,...,(Xj,...,ﬁi,...,ﬁj,... (6)

Kommen wir nun zur zentralen

Aussage 2: Sei k., die Zahl der Kreuzungen von Eselsbriicken einer gebundenen Permutation oy, dann ist
das zugehérige Signum gegeben durch e(op,) = (—1)"%s.

Fiir den Beweis dieser Aussage brauchen wir noch zwei Hilfssétze:

Hilfssatz 1: Fiir gebundene Permutationen oy, gilt

mop(2) — 1) — 0p(20)  0p(2) — op(2i
(71)"%:]:[ b(;j_i_Q;( ) b(;;_z,;?( )

(7)

(25 —24)(25 — 1 — 2i) ‘
i<i ob(25) — ov(2i)(03(2) — 1) — 0(20)) |

Beweis: Wir haben in Aussage 1 bereits gesehen, daf sich jede gebundene Permutation eindeutig einem Satz von
Eselsbriicken zuordnen 1&8t. Um den Hilfssatz zu beweisen, miissen wir sicherstellen, daf} jedes Paar von Eselsbriicken
der gebundenen Permutation darauthin untersucht wird, ob es sich kreuzt oder nicht. Fiir den Fall einer Kreuzung
muf gelten

o5(2) — 1) —0b(21) 0b(2)) —03(2i)
25— 1-2 2j— 2

(2f — 2i)(2j — 1 — 2i)
ob(25) — 05(2i)(03(2) — 1) — 0(20))

‘ =1, 8)



fiir ein ¢ < 7. Ansonsten mufl der Ausdruck eins ergeben.

Fiir jedes Paar von Eselsbriicken (g, 31), (m, Bm) gilt 0.B.d.A mit I < m, daf} dieses eindeutig dem Paar
(0b(20 = 1), 04(21)), (op(2m — 1), 0p(2m)) zugeordnet ist. Da wir im Produkt iiber alle ¢ < j multiplizieren, erhalten wir
auch den Faktor

gp(2m—1)—0p(2l)  op(2m)—op(21) (2m—21)(2m—1-21) (9)
2m—1-—21 2m—21 op(2m)—op(20) (o (2m—1)—0oy(21))
_ am—P1_ Bm—Pr | (2m=2)(2m-1-2])
= Ime1-21 " 2m—2l <,§Tfrﬁz><$n—ﬁz>> (10)

Wir haben also zu jedem Paar von Eselsbriicken genau einen solchen Faktor in unserem Produkt. Betrachten wir
nun den Fall einer Kreuzung, also 8; > a,,, und §; < (G,,. Hier ist

am — B . Bm — B . (2m —20)(2m — 1 —2I)
2m —1—21 2m — 2l (Bm — Bi)(m — B1))
da 21’1’;%1 < 0 und ﬁm g; > 0. Fir die Fialle ohne Kreuzung, also 8; > G, und 38, > «,, sowie §; < a,, und
G1 < By, erhalten wir elne eins als Ergebnis. (Der Fall 8 < a,y, und §; > (3, ist natiirlich ausgeschlossen, da immer
gilt By, > auyn.) Damit haben wir den Satz bewiesen, da wir fiir jede Kreuzung mit (—1) multiplizieren, also insgesamt
mit (—1)%es. ]

‘ =1, (11)

Hilfssatz 2: Fiir gebundene Permutaionen oy, gilt

(25 — 20)(2j — 1 — 2i)
o(27) — 05(2i)(00(2) — 1) — 03(2i

ﬁ oy(2j — 1) — 0u(2i) 03(2j) — ap(24)
25 —1—2i 2 — 2i

§|=een a2

i<j

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollsténdige Induktion. Wir beginnen mit n = 2.

2 o (2j—1)—0p(28)  op(25)—0p(24) (25 —2i)(25—1—24)
ITie; = TR T T TR (05 (25) =05 (20)) (0 (25— 1) =0 (20)) (13)
_ op(22-1)—0p(2:1)  0p(2:2)—0p(2:1) (2:2—2:1)(2:2—1—2:1) (14)
= 22-1-2-1 2:2—2-1 (05(2:2)—05(2-1)) (0p (22— 1)—0p (2-1))
_ op(3)—=0b(2) | op(4)—0p(2)
= EEACIAOERC) (15)

Fiir die andere Seite der Gleichung nutzen wir, dafl (o) = Hi<5 sowie ’HQZ[; w

und konnen dann schreiben

1= ’Haw N

2n 2n 2n

op(3) — op() op(8) — op(a) 5 *Ub op(B) — op(a)
o= [ 0y le) [ 0l (e g w0

a<f ﬁ - a<pB ﬁ - a<p Ub(ﬁ) - Ub a<f ‘Ub — o a)‘

Fiir n = 2 erhalten wir deshalb
4 ob(B)—ob(a)
<o 2@ —ontan (17)
_ op(2)=op(1) | op(3)—op(1) | op(4)—on(l) | ou(3)—0u(2) | ob(4)—0b(2) | on(4)—0w(3) (18)
[o6(2)—ap (V)]  [opB)—0p(D)]  [os(D)—op(D)]  [o6(3)—0s(2)] [op(4)—0p(2)] [on(4)—0b(3)]
_ ob(3)=0b(2) | op(4)—0w(2) (19)
lob(3)—ou(2)]  |ob(4)—0u(2)]

Beim letzten Schritt haben wir die Eigenschaft der gebundenen Permutation benutzt, daf o4(2) > 03(1) und
O'b(4) > CTb(3) > (Tb(l).
Fiihren wir nun den Induktionsschritt durch, zeigen also, daf3

(25 — 1) — 0u(20)  03(25) — 0b(20) (2j — 20)(2j — 1 — 2i) P 5 (8) - o)
11 2i—1-2i  2j-2i  |(0u(2)) — 00(20))(0p(25 — 1) 05(22'))‘ al:[ﬁ T (20)
Anders ausgedriickt
n-+1 . . 2(n+1)
(25 — 1) — op(24) . oy(27) — ob(2i) op(B) — op(@)
5o e e e~ 1L o@ e @

a<f



Da wir hier nur Produkte haben, konnen wir die Induktionsvoraussetzung praktischerweise direkt benutzen. Zu zeigen
bleibt

2n+1

op( 2n+1 —aboz p(2(n+ 1)) — op(a)
H lop(2n + 1) — op(a) H »(2(n + 1)) —ab(a)|'(22)

In der Tat ist das Produkt auf der rechten Seite iiber die geraden a genau der Ausdruck auf der linken Seite. Wir
miissen also noch zeigen, dafl das Produkt iiber die ungeraden « genau eins ergibt. Durch die gew#hlte Normierung ist
jeder Faktor vom Betrag eins, desweiteren gilt aufgrund der Gebundenheit von o}, , dal 04(2(n + 1)) > op(a’) mit
=(2k—1)firallek =1,...,n+1, sowie 0,(2n+ 1) > op(’’) mit " := (21— 1) fiir [ = 1, ..., n. Also ist das Produkt
iiber die ungeraden « auch positiv, und mit dem vorherigen Argument gleich eins. Damit ist der Satz bewiesen. g
Beweis von Aussage 2: Die Aussage ist mit Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2 unmittelbar bewiesen. n

~—

ﬁ op(2(n+1) —1) —0p(21)  op(2(n+1)) —
Wioen+ D=1 = o) Jo@m+1) -

Anmerkung 3: Mit Anmerkung 2 kénnen wir ,, sofort bestimmen, wenn wir die Klammern gezeichnet
haben. Wir zéhlen einfach wie haufig sich die Klammern iiberschneiden.

SUMMA SUMMARUM

Wir haben nun mit Anmerkung 1 und Anmerkung 3 gezeigt, da§ wir

tr(yt - ,-y,U'Qn) —4 Z E(ab)n#ab(l)#ab(z) <o pHopeno1 oy an) (23)
opESan

einfach dadurch bestimmen kénnen, indem wir alle Indizes u1, ..., 2, hinschreiben und alle Moéglichkeiten in Betracht
ziehen diese in Paaren durch Klammern miteinander zu verbinden. Diese Paare (Eselsbriicken) beschreiben die
Komponenten der Metriken 7. Das Signum erhalten wir, wenn wir zéhlen wie héufig sich die Klammern kreuzen,
beispielsweise £ mal und erhalten € = (—1)".

Manchmal iiberzeugt ein Beispiel mehr als viele Worte, berechenen wir dehalb tr(y*y”y*y5~yP%) explizit.

Eselsbriicken Summand Signum
1

nvafips n“‘sn”pn”“’( 1)°=1
pvappo P (—1) =
Hvappo "0 o0’ (-1)° =
prafps iy (—1)! =
pvafpd O (=1)° =
Haipd n“pn”“n"‘s (-t =
pvafps Pprone (—1)? =
pvafpd Iyt (—1)° =
pvafipd e (-1)° =
Ha3po ntenon® (-1)t =
Ha3pd nten Py (1) =
Haps nten fnP? (-1) =
uvafpo n*n*on® (1) =
pafps n*n” (-1t =
praBpd ' n*Pn? (=1)° =

Also ist

tr(Vy P yPy0) = Aoy Pn®P — oy e oy et — preyon®B ey Bpad — pibyreyto

+ nuﬁnV%ap nuﬁnl/pnaé + nuﬁnvanpﬁ ]WTIV(;UBP + 77”&77”77&6 _ nuanVﬁnpé

+ pnOnPe — prrnPnPl 4 By,

Damit findet die praktische Anwendung der Eselsbriicken auch ihre vertretbare Grenze, da die Spur {iber acht
Gammamatrizen schon aus 105 Summanden besteht. Der Autor hat dieses Verfahren bereits fiir vier oder sechs



Gammamatrizen verwendet. Ziel des Aufsatzes war es lediglich eine mathematische Begriindung fiir diesen Algorithmus
zu finden.

[1] Claude Itzykson, Jean Bernard Zuber, Quantum Field Theory, Mc Graw Hill Book Company (1980)



