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Prace Dedykuje Moim Rodzicom i Mojemu Bratu

ABSTRACT. Elementarny dowéd Wielkiego Twierdzenia Fermata.

I. WSTEP
Diofantosa interesowaty rozwigzania réwnah w Q. Obecnie réwnania diofantyczne
rozwigzuje sie w Z. Oto zadanie 8 z drugiej ksiegi Arytmetyki Diofantosa:
'Dany kwadrat roztozy¢ na [sume] dwa kwadraty.’
Rozwigzanie ilustruje wzdr — dla kazdego a,u € Z:

(1) a? = (uf‘fl>2+ a(w—1) 2

u? +1
W tym wiasnie miejscu, tj. na marginesie strony egzemplarza ksiegi p.t. Arytmetyka
Diofantosa, tacihskiego przektadu Bacheta, edycji z roku 1670, ktérego wiascicielem byt
Samuel de Fermat, jest odtworzony nastepujacy dopisek Pierre de Fermata (1665):

Nie mozna rozlozyé ani sze§cianu na [sume] dwa szeSciany, ani bikwadratu na
[sume] dwa bikwadraty, i w ogdle zadnej potegi wickszej niz druga na [sume] dwie
potegi z takim samym wyktadnikiem. Odkrylem naproawde zadziwiajacy dowdd tego
[faktu]. Margines jest na to za maly. [1] Istnieje takze inne tlumaczenie drugiego
zdania Fermata: 'Odkrytem prawdziwie cudowny dowdd tego faktu, jednakze margines
ten jest zbyt waski, by go zmiesci¢." Ten niezwyklty komentarz starszego Fermata
jest w zwigzku z réwnaniem Pitagorasa i wskazuje na istnienie dowodu jako faktu
(demonstratio sane mirabilis) na tres¢ tegoz dopisku-twierdzenia. [3]

II. WIELKIE TWIERDZENIE FERMATA
Twierdzenie 1. Dla n, X,Y, Z € N3: X"+Y"™ = Z" nie ma rozwigzah wtaéciwych.

Dowdd. Niech istnieja n, X,Y,Z € Ng: X" +Y"™ =Z™ ma rozwigzania wiasciwe.
Wtedy X +Y >27 i X24Y2>2%2 i...i0i Xvlqaynls 72 edyzw
przeciwnym razie X" +Y" < Z". Liczby X,Z —Y bedg dodatnie i nieparzyste,
liczba Z — X bedzie dodatnia, a liczba X +Y — Z bedzie dodatnia i parzysta.
Kazda liczba parzysta niebedaca potega dwdjki ma nieparzysty dzielnik pierwszy,
przeto wystarczy udowodni¢ WTF dla n=4 i dla n bedacych liczbami pierwszymi
wigkszymi od dwéch. [4] Zbiér tych liczb oznaczmy przez P.
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A. Dowéd dla n = 4.
()" = (2°)" - ()"
Zatem istniejg dwie pary wzglednie pierwszych liczb naturalnych w, v i y, =
liczba z takie, ze u—wv, y—2a, z € {1,3,5,...} i z jest minimalna (zatozenie):

[(uQ — U2)2 = (u2 —|—112)2 — (2uv)2 =X?2A (u2 + 112)2 + (2uv)2 =72 A

:>(u=y2A v=a2*A u2+v2=z2):>y4—|—x4:z2.

[ R

2 (u? +0?) (2uv) = Y?
Zatem istniejg wzglednie pierwsze nieparzyste liczby naturalne p > g:

4
[(PQ) =at=(z2+9°) (2 -9°) =
4, 4 4_ 4 2 2
p-+q 2_ P —¢q 2 PTHG 5 o
(z 5 y 5 ) y 5 (° =)
Muszg wiec istnie¢ parami wzglednie pierwsze liczby naturalne g > w > e takie,

ze gyw—e€{3,5,7,..}:

2., 2
[92:23 ‘;C] A (2we)2:(w2—|—62)2—(w2—62)2=p2—q2/\

wtel=p A wr-e2=qg A 20t +2* =p>+¢% A

2, .2 4, 4)2
+
wht et = g2 = 14 <(p 4q) :z2]:>g<z,

2

co stoi w sprzecznosci z minimalnos$cig liczby z. "
B. Dowdd dla n € P — wnioski ogélne.

Z powyzszego wynika, ze dla liczby dodatniej v:
w=X-Z-Y)=Y-(Z-X)NZ-Y+2w=X NZ-X+20=Y A
(Z-Y+20)"=(Z-Y+Y)"-Y"AN (Z-X+20)"=(Z-X+X)"—-X" A
X+Y +(-]"+Y"=[X+Y + (-2v)]" = Z".

W konsekwencji otrzymujemy koniunkcje trzech réwnan:
n—lyn

_ n—2 . _ n—3 _ 2 n—2 n—1 —
Z-Y)"""v+(n—-0D(Z-Y)""v+..+2" +7n(27Y)

Y _ —1 _
:[(Z—Y)" 2+”2 (Z-Y)" 3Y+...+Y"2} A

2
(Z - X)""?2w+ "771 (Z-X)" )+ ..+ @) + n((ZQV_))Q =

- X {(ZX)”‘2+ n;1 (ZX)"‘3X+...+X”2} A

(X+Y)"2(-y)+ 2 5 LX) Y e (2 =

_ n—2 n— 1 n— 2 n—1 (721/)774
= (X +Y)"F ()= (X +Y) P (—2w) .+ (—2v) +m. 2]

Zatem liczby v,Y/2 muszg by¢ nieparzyste, liczba pierwsza n | v oraz
(n|X,Z-Y Vn|Y,Z-X Vn|X+Y,2) A

Z-Y,Z-X,X+Y |(2v)"A n|XYZ A v=mnmch].
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B.1. Dowdd dla liczb nieparzystych X,Y,Z — X. Istnieja m,c € {3,5,7,...} i
istnieje h € {1,3,5,...}:
{ntmch A [(n"'¢" +2nmch =X A n|X A h"+2nmch=Y A
2"m" = X +Y =n""'c" + h" +dnmch A n" " +Y = Z) v
(" +2nmch=X A n|Y A n" 'h" +2nmch =Y A
2"m™ = X +Y =c" +n"" A" 4+ dnmceh A +Y =2)V
(" +2nmch=X An|X+Y, Z AN R"+2nmch=Y A
2"y = X +Y =" + A" 4 dnmch A c"—&-YzZ)]} =
[(2"m" — h" =n""'c" + dnmch A n|2m—h A n®|2"m" —h") V
(2"m" — " =n"" 'R +dnmch A n|2m—c A n®|2"m" —c") V
(2"n" " tm"™ =" + A" +4nmch A n|c+h A n?| "+ R"Y)] =

mch

. ¢ {3,5,7,..}. &

B.2. Dowdd dla liczb parzystych Y, Z — X. Istnieja m,c € {3,5,7,...} i istnieje
he{1,3,5,...}:
{ntmch A [(n"'¢" +2nmch =X A n|X A 2"h"+2nmch=Y A
m" =X +Y =n"" 1" +2"A" 4 dnmch A n" TN +Y = Z) \%
(" +2nmch=X A n|Y A 2"n" 'R" +2nmch =Y A
m" =X +Y =c"+2"n"" A" 4+ dnmch A Y =2Z)V
("+2nmch=X ANn|X+Y, Z AN 2"hW"+2nmch =Y A
n"im" = X +Y ="+ 2"h" + dnmch A c"+Y:Z)]} =
[(m™ —2"h" =n""'c" + dnmch A n|m—2h A n?|m" —2"h") V
(m"™ —c" =2"n""'h" +dnmch A n|m—c A n*|m"—c") V
(n*~tm™ ="+ 2"h" + dnmch A n|c+2h A n®| "4 2"0")] =

mch
— 3,5,7,...}.
{357,

To jest dowéd. Ten dowdd jest réwnowazny dowodowi WTF w Z. [l
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